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oz

Bu calismada, bagslangig ve sinir-deger problemleri-
nin ¢ozilimiindeki Fourier Integralleri ydntemi ve buna bag-
11 olarak gerekli integral doniisiimleri ele alinip, bu
yontemin ileri bir asamasi olan Sturm-Liouville problemi
incelenerek uygulama alanina aktarilmasi, sonuglara daha
saglikli yvaklasilmasi ana hedef secilmigtir.
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APPLICATION OF FOURIER INTEGRALS TO INITIAL AND
BOUNDARY VALUES PROBLEM

(M.Sc. Thesis)
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ABSTRACT

In this study,the Fourier Integrals method has
been used in the solition of initial and boundary-value
problems and according to this, neccessary integral
transformations have been considered and used.Main
purpose of this work is to analyse the Sturm-Liouville
problem which is an advanced stage of Fourier Integrals
and to putinto practice so that obtained results will
be more precise .
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SEMBOLLER

Sembol Anlam
L Laplace operatdrii
-1 Ters Laplace operatdrii
N (t) Bog fonksiyon
D = E%E Tlirev operatdrii
¢i(x) Karakteristik fonksiyon
Jn(x) n'incli mertebeden Bessel fonksiyonu
r(x) Gama fonksiyonu
g (m,n) Beta fonksiyonu
V(x,y,0) Cekirdek fonksiyonu
—> oo x'in sonsuzdaki limiti
(C,x) Toplanabilirlik
F (s) Mellin formiili
o(x") £(x) = o(x™) ise

lim ELEL = Sonlu

n-> o X
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BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1. TANIM. (Oklidyen Uzaylar Arasindaki Doniiglim)

Bir F:E" - EV fonksiyonu verilmigs olsun. VpGEEn
igin

F(p) = (£,(P)se.erf (P))
olacak sekildeki

n
fl,...,fm:E - R

reel dederli fonksiyonlarina F nin 6klid koordinat fonk-

siyonlaryi denir ve F = (fl,...,fm) seklinde gbsterilir.

ER F

N

f,=x.0F

i i
R éfgf//
i
Sekil 1. ©k1lid koordinat fonksiyonlarai.

F fonksiyonlarinin koordinat fonksiyonlari olan
fi'ler diferensiyellenebilir iseler F fonksiyonuna da

diferensiyellenebilirdir denir. Eger,

F:E® > g™

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise F ye dinlisgim denir.
_l...
- e

D%sekbéjretim Kuruly
Orimantasvon hderkeéf



Yukaridaki diyagramda F = (f1r°~°'fm) ve E™ de

(xl,xz,...,xm) koordinat sistemi igin

fi=xioF:En—>1R (1 <i<m

gseklindedir [ 1].

1.1.1. TANIM. (Laplace donlislimii)

F(t) t nin t 2 0 ig¢in tanimlanmig fonksiyonu ol-
sun. t < 0 digin F(t) = 0 kabul edilebilir. s > 0 reel
veya kompleks bir parametre olmak {izere, t reel dedis-
kenin bir fonksiyonu e_St olduguna gotre;

-st
£(s) = [ e £(t) dt (1.1)
0
integrali var olacak gekilde bir s parametresini bulmak

mimklin ise F(t) nin L{F(t)} ile gOsterilen Laplace

doniislimil

J e ®t F(v) dt (1.2)

L{F(t)} = £(s) =

ile tanimlanir.

(1.2) integrali s nin bir s; deferi i¢in yakinsak
ise R s > R 8o olan her s ig¢in yakinsaktir. Bu ise I (t)
fonksiyonunun Laplace doniigliminiin varligini ifade eder.

F(t) ile f(s) ¢iftine doniliglim ¢ifti adi verilir.

t nin bir fonksiyonu F(t), G(t) gibi bliylik harfler-
le gbsterilmig ise bunlarain Laplace doniiglimleri sirasiy-

la f(s), g(s) ile gbsterilir [2].

_.2_



1.1.2. TANIM. (Ters Laplace DOniigiimii)

F(t) fonksiyonunun Laplace doniiglimi £(s) olsun.
F(t) belli iken L{f(t)} = £(s) islemine F(t) fonksi-

yonunun Laplace doniigstimi adi verilir.

Buna gdre f(s) Laplace doniigiimiiniin var olmasi ha-
linde F(t) yi bulma islemine ters Laplace d&niiglimii de-

nir ve

F(t) = £71{£(s)} (1.3)
ile gOsterilir.

s, a + ib geklinde bir parametre olmak lizere f (s)

belli iken FF(t) fonksiyonu

at+ je
st

F(t) = 53 a_!iw e~ f(s) ds

integrali ile hesaplanir. £~! operatdriine ters Laplace

operatdr denir [ 3].

1.1.3. Laplece doniiglimiiniin tekligi ve varliga

N(t) bog fonksiyonunun Laplace doniiglimii bos oldu-

gundan,

CIF(t)} = £(s) = L{F(t) + N(t)} = £(s)
yazilabilir. Tersini diiglinlirsek,

f(s) =L*Y{F(t) + N(t)}=L-1{F(t)}+ L {N(t)}

=L~V {F(t)}



olarak ifade edilir.

Bir fonksiyonun Laplace ddnilisimiiniin teklidi ve var-
11§1 o fonksiyonun ters Laplace doniliglimlindeki teklik ve
varligi garanti altina almaktadir. Bir fonksiyonun tersi

varsa kendiside vardir. Ancak karsiti dodru degildir| 3].

1.2. TEOREM. ( Integraller I¢in Ortalama Deder

Teoremleri)

1.2.1. Birinci ortalama deder teoremi

EJer f(x) fonksiyonu [a,b] aralidinda slirekli ise
(a,b) de
b

[ f(x)dx = (b-a)f(g) (1.4)
a

olacak gekilde bir ¢ noktasi vardir [4].

1.2.2. Genellegtirilmig birinci ortalama deder

teoremi

f(x) ve g(x) fonksiyonlari [a,b] de slirekli olmak
lizere, g(x) bu aralikta igaret dedistirmiyorsa (a,b) de
b b

[ f(x)g(x)dx = £(¢) |/ g(x) dx (1.5)
a a

gseklinde bir & noktasi bulunabilir. Bu teorem g(x) = 1

cldugunda (l.4) e indirgenir [4].



1.2.3. lkinci ortalama deger teoremi

f(x) ve g(x) fonksiyonlari [a,b] de silirekli iseler
ve g(x) monoton azalan bir fonksiyon ise, (a,b) de,
b £

[ £(x) g(x)dx = g(a) [ £(x)dx (1.6)
a a

egitligini saglanacak gekilde bir & noktasi bulunabilir.

Sayet g(x) monoton artan bir fonksiyon ise, (a,b)

de,

b b
[ £(x)g(x)dx = g(b) [ £(x)dx (1.7)
a €

olacak sekilde bir & noktasi vardar.

1.2.4. Genellestirilmisg ikinci ortalama deder

teorcmi

f(x) ve g(x) fonksiyonlari [a,b] de siirekli iseler
ve g(x) fonksiyonu (1.2.3) de oldugu gibi daima pozitif
olmak zorunda bulunmaksizin, monotun artan veya monoton
azalan bir fonksiyon ise, (a,b) de,

b b

£
J f(x)g(x)dx = g(a) [ £(x)dx+g(b) [ £(x)dx
a a g

(1.8)

olacak sekilde bir ¢ noktasi bulunabilir. Siireklilik ye-
rine integrallenebilme kosulu konulursa bu sonu¢ yine

gecerlidir [4].



1.3. TANIM. (Diizglin Yakinsaklik)

Bir [a,b] araliginda tanimlanmig fonksiyonlardan
olusan dizi {Un(x)}, (n =1,2,...) olsun. EJer ¥e > 0

ve [a,b) de tiim x deferleri ig¢in, n > N olmak lizere
IUn(x)-F(x)l < e

olacak gsekilde bir N > 0 sayisi bulunabiliyorsa dizi
f(x) e yakinsar veya F(x) limitine yaklasir denir. Bu

durumda

il

lim Un(x)

n-)oo

F(x)

yazilar.

N sayisi x e bagimli oldugu kadar ¢ na da baglidir.
Eer N sadece € na bajli ve x e bagli dedilse dizi
[a,b] araliginda dlizgiin yakinsaktir veya ayni aralikta

F(x) e dizgiin olarak yakinsar denir. $imdi,

it 8

n=1

fonksiyon serisini g6z ©niline alalim.
Sn(X) = Ul(X) + Uz(X) + ... (1.10)

olmak tlizere, {Sn(x)} n=1,2,3,...) kismi toplamlar

™8

dizizi [a,b] araliginda yakinsak ise
n

lUn(x) serisi-

de [a,b] araliginda yakinsaktir. O zaman,

r}iﬁ: Sn(x) = g(x)



yazilair ve s(x) e serinin toplami denir. GOriiliiyorki,
eger Ve > 0 ve [a,b] de tiim x degerleri ig¢in n > N ol-
mak {izere lSn(x)-s(x)l < ¢ olacak gekilde bir N > 0
bulunabiliyorsa ZUn(x) serisi [a,b] araliginda s(x)

e yakinsar.

N yanliz e sayisina bagli ve x e bagli dedilse
ZUn(x) serisine [a,b] araliginda diizglin yakinsaktir

denir [ 4].

1.3.1. TANIM. (Integrallerin diizgilin yakinsakligdi)

$(a) = [ f£(x,a)dx (1.11)
a

integralini gz Oniine alalim. (l.11) integralinin

A

(N @ < a, veya [e,,0,] araliinda yakinsak oldugunu

varsayalam.

v 0 sayrsye verlldidglinde, oger v sayisinag badglag
ve a dan badimsiz bir N sayisi bulunabiliyor ise yani
Yu >N ve [a;,6,] da her a« igin

u
Po(a) - [ £(x,2)dx| < ¢ (1.12)
a
yazilabiliyorsa (1.11) integrali [¢,,¢, ] aralidinda

diizgliin yakinsaktir [4].



1.3.2. TANIM. (Weierstrass M testi)

Eger |f£(x,¢)| < M(x), @, Sa <a,, X>a ve

oo

f M(x) dx integrali yakinsak olacak sekilde bir
a

IM(x)| 2 0 fonksiyonu bulunabiliyorsa

b
[ f(x,a) dx
a

integrali «; < a < @, araliginda :dlizglin ve mutlak ya-

kinsaktir [4].

1.3.3. TANIM. (Dirichlet testi)

P (x) pozitif monoton artan bir fonksiyon olmak iize-
re x - » jcin sifira yaklagsiyorsa ve bilitinu > a lar
igcin

u

| [ f(x,)dx | <op
a

ise

(=

[ E(x,e) p(x) dx
a

integrali s6z konusu aralikta diizgiin yakinsaktir [ 4].

1.3.4. TEOREM.

(x,0) fonksiyonu x > a ve a; <a < a, igin si-

rekli ise ayrica jf(x,a)dx integrali ayni aralikta
a
diizgilin yakinsak ise

6(x) = [ £(x,0)dx
a



integrali e; < a < a, araliginda siireklidir. Ozel

olarak «; < a < a, araliginin herhangi bir noktasi

ugy ise,
lim ¢(e) = 1lim [ f(x,e)dx = [ 1lim £(x,«¢)dx
a > ag, a—>a0 a a @ >y

(1.13)

yazilabilir. EJer «; ug¢ noktalarindan birisi ise sag-

dan ve soldan limit kavramlari kullanilir [4].

1l.4. TANIM. (Fourier Serileri)

f(x) fonksiyonu (-L,L) aralidinda tanimli; bagka
bir ifadeyle f(x + 2L) = f£(x) fonksiyonunun periyodu

2L olsun. Bu durumda Fourier serileri veya Fourier

agilimlara
ag 4 nmx . nnx
5 nil(ancos I, bnsin—-—-ll ) (1.14)

olarak ifade edilir. Burada ag, a, ve bn ler Fourier

katsayilaridir. (-L,L) araliginda Fourier katsayilara

(n =0,1,2,...)

1 L nmx
a, =T —L[ f(x) cos T, dx
p =2 fL £(x) sin 2% ax
n L -1, L
1 L
ag = ¢ f £i(x) ax
~L



seklinde yazilair. (1l.14) ifadesi

L L L
1
f(x)= oL Lf f(X)dx+nzl{(E _f f(x)cos—~———dx) os%
+ (2 ij( )singjp—(dx) in X
L X BN

-L

(0,2L) aralaiginda ise Fourier katsayilari,

C+ 2L
-1 nmx
a =% f £(x) cos == dx
C
C+ 2L
_ 1 nmx
bn——ch £(x) sin-F-dx

ile belirlidir. Burada C reel bir sayidir. GoOrlilecedi
gibi C = -1, alindidinda daha &nce verilen birimlere

déniigiir.

Fourier serilerindeki sz konusu f(x) fonksiyonu

agsagidaki Dirichlet gartlarini gercgekler.

i) £(x) fonksiyonu (-L,L) aralidinin bir kag¢ sonlu

noktasi harig¢ tek dederli ve belirlidir.
ii) f(x) fonksiyonu (-L,L) aralidinin digsinda da
2L ile periyodiktir.

iii) £(x) ve f'(x) fonksiyonu (-L,L) araliginda
parcali silireklidir. Bu gartlari saflayan fonksiyonun

Fourier ag¢ilimi vardar.

(1.14) ifadesi g&z Oniine alindiginda katsayilar,

eder x bir siireklilik noktasi ise f(x) e, x bir silirek-

~-10~



sizlik ise -21- {£(x+0)+£(x-0)} dejerine yakinsar.
f(x+0) ve £(x-0); £(x) in x deki sad ve sol limetle-

ridir. Bunlar,

]

lim f£(x + ¢)
e > 0

fE(x + 0)

1lim f(x - ¢) = £(x - 0)
e 0

olarak ifade edilir.

f(x) in slirekliligi Fourier serilerinin yakinsaklai-
gini gerektirmez. Fourier serisine agmak istedidimiz bir
f(x) fonksiyonunun tek veya ¢ift olugunun Snemi biiyiik-

tir | 5].

1.5. Fonksiyonlarin Ortogonallidi ve Ortonormal-

1igi
1.5.1. Ortogonal fonksiyonlar

¢m(x) ve wn(x) fonksiyonlarini g&z Oniine alalim.
Elemanlar arasinda m # n {izere, (a,b) araliginda
b
[ e (x) ¢ (x)dx =0 (1.15)
a
6zelligi bulunan {¢k(x)}, (k = 0,1,2,...) fonksiyonlar
kiimesine ortogonal fonksiyonlar denir. Ornedin, (~a,a)

" . X X 21X 2TX
araliginda 1, 31n-gj, cos-;r, sin rall cos-:;—,... or-

togonal fonksiyonlardair.

-11-



1.5.2. Ortonormal fonksiyonlar

b
J e (%) ¢ (x) dx (1.16)
a

integralinde m = n olmak lizere

b 2
af [o (x)]% dx =1

ise, fonksiyonlar kiimesine ortonormal fonksiyonlar de-

, .o o ” 1 1 . TX
nir. Ornegin, (-a,a) aralidginda y—— sin~— o
v2a Va
—L—cos%f,-4k—sinzgx, 1 coszgX r-++ ortonormal fonk-
va vVa va
siyonlardir.

1.6. Karakteristik Fonksiyonlarin Ortogonallidi

b
a] r(x) ¢ (x) ¢ (x)dx = 0

ise ¢m(x) ve wn(x) fonksiyonlari adarlik fonksiyonu
r(x) e gbre (a,b) araliginda ortogonaldir. Efer kilimede-
ki farkli fonksiyon g¢iftleri (a,b) aralidinda ortogonal

ise bu fonksiyonlar kiimesine ortogonaldir denir.

Sinir deder probleminin en belirgin &zelligi, ka-
rakteristik fonksiyonlarin bazi problemlere adirlik
fonksiyonu olarak uygulanmasidir. lkinci mertebeden 1li-

neer homogen

L pE 1+ la@ +rarmly = 0 (1.17)

-12-



diferensiyel denklemini g8z Oniline alalim. Burada p,q,r

reel fonksiyonlar olmak {izere

Lo Framy

ifadesi

d d2
L = [p e B Sl < AnZ +

1
|
Q

gseklinde yazilirsa (1.17) denklemi
Ly + Ar(x)y = 0 (1.18)
olarak kaisaltilair.
a2 d -
ag (X)5F + a1 (X)IGE + lap(x) + Rag(x)ly = 0

denklemi de

[(a,/ag)dx
p=e r q =

dOontglimleri altinda (l1.17) ye doniiglr.

Ay ve A, nin verilen problemin farkli iki k&ki ve
bunlara kargilik gelen karakteristik fonksiyonlar da

y =¢1(x), Y = ¢5(x) olsun. O zaman,

d dv,
= (P gx ) * (@+ Ar)e; =0
de,

ax (P dX) + (@ + Ayr)e, = 0

egsitlikleri yazailar.

-13-



Yukaridaki denklemlerde birincisi ¢ (X)), ikinciside
¢1(x) ile carpilip taraf tarafa c¢ikarilirsa ve (a,b)
{izerinden integre edildiginde

b b de, de,

(Ap=2) frcplcpzdx= f [tPZ% (p"d—; )"‘91% (P“d'}—(“)] dx
a a

yvazilir. Esitligin sa§ tarafi integre edilirse,

b de | d¢, b
Mo =Ay) [ rewwodx=le,(p 5z ) = vi(P g )1,
a
b dcpz dnp1 dg:l dgoz
';f [ dx (p dx ) - dx (p dx )] dx

bulunur. Son integralin sagindaki ikinci terim sifira
esitlenirse

b dy , (x) de, (x) p

-_— 1 - ———————
(Al—kz)af1w1¢2dx—[p(x)w2(x%—3§—— ¢ (X)—3% Ha

(1.19)

elde edilir. ¢, (X) ve ¢, (x) fonksiyonlari (1.17) denk-
lemi ile iligkili olup X = a ve x = b noktalarainda

sartlari sadlar (1.19) denkleminin sadindaki terimler
sifira egitlenirse x = a ve x = b sadlanmak ilizere ug

noktasindaki sinir sartlara

y = 0 (1020)

dy -

ax 0 (1.21)
d

-14~



olarak ifade edilebilir. (1.19) denkleminin saginda si-
fira egitlenen ¢1(x) ve ¢, (x) fonksiyonlari u¢ noktala-
rinda (1.22) yi, v nin herhangi bir defJer ig¢inde saglar

ve
] [ t ] L]
0,0 m 010, = (v, T re)e = (v, t 10 )e,

6zdegligi yazilir. Ayrica x = a ve Xx = b iken p(x)=0

ise y nin yada %ﬁ in sonlu bir deder olmasi ve ;)%% in
s1fir olmasi gartiyla (1.19) denkleminin sad tarafi si-

firdair.

Sonug¢ olarak, p(a) = p(b) iken (1.19) denkleminin

sagindaki terimler sifir ise

y(a) = y(b)
y'(a) = y'(b)
sartlari saglanir. Ozellikle ¢, (x) ve v, (x) fonksiyon-

larinin ¢6zlimlerinin b - a arasinda periyodik olmasi ge-

rekir. Bu durumda &; # A, olmak {iizere,

b
[ r(x)e1 ()¢ (x)dx = 0 (1.23)
a

gerceklenir [ 6].

1.7. Fourier Intedgrali

f(x) fonksiyonu asadidaki gartlari saglamak lize-
re;
i) f(x) ve f'(x) fonksiyonlari her sonlu aralikta

slirekli ve
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[>-]

ii) [ 1 £(x) ldx

- OO

integrali mutlak integrallenebilir olsun.

Fourier integrali

oo

f(X)==0f {A(e¢)cosax + B(a)sinax}do

ile ifade edilir. Burada

o0

[ f£(u)cosaudu

-0

]

A

A(a)

oo

[ £(u)sineu du

-—00

]

el L

B(a)

dir. Buna g6re (1.24) denklemi

o0 00

= 1
£ (x) 0[ {= [ f(u)coseu cosex du

-0

00

+;T]: [ f(u)sineu sinax du }du

-0

Bu durumda

(1.24)

(1.25)

formunda yazilir. EJer x noktasi f£(x) in bir silireklilik

noktasi ise (1.12) gegerlidir. Sayet x bir slireksizlik

noktasi ise f(x) Fourier serilerinde oldugu gibi

~2]={f(x+ 0)}+ {(x - 0)}

ile belirlenir [4].

1.8. Fourier Integral Teoreminin Egdeger Formlari

Fourier integral teoreminin egdeder formlari asadi-

daki gibi siralanabilir.

-16-



o0 o

f(x) = % f [ f£(u)cosa (x-u)du d« (1.26)
a=0 u=-e

[ ¥ [ fwe™Uau

00 -—O0

f{x) f%

[+

=L e aua (1.27)

-_ 0 -

f(x) fonksiyonu x noktasinda slirekli deg§ilse (1.26) ve
(L.27) nin sol tarafinda £(x) yerine % {(f(x+0) + £(x~0)}

konulmalaidair.

f (x) fonksiyonunun tek veya ¢ift fonksiyon olmasi
halinde bu sonug¢lar biraz daha sadelegtirilebilir. Eger

f(x) ¢ift fonksiyon ise

00 00

£(x) = 2 | cosex dx [ £(ucosxu du (1.28)

ve f(x) tek fonksiyon ise

oo o0

Fx) = 2 J simx de [ f(usineudu (1.29)

olarak yazilirlar [4].

1.9. Bessel Denklemi ve Bessel Fonksiyonlar:

Bessel denklemi ikinci mertebeden lineer bir denk-

lem olup, en genel gekilde

x2y'' + xy' + (x2-n2) y = O (n = 0,1,2,...) (1.30)

formunda yazilir. n herhangi bir sabit ve x = O noktasi

._l']...



bir regiiler singiiler noktadir.

vix) = x ¥ C.X

seklinde ¢6zim arayalim. y,y',y" deferleri denklemde

yerine konulursa

oo o o]

+ r- + r-
x2 T (k+r)(k+tr-1)cx" Tr4x T (k+rjoT L
+(x>-n2) 2 cx T =0
k=0

k+r .
ve X katsayilarini bir araya getirerek

[ (r k) n ]Ck Ck-—2 0 (1.31)
bulunur. k = 0 i¢in bu denklem

r2-n?2 =0 veya r; = n, ry, = -n (1.32)
sonuglarini verir. n » 0 farzedelim. k = 1 ig¢in

(1.31) den [ (r + 1)2-n2]C; = 0 ¢ikar. Késeli farantez
i¢indeki ifade sifir olmadigindan C; = 0 elde edilir.

ry = n igin (1.31l) denkleminden,

-C
= k-2
Ck TXZn F R (1.33)
bulunur. C; = 0 olmasindan dolayi tek indisli katsayi-

larin hepsi sifirdir. O halde ¢ift indisli katsayilari

hesaplarsak, (1.33) den,
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C
Cop = 3 2k = 2 (1.34)
2%k(n + k)

yazilir. k vya k-1,k-2,...,1 degerleri verilerek

¢ift indisli katsayilar asagidaki gibi elde edilir.

e (-1) ) (-1) =
“ox

2 2 2 2 = Co
2°k(intk) 2°k-1){ntk-1) 2°k-2)(nt+k-2) 2°1{n+ 1)

Cog = 1 alinirsa

-1 ¥
22k (n+ 1) (n+2)...(n+Kk)

Cok =

bulunur. O halde r; = n kokline ait ¢ozlm,

k
- (-1) x°K (1.35)
0 2 k!tn+1l)(n+2)...(n+k)

n

™8

yi(x) = x
k

dir. n sabitinin bazi deferleri hari¢ bu ¢dzim, hicgbir

elemanter fonksiyonun acgilimi dedgildir. y; (x) in sabit

0 carpimi ile elde edilen ag¢ilima n-inci mertebeden
2" n!

Bessel fonksiyonu denir ve

%0 ; -1k 2K
2t k=0 22K krm+1)(+2)i..(n+k)

J, (x) =

P N NN €'7/) I ¢ 7 R t v A,
2 n! 1!'(n+1)! 2!(nt+2)! 3!(nt3)!

(1.36)

formunda elde edilir. (1.36) Bessel denkleminin bir ¢o-

ziimiidir. 0 ve 1 nci mertebeden Bessel fonksiyonlarina



uygulamada sikga rastlanir. Bu fonksiyonlar

T = 1-E2)7 /) /2)°
112 212 312
(1.37)

x_(x/2)% | x/2)% _ (x/2)"
2 112! 213! 314!

J; (X)

ile belirtilir. Simdi de r, = -n koki ig¢in (1.33) for-

milli yerine bu defa

_ (-1)
x T ¥(=2n ¥ ¥)

Cx-2

elde ederiz. Bu esitligin (1.33) den farki n yerine =-n
alinmasidir. n nin pozitif bir tam sayi olmasi halinde
(1.37) saglanmaz. SOz konusu durum hari¢ olmak lizere n

yerine -n alindidinda

_ 5 1 (x/2)° (x/2)" x/2)"
I =G T T I (enF DT 2T (-n+ )T 37 (-n+ 3!

yazilir. (1.38)

Sayet n = 0 ise bu ¢6zlim (1.37) nin ilk ¢Ozilmiine yani
Jp (x) e egittir. Bu durum diginda Jn(x) ve J_n(x) lineer
bagimsizdirlar. Bdylece, n nin bir tam sayi olmasi ha-

rig¢, Bessel denkleminin en genel ¢Oziimi

y(x) = AJ_(x) + BJ_, (x)

n

seklindedir. n sayisi 1,2,3 sayilarindan birine esit
ise, Jn(x) mevcut,  ancak J_n(x) mevcut dedgildir. n = 0
igin Jn(x) ve J_n(x) lineer bagimli olacak sekilde mev-

cuttur [7].
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1.10. Lommel Integralleri

ky,ks pozitif reel iki sayi olmak ilizere u==Jp(k1X),

v = Jp (kyX) olsun.

xzyn + Xyl + ()\ZXZ_nZ)y = 0

diferensiyel denklemi u ve v fonksiyonlarai ig¢in agadi-

aaki egitlikleri gercgekler.

xu" + u' + (kix -'%;) u=0

) (1.39)

xv" + v' + (kix -%;) v

1
o

(1.39) denklemleri sirasi ile v, u ile carpalip taraf

tarafa g¢ikarilirsa
" " ] | 2 2 -
x(uv" —vu") +t uv' - vu' | x(kz-kl)uv = 0

bulunur. Bu denklem;
2
(2 - x2)yuvx = & [x(av' - vul)]

ax

a > 0 olmak lizere her iki tarafin (0,a) {lizerinden in-

tegrali alindidinda,

2 2. 2 a
- — T . '
(k] kz)of uvx dx [x(uv’ - vu') |
ifadesi elde edilir. Bu ise,
2 2 a
kT -k J (kix)J (ky,x) dx
( 1 Z)OI X p( 1 ) p( 2 )

= a(kad, (kla)JI; (kpa) - lip(kza)JI;(kla)) (1.40)
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i

akZJ;(kza) pI, (kpa) =~ aky T, g (Kpa)

ali;(kla) = pdy(kya) - akyd g (kya)

oldugundan (1.40) bagintisinin ikinci tarafi;

a(...) = Jp(kla)(pJp(kza)-aszp+_l(k2a)

"Jp (k2a) (pJp (kla) - ali (kla)

ptl
= a(lip(kza)Jp4_l(kla)—szp(kla)JPJ_l(kza))

geklindedir. O zaman (1.40) badintisi iki sekilde yazi-

labilir.

’a(szp(kla)Jé(kza)

= ~k1J_(k,a)J ' (k,a))
(ki"ki) J xI_(k1x)J_(k,x)dx = A p 2% piTl
0 |4 p a(lip(kza)Jp+ l(kla)

_szP (kla)Jp+ 1 (kza))

\

(1.41)

Bu integrale birinci Lommel integrali denir. k; = kj

ise ifadenin her iki tarafida sifir olacadindan;

a
of xJp(klx)Jp(kzx)dx

integrali belirsiz kalir. Belirli hale getirebilmek

ig¢in dnce k; # k, varsayarak

a a(szp(kla)Jé(kza)—lié(kla)qE(kza)

O] xJp(klx)Jp(kzx)dx== 2 _ 2

kl 2

vazilip k, > k; ig¢in limit hesaplanirsa,

...22-.



! L] 1

P e =~ Iplaadptaalt ddy (a) 3y, (i) -k, @ 0c12)?)
o TP -

olur, yada

a , _ a2 ' , )
Oj XJp(le)dx =5 ((Jp (k,a))2 - Jp (klabJp(kla)
1 '
" 3k, Jp k1319, (k1a)) (1.42)

bulunur.

k%aZJ;(kla)+k1aJI')(k1a) + (k%az-pz)Jp(kla) = 0
oldugundan;

_p*_ - I
Jp(kla) (k2a2 Jp(k]_a) Jp(kla) k]a Jp(kla))

1

= -32 _p% ,_._1 '
Jp(k1a) (1 ?aZ) X8 Jp(kla)JP(kla)

vazilabilir. BOylece (1.42) denklemi

a 2 ' 2
oj xJp(klx)dx=92——( (3] (k1)) 2 + (1——52-’~a—2)Jp(k1a))
1
(1.43)

formuna dénigiir. (1.43) ifadesine ikinci Lommel integ-
rali denir. Lommel integralleri p > -1 ig¢in gegerli-

dir [ 8].
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1.1, Fourier-Bessel Ag¢ilimi
(1.41) esgitliginin sagindaki
kod_(k1a)J, -k1J_(kya)d' (k 1.44
2d, ( 12)J, (koa) 1 p( 2a) I 1a) ( )
ifadesini g&z O6niine alalim. k; = k, ise bu ifade sifir-

dir. Fakat k; = k, diginda bile gu li¢ halde de (1.44)

yvine sifirdair.

3, (kja) = 3 (kpa) =0 (1.45)
3 (kia) = J;(kza) =0 (1.46)
szp(kla)Jé(kza) = lip(kza)J;(kla) (1.47)

k; # k, olmak lizere (1.44) denklemi sifir ise (1.41)

den

a
k k =0
0] ><Jp( 1x)Jp( 2xX)dx

esitligi elde edilir.

a

Of wn(x)¢m(x)dx =0

ise ¢n(x) ve wm(x) fonksiyonlarina [ 0,a] aralidinda or-
togonaldir denir. Buna gdre (x)l/zJP(klx) ve

(x)l’zJP(kzx) fonksiyonlari ortogonaldir.
Eer r(x) x in [a,b] araliginda tanimli integral-
lenibilir bir fonksiyonu ise ve

a
0[ r(x)e (x)¢ (x)dx = 0



mevcut ise, bu durumda wn(x) ve ¢m(x) fonksiyonlara
r(x) e gdre ortogonaldir. O halde (1.45), (1.46) ve
(1.47) kosullarindan biri gercgeklendiginde Jp(kla) ve
Jp(kzx) fonksiyonlari r(x) = x adirlik fonksiyonuna

gdre ortogonaldir.

il
o

Jp(ka) (1.48)

i
o

JI')(ka) (1.49)

denklemlerinin sonsuz sayida pozitif kdkleri vardir.
Bu kdkler km'(m =1,2,...) ile gdsterilsin ve
k1-< ky <kg < -+- sgeklinde siralansin. O zaman

Jp(kmx)\/x ortogonal fonksiyon takimi elde edilir.

r(x) = x agairlik fonksiyonuna gdre ortogonal olan
Jp(kmx) (m =1,2,...) fonksiyon takimindan da sz edi-
lebilir. r(x) = X e gbre ortogonal olan bu fonksiyonlar

gz Oniine alinarak p >=—~% kabul edilebilir.

Bir takim kogullar altinda herhangi bir f(x) fonk-
siyonunun Fourier serisine agilimi yapilabildigi gibi,
bu fonksiyonlarin Bessel fonksiyonlarina gdre de agili-
m1 yapilabilir. Gergekte, bu teorik bir problem olmayip
Bessel fonksiyonlarinin fizide uygulamasinda sik sik

kargilasilan bir sorundur.

Jp(ka) = 0 fonksiyonunun kj,ks,k3,... kokleri
yardimiyla tanimlanan Jp(klx),Jp(kzx),... fonksiyon
sistemini g6z Oniine alalim. Verilen bir [0,a] araligin-

da f(x) fonksiyonunun Jp(kmx) sistemine gobre;
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f(x) =
m

™ 8

Cme(kmx) (1.50)
1l

olabildigi ve serinin diizglin yakinsak oldugu kabul
edilsin. Bu durumda Cm katsayilari kolayca hesaplana-
bilir. Bunun ig¢in (1.50) nin her iki tarafi x Jp(knx)
ile carpilip [0,al araligi iizerinden integrali alinir-
sa;

a a
U[ x£(x) 3, (k x)dx

il
—
I ™ 8

Cm>(Jp(kmx)Jp(knx)dx

= E C [axJp(kmx)Jp(knx)dx
elde edilir. m ¥ n ise (1.41) ve (1.48) den dolayi;
a
0[ xJ, (k%) Jp(knx) dx = 0
dir. Bu durumda m = n alinarak,

a
0] ><f(x)Jp(kmx)dx

m a 9
xJ _ (k_x) dx
J p( %)

ve (1.43) ve (1.48) g6z Onlinde tutularaky

a v a
Of xE(x) I (kK x)dx 2 Oj x £(x)J (kx)dx

5 (JI'3 (ka))2 aZ.(Jp Lq(ka))?

(1. 51)



yazilir. Bu durumda (1.50) gibi bir ag¢ilim varsa ve se-
ri diizglin yakinsak ise Cm in dederi hesaplanabilir. Yu-

karidaki agilima Fourier-Bessel ag¢ilim denir.

(1.49) fonksiyonunun k;,ks,... k&kleri ile tanim-
lanan Jp(kmx) fonksiyonlari ele alindiginda f(x) fonksi-

yonu buna gbrede seriye agilabilir.

serisinde k; < kp < kg < -.- diir. O zaman C katsayi-

lari benzer gekilde,

a
0{ x£ (x) T, (kx) dx

éi __Ef_. 2
3 (1 k;az )(Jp(kma))

2k’a® [a £ (x)T_(k_x)d
2 0 xf (x) o mx) X

2_2 2 2
az(kma -p )(Jp(kma))

olarak bulunur. Bu ag¢ilima f(x) fonksiyonunun ikinci

tiirden Bessel ag¢ilimi denir { 8].
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BOLUM 2

YARDIMCI FORMUL VE TEOREMLER

Bu bdlimde Fourier integrallerinin daha ayrintila
incelenmesi asagidaki teoremler yardimiyla yapilacaktar.
Dolayisiyla (1.26) formiiliinden dier badintilara gecme

kolaylig:r saglanacaktzir.

2.1. TEOREM.

- o

Fx) = lim & [ g(y) S0AEoB) 4 (2.1)

A oo =00 x-t

integralini g8z oniline alalim. Edery

i-a) £(x)/(1 + | xI|) fonksiyonu L(-%,~) araliginda

tanimli

i-b)} f(x)/x, (a,~) ve (-~,-a) aralidinda a nin ba-

2 pozilif dederleri igin sinirlt olup sonsuzda sifira
gider,
i-c) % [ f(t)dt integrali (a,w) araliginda si-
1

nirlidir ve sonsuzda sifira yaklasir. Benzer sartlar

(-~,-a) ig¢inde saglanir.

ii) f£(t) fonksiyonu x'i ihtiva eden herhangi bir
aralikta sinirli olup Fourier serilerinin veya integral-
lerinin var olabilmesi ig¢in yukaridaki gartlardan biri

saglanir ise

-28-



—> oo

f £(t) sinigfg-t)dt

j=

I+ 0 +£(x-0)1= lim

A Do -

=

(2.2)
integrali gegerlidir {91 .
2.2. Integrallerin Toplanabilirligi
Eger,
A o
lim [ (1-%)%fax =1 (2.3)
A >0

oo

ise [ £(x) dx integrali (C,«) araliginda ve « > 0
0

olacak gekilde I ile toplanabilirdir. ¢ = 0 durumunda

integral yakinsaktir. a« =1 ig¢in

A h, 1 A X
[ (1-%) f(x)dx == [ dx [ £(y)dy
0 A0 0

esgitligini, serinin (C,l) toplanabilirligi tanimindan

sl+sz+...+sn

n

formunda elde ederiz. Burada Onemli noktalar su sekilde

siralanabilir.
i) Islem keyfi yakinsaklikta daha geneldir. Orne-
gin,

A
lim [ sinaxdx (a > 0)
A > (

integralini hesaplayamayiz. Ancak s6z konusu integrali
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A
lim /(1 -%\{- ) sinax dx
A —> oo 0

olarak yazarsak

A
X 1 1
lim (L-5) sinaxdx = 1lim (=~ =5 sina}) =
A Do OI A A oo a Aa2

& [

seklinde bir ¢oziimlinli bulabiliriz.

ii) Islem keyfi yakinsaklikla uyum igerisindedir.
Bagka bir ifadeyle bir integral yakinsak ise tiim a« > 0
icin (C,a) ayni dadere sahiptir. Bu agadidaki tcoremin

6zel bir durumudur ['9]1.

2.2.1. TEOREM.
Bir integral, « > 0 ve (C,a) ig¢in toplanabilir

ise f > @ olmak ilizere (C,B) iginde toplanabilirdir.

1sPAT : Kabul edelimki,

A .
s @) = [ (1-%) £(x) ax
0

olsun. O zaman f > « ise

M —0—
[oa-nt % e a
0
H AB—oa-1 .« A X, Q&
= [ (1-=) ATdn (1-3)7 £(x) dx
0 H 0

u A } .
= J fwax (1-2 )P Xy

yazilabilir.
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integrasyon bélgeéinde sinir dedigimi yapi-
lirsa :

H A 1 I
/ f(x,A\)dx dr= [ ] f(x,\)dN dx
A=0 x=0 x=0 A=x

u
[ a —%) B-a=1 3%, o\, a)ar
0

A) g-c—-1

M M
=Of f(x)dxxj (l—“ (1_%)0‘7\%17\

bulunur. Simdi digtaki integralin ¢Ozilimlinii arastiralim.

u u
A -1 ——
[ a-9 Pl (1= %" % - “ﬁ}u{ (-0 o g%
- A= oy AN
u= o dedigken doniisiimli yapilirsa,

n
_AVB-a-1l 0 x, o,
xf (1-2) a-H "2 %a
1 ' -1 o
=—3—_5:10f (h-x-(A=-x)1° (A - x) dA
U
1 ! g ’
= 5%t ) RS L G T L PR R (RSt
u
- Lo (1-%)8 f a-wfTT

elde edilir.
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f-c-1 «

1
0] (1L~ u) uwdu=g8(@-x, « +1) olup

“ — —
=R N e e

1

Il

u
[ o’ (1—5-)53(13 —a, ¢ + 1)dx
0

= o+l T -a)l(ax + 1)
# T+ 1)

u
[ (1-%)% £(x) ax
0 H

(2.4)

dir.

e_r@e +1) 1
¢Wﬁ)‘rm-mrm+nlﬂ+1

u —

-2 Py oL an
0
ifadesi

= L6 *1) 1
¢Wﬂ)1’rw—mr@+nlﬁ+l

u I
[ =500 - 11 ax
0

olarak yazilabilir. ¢ (A,«) = I ise tiim A degerleri
ig¢in,

o (A,x) =I] <M
ve A 2 A igin,

I¢(7\]a)—1| < €

oldugunu kabul edelim. O zaman

- re + 1) £ K _ A f-a-li
I N R TS
“a+L 0 (1-7)
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yazilabilir. Birinci terim A = 0 ise < ¢ tiir. lkinci

)

terim sabit bir A ig¢in O(uJa—' dir. Once A yi1 sonra

v yli segip ¢(u,8) > I 1istenen gergeklenir [9].

2.3. Fourier Integralinin Toplanabilirligi
Formiil olarak,

1 A u *

= [ (1-f%)du | £(t)cosu(x-t)dt

m 0 —o0

oo A
f f(t)dte f (l-—%) cosu{x - t)du
0

|
= |

Lt

o0 2sin? % Ax—-t)
w[ £(t) NCEEIE dt (2.5)

)
3 |~

geklinde ifade edilir. Bu integral Fourier serileri
teorisindeki Fejer integrali ile benzerlik gUsterir.

Asagidaki teoremlerle 6zel durumlara geg¢is saglanabilir.

2.3.1. TEOREM.

¢ nin bazi pozitif dederleri ig¢in,

K(x,¥,8) = 0 (3) Ix-yl <8)  (2.6)
60(
K(x,¥,8) = O(———F3yg) (Ux-yl>3) (2.7)
I x -yl
ve
” 1 x 1
lim f K(x,y,8)dy = 77 lim f K(x,y,8)dy = 2

§2>0 x §>(Q =—oo

|a-F1)

egitliklerini g6z ©oniine alalim. Ayrica f£(x)/(1+[x
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fonksiyonu L({-%«,®) aralidinda tanimli olsun. Bu durumda

h = +0 ig¢in,

h
[ Tf(x + t)-¢(x)ldt = o(h) ,
0

(2.8)

h

[ 1f(x=-t) - p(x)ldt = o(h)
0

saglanmak {lizere

o0

lim 1 K(x,y,ﬁ)f(y)dy=%[¢(X)+¢(X)] (2.9)

§ >0 —~oo

dir. Bu sonug,

i) ¢(x) = £(x + 0)
p(x) = £(x - 0)
ii) £ siirekli olmak lizere ¢(x) = Pp(x) = £ (x)
iken ve

iii) x in hemen hemen tiim deferleri igin
6 (x) = p(x) = £(x)

i¢inde saglanair.

ISpAT

o0

lim [ K(x,y,8){f(y) —¢(x)}dy = 0
6§ >0 x

esitligini ispatlamak yeterlidir. Sayet,

f l£(y) ~¢(x)1dy =0

ve
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lin 5% LEW =000l g o
5§ >0 x+6 [ x~-yl
ise (2.6) ve (2.7) den bu degerlerin dogru oldudu gdrii-
lir. Bunlardan ilki (2.8) in birinci kasmindan gercgek-
lenir. h < n ig¢in
h

x(h) = [ 1£f(x+ t) ~¢(x)ldt < ¢h
0

olur. O zaman,

x+1n n
o [ £(y) - ¢ (%) s [ f(x+t) -¢(x)]
8 [ Y g+l dy = 8 f a+% dt
x+8 lx-yl t
lh
= X (x) =lf(x + t) - ¢ (x)]
ot t=0
ol n
_ 4 U Ex(8)Ig e
5 ta+ 1
1 ]
us ———— 7 v = X(X)
£% + 1 '6

alinip kismi inteyral uyyulanirsa,

- Rl xe)y |" a M x(x)
= 5 + (@ + 18 f dt
ta + 1 5 5 ta + 2
T at a + 1
< e+ eg(x + 1) f o F 1 < e(l+ o)
8 t

yazilir. Sabit 7 defJeri igin
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1in 8% f LEW =l 4y
§~>0 xt7n |x-yl

esitligi vardir. Benzer iglemler y(x) iginde gercgekle-

nir. Ozel olarak,

2sin? %)\ (x-vy)

nk(x-y)z

5= 2 ve K(x,y,8) =

olsun. a« = 1 ic¢in yukaridaki teoremin sartlari sagla-
nir. Boylece Fejer teoremini Fourier serilerine uygula-

mig oluruz [9].

2.3.2. TEOREM.

f(t) fonksiyonu, L(-«,~} aralidinda tanimli olmak

lizere,

oo o0

J du [ f(t)cosu(x-t)dt

0 —co

3 [

Integrali x siireksizlik noktasi ise

£(x + 0) + £(x-0)] a,x slireklilik noktasi ise f(x) e

Nf =

ve hemen hemen her x igin T{x) o (C,1) ile toplanabi-

lirdir.

ISPAT : EJer f£(t) fonksiyonu L(-~,~) da tanimli ve

o0 [~

a(u) = f f(t)cosutdt, b(w) == [ f£(t)sinutdt

ERI

(2.10)

integralleri biitlin u dederleri igin sifir ise hemen

hemen her x ig¢in £(x) = 0 dir. DiJer 6zel durumda,
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A

K(XIYI%) = "TJ'T" of (l—%)a cosu(x-y) du
A 1 o

= p f (l-v) cosAv(ix-y)dv (2.11)
0
o 1 a -1 )

T T x-y) of (1-v) sinAv(x - y)dv

_ o4 Vi
v lox=v

degisken doniiglimii yapilirsa,

A x=yI
1 AMx—v]|—
K(X’y’f)= o = a+1 aind I]_}ioz){I ol dw (2.12)
A Ix -yl 0 W
olarak elde edilir.
K(x,¥, %) (2.11) den o(A) ve (2.12) den
-0 —a=-1 .

O Ix=-yl ) dir. Ayrica,

kg Ryay = & G ll (1-v)* "tsimv (y-x) av
< Yoy Y T Y-X o s Y

-> oo
= ¢ N L | sinAvt
}-0[ (1-v) dvof == dt
dir.[9].
2.3.3. TEOREM.
f(t) fonksiyonu L(=-«,~) aralidinda tanimli olmak

lizere,
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o0 oo

f au [ f(t)cosu(x~-t)dt

1
L -

integrali, x stireksizlik noktasi ise % |f£(x+0) + £f(x-0)]a
X bir silireklilik noktasi ise f(x) e ve hemen hemen her

x i¢in f(x) e 0 < ea <1 igin (C,a) ile toplanabilir.

ISPAT : Bunun ig¢in,

% of du f f(t)cosu(x—-t) dt
1 A a -
= lim = [ (1-%) du [ f(t)cosu(x-t)dt
A > oo T o A —00

0 < a <1 yazilabilecegini gdz Oniine alirsak sag yan-

daki,

A o0

[ (1-2)%au [ f(t)cosu(x-t)dt (2.13)

1
T 9 -

integrali Fourier integrallerinin toplanabilirligi ta-
nimindan 0 < a < 1 ig¢in (C,x) toplanabilirdir. $imdi
(2.13) integralinin hangi dederlerine (C,¢) toplanabi-
lecedini arastiralaim.

A

% f (1-%)acosu(x-t) du (2.14)

1. _

K(Xltl '7'\_) -

0

segerek K(x,t,%Z) nin Teorem 2.3.1 in gartlarinin sag§-
lanip saglanmadidini kontrol edelim. (2.14) de % = v

dedisken doniisiimii yapilirsa,

1
K(x,t,%Z) = % of (l-v)acoskv(x-t)dv (2.15)
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elde edilir. (2.15) integralini dahada gelistirirsek

kismi integrasyon y&ntemi ile,

1, - Z\-{ 1-v" —L _ simv -t |l
RKix,t, ) = 7 V(A=v) ggp—gy sinvix )V=O
1 1
a o
+>\lx-t| of (1-v) sinmiv(x-t)}av

1

- f (l-v)a_lsinkv(x—t) dv

il

Tlx=t]| g
ve VvV = l—ﬁ-x“i—t—l- donlisiimiinden,
A| x-t| .
1., _ o sin{Ax-ti-w}
K(x,t,3) = — dw
A 'n'kalx—tla—‘-l 0 Wl o

(2.16)

0 <a <1 vyazilir. O zaman K(x,t,%) ile tanimlanan
fonksiyon (2.15) den O() ve (2.16) dan

1

0 (
2% x -t

a+l) dir. Yani,

(o) lx~-t| <%
1
K(XIYI-)\-) =9
1 1
0 ( : ) Ix=-tl >
)\alx‘— tl0z+]_ A
dir. Ayrica,
o 1 7T g ' 1
= & gt IR Lt -
] K(x,t,—x)dt =5 f t=x) of (1-v) siniv{t-x)dv

X X

o dy ' a-1
== Y 0[ (1-v)  “sinivy dy
0
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1 1. 7% aim
-2 a-w*Trav Slr; VY ay
0 0

Q

1
« f (1-v*"tav =

N =
N

clur. O halde (2.1l4) ile tanimlanan K (x,t,%‘) fonksiyo-

nu Teorem 2.3.1 in sartlarini saglar ve

linm [ R(x,t 3)E(E) dt = 3 [6(x) + v (x) ]

A >0 =

seklinde yazilair.

p(x) = £(x + 0), ¢v(x) = £(x-0) fonksiyonlari an-

lamli iken,

oo

lim [ K (x,t,3)£(t)dt

A > o0 —oo

o A
. 1 u.a .
lim = _wf oj (1-5) cosu(x-t)f(t)dudt

A 2>

o0 o0

f du f f(t)cosu(x - t)dt

0 —o0

1
m

olarak ifade edilebilir. O zaman,

o0 (2]

f dau [ f(t)cosu(x-t)dt (2.17)

0 —00

i
i

integrali % [f(x + 0) + £f(x-0)la (C,z) ile toplana-
bilirdir. EJer f siirekli bir fonksiyon olmak ilizere

dp(x) = Pp(x) = £(x) ise (2.17) integrali f£(x) e (C,a) ile
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toplanabilirdir ve x in biitlin dederleri ig¢inde f(x)

(C,a) ile toplanabilirdir [9].

2.4. Belirli Cauchy Integrali

(2.17) denklemi limit formunda

(-]

J ¢(du)duf £(t)cosu(x-t) dt (2.18)

3=

lim
5§ >0 0

olarak tanimlanabilir. (C,az) toplanabilirligi icin

(1-uw)" (0 < u<1)
¢ (u) = (2.19)
0 (u> 1)
Lonksiyonunu ele alalim. ¢ (u) : ¢ Y olmak lizere (2.18)

deki integral;

L0 £ at | e cosu(x - t) du (2.20)

formunda yazilabilir.

oj e~6u cosu(x-t) du integraline e-(Su = k,

dv = cosu(x~ t)du dedigsken dOniislimi yapilirsa kisni

integrasyon y&nteminden,

f e—(iu cosu(x-t) du= 5 J )
0 8§+ (x=t)

elde edilir. O halde (2.20) integrali
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(o]

1
T ) fwar

= -8
e Y cosu(x - t)du

00

§

1
—oo 8 + (x-1t)
formuna donligiir. Burada
1 5
§ + (x-y)
dir ve Teorem 2.3.1 in gsartlari « = 1 ig¢in sagla-
nir [9].

2.5. Weierstrass'an Belirli Integrali

Tekrar (2.18) integralini g&z Oniline alalim ve
-2
d(u) = e b olsun. Bu durumda (2.18) integralini

lim Of $(du) du [ £(t)cosu(x-t)dt
6—-)0 —0c0

= =

1 =
= [ f£(at Oj e

—o0

-5 2132
u cosu(x - t)du

I

= 1 [ f(t)exp[__g.x_—__t)_z] dt
28 /' - 452

olarak yazmak miimkiindiir. Burada da

1L oyp | -EZNIZ (2.23)
26 V' 45 2

K(x,y,8) =

dir ve (2.23) ifadesine Vieierstrass'in belirli integra-

li denir [9].

-42-



2.5.1. TEOREM.

K(x,v,8), (2.23) deki gibi tanimlansin. EJer C nin
R}
bazil pozitif dederleri igin e cx f(x) fonksiyonu
L(~>,~) araliginda tanimli ise Teorem 2.3.1 in gartla-

r1i saglanir.

2.6. Genel Toplanabilirlik

Burada sadece f(x + 0) ve £f(x-0) in mevcut olma-
s1 durumunu ele alacagiz. Kullanacaimiz teoremler aga-

gidaki gibi siralanabilir.

2.6.1. TEOREM.

K(x,y,8) = 0 igin,

b
lim [ K(x,y,8)dy=

X
, lim K(x,y,&)dy=% (2.24)
§ >0 x

8§ >0 a

N

ve |xXx-yl > e >0 olacak gekilde tliim x, y deferleri

lim K(x,y,8) =0 (2.25)
6 >0
egitligini sadlasin. O zaman a = - , b = ye ¢ >0

sayisi ig¢in

X—e oo
lim [ K(x,y,8)dy = 0, lim | R(x,y,8)dy = 0 (2.26)
§ >0 =—oo 6 >0 =xte

integralleri mevcuttur {91}.
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2.6.2. TEOREM.

¢ (x) fonksiyonu L(0,~) araliginda tanimli ve sade-
ce (0,~) araliginda sonlu sayida max ve min noktalarina
sahip, ¢(+0) =1 ve ¢(x), ¢'(x) in negatif azalmayan
integrali olsun. f(x), L(-*,>) araliginda tanimli ise

sag tarafin var olmasi halinde

lim & [ ¢(@u)du [ £(t)cosu(x-t)dt
§>09 " 0 —o0
_ 1
=5 [£(x + 0) + £(x~-0)]
dir.
K(x,y,8) = % 0] ¢ (bu)cosu(x - y) du

istenen 6zelliklere sahip ise Teorem 2.6.1 i igerir [9].

2.7. Bilitlin 6zel durumlar gbz Oniline alindiginda
K(x,y,%) = K(x-y,8) esitligi yazailabilir. K(u,8),u nun

¢ift bir fonksiyonu olmak ilizere,

oo

. 1
Of K(u,8) du = 5

ve her n > 0 sayisi igin,

lim [ K(u,8)du = 0
8 >0 7

olur. Bu gartlarla,
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oo

x(x,8) = [ R(x-y,8)f(y)dy

esitligi sadece 6zel noktalarda f(x)'e yaklagmaz. Yuka-

ridaki kogullar Teorem 2.7.1 ig¢inde gegerlidir [9].

2.7.1. TEOREM.

K(u,6) pozitif fonksiyonu 2.7 de belirtilen kogul-
lari gergeklesin ve f(x) fonksiyonu L(-e,>~) aralidinda
tanimli ise,

oo

lim [ Ix(x,8)-£(x)1dx = 0

5 >0 —oo
dry.
tspaT :
x(x,8) - £(x) = p fw K(u,8){f(x-u) - £(x) }du
ig¢in
_mfm Ix(x,8) - £(x) ldx < _fdx_w[mx(u,a)l £ (x—u)—£f (x) | du

oo o0

= [ XK(u,8)du [ | £(x-u) - £(x) Idx

vazilabilir. Ayrica,

oo

p(u) = f 1£(x-u)-£(x)Ildx

—

integrali tiim u degerleri ig¢in sinirladir. lul < 7 ig¢in
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fy(u)l <€ ¢ olsun. O zaman

o0

n
I K(u,8)yp(u) dul <e¢ [ K(u,d)du

-—n -—C00
ve eger |¢(u)l <M ise

| [ R(u,8)yp(u)dul <M [ K(u,8) du

n n
olurki bu da hipotezden & - 0 a yaklasair, (-°,-n) ig¢in-
de benzer islemler yapilabilir. Dolayisiyla istenen ger-—
ceklegtirilmis olur. Orne§in (C,1) toplanabilirligi du-

rumunda,

1l-cosA (x-V)

1
n

/ £(y) dy

’A(x—y)z

integrali A - « ic¢in ortalama olarak f(x) e yakla-

sir [9].

2.8. Fourier Forliimiiniin integre Edilmis Formu

Verilen serinin yakinsaklidi irdelenerek Fourier
serilerinin terim terime integre edilebilir olmasindan
dolaya yardimci teoremler ile daha genel ifadelere ge-

¢is sadlanabilir.

2.8.1. TEOREM.

f(x) fonksiyonu L{-w,») araliginda tanimli ve tiim

¢ dedgerleri igin,
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(l; —> oo oo
Jeeax = : J S8 f f£(t) {sinu(g-t) + sinut}dt (2.27)
g A ~itu oo .
-1 : e -1 iut
OI £(x)dx = 5= ;}iﬁo _{ -5 du _wf f(t)e at
(2.28)
ve & 2> 0 ig¢in,
g - oo . oo
J fx)ax =2 [ EBEU 4, [ £(t)cosutdt (2.29)
0 ™o u 0
fg £(x)dx = = f§w 1- cosgu 4y f°° £(t)sinut dt (2.30)
0 T g u 0 )
dir [ 9 ].

2.9. Mellin Formiilii

Mellin formiilli, Fourier formiiliiniin dedisken degdi-
giminin bir sonucu olarak kargimiza ¢ikar. Uygun argu-
manlar seg¢iminde Fourier ve Laplace doniigiimleri ile
Mellin doniligiimii arasinda ¢ift yonlii gegis saglanabilir.

Mellin formiilii;

oo

F(s) = [ £0x) x> ax (s = k+it) (2.31)
1 ctie -s
£(x) = 37 C_{w F(s) x ~ ds (2.32)

olarak ifade edilebilir. (2.32) esitligi ters Mellin

formiili olarak tanimlanir.
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2.9.1. TEOREM.

yk—l f(y) fonsiyonu L(0,~) araliginda tanimli,

y = X noktasi komgulugunda f£(y) sinirli salinimli ve

F(s) = 0[ f (%) 71 ax (s = k + it)
olsun. O zaman,
1 k+iT
_ 1 . -s
S {f(x+0) +£(x-0)} =57 lim [ F(s)x “ds (2.33)
Tt pse k4T
dir [9].

2.9.2. TEOREM.

F(k + iu), L(->,~) araliginda tanimli, u = t nok-

tasinin bir komguludunda sinirli salinimli ve

1 2 -S
£(x) = 357 ]' F(s) x = ds (2.34)
k = jee
olur. Bu durumda,
1 A JeHit-1
5 IF{k+i(t+0)} + F{k+i(t-0)} =lim [ fx) % dx
(2.35)

dir 19].
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BOLUM 3

STURM~LIQUVILLE PROBLEMI

3.1. Ortogonal Fonksiyonlar

Belirli bir [a,b]l aralidinda tanimlanmis ve karele-
rinin integralleri alinabilen ¢;(x), vy(xX),..., gibi son-
lu ya da sonsuz sayida bir takim fonksiyonlari g&zdniine
alalim. EJer bunlarin ikiger ikiger garpimlarinin tanim

btlgeleri iizerinden integralleri

b o r Bik v eder i=k ise

I ey (x) P (X) dx = (vy,9,) =7 =

a 0 eder i#k ise
(3.1)

bagdintilarini gergekliyorsa ¢i(x), (i =1,2,...) fonksi-
yonlari s®zkonusu bdlgede dik bir fonksiyon ailesi meyda-
na getirir ve bu fonksiyon ailesi {wi(x)} ile gbsterilir.

Eger,
¢ (x)

witx) =
¥

kabul edilirse (3.1) formiiliinden

b
* —_—
SV v G ax = ) = 0y (3.2)

bulunur. Bu takdirde {wi(x)} dik fonksiyon ailesine norm-
lanmig bir dik fonksiyon ailesi ya da ortonormal bir

fonksiyon sistemi denir.
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[a,bl araliginda tanimlanmis ve bu aralikta kare-
lerinin integralleri bir anlama sahip, fakat aralarinda
diklik bagintilari bulunmayan xi(x),x2(x),... gibi fonk-

siyonlar verilmig ise bu takdirde

!}

¢y (x) X1 (%)
Po(x) = Ao x1(x) + x2(x) (3.3)

¢3(x) = A31x1 (X} + Agax2(x) + x3(x)

i~-1
z Aik xk(x) + xi(x)
k=1

|
|-l.
5
n

gibi xk(x) fonksiyonlarinin lineerikombinezonlari olan
wi(x) fonksiyonlarinin dik fonksiyon olmalarini sadliva-
cak sekilde Aik katsayilarini segmenin miimkiin olacagdini

gtsterelimn.

Bunun i¢in Onee i1k ikl denklemi adzdniine alalam.

¢, (x) ilewzbd birbirirne dik iseler

yani,
(‘P11X2) ('PerZ)
A = = e ———— S e cee————
21 (py,9) 2]

ve dolayisiyla

(¢1,x5) (¢y,x5)

vo(x) = X, (x) - 5 x (x) =.x,(x) - 5 ¢, (x)

vazilabilir.

-50-



Benzer olarak,¢; (x) in ¢; (X) ve ¢, (x)'e dik oldu-
gu yazilabilir. Bu iki sartan da Ajz;ve Ajokatsayilara
belirlenir. BSylece genel olarak ¢1(x),¢2(x)...,¢rj}x)'e
dik olan

i-1

2 Mkﬂi)¢km) (3.4)
k=1

2|+

wi(x) = xi(x) -

seklindeki ¢i(x) fonkeiyonu da hesaplanabilir.

[a,bl] araliinda tanimlanmig Xk(x) fonksiyonla-
rindan hareketle {wi(x)} dik fonksiyon dizisini kurmaya

Schmidt diklestirme iglemi denir.

Bir 8rnek olmak fizere [ ~1,1] araligdinda X, (x)= xk

(k = 0,1,2,...) fonksiyon dizisinden dik fonksiyon aile-
sini kurmak istersek, uygunludu sadglamak igin k yi safir-

dan baslatmaliyiz. Buna gore;

1
d
(¢0,X1) B
e 77T I
X

-1

py(x) = x

bulunur. Dizinin {liglincli teriminin
02 (x) = 2(3x2-1)

dordilincli ve beginci terimlerininde

v3(x) = 5 (5x3-3x)

N =

(35x4-30x3 + 3)

Il
o)

vy (x)

oldugu goriiliir. BSylece meydana gelen polinomlara Legendre

polinomlara adi verilir.
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Fonksiyonlarain dikligi kavramini daha da cenelleg-
tirmek miimkiindiir. P(x) ile ¢1(x),¢2(x),... gibi bir fonk-
siyon dizisinin tan:m b&lgesi olan [a,b] araliginda ne-
gatif degerler almayan ve integrallenebilir bir fonksi-

yonu g8stermek lizere

b §ik v eer 1 = k ise
JP(x)e; (X)v, (x) dx=7 = (3.5)
a O efer i # k ise

badintilari gegerli ise wi(x) fonksiyonlarinin P (x)
agirlik fconksivonuna g&re dik bir fonksiyon ailesi tesg-
kil ettigi sOylenebilir.

Schmidt diklegtirme y&ntemi P(x) # 1 olsa da geger-
lidir ve yukaridaki Srnekte oldugu gibi yine xp(x) = xk
olmak lizere fakat 1 den farkli P(x) adirlik fonksiyonuna

gbre diklik gartlari kabul edilmek lizere, Schmidt dikleg-

tirme islemi ile dik polinom aileleri kurulabilir.

Schmidt diklegtirme iglemiyle tiiretilmis olan bu
dik polinom ailelerine bagka Orneklerde verilebilir. S0z
gelimi,

(2k + 1) Hx}
a

araliginda, {Cos

N| @
Nl

(24 + 1) nx (2k + 1) Ix
a3 Cos 3

)

dx = ik

N

Nl SNy —
Q
o)
n

ve 0 8 <71, O0<y¢ < 2l b6lgesinde Ylm(e,w) kiiresel
harmonik fonksiyonlardan olugsan dik fonksiyonlar ailesi
(Kiresel harmonik fonksiyonlar, kiiresel koordinatlar
i¢in yazilmig olan Laplace denkleminin dedisken ayirigi-
minda orteya g¢ikan agilara bagli kismini inceleyen fonk-

siyonlardar)
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Bu fonksiyonlar p = S8in® adirlik fonksiyonlarina gére

diktirler,

21 I *

fdp [ SIn6 Y., (8] Y1, (8,0) A8 = dyyidpy

3.2. Dik Fonksiyonlarin Seriye Ag¢ilimi

Belirli bir B b8lgesinde gegerli olan {Wk(?)} dik
—
fonksiyon ailesi ve yine B de tanimlamig olan f(r) fonk-

siyonu verilsin.f(?) nin B de {¢i(?)} cinsinden

£ = % a ¢ (D) (3.6)
oy kK

gseklinde bir seriye ag¢ilip agilmadidini inceleyelim.

(3.6) agiliminin £(r) yi en iyi bir gekilde temsil
edebilmesi ig¢in acaba ap katsayilarini nasil se¢gmek gere-
kir? Once bu serideki terimlerin sayisirin sonlu bir n
sayisi oldugunu farzedelim.

n

A(E,a,) = £(r) - Z a
k=1

-
k ¥k (T)

farkini g&zdniine alirsak bu bize f(?) nin ¢k(¥) lerle

gbsteriligindeki hatayi verir. Bunun minimum olmasi ig¢in

en kiiglik kareler metodunda oldudu gibi

n
Moo= [|£(5) - 3
B

(Y) | %ar (3.7)
k=1

2 ¥k
diye tanimlanan ortalama hatanin minimum olmasi gerek-
tigi gOsterilir. Mn ifadesi (k= 1,2,...) olmak lizere n
tane a, parametresinin fonksiyonudur. Fakat ay agilam
katsayilari kompleks de olabilecedinden Mn ifadesi n ta-

* g
ne a, ve n tane de ay parametresine, yani tcoplam olarak
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2n parametreye baglidir. Bu nedenle Mn yvi minimum yapa-
*
bilmek ancak Mn nin a, ve a lara gore kismi tilirevlerini

sifire egitlemekle mimkiindir.

n 2
M= | £(2) -~ = aksok(’f)l dr
B k=1
* n n
=f[f (T)- = ay np?{(?)]x[f(_r))— T a_ som(“r’)] dr
B k=1 m=1
n
= (£ (D) £(D) dr- 2 la, S £ (@) wk('r’) dr + f‘so;(}’)f(}’)d}’]
B k=1 B B
n n
+3 3 a;; a_ fso’];(?) sam('r’) az
k=1m=1 B
n * n n *
= (f,f) —kE [ (f,wk) ak+ (tpk,f) ak]+ E E(&Pk,v’m)ak a
=1 k=1m=1
n
_ _ * _ *
= (f,£f) kzl[ (f,‘Pk) ay + (Wk'f) a, ~7 a8, ak] (3.8)
olur. Buradan
aM
n _ - o 1
aM_ N
> (¢ ,E) +7 a =0, a =z (¢,,f) (3.10)
k

bulunur. (3.9) ve (3.10) birbirlerinin kompleks egleni-
gidir. Buna gtre her iki formiilli de, 7==(¢k,¢k) oldugunu
da g6zfniinde tuturak,

oy (DE(D) aF

B

a, = (3.11)
L@ g da?

geklinde yazabiliriz.

(3.9) ve (3.10) dan yararlanarak (3.8) in son sati-

rini yeniden yazarsak,
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M -
n

n
*
= (£,£) - ki(fﬂ’k) a + (0, .f) a - va

*
ak}
n
* * *
(£,£) - Z{~7 a a, + v a a -va ak}
k=1
n
= (£,f) - Z Tla

I 2
k=1 k

olur. Tanim dolayisiyla Mn 2 0 dir. Bundan dolay1i son
bagintidan

[

pa” 3, )
k=1

-
T

e ?a
B

(3.12)
bulunur ki eger {¢k(¥)} ortoriormal bir fonksiyon ailesi

ise v = 1 olacagindan (3.12) ifadesi,

n
z Ja
k=1 k

2 <r | £(®)12 a7
B

(3.13)
bigcimine indircenir. Buna Bessel egitsizligi adi veri-
lir. EGer n > =

igin M =0 ise

ise yani,
n
2
z Iakl =
k=1

f1E@1? ar
B

(3.14)
ise bu, {¢k(;)} sonsuz ortonormal fonksiyon ailesinin

* - - —>
a, = (g, ,£) = [ ¢, (r) £(r) dr (3.15)
k k B k
olmak {izere f(;) fonksiyonunu B de

- oo
f(r) = Z

¢ (7)
a r
= 1 k k

(3.16)
serisi yardaimiyla ortalama olarak temsil ettidini ifade

eder. (3.14) egitligine Parseval egitligi denir.

f(;) nin {wk(?)} lerle seri halinde temsilindeki
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a, katsayilari Parseval egitligini gercgékliyorlarsa

k
{¢k(¥)} ve tam bir ortonormal fonksiyon takimi adi veri-

lir [10].

3.3. Sturm - Liouville Denklemi

Teorik fizigin pek ¢ok dalinda sik sik lineer di-
ferensiyel denklemle kargilasilir. Bu denklem A' bir pa-

rametre olmak {lizere

- 2
A
V2W(Z,t) + A" w(T,t) = A(F,t) +B(t) l%-'})- +c<t)a—“’(r—;—t—)—
3t
(3.17)

bicimindedir. A', A(Y,t), B(t) ve C(t) nin &zel degderle-

ri igin (3.17) denklemi bazi O6zel isimler alir.

il
ll

1) Eger A(Y,t) = 0, B = Sabit, C = Sabit ise

denkleme telgrsfg¢ilar denklemi,

2) A =C =0 ise difiizyon denklemi,

>
il

w
I

Q
#

3) = O ise Poisson denklemi,

4)

>
n

>
H

w
Il

= 0 ise Dalga denklemi,
5) A=B=CZ=0 ise Helmholtz denklemi,

6) A' = A =B =C =0 ise Laplace denklemi

denir.

A(?}t) fonksiyonunun sifirdan farkli oldugu haller-
de A = O igin elde edilen 6zel homogen denklemin genel
¢Oziimil ile homogen olmayan denklemin &zel bir ¢8zimiinlin
lineer kombinezonu, g&zOniline '‘alinan denklemin genel ¢o-

zlmlinli olugturur.
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Homojen denklemin genel ¢&zilimiinli bulduktan sonra
homogen olmayan denklemin 6zel ¢&zimini bulmak i¢in, Or-
nedin, analiz derslerinden bilinen Lagrange'in katsayi-
larin dedigimi metodu gibi bir metod uygularsak sonuca
kolaylikla gidilebilir. Bu nedenle, homogen denklemin

genel ¢Ozlimiinlin bulunmasi: ©n planda gelmektedir. O hal-

de,
- > 3V (T | 32w (r
V2w (E,8) 400 (7,0 = Be) SEEEEL o) SHEE)
ot
(3.18)
denkleminin genel ¢dzilimiinid bulmak ig¢in,
WZ,t) = U(F) . T(t) (3.19)

geklinde dedgigken ayraigimi yapalim.

(3.19) ifadesinin (3.18) denkleminde yerine yazip

her iki tarafi U(Y) . T(t) ile b&lersek

V(Z,t) _ a(U(F) . T(t) _ .= OdT(t)
ot - 3t = U(r) . =%
02V (,t) _ 3 Q¥(E,t)) _ yg) . 22T(L)
at2 ot © 8t at2
V2U(Y) . T(t) + A' U(T) . T(t) =B(t) U(T) Z—’Tgt)
+ c(t) u(P) 2TlE)
at2
1 5 o B(t) 3T(t) , C(t) 32T(t)
V¢ U(xr) + A' = +
u(¥) ey ee TR G

(3.20)

elde edilir. Bu takdirde iki durum wvardir.

1) (3.20) denkleminin sol tarafai f(?) ve sag ta-
rafinda g(t) gibi sirasiyla ¥ ve t nin agik birer fonk-

siyonudur.
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2) Her iki yani ayni bir y sabitine egittir. Bi-

rinci halde denklem,
- - -
f(r) = g(t) ya da f£(r) - g(t) = F(r,t) = O

geklinde olurduki bu fonksiyonel bagdintai, ? ve t nin
birinden birinin fonksiyonu olur. Bu ise r ve t nin ba-
gimsiz defiskenler olmasi keyfiyetiyle geligir. Bu gelig-
ki ancak, (3.20) nin her iki yani ayni bir p ayrisim sa-

bitine egit ise ortadan kalkar.

Bu nedenle A' ~yu = A kabul edilirse (3.20) denkle-

minden
- -
v2U(xr) + A U(r) = O (3.21)
2
cte) SEEL L gy SFEL - yTe) = 0 (3.22)
dt

bulunur.(3.22) denklemi ikinci dereceden adi diferensiyel

denklem olup V2 nin ifzdesine badli degildir.

(3.21) denklemi ise Helmholtz tipi bir diferensi-
yel denklem olup ayni zamanda Laplace denkleminin 8z de-
er probleminin bazi olarak da kabul edilebilir. Burada
Laplace operatdrii, denklemin gegerli oldudu koordinat
sistemine baglidir. Urned¢in, kiirescl koordinat larda

U= U(r, 8, ¢) olmak {lizere

Q

2 2 2
u % %%_+ 1 934U 4 Cotg€ %% + 1 0°U
r2 r2 062 r? r2sin2e 0¢2

=}

seklini alir. Burada yine

U(x,8,¢) = U(xr) v(6) W(s)
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kabul ederek degdigkerlere ayraigim yontemi ile

ac-if[rz g%.] + Ar2U0 -aU = 0 (3.24)
d .. dv . _ B -

T [ sin® 551 + (o 8inB)V =106 0 ‘(3.25)
2

a'w + g2 Ww=o0 (3.26)
de 2

bi¢iminde {i¢ denklem elde edilir.

BOylece kaismi tlirevli (3.23) denkleminin ¢@ziimi
bu l¢ adi diferensiyel denklemin ¢ozlimiine indirgenmisg
olur. EJer o, B ve A ayrisiaim sabitlerinin, bu denklemle-

rinin ¢8zlimlerini mimkiin kilacak degerleri wvarsa,
U(r,8,¢6) = U(r;x,a) V(8;3a,8) W(s,B) (3.27)

fonksiyonu L&place operatdriiniin kﬁresgl koordinetlardaki
bir 6z fonksiyonu olur. Bu dernklemlerle birlikte sinir
sartlarininda belirtilmesi gerekir. Aslinda o, B ve A
nin kabul edilebilir deferlerini tayin eden de bu sinir
sartlaridir. Ornedin, (3.23) Helmholtz denklemini r = R
yarigapla bir kiirenin ig¢i ig¢in ¢dzilip, bu ¢ozlimi r = R

igin,

= 0 (3.28)

sinir sartlarindan birine uygularsak bu gartlar,

~

U(R) = O
U'(R) = O > (3.29)

U'(R) +0U(R) = O

)

olmasinir gerektirir.
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U(r) nin R = 0 da siirekli olmasi ve birinci merte-
beden siirekli tilireve sahip olmasini sart kogarsak bu,
U(o) 1n sonlu olmasi gerektigini g&sterir. Eder U(r,6,¢)

kiirenin iginde siirekli isce ve siirekll Liirevi var isco
W(o) = w(2m), W'(o) = W'(2m)

olurki n bir tam sayi olmak ilizere bu, 8 = n olmasi de-
mektir. Clnkd U(r,8,¢) nin kliirenin kutup ekseni lzerin-
de silirekli olmasi ve silirekli tilirevlerinin varolmasi is-

teniyorsa V(o), V‘(o),V(H),V*(H) sonlu kalmalari sarttir.

Gerek (3.24), gerek (3.25) ve gerekse (3.26) denk-
lemlerinin P(x), Q(x) ve R(x) reel fonksiyonlar olmak

lizere,

L peo B 4 o) y@ + AR@ yx) = 0
(3.30)
gseklindeki bir denklemin Ozel halleri oldudu bir gergek-
tir. Bu denkleme STURM-LIOUVILLE cdenklemi denir. S&z ko-
nusu denklemin agadidaki tiplerden bir sinir sartina
bagli olarak ¢Sziilmesi Sturm-Liouville problemini meyda-

na getirir.

Sturm-Liouville prcbleminin sinir gartlari a< x< b

olmak iizere sunlar olabilir :

0

1) y(a) = O veya y(b)
2) y'(a) =0vey'(b) =0

3) o7 > 03 o, > O olmak iizere

y'(a)- o1y(a) = O ve y'(b) + g,oy(b) =0

4) y(a) = y(b) ve P(a) y'(a) = P(b) y'(Db)
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f

5) P(a) 0 olmak ilizere y(a) ve y'(a) nin ve

1

P(b) 0 olmak lizere y(b) ve y'(b) nin sonlu

kalmalara.

Bunlardan ilk {g¢ii sinirlara uygulanan sarttair. DOr-
diincisii peryodiklik sarti olup besginci sgart da y(x) 'in
gdzoniine alinan b&lgede uyumlu olmasi saglayan sarttir.
11k i¢ sinir gartina homojen sinir gartlari adi verilir.
Homojen sinir gartlarina bagli olarak kabul edilen prob-
leme de homojen bir problem denir. Homojen bir problem
ise genellikle homojen olmayan bir diferensiyel denklem
va da homojen olmayan sinir gartlaraina badli olarcok ka-

bul edilen problem olarak kargimiza g¢ikar.

Belirli bir ki 6z deferi ig¢in (3.30) denklemini
gerceklesen 6z fonksiyon yi(x) olsun. O zaman,

d g
2 iPx) i+ Q(x) y;(x) + A R(x) y, (x) = O

(3.31)

yazilabilir. Ayni denklemin baska bir 6z deferi Aj ve
buna karsilik gelen &zfonksiyon da yg(x) olmak ilizere,
(3.31) denklemini y, (x) ile garpip a < x € b araliginda
x dediskenine g&re integre edelim.

b dy

* d i * * _
; [Yj Ix (P (%) 75;)*‘Q(X)yjyi + XiR(x)yjyildx = 0

(3.32)

Bu ifade de bir kere i ile j yi aralarinda yer de-
gistirip, ifadenin kompleks eglenigini (3.32) den c¢ika-

rirsak,
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b dy, dy*
* a iy 4a 3
a{ [yj (x) dx (P (x) dx ) Yi(x) dx (P (x) dx )] dx

b
* *
Aj) ;R(X) yj(X)yi(x) dx =0

+ oy

veya sinir gartlarini da gdzonilinde tutarak,

b
* *
(g —kj) gR(X) yj(X) vy (x) dx
_ R Ay (x) dy?(x) b
= lP(X)yj(x) —g— T Py () g L o

bulunur. Yani A, s A; igin (3.30) denkleminin &z fonksi-
yonlari R(x) agirlik fonksiyonlarina g&re birbirlerine

diktirler. Eer i # j alinarsa,

* b 2
Ay —23) f R(x) ly; ()] dx =0
B 1
csitliginden, integralin # O olmasi nedeniyle Ny o= Ag

vani Strum-Liouville denkleminin &z dederlerinin ancak
reel olabilecekleri ortaya c¢ikar. $u halde yi(x) fonksi-
yonlari igin

b 6ij

[R(x) ¥} (x) y (%) dx = o (3.33)
a

olacaktir. v normalize edilmis sabittir. Buraya kadar
(3.17) denkleminin A = 0O halinde (homojen hal) (3.21) ve
(3.22) seklinde iki denkleme indirgendigini ve bunlardan
ikisininde seg¢ilen koordinat sistemine gtre, de§isken-
lerine ayrigim metodu yardimiyla (3.30) geklinde Strum-
Liouville denklemlerine paragalanabildidini ve bu sonug-
larin &zfonksiyonlarainin da dik fonksiyonlar olduklarini

ve normlagtirilabildiklerine go6rdiik.
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Acaba (3.30) geklindeki denklemlere ayrisan (3.21)
denkleminin genel ¢&ziimli (3.30) denklemlerine karsilik
qolen Szfonksiyonlar yardimiyla nactl i fade olunabilir?

Simdi bu soruyu daha yakindan inceleyelim. Bu nedenle,

- - - —>
r = xje; t x, e, +.o.0 F Xy ey

._)
olmak ilizere, U(r) fonksiyonunun (3.21) seklinde ve N bo-
yutlu uzaydaki bir koordinat sistemine g&re ifade edilen
Helmholtz denklemini gercekledigini farzedelim. U(?) nin

tanim b8lgesi olan B

esitsizlikleriyle belirlenmig olsun. Bu takdirde,

- N
U(r) = U(xl,xz,...,xN) = 'H Ui(xi) (3.34)
i=1

dedigken ayrigimi yapmak suretiyle (3.21) denklemi, yu-

karida belirtildigi iizere,
dUi(xi)

d
ax [Py(xy) —F—

10y Uy ()

(i) = 1 =
+ A Ri(xi) Ui(xi) o (i 1,2,...,N) (3.35)

seklinde N tane Sturm-Liouville denklemine parcalanmig
olacaktir. Bu tirli tipik bir denklemin Ul (x;) szfonk-

siyonlari, (3.32) ye gOre
bi 5
(1) (1) - mn
i) Ri(xi) Um (Xi)Un (Xi) dxi Y
i

bagintilarini gercgeklemektedir. Fakat eder,
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/ Ry (xy) U]ii) (x;) = 0 (x,) (3.36)

T

kabul edilirse,

bi .
F o Pan(y) wyn(®y) dxy = Oy (3.37)
i
bagintisi yazilir. Simdi,
N n n n n
[ 1 ] %= = z ... =
i=1 ki=1 ki1=1 kop=1 kN=1

olmak gartaiyla U(xl,xz,...,xN) nin

N n N
= *
U(X19XpreeerXy) [ q § ] _E a;koog (%))
i=1 ki—l i=1 i

(3.38)
gseklinde bir seri yardimiyla en iyi sekilde temsil edi-

lebilmesi igin a,

ik katsayilarinin nasil seg¢ilmesi ge-

i
rektigini arastiralaim. Bunun ig¢in Yine benzer gekilde,
b] bN N N n N 2
M o= [ ... IE UpGep)={ T 2 3 Tag 0450 ()| axy.. . dxg
a) ay =1 i=1 ki—l i=1 71 i

ifadesini gdz&niine alalim. Buna badli olarak ve forma-
lizmi agirlastirmamak i¢in sadece bu hesaplamalarda ge-
cerli olmak {izere kompleks eglenigi, * yerine, ifadenin

iizerine konulan bir ¢izgiyle gbsterirsek,

b1 by g _ N n N_
Mg= Jeee SO MU )0 T 2 D T Ay ogy (%))
aj gy =1 i=1 ki=1 i=1 771 L
N N n N
x { Uj(xj) -l k?— 1% .E Ay Yk (xj)} dxy ...dxg
=1 w1l k=1 =1 m m
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b, b

N N _ N N N n
= f...f{ 1U,(x,) T U.(x.)- 1T U,x,)x{ 11 = ]«
a; gy T S T i= Tt m=L K =1
N N n N _ N
ma., e¢. (x.)- []I T I* 1T a, (x) x I U.(x.)
j=1 Jk Jk J =1 k =1 i= lki lkl j=1 B
N n N n N _ N
+ 1 1 0o =z Ixna, ¢, (x §) Tay ea (x9]3dx...
i=1 kj=1 m=1 km=1 i=1 lk lk J=1 ka Ky de
- > > b1 bNN n N
= fU(X)UX)dr - f...J {1 2 |]x 1 a U b{)w (x,)dxq...
B a ay i=1 k,=1 i= iki lk * dXN
11
by by w n N _ _
-f .. f [.E § ] » Toag Wik.(xi) Ui(xi) dxy... de
a; ay =1 ki—l i=1 i i
b1 by §y n N n N

+f ... ['H E]* [ o b R Hak Lk¢1k b{)wﬂ<(x)dx1.“de
aj aNJFllﬁfl n=1]<—1 i=1

b.
I()12 [Irfg]*{qul flﬁ() (x,) dx
U(x a, (X)) v, X, .
i=1 k.,=1 Lzljki a > 5 lki * t
i i
N P
+ 1 a, I e,
=1 Ky g R Oy) T3 0) A
N n N n N bi
+ 1 m T Ix[ m =T 1*{ 1a, I e (X ) b{)dx }
j;l]%fl HFl]%fl i=1 kllkm a; lk k

dir. Fakat son terimdeki integralin dederi diklik badin-

tisindan dolayi sadece Sk I dir. Bu ylizden,

i"m
N n N n N _
[ 1 2] * [ T Z] * I ajp Ayp Sk K
i=1 ki=l m=1 km=1 i=1 i m im
N n N _
=1 1 T 1% 1 a, a,
=1 k=1 i=1 iky ik,
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olur. Son ifadeyi g&zOniine alirsak,

N n N
M_ = (U,U)- [ 1 2 1 *x {1 a,
n i=1 k,=1 =g 1K (Ugreyy )
i i
N _ N _
+ ‘H aik_(gaik ’ Ui) - .H I aik.} (3.39)
i=1 i i i=1 i i

yazilir. M, nin minimum olabilmesi ig¢in ag¢ilim katsayi-

o o,

oM oM
n n

ik, da,
i 1ki

sartlarini gergeklemelidirler. 11k gart,
N N

Tayy (Ugr ege ) T ik, ik,

- 1 +l—l l=O
ik,

1 1

seklinde yazilabilir. Yahut da

i k. (3.40)
1 i i

=2

N
i

A Ugr 94y ) .
1 1 1

bi¢iminde ifade edilebilir. Benzer gekilde ikinci sart-
ten da

Uu,) =

aj, (g v Uy (3.41)
i iky

=

i=2
elde edilir. Buna badli olarak (3.40) ve (3.41)'i (3.39)
da yerine yazarsak tanimdan dolayi Mn 2 0 oldudundan,

N n N 2

Min (M) = (U,0) - [ 1 2 ]x 1 |ay |
i=1 ki—l i=a1 i

= 0 (3.42)

bulunvr . (3.42) Bessel esitsizli@inin genel halidir.
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Eer n > « ig¢in Min(Mn) > 0 ise limitte

I\T 0o N ' lz
(u,u)y = [ 1 ¥ ] * 1 a.
i=1 k=1 i=1 iky

(3.43)

olur ki bu da Parseval e$itli§inin‘veya tamlik bagintisi-
nin genel seklini olusturur. (3.40) ve (3.41) badintila-

ri,

b,
1
ag = (0 U3 = ey (xy) Uy(xy) dxy (3.44)
1 1 a i

i
_ by _
By, = Wyregpe ) = T U (xy) gy (%) dxy (3.45)
i i a, i
i
oldugunu g¥sterir. Buda as katsayilarinin Ui(xi) nin
i
Up(x5)= 2 ayy, ey (%) (3.46)
ki 1. i i

seklindeki bir ag¢ilimin katsayilari oldudunu ifade eder.

O halde n = = igin U(xl,xz,...,xN) de

- N o N
U(r) = U(xl,xz,...,xN) = [ 1 > Ix 1 Ay Yk (Xi)
i=a ki=]_ i=1 i i

(3.47)

ifadesiyle verilecektir. Eder,

—
( =
wklkz ‘e thr) Wklkz...kN(xl,xz,...,xN)
N
=1 ¢,, (xX,) =9 (x1) ¢.,.(X2) .0 @ (x,,) (3.48)
i=1 lki 1 1k1 2k o NkN N

kabul edersek,
s o
U(r) = 2
(3.49)

olur. Ornedin,
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A , B C
U+ =5, Xy ,X3) = Ulxy, * vk x3) = U(x{,%,,% 5) =0
ou U ou
ox, ) x -0 akr)x L) Ix 0
1 1 2 2 3 23 O

sartlari altinda,

azU(Xl,Xz,X3) azU(Xl,Xz,X3) 62U(X1,X2,X3)
+ +

5 5 > + k[Mxlpq,xﬁ =0
ax2 935 353

denklemini gergekleyen U(x;,X;,%x3) fonksiyonunun

U(xy,X2,x3) = uj(x;) us(xs) uz(xs)

degisken ayirisimi sorucunda ve A = g + 8 + v olmak

{izere elde edilen,

d?yu, , d2u, d?uj
+ aU; = O, + BUZ = 0,

2 2 ; 2

Xm dXz dX3

+ U3z = 0O

in 6zfonsiyonlari cinsinden ve (3.32) ifadesine uygun

olarak
oo oo co (2k+ 1) ™%,
U(xX) ,X5,X3) = kle kal k§=lak1ak2 ak3 Cos x
(2ko + 1) mxyp (2k3 + 1) mx3
X Cos B x Cos G

gseklinde bir seri ile temsil edildigi g&riiliir.

Uclincli b&liimlin sonucunu derli toplu olarak su se-

kilde ifade edebiliriz.

N boyutlu uzayda yazilmis olan (3.21) Helmholtz
denkleminin ortonormal fonksiyon aileleri yardimiyla son-

suz bir seri seklindeki ¢&zilimli, bu denklemi
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- N
U(r) = U(XIIX27'0'IXN) = iilUi(Xi)

dedisken ayrigimiyla N tane

du,
d i _
dxi“[Pi(Xi) dxi] Oy Geyduy (k) F AR (x5)uy(xy) =0

gibi Sturm-Liouville denklemine parcaladikten sonra,

(Xi) bu denklemin Ri Gzdeferine karsgsilik gelen &z-

k,

u,
ik,
i i

fonksiyonu olmak lizere ve

. . = §
(¢1m’ wln) mn

olacak gekilde

R, (x,
i 7i

vix, () TV T gy (%)
i i
kabul edilmek suretiyle elde edilen ve katsayilarida

ajp, = Py ruy)
1 1

bagintiylariyla verilen

Ui(xi)= y § ayy ¢ik.(xi)
i"‘ 1 1

1
seklindeki ag¢ilimlarin fonksiyonu olarak,

—> o0
U(r) = u(X_ ,X_,eee,%X.) = Z
1'72 N k,=1 k,

I ™48
= ™8
[V}

X ¢1k1(x1) ¢2k2(xz) .. kaN(xN)

agilimiyla elde edilir [10].
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BOLUM 4

STURM~LIOUVILLE DENKLEMININ HOMOGEN OLMAYAN
BIR DIFERENSIYEL DENKLEM ICEREN SINIR DEGER PROBLEMINE

UYGULAMAST

4.1. PROBLEMIN VARLIGI

Homogen sinir sartlarini saglayan homogen olmayan
diferensiyel denklemlerin ¢dziimiiniin varliginin arastiril-
masi bizi bir Sturm~Liouville problemine gotlirebilmekte-

dir. Bu nedenle A bir sabit olmak ilizere
4 . dy _ _
[dx (p dX) + gy ] + Ary = h(x) (4.1)

denklemini g6zoniine alalim.

Tl < (4.2)

notasyonu kullanilarak (4.1) denklemini
Ly + Ary = h(x) (4.3)

sekilde yazabiliriz. Burada en onemli olan 6zel durum
A = 0 olmasidir. Bu durumda Ly = h(x) denkleminin ¢ozii-
miiniin gerekliligi ortaya g¢ikmaktadir. Herhangi bir du-

rumda r(x) fonksiyonu seg¢ilebilir.
Verilen problemle,
Ly + Ary = 0 (4.4)

homogen diferensiyel denklemin sinir dederleri problemi-
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nin sinir sartlaraini belirtebiliriz. Bu problem {wn(x)}
ortogonal karakteristik fonksiyonlarin bir climlesini tes-
kil eder, Oyleki n ci wn(x) fonksiyonu yerine An karak-

teristik sayisi karsilik gelir ve
Lwn(x) + xnr(x)wn(x) =0 (4.5)

denklemini verir.

(4.3) denkleminin ¢éziimiinlin var -oldugunu kabul eder-

sek bunun, a, belirlenecek sabitler olmak iizere,
y = Za v, (x) (4.6)

seklinde bir seri oldugu agiktir. Bu amag¢ igin (4.3) di-
ferensiyel denkleminin ¢ézimii iginde (4.6)'yi agiklamak-

t1r. Bundan sonra (4.5) denkleminin

Lwn = —Anrwn

durumundan dolayi (4.3) denkleminin
r(x)>=(an - An)anwn(x) = h(x) (4.7)

bigiminde yazilabildigini gGrmekteyiz. BOylece

b b
Ay [ orliplidx = [ rGof0e, (x)dx

ifadesinden An katsayisi hesap edilebilir. 2%2} in kis-

mi diferensiyelenebilir oldugu farzedilerek

o

f(x) = Ei;

= EIAnwn(x) (4.8)

H

de vazilirsa, (4.7) ve (4.8) nin karsilastirilmasindan
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(A~ )\n)an = An (4.9)

denkleminin ¢dziimlerine benzer gekilde a, sabitlerinin
belirlenmesi gerekir. Bu durumda saglanan A, karakteris-
tik sayilarinin bir olmadigi ortaya c¢ikar, bu nedenle

homogen olmayan probleminin (4.6) ¢ozimi

A A A
Y==§3'K—:f;— v, (X)) =55~ w (%) + 75— b, (x)+-

(4.10)
haline déniisiir.

(4.7) ye gotiiren (4.6) nin terim terim diferensi-
velenme islemi gercedgi Sturm-Liouville problemine uygun
oldugu zaman referans olarak verilebilir. (4.6) daki y

fonksiyonu uygun sinir sartlari ile birlikte

L‘l: — ll.
. AY + 3 (4.11)

denklemini saglar. Burada % kismi diferensiyellenebilir-
dir. Daha sonraki durumlarda karsilasilacak olan istis-
nai durumlarda, Gzel bir yol takip edilmesi gerekebilir.
Bunu tekrar dogrulamak mimkiindiir. Gergekte (4.10) nun

paydasindaki A—An faktoriiniin n »« dan dolayi biiyimesi

nedeniyle (4.8) serisi olmasa bile (4.10) nun ¢&ziim se-
risinin yakinsaklidi ortaya c¢ikar. Yukarida istenen so-

nu¢ dogrulanmistir. Eger (4.1) denklemini

diz [s(x)%ﬁ{] + [p(x) =1+ [a(x) +ar(x)] = (4.12)

bigiminde 4 {incli dereceden alinirsa, bu durumla L opera-

torid
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dz d

L= [s(x) 5a7 1+ 2lp(x) &1+ a(x) (4.13)

seklinde ifade edilerek

= gz='
2
y=0 , stx) $F=0
dy _ d d?y 4 _
dx ~ 0 ' dx [s(x) dx? =20

(x = a veya y = b) homogen sinir gartlari ile birlikte

vine bir sinir deder problemine gegilebilir.

Bu genel sonuglardan, kesin 6nemli sonuglar, prob-
lemin &zel uygulamalarinda gdriilebilir. Ozel olarak h(x)
si1fir alinak (4.1) i igeren denklem ve homogen sinir
gsartlarin varligi altinda A karakteristik degeri A==Ak
ise Onemli sonuglara gidildigi gorililmektedir. (4.10) se-
risi gostermektedirki eger h(x) # 0 ise buna karsilik
gelen problemin genelde bir ¢6ziimli vardir. Ancak A homo-
gen problemin bir karakteristik degeri olamaz. Cok 6zel
olarak A -~ Ak igin (4.10) ¢déziimiinlin varliga zorlasir
ve ¢Ozilimsiiz hale gelebilir.

b b
aI r(x)f(x)y, (x)dx = aI h(x)¥, (x)dx = 0 (4.14)

ise h(x) fonksiyonu wk(x) e ortogonaldir. Bu 6zel durum-
da (4.9) denkleminden (4.6) daki wk(x) in a, katsay1l sa-

bitlerinin keyfi oldugu sdéylenebilir.

Yukaridaki cegsit problemlerin fiziksel uygulamalari
olarak, dénen bir gsaftin ve sicimin fiziksel problemleri
ile ilgili problemlerde diferensiyel denklemini sinir ko-
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sullari altinda ¢oziliminde karsimiza ¢ikar. Kritik olma-
van donme hizlarina ait belirli sapma ve kritik bir hiz-
la vaklastikga sapmanin biiylikliigiiniin sinirsiz olarak ar-

tacagini gosterir [6].

4.2. Stodola ve Vianello Metodu

Stodola ve Vianello metodu ard arda yapilan islem-
ler olarak bilinir. Genellikle, karakteristik dedger ve
fonksiyonlarin sinir dedger problemlerinin vaklasik hesap-
lamalarinda kullanilir. Bu islem uygulamasina ana hatla-
rina gegmeden once, onun daha evvel g¢oziimlenmis problem-

lerinin genel tiplerini tanimlayalim.
Iki ucu sabit eksen etrafinda ddnen sicim i¢in si-

nir-deder problemi

2
g§¥ + Ay = 0 (4.15)

seklinde diferansiyel denklem meydana gelir. Bu denkleme

ait sinir sartlarai
y(0) =0, y(l) =0 (4.16)

bigimindedir. Karekteristik degerler,

2 2
A, = nlE (n=1,2,...) (4.17)

olarak bulunur. Bunlara karsilik gelen karakteristik

fonksiyonlarda,
y (x) = sin 27¥  (n = 1,2,...) (4.18)
bigimindedir.
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var olacak metod, ardisik yvaklasimlari en kiiglik
karakteristik deger ve buna karsilik gelen karakteristik
fonksiyonlar igin yaklasik ag¢iklamalar getiren bir metod-
tur. Bu metod herhangi bir yolla degisiklige ugradigi za-

man daha yliksek modlar elde edilebilir.

(4.15) denkleminde X y1 iceren terim sag tarafa ati-

lairsa,

2
S¥=ny . (4.19)

elde edilir. (4.19) un sagindaki bilinmeyen y Lonksiyonu
verine daha kullanigli olabilecek y,(xX) i1 segelim. Bu
fonksiyon ug¢ sartlarinin gereklerine uygun olarak tercih

edilir. Sonug denklemi,
2
a’y _ =y, (X) (4.20)

direkt oclarak ¢ozlilebilir ve iki integrasyon sabiti ile
belirlenir. Oyleyse ug¢ sartlarini gerektiren uygun ¢&-
zUm bulunabilir. Suda agiktirki ¢ozilim A parametresini

carpan olarak iginde bulundurur ve bu yilizden
y = A (X) (4.21)
formunda yazilir.

S$imdi, y,(x) olarak kabul edilen fonksiyon, ger-
¢ekten problemin karakteristik fonksiyonu ise (4.21) de
verilen y, (x) fonksiyonu kabul edilen y(x) fonksiyonunun

Ozdesi olur. A karakteristik degeri sabit bir oran olan
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X

ile verilir. Eger, yl(x) = Sin g alinirsa (4.20) denk-
leminin ¢ozimii, y(0) = y(1l) = 0 igin
v(x) = 2 L2 gin TX
m2 1

2
vy (x) oldugu zaman A = %7 alinir ve

olur. y(x)

v, = sin F'x  (n=1,2,...)

denklemleri belli bir uyum icgerisinde olur.

yl(x) genel olarak bir karakteristik fonksiyon
olmadigil zaman yl(x) ve y(x) fonksiyonlari da genelde
sabit bir oran olmayacaktir. Eger fl(x) in uygun bir
garpani yl(x) olarak alinirsa ve islem n-defa tekrarlan-

diginda

oranl gevrim alani igerisinde n arttikga (0,1l) araligi

izerinden sabit bir degere gider. Burada en kliclik karak-
teristik deger Al dir. Neticede birbirinin ardisigi olan
yl(x),yz(x),...,yn(x) fonksiyonlar dizisi ilgili karak-

teristik fonksiyona yakinsar.

Al karakteristik degerlerinin ardisik yaklasimlarai,
(0,1) araligi boyunca yn(x) ve y(x) = xfn(x) fonksiyon-
larinin uygunludgunu gerektirmek suretiyle herbir gevrim-

den sonra elde edilir.

Ozellikle, (0,1) araligi boyunca integral alinmasi

A nin belirlenmesi ig¢in yveterlidir. Buda n-inci yaklasimdan
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1
[ v, (x)ax
0

(n)
A = T (4.22)
OI £ (x)dx

seklinde yvazilir. Simdi problemde bu islemi tanimlamak
igin, y(0) = y(1) = 0 uc¢ sartlarini saglayan fonksiyonu
vy, (x) = x(1 - x)

olarak segelim. Eger, vy, yl(x) ile (4.19) da yer degis-

tirilirse sonuglar,

2
%;% = A(x® - 1x)

ve denklemin ¢6zimii ug sartlarina uygun olarak direkt

integral alinarak hesaplanabilir. Yani

A

Y = 73 (x* - 21x® + 13%x) = Xfl(x)

bigimindedir. Eger, (0,1) araligi boyunca yl(x) ve

y(x) = Xfl(x) in integralleri esit ise,

(1) 10
AT AT
bulunur.
(1) 2
Kl = 17
esitliginden
m? _ 9.870
12 - 12

esitliginin gergek degeri ile vapilan karsilastirma ha-

tanin yaklagsik %$ 1.3 oldugunu gdsterir.
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Simdide,
y,(x) = x* - 21x® + 13x
esitligini gelecek gevrimin ilk yaklasim olarak alirsak,

Y = Af_(x) = - 5% (x® - 31x5 + 513%3 - 319)

sonucunu buluruz. (4.22) denklemi kl in ikinci yaklasi-

mini verir. (4.22) de verine konulursa

elde edilir. Buna gergek degerinden % 12 ile farklidair.
Problemde gOsterildigi gibi bu islem esasli bir degisik-
lik olmaksizin bir dereceye kadar sinir-deger problemi-
nin gerektirdigi sekilde uygulanir. Ornedin, uygun homo-

gen sinir sartlari ile,

%[p(x) %E] + Ar(x)y = 0 (4.23a)
veya
2 2
fxz (p(x) g—xéi] + Ar(x)y = 0 (4.23Db)

seklinde bir diferensiyel denkleme sahip oluruz. Eger,
A v1 ihtiva eden terim sag tarafa alinirsa ve y ¢arpanil
uygun bir yl(x) ile yerdegistirirse, diferensiyel denk-
lemin sonucu yeni formdaki y = Afl(x) fonksiyonu igin
direkt olarak integralle ¢oOzililebilir ve kalan iglem ana

hatlariyla direkt olarak uygulanabilir.

A vaklagimlarinin belirlenebilmesi igin (4.22)

denkleminin kullanilmasi yerine agagidaki formiillerin
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herbiri tercih edilebilir.

b
( J r(x)[y,(x)]%dx
nj _a
A, =% (4.24a)
aI r(x)f (x)y, (x)dx
b
(n) aI r(x)f (x)y, (x)dx
A= 5 (4.24Db)
[ r(x)[£ (x)]%dx
a.

Herbir formiil Al in gercek degerine daha iyi bir
yaklagim veriv., (4.24L) cgilligi yenclde daha dodru ola-
rak bilinir. Tanimlamada, islemsel Ornekler igerisinde
lle in tanimlanmasi i¢in bu {ig formiiliin kullanilis so-

nuglari listelenebilir.

Daha ileri safhada bir O6rnek olarak, 1 uzunluklu
bir kolonun Euler yiikiini arastirabiliriz. Bu sekilde in-

sa edilmig bir kolonun egilme rijitlik faktorili olan EI
= X
EI(x) = ¢C 1

formundadir. Burada C, X = 1 ucundaki maksimum rijitlik
faktdriini ifade eder. Kolonun her iki ucununda hareket-
1i oldugunu diisiinlirsek, rijitlik momenti M(x), x-ekse-

nindeki P ylikiine baglidir ve
M = -Py(Xx)

olarak verilir.

froed ﬁ
M EI %2
denkleminden,
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¢

o % + Py(x) = 0 (4.25)

[o

x2
boyutsuz parametre olarak

, _ P12
wr = B (4.26)

alinirsa (4.25) denklemi

2
x§;¥+1~113y(x) =0 (4.27)

big¢iminde yazabiliriz. Sinir sartlari, y{(0) = 0, y(1)=0

formundadir ve (4.27) nin genel c¢6zimi

VX z, (2u//%-)

-t
H]

veya
y = c/x 3, (2n /Z) + c,/x ¥, (20 /%)

seklindedir. x in kiiglik degerleri ig¢in,

R/ L, T2 - L

dir. y(0) = 0 sartindan dolayir C, = 0 dar ve kalan sart

olarakta u niin J,(2u) = 0 denkleminin bir ¢oSzimi olma-

]

s1 igin y(1) 0 olmasi gerekir. Denklemin en kiiglik po-

zitif ko&kiinlin yaklagik degeri u, = 1.916 dir. Euler
yilkli (4.26) den,

2 C

Br= w17

P, = 3.670 5

olarak bulunur ve gergek biikiilme modu

¥(x) = /% J,(3.832 /T)
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seklinde ifade edilir. u niin yaklagik degerini bulmak
igin ilk yaklasim fonksiyonu olan vy, (x) = x(1 - Xx)

ve (4.27) denkleminden,

2 2
%Eg =T x-1 (4.28)

vazilir. (4.28) denkleminin ¢6ziimii sonucunda

2

=

(%3 -31x2 + 212x)

Hit

y = u2f, (x)

O
()

bulunur. Sart,

1 1
J y,(x)dx = u? [ £ (x)dx
0 0

yvaklasimini verir ve

(1)

W = 2

elde edilir. Buda,

(1) _ C
Y SRR -

esitligini verir. Euler yliki ig¢in ikinci yaklasim

u£2) = 1.936
(2) c
P1 = 3.748096 1z
(2) c
P1 = 3.750 iz

sonucunu verir. Eder sart,

1 1
J r® by () Tiax = w?  r(x)E, (x)yy (x)dx

ve
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esitlikleri (4.24a) nin yerine karsilik gelirse, u, in

vaklasimlarinda
(1
v, ) = 1.936
ve
2
u( ) = 1.917

1

dederleri elde edilir [6].
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