


OZET

FRAKTAL GEOMETRI ve UYGULAMALARI

Bu calismada yirminci yiizyihin baglarinda matematik literatiiriine onceleri
tesadiifi veya kaotik oldugu iddiasiyla goz ardi edilen fakat giiniimiizde gerek
fiziksel gerek biyolojik fenomenlerdeki diizenin ortaya koydugunun agiklan-
masiyla giderek artan bir éneme sahip olmaya baglayan ve fraktallar olarak
adlandirilan, Oklid uzayinda tanimlanan baz kiimeler ve kiimelerin 6zellikleri
incelenecektir. Bu nokta kiimelerinin sekillerde oldugu gibi insani etkileyen
birer yapiya sahip olduklari ve bu nedenle son yillarda énemle ele alindiklari
goriilmektedir. Ogzellikle farkli bir boyut kavrami ile yepyeni bir geometriye
konu olan fraktallar i¢in ¢aligmanin ikinci boéliimiinde matematiksel anlamda
temel kavramlar verilecek, calismanin iigiincii boliimiinde ise fraktal kiimelerin
bulundugu uzay kurulacak, calismanin dérdiincii boliimiinde fraktallarin ¢zel-
likleri ve kaos hakkinda bilgi verilecek, ¢alismanin beginci boliimiinde ise Frak-
tal Boyutun teorik ve uygulamali hesaplamalari yapilacak, altinci boliimde ise

fraktallar ve dogadaki uygulamalarina oérnekler verilecektir.

ANAHTAR KELIMELER: Fraktal, Fraktal Boyut, Kompakt, Iterasyon
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ABSTRACT

FRACTAL GEOMETRY and APPLICATIONS

In this study, some quaternions in the Euclidean space and the propertiens
of these quaternions named as fractals and gaining importance with the ex-
planations put forward by both physical and biological phenomena today.
These fractals were neglected in early 20" century in mathematics literatiire,
claimed to have been coincidental and chaotic. It has been found out that
these quaternions of dots has a nature infwencing people like shapes, so they
are given great importance in recent years. For the fractals being subject to
a brand-new geometry with a different dimentional concept; basic concepts in
mathematical sense will be given in Chapter II, the space where the fractal
quaternions dwell will be set up in Chapter III, information about the proper-
ties of fractals and chaos will be given in Chapter IV, theorical and practical
calculations of Fractal Dimension will be performed in Chapter V and finally

examples regarding fractals and their applications in nature will be given in

Chapter VI.
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1. GIRIS

1k matematiksel fraktal kavrami 1861 de kesfedildi. Karl Weierstrass siirekli
fakat hicbir noktada diferensiyellenebilir olmayan, yani kose noktalarindan
olugan bir egri {izerindeki degigmeleri aragtirirken, hicbir noktada degigsme
oraninin bulunamayacagini gormiigtiir. Fraktal kelimesini Weierstrass bu
cins egriler icin ilk defa kullanmigtir. Dogadaki pek ¢ok yapi diizensiz ve
parcali bir goriiniime sahiptir. Doga bu acidan yiiksek seviyeli ve oldukga
farkli bir karmasa gosterir. Bazi fraktal kiimeleri egriler ve yiizeyler bici-
mindeyken bir kismida baglantisiz tozlar halindedir. Matematik alaninda
ilk caligilan fraktal, Cantor Kiimesidir. Cantor (1845-1918) matematigin
temel konularindan olan ve giiniimiizde Kiime Teorisi olarak adlandirilan

alan1 kuran bir Alman matematikgidir.

Cantor kiimesi ile ilgili ilk caliyma 1883 de basildi [G. Cantor, Uber un-
endliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten V, Mathematische Annalen 21
(1883) 545-591] ve yapilan bu calisma bazi 6zel kiimeler igin 6rnek olarak
gosterilmigtir. Cantor kiimesi hicbir yerde yogun olmayan, miikemmel (per-
fect) alt kiimelere bir 6rnektir. Fraktallarin tarihi geligiminde Cantor, Sier-
pinski, Von Koch, Peano gibi matematikgciler tarafindan olusturulan frak-
tallar matematiksel canavarlar olarak adlandirihir. Ilk fraktallarn ortaya
¢ikt1g1 zamanlarda Cantor kiimesi goriiniis agisindan digerlerinden daha az
gosterisli olmasina ve digerlerine gore dogal yoruma daha uzak olmasina rag-
men oldukca 6nemlidir. Cantor kiimesinin, matematigin pek ¢ok alaninda
ozelikle Kaotik Dinamik Sistemlerde énemli rol oynadigi ve pek ¢ok fraktal-

lar icin de gerekli bir model oldugu goriilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde caligmaya esas olan tanim ve teoremler verilmigtir. Fraktal
geometride cesitli basit geometrik yapidaki uzaylarin alt kiimeleri ile ilgile-
nilmis ve bu uzay X seklinde ifade edilmigtir. Uzay fraktallerin cizelebile-
ceginin diigiiniildiigii bir uzaydir. Fraktal nedir? Bu durumda sadece bir
uzayin alt kiimesidir. Uzay basit bir uzay olmasina ragmen, fraktal alt

kiimesi geometrik olarak, karmagik bir yapida olabilir.

Tanim 2.1 : X bog olmayan bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde reel
degerli, negatif olmayan bir d : X x X — R™ fonksiyonu i¢in

M1. Her z,y € X igind(z,y) =0 =y

M2. Her z,y € X icin d(z,y) = d(y, z)

M3. Her z,y,z € X igin d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) liggen esitsizligi, oner-
meleri dogru ise d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde metrik denir. (X, d)
ikilisine metrik uzay adi verilir.

Yukardaki énermelerin sonucu olarak her z,y € X i¢in d(z,y) > 0 oldugu

gosterilebilir. M3 6nermesine gore x = z alinirsa

d(z,z) < d(z,y)+d(y,)
d(z,y) +d(z,y)
0 < 2d(zx,y)

0

IN

sonucu elde edilir. Her x,y € X i¢gin d(x,y) > 0 bulunur.

Tanim 2.2 : Bir (X, d) metrik uzay: ile z € X ve r > 0 sayist alinsin.

B(z,r) ={y € X : d(z,y) <r}



kiimesine  merkezli r yaricapl agik yuvar denir.
B(z,r) = {y € X :d(x,y) < r}
kiimesine  merkezli r yaricaph kapali yuvar denir ve

S(x,r)={ye X :d(z,y) =1}

kiimesine x merkezli r yaricaph yuvar yiizeyi denir, (Kilig ve Erdem 1999).

Ornek 2.1 : Riizerinde d; (z,y) = |z — y| metrigi ile é(m, r)=|x—rx+r],
B(z,r) = (x —r,x +7r) ve S(x,r) = {x —r,z +r} olur.

Ornek 2.2 : R? iizerindeki d; (z,y) = |21 — 1| + |22 — y2| metrigine gore;
B(z,r) = {y€R2:|x1—y1|+|x2—yg|<r}
B(z,r) = {yeR*: |z —yi|+ |z — | <71}
S(z,r) = {yeR*:|zy — |+ |z2 — ol =7}

olur. Eger x = (1, x2) noktas: birinci bolgede ve r < min{x; x5} ise grafik-

leri agagidaki gibidir

¥ ¥ hd
12+'r ’\\ xz*r X, Hr
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# (X0l x (x
X+ ¢ 1.7 )
2 e 4 ’ A :.12 %7
D -.- "'I T T
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L3
Xa- 1 - Xq-Th Ka=T}
Bixn B (x.r) Si{x.r}

Grafik 2.1: z = (x1, z9) noktast birinci bolgede oldugunda grafik
Ornek 2.3 : R? iizerindeki dy metrigine gore;
B(z,r) = {yeR*:(z1—y)*+ (22— y2)> <1*}
B(z,r) = {yeR*: (21 —uy)”+ (22— y2)* < 1%}
S(x,r) = {yeR*: (z1 —y1)* + (22 — y2)* = %}
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olur. Eger © = (1, x2) noktasi ikinci bolgede ve xy < r < |x1| ise grafikleri

asagidaki gibidir.

et
<

Bix,r)

S5(x,r)

Grafik 2.2 : = (1, x2) noktas: ikinci bolgede oldugunda grafik
Ornek 2.4 : (R? d,.) metrik uzaymnda
B(z,r) = {yeR*:|z1 —y| <rve |za—ys| <7}
B(z,r) = {yeR*:|z —yi| <rve |ze— 1o <7}
S(x,r) = {y ER?: |z —y1| =7 ve |z — 1| = r}

olur. Eger x = (x1, z2) noktasi birinci bolgede ise grafikleri agagidaki gibidir.

y ¥y y
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i 1
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_r_u_L__z_:T. - e e = . ot 5

B(x,1) B(x,r) S(x1)

Grafik 2.3 : = (x1, 3) noktast birinci bolgede oldugunda grafik
Ornek 2.5 : (R?, dy) metrik uzaymmda B(z,r) acik yuvar x = (1, 23, T3)

merkezli r yarigaph kiirenin ici, B (z,7) kapali yuvar1  merkezli r yarigaph

kiire ve S(z,r) ise  merkezli r yarigapl kiirenin yiizeyidir.

IR iginde B(x,r)
Grafik 2.4 R? i¢inde B(z,7)
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Tanim 2.3 : Bir (X, d) metrik uzay: ile (X, d) metrik uzaymin bos olmayan

S alt kiimesi verilsin. Eger her x € S icin
B(z,r,) C S

olacak bigimde bir 0 < r, sayis1 varsa S kiimesine (X, d) metrik uzaymnda

agik kiime ya da d—acik kiime denir, (Kilig ve Erdem 1999).

Teorem 2.1 : Bir (X,d) metrik uzayinda X ve ¢ agk birer kiimedir,
(Kili¢ ve Erdem 1999).

Ispat : X kiimesinin acik oldugu her € X ve her r > 0 icin B(x,r) C X
oldugundan hemen soylenir. ¢ kiimesinin agik oldugunu gorebilmek icin
bir x € ¢ ve r > 0 sayist alinsin. ¢ kiime icinde boyle bir z noktasi var

olmadigindan B(z,r) = ¢ C ¢ olur. Bu da ¢ kiimesinin agik oldugunu verir.

Teorem 2.2 : Bir (X,d) metrik uzayinda her bir agik yuvar agk bir
kiimedir, (Kilig ve Erdem 1999).

Ispat :(X,d) metrik uzaymn bir acik yuvari B(zg,r9) ve x € B(zg,70)
olsun. d(xp,z) < 7o oldugundan, r, = ry — d(zo, ) denirse r, > 0 olur.

Buradan B(z,r,) C B(zg,70) oldugu goriiliir.

Teorem 2.3 : (X, d) metrik uzayinda agik iki kiimenin kesigimi de agiktr,

(Kilig ve Erdem 1999).

Ispat : (X, d) metrik uzayimin acik iki kiimesi Sy, Sy olsun. Eger S1NS; = ¢
ise Teorem 2.1 den, S; NSy agik olur. S; NSy # ¢ varsayilsin ve x € S; NS

olsun. S; ve Ss acik oldugundan

B(z,r) C Sy ve B(z,13) C So



olacak bi¢imde r; > 0 ve ro > 0 sayilar1 vardir. 7, = min{ry, 72} olsun. Bu

durumda,
B(l‘,’l‘m) C 51 N SQ

olur. Bu ise Tanim 2.3 geregince, S7 N Ss kiimesinin acik oldugunu verir.

Teorem 2.4 : Bir (X, d) metrik uzayinda sonlu sayida agik kiimenin ke-

sigimi de agiktir, (Kilig ve Erdem 1999).

Teorem 2.5 : Bir (X, d) metrik uzayinda keyfi sayida acik kiimenin bir-
legimi de agiktir, (Kilig ve Erdem 1999).

Ispat : (X,d) metrik uzayma acik kiimelerin bir ailesi {S; : i € I} ol-
sun.
s=Js
icl
denilsin ve bir € S almsimn. Bu durumda x € S; olan bir S;, € {S;:i € I}

agik kiimesi vardir. S;, agik oldugundan;
B(z,r,) C S; C S

olacak bicimde bir r, > 0 sayis1 vardir. Bu ise Tanim 2.3 geregince, S

kiimesinin agik oldugunu verir.

Tanmim 2.4 : Bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi 7 olsun. Eger
(Ty) XeTvepeT

(T3) 7 ailesinin herhangi bir sonlu alt ailesinin kesigimi 7 iginde ve

(T3) 7 ailesinin herhangi bir alt kiimesinin birlesimi 7 iginde kaliyorsa 7°
ailesine X iizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine de bir topolojik uzay
denir. Bir (X, d) metrik uzaymin biitiin agik alt kiimelerinin ailesi, 7 ile

gosterilir, (Kilig ve Erdem 1999).



Tanim 2.5 : Bir X kiimesi iizerinde tanmiml d ve p metrikleri gbz oniine

alinsin. Bu metriklerin iirettigi topolojiler ayni, ya da bagka bir deyisle
T, -1,

ise d ve p metriklerine (topolojik olarak) denk metrikler denir ve denklik
d ~ p bi¢iminde yazilir.
Bir X kiimesi iizerindeki metriklerin denkligi bagintisi bir denklik bagin-

tisidir, (Kilig ve Erdem 1999).

Teorem 2.6 : Bir X kiimesi iizerinde iki metrik d ve p olsun. d metriginin
p metrigine denk olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul keyfi bir z € X igin =
merkezli her d—agik yuvarinin x merkezli bir p agik yuvarini ve x merkezli
her p agik yuvarinin x merkezli bir d agik yuvarim igermesidir, (Kilig ve

Erdem 1999).
Ispat : d ~ p olsun. Tanim geregi 7; = 7, olur. Keyfi bir 2 € X ve
keyfi r > 0 sayisi i¢in By(z,r) yuvari goz 6niine alinsin.
By(z,r) € T, =1,
oldugundan Tanim 2.3 geregince;
B,(x,s) C Ba(z, )
olacak sekilde bir s > 0 sayis1 vardir. = merkezli bir p— acik yuvarmin x

merkezli bir d yuvarini igerdigide benzer bicimde gosterilebilir.

Tersine olarak, keyfi bir z € X icin z merkezli her d—acik yuvarimin x
merkezli bir p—acik yuvari ve & merkezli her p—acgik yuvarinda x merkezli
bir d—agik yuvari igerdigi varsayisin ve S € 7; alinsin. Eger S = ¢ ise

Tanim 2.4 den dolay1 S € 7, olur. S # ¢ varsayihp bir z € S alnsin.



S kiimesi d—agik oldugundan
By(z,ry) C S
olacak bicimde r, > 0 sayis1 ve hipotez geregince
B,(x,s;) C By(x,ry)
olacak bicimde bir s, > 0 sayisi vardir. Buradan
B,(x,s;) C S
elde edilir ve S kiimesinin p—actk oldugu goriiliir. Baska bir deyisle 7; C 7,

olur. 7, C 7, olduguda benzer bigimde ispatlanir.

Teorem 2.7 : Bir X kiimesi iizerinde d ve p metrikleri verilmig olsun.

Eger her x € X ve her y € X icin;

ad(z,y) < p(x,y) < bd(z,y)

olacak bigimde a > 0 ve b > 0 sayilar1 varsa d ve p metrikleri denktir, (Kilig
ve Erdem 1999).

Ispat : 2 € X eleman ile bir 7 > 0 sayis1 alinirsa
B,(x,ra) C By(x,r)
ve
By(z,r/b) C By(x,r)

oldugu goriileceginden yukaridaki Teorem 2.6 geregince d ve p metrikleri

denk olur.

Ornek 2.6 : 1 < p < oo ve her z,y € R” icin;

doo(CC,y) < dp(.’E,y) < d1($,y) < ndoc(l', y)



ve metriklerin denkligi bagintis1 denklik bagintisi oldugundan 1 < p < oo

olmak tizere, R" tizerindeki biitlin d, metrikleri denk metriklerdir.

Topolojik uzaylarda kompaktlik kavrami, “R! de kapali ve smurh bir kii-
menin her oOrtiisiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir” seklindeki Heine-Borel
Teoreminin bir soyutlamasi olarak ortaya cikmigtir. Reel Analizde, hem ka-
pali hemde siirh olan kiimeler ve bu kiimeler iizerinde olusturulan baginti
ve fonksiyonlarin énemli uygulama alanlar1 bulunmaktadir. Ornek olarak,
kapali ve siirh kiimelerde tanimli gercel degerli tiim siirekli fonksiyonlarin
ayni zamanda sinirlhi ve diizgiin siirekli olduklar1 bilinmektedir. O halde
bu kullanmigh kavramlari, topolojik uzaylara genigletmek yerinde olacaktir,

(Giiney 2003).

Tanim 2.6 : (X,7) topolojik uzay A C X, A C P(X) olmak {izere,
eger A C |J A ise A ailesine A kiimesinin bir 6rtiisii denir. Bu 6rtii yalnizca
acik kiimelerden olusmussa buna bir agik o¢rtii denir. Bir A kiimesinin bir
ortiisiiniin bir alt ailesi A kiimesi icin yine bir ¢rtii ise, bu alt aileye, bir alt

ortii denir, (Giiney 2003). Buna gore,
ACUAS [z € A= (3B)(z € Be A)

X=UA&[re X= (3B)(zx € Be A)
(ACT)(ACUA)
(ACT)(X =UA)
B, alt ortii: & (A, A nmn ortiisii) (B C A) (A C UB) ’diir.

A, Anin ortiisii: &
A, Xin ortiisii: &
A, A nin acik ortiisii: <
A, X in acik ortiisi: <

Ornek 2.7 : X = {a,b,c,d}, T = {¢,X,{a,b,c},{b,c,d},{b,c}} ve
A = {c,d} olsun, (X,7) uzaymnda, A kiimesinin baz ortiileri:

A= {4}

Ay = {{ch {d}}

As = {{c},{d},{a}}

Av = {{a, et {c,d}}



A nin baz1 agik ortiileri:
As = {X}
As = {{b,c,d}}
A7 = {{bc,d}, X}
As = {{a,b,c},{b,c,d}}

As, Az ’tin alt ortiisiidiir. As ve Ag, A7 nin alt ortiileridir.

Tanim 2.7 : (X, 7) topolojik uzay A C X olmak iizere, eger A nin her agik
ortiisiiniin bir sonlu alt ortiisii varsa A ’ya (X,7) uzaymn bir kompakt
alt kiimesi denir. Buna gore, A nin (X, 7) de kompakt olmasi i¢in gerek ve
yeter sart [(A C 7T)(A CUA) = (3B C A) (|B] < Ng) (A C UB)] olmasidir,
(Giiney 2003).

Tanim 2.8 : Bir (X, 7) topolojik uzayinda, eger X’in her agik ortiisiiniin
sonlu bir alt ortiisii varsa, yani, X (X’in bir alt kiimesi olarak kompakt
ise), (X,7) ’ya bir kompakt topolojik uzay denir. (X, 7 )nun bir (Y, 7y)
alt uzay1 eger bir topolojik uzay olarak kompakt ise, buna (X, 7 )’ nun bir
kompakt alt uzay1 denir, (Giiney 2003).

(X, T) kompakts [(A C T) (X = UA) = (3B ¢ A) (|B] < Ro) (X = UB)]

Tanim 2.9 : (X,7) topolojik uzay A C X olmak iizere, eger A daki
her dizinin A’nin bir noktasima yakinsayan bir alt dizisi varsa A kiimesine
(X, 7) uzaymn bir dizisel kompakt (d-kompakt) alt kiimesi denir, (Giiney
2003).

Teorem 2.8 : Bir metrik uzayin her sonlu alt kiimesi d-kompakttir, (Giiney

2003)

((X,T) topolojik uzay) (A C X) (JA| < Ng) = (A, d-kompakt)
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ispat :
(JAl < Ro) {an | n e N} C A) =
= (Ja € {a, | n € N}) ({a, a, a,...}{a,}) = A, d—kompakttir.

Tanim 2.10 : R nin baz alt kiimelerinin bir A smifi géz oniine alin-

sin. Bir A C R kiimesi igin A C U Ay, Ay € A yazlabiliyorsa A smifina

regs
A kiimesinin bir 6rtiisii ad1 verilir. Bu durumda A kiimesinin her noktas:

A smifindaki bir kiimenin i¢inde bulunur. A daki biitiin kiimeler agiksa
bu smuf bir acik ortii adimi alir. A simifi Aq, Ao, As, ... A, ... gibi kiimelerin
olusturdugu sayilabilir bir sinifsa ve A C U A; yazilabiliyorsa A siifina A

i=1
nin bir sayilabilir 6rtiisii denir.

A smifi, A C R kiimesinin bir ortiisii olsun. B her iiyesi A nin ic¢inde
olan bir alt kiimeler sinifiysa ve B smifi da A kiimesinin bir ortiisii ise
B C A alt siifi A nin bir alt ortiisii adim1 alir. Bir A C R kiimesinin her
acik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa A bir kompakt kiimedir. Yani A
kiimesi kompakt ise her A agik ortiisiiniin sonlu sayida, 6rnegin n tanena(;lk

kiimeden olugan bir {A; € A:i=1,...,n} alt simfi vardir ve A C UAZ»
i=1

yazilabilir, (Suhubi 2001).

Tamim 2.11 : (X, d) bir metrik uzay, S kiimesi (X, d) metrik uzaymin bir
alt kiimesi olsun. Bir x € X noktasinin S kiimesine uzakligi x noktasinin S

nin tiim noktalarina uzakliklarinin infimumudur.
d(z,S) = inf{d(z,y) : y € S}
x,y € X noktasi ve S alt kiimesi goz oniine alinsin. Bir € > 0 igin;

d(z,z) <d(z,S)+e
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olacak bicimde z € S noktasi vardir.
d(z,S) = inf{d(z,y) : y € S}
tanimindan yararlanarak

d(y,S) < d(y,z) < d(y,z) +d(z,2) < d(y,r) +d(z,S) + ¢

y ve z noktalarinin yerleri degistirilirse;

d(z,S) —d(y,S) <d(z,y) +¢

|d(z,5) = d(y, S)| < d(z,y) +¢
bulunur. Buradan da her z,y € X icin
|d(z, 5) — d(y, S)| < d(z,y)
bulunur. S ve B kiimesinin birbirine uzaklig
d(S,B) =inf{d(z,y):x € S, y € B}

bigiminde tanimlanir, (Suhubi 2001).

Tanim 2.12 : Bir S alt kiimesinin ¢api;
D(S) = sup{d(z,y) : z,y € S}

bagmtisi ile tammlanir. D(S) < oo ise S siurh bir kiime, D(S) = oo ise S
smirsiz kiime olarak adlandirilir. D(¢) = 0 kabul edilecektir. X kiimesinin
capt D(X) bigiminde alinirsa Z C Y C X ise D(Z) < D(Y) < D(X) esit-
sizliginin oldugu goriiliir, (Suhubi 2001).
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Tanim 2.13 : Bir (X, d) metrik uzaymnda {z,} dizisi, her ¢ > 0 sayisina
kargi gelen N(g) pozitif tam sayist m,n > N esitsizligini saglayan tiim m
ve n tam sayilar i¢in d(x,,, z,) < € olacak bi¢cimde bulunabiliyorsa Cauchy

dizisidir denir, (Barnsley 1988).

Tanim 2.14 : (X, d) metrik uzaymda {x,} dizisi ve z € X verilsin. Ancak
ve ancak bir e > 0 sayisina kargilik gelen bir N (¢) dogal sayisi her n > N igin
d(zn, ) < e olacak sekilde bulunabiliyorsa, {z,} alt kiimesinin bir y1gilma

noktasi olan boyle bir x noktasima dizinin limit noktasi denir,

limz, =z

n—oc

bigiminde gosterilir, (Barnsley 1988).
Teorem 2.9 : Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

. €
Ispat : {z,} dizisinin limiti bir z noktasi ise n > N i¢in d(x,,z) < 3
olacak gekilde bir NV € N sayis1 vardir. Dolayisiyla m,n > N icin;

(T, n) < d(Tm,z) +d(z,2,) < €

bulunur. Yani yakinsak bir {z,} dizisi Cauchy dizisidir. Ancak bu ozelligin
tersi her zaman dogru degildir ve bir dizinin Cauchy dizisi olmas1 her zaman

yakinsadigi anlamina gelmez, (Suhubi 2001).

Tanim 2.15 : (X, d) metrik uzaymin bir alt kiimesi olarak S C X alinsin.
S nin kapanist S ile gosterilir ve S =Su {S nin limit noktalari} olarak
tanimlanir. S = S ise tiim limit noktalarm igeriyordur ve S kapaldir,

(Barnsley 1988).
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Teorem 2.10 : Bir S C X bos olmayan alt kiimesi, ancak ve ancak X

de yakinsak her {z,,} C S dizisinin limiti S de ise kapalidir, (Barnsley 1988).

Ispat : Bir z € S noktas alindiginda her n € N igin d(z,,,x) < % olacak
bi¢imde z,, € S noktalar1 bulunmalidir. z noktasmin {x,} dizisinin limiti
oldugu agiktir. X uzayinda yakinsak her {z,} C S dizisinin limitinin S de
oldugunu kabul edersek =z € S ve S C S sonucuna varilir. Diger yandan
S C S oldugundan S = S bulunur. Dolayisiyla S, kapali olur. Tersine S ka-
pali ise tiim y181lma noktalar: iginde bulundugundan yakinsak her {z,,} C S
dizisinin limiti de S de olacaktir.

Teorem 2.11 : Her {z,} Cauchy dizisi igin X uzaymmda z € X limit
noktasi varsa (X, d) metrik uzay1 tamdir, (Barnsley 1988).

Tanim 2.16 : (X, d) bir metrik uzay ve B C X bir alt kiimesi olsun.
Her ¢ > 0 sayisi ve her b € B noktasi icin d(b, b;) < € olacak bigimde bir
b;(¢) € B. noktasi bulunabiliyorsa sonlu bir B. C B alt kiimesi B nin bir
e —age adin alir. Yani B. alt kiimesi B alt kiimesinin bir € — ag: ise n(¢)

bir dogal say1 olmak {izere
B. = {bl,bg, ,bn} CcB
icin
i=1
yazilabilir. Buna gore B nin bir € — ag? varsa her noktasi € yaricapl bir agik
yuvarin i¢indedir ve bu yuvarlarin sayisi sonludur. Bir B C X alt kiimesi

her € > 0 sayisi icin B. C B olan bir € — ag1 igerirse tam sinirh bir kiimedir

denir, (Barnsley 1988).
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Teorem 2.12 : Tam simirh bir kiime siirhdir, (Barnsley 1988).

Ispat : Bir (X,d) metrik uzaymin tam smirh bir alt kiimesi B ve kii-
menin € — age, B: = {b1,bs, ...,b,} ve M(e) = max{d(b;,b;) : 4,7 =1,...,n}

olsun. xq,xs € B noktalarina

d(l‘l, bn) <e€

d(l‘g, bzg) <e€

esitsizlikleri saglanacak sekilde b;,, b;, € B. noktalar1 kars: gelecektir. Ucgen
esitsizliginden;
d(z1,m) < d(xq,bsy) + d(biy, biy) + d(biy, x2) < M(g) + 2¢
bulunur. Bu nedenle
D(B) = sup d(z1,79) < M(g) + 2¢

T1,T2eB

olacagindan B kiimesi sinirhidir.

Teorem 2.13 : (X, d) metrik uzay olsun. X dizisel kompakt ise tamdur,
(Barnsley 1988).

Ispat : {x,} C X bir Cauchy dizisi olsun. X dizisel kompakt ise bu dizinin
yakinsak bir alt dizisi bulunacaktir. {z,} Cauchy dizisinin yakinsak bir

{z,, } alt dizisi bulunsun. lim z,, = x alinsin. Bir £ > 0 sayis1 verildiginde

k—oc

2
olacak gekilde N; ve N, tam sayilari vardir. N = max{Nj, No} olsun,

m,n > Np alimrsa d(z,, z,) < % ve ng > Ny alindiginda  d(z, z,,) < <

n,n, > N igin,

d(xp, ) < d(zp, T, ) +d(zp,, ) < €
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elde edilir. Bu nedenle lim z,, = z dir ve Cauchy dizisi de yakinsayacagin-

n—oc

dan X tamdir.

Teorem 2.14 : (X, d) metrik uzay olsun. X ancak ve ancak tam ve tam

smirh ise dizisel kompakttir, (Barnsley 1988).

Ispat : Once yeterlilik gosterilsin ve X tam ve simirh olsun. Herhangi bir
{z,} C X dizisini ve {+ — agn: m =1,2,...} ailesi alindiginda, 1 — aginda
X uzayimni orten sonlu sayida 1 yaricaph acik yuvar ve dizide sonsuz sayida
nokta bulundugundan bu yuvarlardan biri érnegin; A;, dizinin bir sonsuz
{xq(n})} alt dizisini icerir. % — agwnda sonlu sayida % yari ¢apli yuvar bu-

lundugundan {xg)} dizisinin bir sonsuz {xg)} alt dizisini bu yuvarlardan

biri, 6rnegin A,/ icerir. Boyle devam edilirse — — aginda sonlu sayida —
m

yar1 ¢capl agik yuvar bulunacagindan {:cflmfl)} dizisinin bir {xém)} sonsuz

alt dizisini bu yuvarlardan bir tanesinin, érnegin A, yuvarinin icermesi

gerektigi sonucuna varilir. Uretilen alt dizilerle elde edilen sonuclar:

A {:vgl),xgl),...,xg),...} , {$$Ll)} C  A{zn}
Al {:U%Q),xéz),...,:cg),...},{xg)} C {CES)} C A{x,}
2

{xgm),xém),...,:cgm),...},{xq(zm)} c .. C Az}

{z,} dizisinin yukaridaki sonuclara gore asal kigegen iizerindeki dizi nok-
talarindan segilen {:vgl), xéQ), xég’), cey o ), } alt dizileri i¢in dizinin n > m
olan tiim elemanlar1 A/, agik yuvan icindedir, bu durumda n > m igin

d(a:q(n ), P )) < — bulunur. Bir € > 0 secildiginde N > B olan en kiiciik tam
m
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say1 N ise m,n > N icin d(w%ﬂ ),x%n)) < ¢ olur. Yani {x%n)} bir Cauchy

dizisidir. X tam oldugundan bu alt dizi yakinsaktir. Dolayisiyla X de her
sonsuz dizinin yakinsak bir alt dizisi bulunabilmektedir. Yani X dizisel
kompakttir.

Gerekliligin gosterilmesi i¢in X in dizisel kompakt oldugu varsayilsin. (X, d)
metrik uzay olsun, Teorem 2.13’den dolay1r X tamdir. X ’in tam sinirh ol-
madigr kabul edilsin. Bu durumda, en az bir ¢y > 0 sayisi i¢in X in bir
g9 — age yoktur. X ’in herhangi bir x; noktasi alinsin. X de sonlu sayida
Tg, T3, ..., T noktalar d(z;, z;) > o, 1 <1i < j < n olacak bigimde segilsin.

g i¢in bir g — age olmadigi icin
X 7é U AEO ($1)
i=1

olacaktir. Dolayisiyla en az bir tane z,,; € X — Lnj A, (z;) noktas1 bu-
lunabilecektir. m = 1,...,n igin d(zp41,Zm) > €0 ozlfilugu agiktir. Boylece
biitiin elemanlar arasindaki uzakliklar eq dan kiigiik olmayan bir {x,,} dizisi
olugturulur. Bu dizinin hi¢ bir alt dizisi Cauchy dizisi, dolayisiyla yakinsak
olamaz. Bu da dizisel kompaktlik varsayimi ile gelisir. Bu ¢eligkiyi gidermek

i¢in g sayisina da bir €y — aginin kars1 gelmesi yani X in tam smirl olmasi

gerekir.

Teorem 2.15 : (X, d) metrik uzay olsun. X dizisel kompaktsa S C X

alt uzay1 ancak ve ancak S kapal ise dizisel kompakttir, (Barnsley 1988).

Ispat : S C X alt uzay1 dizisel kompakt olsun. Buna gore S deki her
yakinsak dizi kendisinin alt dizisi olarak yorumlanacagindan S icinde bir
limit noktasina sahiptir ve Teorem 2.10’dan S kapalidir. Simdi S kapali
olsun. S deki sonsuz bir dizinin X de yakinsak bir alt dizisi bulunacaktir.
Fakat tanimdan dolay1 bu alt dizinin limiti S de yer alacaktir yani S dizisel

kompakttir.
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Teorem 2.16 : Bir metrik uzay ancak ve ancak dizisel kompakt ise kom-

pakttir, (Suhubi 2001).

Ispat : (X,d) bir metrik uzay olsun. Bir metrik uzaymin herhangi bir
S alt kiimesi X iizerinde tanimli metrik ile bir metrik uzay yapisi kazanir.
Dolayisiyla bir metrik uzayin her alt kiimesi ayni metrige gore bir alt uzay-
dir. X bir metrik uzay ve x € X olsun. By/,(z),n = 1,2,... ack yuvarlar
x noktasinin bir temel komguluklar sistemini olugturur. Bu durumda x
noktasini i¢ine alan her acik kiime bu sistemin bir elemanini icerir. Temel
sistem sayilabilir oldugundan her metrik uzay birinci sayilabilir bir uzaydir
ve birinci sayilabilir bir uzayda kompaktlik ayni zamanda dizisel kompaktlik
anlamina da geldiginden X uzay1 kompakt oldugu takdirde, dizisel kompakt-
lik ozelliginide tagiyacaktir.

Simdi X uzaymin dizisel kompakt yani tam ve tam sinirli oldugunu an-
cak kompakt olmadig1 kabul edilsin. Buna gore X metrik uzayinin sonlu
bir alt ortiisiinii icermeyen en az bir A agk értﬁsﬁmbulunur. Varsayima
gore X de {uq, ..., um, } gibi bir 1 — age vardir. X = U Bi(u;) sonlu sayida
kiimenin birlesimi oldugundan en az bir B;(u;), 1 é:; < my gibi bir agik
yuvar A nmin sonlu bir alt sinifi ile 6rtiilemez. Bu tiir birden fazla acik yuvar
varsa j boyle en kiiclik tamsay1 secilsin ve z; = u; yazilsin. Tam simirh

bir kiimenin bog olmayan bir alt kiimesi de tam sinirh oldugundan Bj(z)

alt kiimesi de tam smirhdir. Dolaylslyla bu kiimenin iginde {y1, ..., Ym, }

gibi bir 1/2 — ag: vardir ve By (z1) U Bi2(y;) yazilabilir. Buna gére en

i=1
az bir tane Bjs(y;), 1 < j < mg gibi bir agik yuvar A nin sonlu bir alt

sinifi ile ortiillemez. Bu tiir birden fazla agik yuvar varsa j boyle en kiiciik
tamsay1 secilir ve zo = y; yazilir. 25 € By(z1) olduguna gore d(z1,z2) < 1
esitsizligi saglanacaktir. Tiimevarim yoluyla agsagidaki ¢zellikleri tagiyan bir

{z,} C X dizisi olugturulsun.
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(a) d(Tp-1,2,) < ﬁ, n>2,

b) Bijon-1(x,), n > 1 agik yuvari A nimn sonlu bir alt smuifi ile ortiilemez.
n = 1 i¢in bu kosullar1 gercekleyen x; ve x5 noktalarinin bulanabilecegi
goriiliir. Aym kogullar1 saglayan {z1, zs, ..., x, } dizisinin olugturldugu kabul
edilsin. By jpn-1(x,) tam smirh oldugundan {z1, ..., zn, } gibi bir 5= — age
igerir ve (b) kogulu nedeniyle By/on(z;), 1 < j < my,, gibi bir acik yuvar A
nin sonlu bir alt siifi ile ortiilemez. ;7 boyle en kiigiik tamsay1 secilsin ve
Tpt1 = 2; yazilsin. x,41 noktasi By /anl(l’n) yuvarini i¢inde olduguna gore

d(Tp, Tpi1) < QTL% kogulu saglanir ve {z,,} dizisinin belirlenmesi tamamlan-

mig olur. Bu dizi bir Cauchy dizisidir. n > m olmak iizere

AT, Tn) < d(Tpy Trns1) + A Tms1, Tmao) + oo + d(Tp1, T0)

SN SR S S S AU U O
— 2m71 om 277,72 o 2m72 on—m — 2m72

yazilabilir. Bir € > 0 says1 i¢in N(¢) ile 2 — (%) den biiyiik en kiigiik

dogal say1 gosterilirse m,n > N alindiginda d(z,,z,) < ¢ elde edilir. X
tam oldugundan {z,} dizisi bir x € X noktasmna yakinsar. A siifi X in bir
ortiisii oldugu i¢in = noktasi bir A € A agik kiimesi i¢indedir ve r» > 0 igin
B.(x) C A acik yuvari vardir. N; ve Ny dogal sayilarin > Nj i¢in 271 < 5
ve n > Ny icin d(xy,x) < § olacak sekilde bulunur. N = max {1, Na} ol-
sun. y € Byjov-1(x) ise

r
+=<r

d(y7$> S d(y7$N) +d(xN7$) < ON-1 2

oldugundan y € B,(z) ve dolayisiyla By/ov-1(2) C By(x) € A bulunur. Bu
sonug ise (b) kogulu ile geligir. Celigkiyi gidermek i¢in A nin sonlu bir alt

ortiisiiniin varligimin kabullenilmesi gerekir. Yani X kompakt olur.

Teorem 2.17 : X bog olmayan bir kompakt uzaysa f € C(X) fonksiyonu

siirhdir ve infumumla supremumuna X {izerinden ulagir, (Suhubi 2001).
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Ispat : X kompakt ve ve f siirekli oldugundan f(X) C R kiimesi de kom-
paktir. Bu nedenle f(X) kapali ve simirli olmak zorundadir. f(X) kiimesi
siurh ise f fonksiyonuda sinirh olur ve kiimenin ¢ = inf(f(X)) infumum ve
v = sup(f(X)) supremum noktalar1 bulunur. Fakat f(X) ayni zamanda ka-
pali oldugundan ¢ ve v sayilar1 f(X) kiimesinin igindedir. X uzayma z; ve
z9 noktalar z; € f1{6}, 2 € f {7} secildiginde f(z1) =6 ve f(x2) =
elde edilir.Yani fonksiyon infumum ve supremumuna X uzayinda x; ve xs

noktalarinda ulagir.

Tanim 2.17 : Elemanlarn nokta olarak adlandirilan X kiimesini kendi
icine doniigtiiren f : X — X fonksiyonu alinsin. z* € X noktas1 f(z*) = x*
bagintisini saghyorsa, x* € X noktasina f fonksiyonunun sabit noktasidir

denir, (Suhubi 2001).

Tanim 2.18 : (X, d) bir metrik uzay olsun ve f : X — X fonksiyonu
bu uzay1 kendi i¢ine doniistiirsiin. Her z,y € X nokta cifti ve 0 < k£ < 1

kosulunu saglayan bir £ reel sayisi i¢in,

d(f(x), f(y)) < kd(z,y)

kogulu saglaniyorsa f bir biiziilme doniisiimii ya da sadece bir biiziilme

denir. k reel sayisi da biiziilme sabiti adim alir, (Suhubi 2001).

Teorem 2.18 : (Banach Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve f bir
biiziilme déniigiimii ise f fonksiyonunun tek bir sabit noktasi vardir, (Suhubi

2001).
Ispat : f fonksiyonun sabit noktasi varsa tek oldugu gosterilsin. z*, 2** € X

sabit noktasi varsa bu noktalar f(z*) = z* ve f(z™) = ™ bagmtilarim

saglamalidir. Bu durumda,
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d(a”, ™) = d(f(27), f(2™)) < kd(z", 2™)

yazilabileceginden d(x*, z**) # 0 ise k > 1 geligkisine varilir. Dolayisiyla
d(z*, ) = 0 ve z* = ™ bulunur. Simdi tek olan sabit noktanin varlhig
gosterilebilir. Herhangi bir xy € X noktasi segilsin. f(zg) = xq ise sorun
kalmamigtir. Ancak genellikle z; = f(z() bulunacaktir. Bir {z,} C X
dizisi =, = f(x,-1), n > 1 bigiminde olugturulsun. Bu dizinin elemanlarin
iteratif olarak x,, = (fo...o f)(zg) = f"(x) bigiminde belirlenecegi aciktir.

{z,,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Bu 6zelligi gorebilmek igin énce

(T, Tn) = A(f(Zm-1), f(n1) < kd(Tm1,Tn 1)

islemi 6rnegin r kez yinelensin. Kolaylikla

(T, Tp) < K d( Ty, Tnr)

bagintisi elde edilir. Yukardaki ifede de » = m ve n = m + 1 alindiginda

ATy Trmy1) < K™d(x0, 1)

elde edilir. Genellikten kaybetmeksizin n > m se¢gmek koguluyla iiggen

esitsizliginden ardigik olarak yararlanarak
d(xm7 xn) S d(CCm, CCm—|—1) + d(xm%-l? xm+2) + ..+ d(xnfly xn)

veya

1 _ k,’)’L*’n’L

1 —kf d(m‘O?xl)

d(ajmv xn) S (km + ...+ knil) d(.’EQCEl) =k

ve n > m i¢in



logk

sonucuna varilir. Bir € > 0 sayisina karsilik gelen say1sin-
dan biiyiik en kiiciik dogal say1 N(e) ile gosterilirse m,n > N oldugunda
d(xpm, ) < € bulunur. Bu da {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. X metrik uzay1 tam oldugundan bu dizinin bir * € X limiti var

olacaktir. f stirekli oldugundan
f(@*) = f(limz,) = lim f(z,) = limz, + 1 =2*

n—oc n—oc n—oc

elde edilecektir. Buna gore z* noktasi f fonksiyonunun sabit noktasidir.
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3. FRAKTAL UZAYI

(X,d) bir tam metrik uzay olsun. X in bos olmayan tiim kompakt alt
kiimeleri sinifi H(X) ile gosterilsin. A, B € H(X) ise AU B € H(X) dir.
Ancak genel olarak AN B kiimesi H(X) siifinin iginde bulunmayabilir.
Iki kompakt kiimenin arakesiti tam smurh olsa bile kapali olmayabilir.

z € X noktasmin A € H(X) kiimesine uzaklig
d(z,A) = infd(z,y), y€ A
yeA
ile tamimlanir. Bir f, : A — R fonksiyonu

f2(y) =d(z,y), y€ A

olarak belirlensin.

|f2(y1) — fa(yo)| < d(y1,92)

oldugundan f, fonksiyonu A kompakt kiimesi iizerinde siireklidir. Diizgiin
siirekli olan bu fonksiyon Teorem 2.17 ’den dolay1 simirlidir, infimum ve

supremumuna A kiimesi iizerinde ulagir. Yani;
d(z,A) =d(z,y")

esitligini saglayan ve tek olmayan bir y € A noktasi vardir. Iki A, B € H(X)

kiimeleri i¢in A kiimesinin B kiimesine uzaklig

d(A, B) = sup d(z, B) = sup infd(z,y)

zCA zc AYEDB

olarak alimsm. Genellikle d(A, B) # d(B, A) dir. Yukarda belirtilen f, gibi
fonksiyonlar cinsinden d(A, B) = supfp(x) yazlabilir. fp siirekli fonksi-
yonunun A kompakt kiimesi ﬁzgreiflde kisitlamas1 da siirekli olacagindan
bu fonksiyon A iizerindeki supremumuna A kiimesinin tek olarak

bulunamayabilen bir noktasinda ulagacaktir. Bu nedenle

d(A,B)=d(z',y), 2 €A,y €B
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yazilabilir. d(A,A) = 0 oldugu acgiktir. B C C ise d(z,C) < d(z,B)
esitsizliginin saglanacag goriiliir. Dolaysiyla A, B,C' € H(X) ve B C C

alindiginda

d(A, B) = supd(z, B) = sup infd(z,y)

T€EA zeA YEB

tammindan d(A,C) < d(A,B) bulunur. B C A ise d(B,A) = 0 fakat
d(A, B) # 0 olur. Budurumda A # Bise yad(A, B) # 0 yadad(B,A) #0
olmahdir. z,y € R'min maksimumu z V y seklinde almirsa A, B, C € H(X)

kiimeleri icin;
d(AUB,C)=d(A,C)Vvd(B,C)
sonucuna ulagilir.

d(AU B,C) = sup d(z,C) = supd(z,C) Vsupd(z,C) = d(A,C) Vv d(B,C)

€ AUB €A z€B

dir. A, B,C € H(X) kiimeleri; d(A, B) < d(A,C) + d(C, B) bagmtisin

saglar. Her z € C' noktasi i¢in

d(A,B) = Supmfd(:c y) < supmf [d(z,2) +d(z,y)] < supd(z, z)—i-lnfd(z )

rcAYEB e AYE z€EA

her z € C yazlabilir ve yukaridaki bagintinin sag tarafindaki her iki terimde-
de C' kiimesinin her z noktasi yerlestirildiginde gecerli oldugundan, birinci
terimde d(z,z) uzakhigmi minumum, ikinci terimde ise d(z,y) uzakligim
maksimum yapan z noktalar1 kullanilirsa

d(A, B) < sup 1nfd(x z) + sup 1nfd(z y) =d(A,C)+d(C, B)

zc A z€C 2€C YEB

bulunur, (Suhubi 2001).
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Tamim 3.1 : (X, d) bir tam metrik uzay olsun. X in bos olmayan tiim
kompakt alt kiimeleri sinifi H(X) olmak tizere H(X) tizerinde tanmml bir
h:H(X) x H(X) — R* fonksiyonu igin her A, B € H(X )olmak iizere

h(A, B) = d(A, B) v d(B, A)

esitligi vardir, (Suhubi 2001).

Teorem 3.1 : H(X) iizerinde bir hH(X) x H(X) — Rt fonksiyonunu
her A, B € H(X) icin h fonksiyonu H(X) iizerinde bir metriktir, (Barnsley
1988).

ispat:

i. d(A,B) >0 oldugundan h(A, B) > 0 dir.

ii. d(A, A) =0 oldugundan h(A, A) =0 dir. A # B oldugunda d(A, B) ile
d(B,A) nin en az bir tanesi sifir olamayacagindan h(A, B) # 0 gikar.

iii. h(A, B) = h(B, A) du.

iv. Ucgen esitsizligini gostermek icin A, B, C € H(X) olmak iizere,

h(A,B) =d(A,B)Vd(B,A)
tanimindan yaralanarak
h(A,B) < [d(A,C)+d(C,B)| Vv [d(B,C) +d(C, A)]

alinsin. A ’dan C' ’ye ve C' ’den B ’ye uzakliklarin toplami ile B ’den C ’ye
ve C' 'den A ’ya uzakliklarin toplaminin en biiyiigii d(A, C) ile d(C, A) nin
en biiyiigii ile d(C, B) ile d(B, C') nin en biiyiigiiniin toplamindan kiigiik ya

da en fazla ona esit olacagindan
h(A,B) < d(A,C)Vd(C,A)+d(C,B)Vd(B,C)
veya

h(A, B) < h(A,C) + h(C, B)
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bulunur. Yani A kiime fonksiyonu gercekten bir metrik olup Hausdorft

metrigi adin alir.

Tamim 3.2 : Uyeleri X ’in kompakt kiimeleri olan (H(X), h) metrik uza-
yina fraktallar uzayr denir, (Suhubi 2001).

Tanim 3.3 : X ’in aralarindaki uzaklik A metrigi ile belirlenmig kompakt
alt kiimelerine yani H(X) uzaymnin noktalarmma fraktallar denir, (Suhubi

2001).

Tanim 3.4 : AC X vee >0olsun. A. = {ye X :d(z,y) <e,Vze A}
kiimesine A kiimesinin e yarigaph bir yuvarla genlesmesi denir. A = A
dir. A kompakt bir kiime oldugunda A. kapalidir. Kompakt bir A kiimesi
tam sinirli oldugundan A, kiimesini belirlemek icin A da sonlu sayida nokta
yeterli olacaktir. Bu durumda yakinsak bir {y,} C A. dizisinin limit nok-

tas1 A, da bulunacaktir.

Yardimct Teorem 3.2 : A B € H(X) ve ¢ > 0 verilen bir say1 olsun.
Ancak ve ancak h(A, B) <eise A C B. ve B C A, olur, (Barnsley 1988).

Ispat : Once ancak ve ancak d(A, B) < ¢ ise A C B, oldugu verilsin.

i. d(A, B) < ealmsind(A, B) =sup d(a,B) < ¢ oldugundan her a € A igin
d(a, B) < € elde edilir. B kompaT{EtAoldugundan d(a, B) < € olacak sekilde
bir b € B noktasi vardir. Bu nedenle her a € A noktas1 bir b € B merkezli
ve ¢ yarigaph kapali yuvar i¢inde bulunur, yani a € B; olur ve A C B, dur.
ii. A C B. bagintis1 gecerli olsun.

d(A, B) =sup d(a, B)
acA
kiime fonksiyonu alinsin. Varsayim geregince her a € A igin d(a, b) < ¢ ola-

cak bir b € B noktasi vardir. Bu nedenle her a € Aigind(a, B) < d(a,b) < ¢
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olur ve d(A, B) < ¢ bulunur. A ve B kiimelerinin yerleri degistirildiginde

ancak ve ancak d(B,A) <eise B C A, oldugu goriiliir buradan

h(A,B)=d(A,B)Vd(B,A) <e<d(A B)<e¢
ve
d(B,A)<e< ACB.ve BC A,

sonucuna varilir.

Yardimc: Teorem 3.3 : {A,} € H(X), n = 1,2,3,4... bir Cauchy dizisi
olsun. {m;}, ¢ = 1,2,3,... artan bir tam say1 dizisi (0 < n; < ng < ...)
olmak iizere z,, € A,, noktalarmm {z, } C X, i =1,2,...dizisi bir Cauchy
dizisi ise her n € N i¢in z,, € A, olacak sekilde x,,, = z,, kosulunu saglayan

bir {z,} € X Cauchy dizisi vardir, (Suhubi 2001).

Ispat : Boyle bir Cauchy dizisinin varlig dizi olusturularak gosterilebilir.
Gosterim igin her n € {1,2,..n} ve z, € {z € A, : d(z, ) = d(z),, An)}
almsm. Yani z, noktas1 A, kiimesinde z;, noktasina en yakin noktalardan
biri olarak secilmistir. A, kompakt oldugu icin boyle en az bir z,, € A,
noktasi vardir. n = n; igin x,, = z, olacag agiktir. Benzer sekilde her
n € {ni_1+1,ni_1+2,..n;} i =1,2,3, ... pozitif tam sayisina kars1 gele-
cek bir z, € A, noktasm {z € A, : d(z,z,) =d(z,,,A,)} kiimesinin,

en azindan bir tanesinin varoldugu bilinen bir eleman: segilerek {z,} C X

dizisi olugturulsun. z,, =z, oldugu tammdan goriiliir.

Bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek icin Cauchy dizilerinin
bilinen ozellikleri ile verilen bir ¢ > 0 sayws1 ve n;,n; > N; oldugunda
d(z),,, T,,) < % ve m,n > Ny ise h(An,, A,) < g olacak gekilde Ni(g) ve

Ns(e) pozitif tam sayilari bulunabilir. N(e) = max {Ny, Ny} alinsin ve
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m,n > N secilsin. Diger yandan m ve n sayilar bir n; ve n; sayisi icin

m € {ni-1+1,ni1+2,...,n;} ven € {n;_1 +1,n;_1 +2,...,n;} kosulunu

saglayacagindan bu secim nedeniyle n;,n; > N olacaktir.

Bu nedenle m,n > N i¢in d(z,,,, z,,,) < % bulunur. Ayrica h(An,, Ap,) < %

oldugundan A, C (Ay,)./3 ve buradan da d(zp,, z,,) < g aliabilir. Benzer
ni?n;

sekilde d(z,, ,z,,. ) < g bulunur. Ucgen esitsizliginden bu sonuclar kul-

lamlarak m,n > N icin

AT, Tn) < d(Tm, ;) + d(2,, T,) + (T, 20) S €

ni? n;

elde edilir {z,,} C X bir Cauchy dizisidir.

Teorem 3.4 : (X,d) bir tam metrik uzay ise (H(X),h) metrik uzay: da
tamdir. {A,} € H(X) bir Cauchy dizisi oldugunda diziye ait olan A limiti,
A = {z € X : x noktasina yakinsayan {z,, € A,} Cauchy dizisi var} kurah
ile belirlenir, (Barnsley 1988).

Ispat : Ispat asagida belirtilen parcalara ayrilsin.
i. A#o
ii. A kiimesi kapalidir.

iii. A kiimesi tam simirhdir.

iv. {A,} dizisinin limiti A kiimesidir.
i. A kiimesi bog degildir. {A4,} € H(X) bir Cauchy dizisi olduguna
gore bir 0 < ny < ng < ... pozitif tam sayilar dizisi
L
m,n > n; ,h(An, A,) < 5 1= 1,2,3,...

olacak sekilde belirlenebilir. Bir z,, € A,, noktasi se¢ilsin. Yukarida
1
i = 1 alindiginda h(A,,, A,,) < 3 oldugundan bir z,, € A,, noktasi

1
d(xp,, Tn,) < 3 olacak gekilde segilebilir. Burada aynm1 yontem ile sonlu bir
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1
T, € Ap,, @ = 1,2,..., k dizisinin d(x,,_,, z,,) < 51 olacak sekilde belir-

1
1 1
o Ve dolayisiyla 5&1‘) d(z, An,,,) < ok

noktast A,, kiimesine en yakm nokta olarak

lendigi varsayilsin. h(Ay,, A, ,,) <

yazlabilir. z,, , € A

NE+1

secilsin. Bu durumda,

1
d(xnkvxnkH) S ﬁ
olur. Buna goére tiimevarim yoluyla bir {z,, € A,.} C X, i = 1,2,3,...

dizisi

d(l‘m ) xm+1) S

olacak sekilde belirlenebilir. {z,,} bir Cauchy dizisidir. Bir ¢ > 0 sayisina
karst gelen pozitif N(e) tam sayist

olacak gekilde secilsin. ¢ > p > N alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

d(xnpvan) < d( ':Enp+1) + d(xnp+17xnp+2) +o+ d(an 1:an)

-
§Z§

i=N

.

{A,} € H(X), n =1,2,3,4... bir Cauchy dizisi olsun. {n;}, i =1,2,3, ...
artan bir tam say1 dizisi (0 < n; < ny < ...) olmak fizere r,, € A, nok-
talarimin {azn} C X, 1 =1,2,... dizisi bir Cauchy dizisi ise her n € N i¢in
T, € A, olacak sekilde x,, = z,, kosulunu saglayan bir {z,,} C X Cauchy
dizisi varoldugundan dolay1 X de bir {a, € A, } Cauchy dizisi a,, = xn,
kogulu saglayacak sekilde vardir. X tam oldugundan {a,} dizisi bir a € X

noktasina yakinsar. Tanima gore a € A dir ve A kiimesi bog degildir.

ii. A kiimesi kapalidir. Bunu goérmek i¢in herhangi bir {a,} C A yaknsak

dizisinin a € X limit noktasinin A da bulundugunun gosterilmesi yeterlidir.
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Dizinin her a; noktasi A da oldugundan bu kiimenin tanimi nedeniyle

lim (9 = g,

olacak sekilde bir {x,(f) € An}, (¢ =1,2,3...) bir Cauchy dizisi vardir ve
i=1,2,3... i¢in d(ay,,,a) < = olacak sekilde artan bir n; pozitif tam sayilar
1

. i 1 .
dizisi olugturulsun. Ote yandan her n; i¢in d(:vgn"), an,) < — olacak sekilde
i

bir m; pozitif tam sayis1 vardir. Dolayisiyla

()

d(l'(m), CL) < d(.’L‘Sg:), am‘) + d(ani’ CL)

m;

i=1,2,..

— .

~

elde edilir. y,,,, = :cgﬁf) olarak tanmmlanirsa ¥,,, € A, ve lim ¥,,, = a olur.

{A,} € H(X),n =1,2,3,4... bir Cauchy dizisi olsun . {n;}, i=1,2,3, ...
artan bir tam say1 dizisi (0 < n; < ny < ...) olmak fizere z,, € A, nok-
talarinin {x‘m} C X, i =1,2,..dizisi bir Cauchy dizisi ise her n € N igin
T, € A, olacak sekilde x,, = z,, kosulunu saglayan bir {z,,} C X Cauchy
dizisi oldugundan dolay1 {y,,, } dizisini alt dizi olarak igeren bir {z; € A;}
Cauchy dizisi vardir. Bir Cauchy dizisi bir alt dizisinin yakinsadigi noktaya
yakinsayacagindan lim z; = a bulunur. a € A oldugundan A kiimesi X tam

1—0C

uzayinin kapali, dolayisiyla da bir tam alt uzayidir.

iii. A kiimesi tam simurhdir. Once her € > 0 sayisina, n > N kosulu sag-
landiginda A C (A,,). olacak sekilde bir N(e) pozitif tam sayisima kars:
geldigi gosterilsin. ¢ > 0 alindiginda, m,n > Ni(e) i¢in h(A;,, A,) < €
yazilabildiginden m > n ve n > Nj igin A,, C (A,). olur. Bir a € A
noktasi alindiginda bu nokta bir {a; € A;} dizisinin limitidir. Bu nedenle
m > Ny(e) i¢in d(am,a) < € olur. N(e) = max{N;, No} alindiginda,
am € Ay ve m > N igin a,, € (Ay)e olur. A, kiimeleri kompakt oldugun-
dan (A,). kiimeleri kapahdir. Dolayisiyla a,, dizisinin a limit noktasi da

(Ay)e icinde bulunmali yani n > N igin A C (A,,). olmalidir.
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A nin tam simirh olmadig kabul edildiginde en az bir 9 > 0 sayisina karsilik
gelen bir g_age yoktur. Bu durumda ¢ # j icin d(z;, z;) > €¢ olacak gekilde
bir {z;} C A dizisi bulunabilir. Ote yandan yeter derecede biiyiik n sayisi
icin A C (An)J;_ olacaktir. Buna gore her x; € A noktasina kargilik gelen
ve d(x;, y;) < %O kosulunu saglayan bir y; € A,, noktas1 vardir. A, kompakt
oldugundan {y;} C A, dizisinin yakinsak bir {y,, talt dizisi bulunacaktir.

Yeter derecede biiyiik n; ve n; icin d(yn,;, Yn;) < %0 olur. Dolayisiyla

d(xﬂw xnj) < d(xnn yni) + d(ynn ynj) + d(ynj ) xnj) < &o

yazilabilir. {z;} dizisi tiim elemanlar arasindaki uzaklik g dan kiigiik ol-
mayacak sekilde olusturuldugu icin bu sonu¢ bir celigkidir. Yani A tam
siurhdir, A kompakttir ve A € H(X) bulunur.

iv. {A,} dizisinin limiti A kiimesidir. A € H(X) ve verilen bir ¢ > 0
sayisi ile yeter derecede biiyiik n i¢gin A C (A,). oldugu bilindigine gore
nh_)rglc A, = A yani, n > N(e) iken h(A,, A) < ¢ oldugunu gorebilmek i¢in
Yardimer Teorem 3.2 ’den ; A,, C A. oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Bir
N(e) sayisim1 m,n > N igin h(A,, A,) < % saglayacak, yani A, C (Am)%

olacak sekilde belirlensin. n > N olmak iizere n < n; < ng < ... artan

tamsayilar dizisi; 7 = 1,2, ... icin m, k > n; oldugunda

Am C (Ag)

_&

27+1

: oldugu agiktir. A,
icinde bir y noktasi alinsin. Dolayisiyla d(y, x,,) < % olacak gekilde bir

bagimtist gerceklegecek sekilde segilsin. A, C (A,,)

Ty, € Ay, noktasi bulunabilir.

yazilabileceginden



olacak gekilde bir z,, € A,, noktasi bulunacaktir. Buna goére tiimevarim
< =
= 9j+1

yoluyla bir @, Tn,, ..., Tp,, ... dizisini z,, € Ay, ve d(z,,,2,,,,)

kosullar gergeklegecek sekilde olusturuldugunda

d(y,on,) < dy, o)+ d(@n,, T,) + ... +d(Tn,_, Ty,)

g I 1
_ 1
g et -t

|

™
—~
[

|
2l

< ¢
sonucu bulunur ve {xnj € Anj} dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla
{:cnj} dizisinin bir z € A noktasina yakinsayacag goriiliir.

d(y7 .’L’) S d(y7 xnj) + d(CCn] ) .’L’)

bagmtisinda lim d(z,,,z) = 0 ve lim d(y,z,,) < € oldugundan d(y,z) < ¢
j—oe j—oo

bulunur. Dolayisiyla A,, C A, sonucuna varilir ve (H(X), h) uzay1 tamdir.

Teorem 3.5 : (X,d) bir tam metrik uzay ve w : X — X fonksiyonu
sabiti 0 < k < 1 olan bir biiziilme doniigtimii olsun. W : H(X) — H(X)

kiime doniistimii
W(A) ={w(x):x € A}, VA€ H(X)

olarak tamimlansin. (H(X),h) uzaymmda W fonksiyonu sabiti k& olan bir

biiziilme doniistimiidiir.

Ispat : Bu tanima gore W fonksiyonu bir A kiimesindeki degeri bu kii-
menin w(A) goriintiisiidiir. w siirekli oldugu i¢in A kompaktsa w(A) kiimesi
de kompakttir. Dolayisiyla W(A) = w(A) olarak tanmimlanan fonksiyon;
W :H(X) — H(X) seklindedir. A, B € H(X) ise

d(W(A), W(B)) = d(w(A),w(B)) = sup infd(w(z), w(y))

z€A YEB
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sup infd(w(z),w(y)) < Supingd(:c, y) = kd(A, B)

z€A YEB xc AYE

bulunur dolayisiyla
d(W(A),W(B)) < kd(A,B), 0 <k <1

sonucu elde edilir. Benzer sekilde d(W(B), W (A)) < kd(B, A) esitsizligi de

bulunur. Buna gore,

hWW(A),W(B)) = d(W(A),W(B))VdW(B),W(A)

< kd(A,B)Vd(B,A)
= kh(A,B)
sonucu elde edilir. Her A, B € H(X) i¢in

h(W(A),W(B)) < kh(A,B), 0<k<1

bagintisi saglandigindan W bir biiziilme déniigtimiidiir, (Suhubi 2001).

Tanim 3.5 : H(X) de bir biiziilme doniigiimiiniin sabit noktas: olan kom-

pakt kiimeye fraktal denir, (Suhubi 2001).

Yardimci1 Teorem 3.6 : A, B,C, D € H(X) kiimeleri i¢in
h(AUB,CUD) < h(A,C)V h(B, D)

bagintis1 gegerlidir.

ispat :
h(AUB,CUD)=d(AUB,CUD)VvdCUD,AUB)
esitligi i¢in
d(AUB,C) = d(A,C)Vvd(B,C)
d(AuB,CUD) = d(A,CUD)Vd(B,CUD)
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yazilabilir. Fakat C C CU D ve D C C'U D oldugundan
d(A,CUD) <d(AC)vedB,CUD)<d(B,D)
olur ve
d(AUB,CUD)=d(A,C)Vvd(B,D)
sonucuna varilir. Benzer gekilde,
d(CUD,AUB)=4d(C,A)Vvd(D,B)

bulunur. Dolayisiyla

h(AU B,CUD) < d(A,C)Vvd(B,D)Vv
d(C,A) Vv d(D,B)
d(A,C)Vvd(B,D)V (C,A)vd(D,B) = d(AC)Vvd(C, AV

d(B, D)V d(D, B)

d(A,C) Vv d(C,A)V d(B,D)Vd(D,B) = h(A,C)Vh(B,D)

sonucuna varilir, (Suhubi 2001).

Teorem 3.7 : (X, d) bir tam metrik uzay wy, ws, ..., w, fonksiyonlarinm X
tizerinde sabitleri sirasiyla k1, ko, ..., k,, sayilariyla verilmis biiziilme doniigtim-
leri olsun. ¢ = 1,2,...,n olacak sekilde se¢ildiginde W; : H(X) — H(X)
fonksiyonu, w; : X — X biiziilme doniigiimiiniin iirettigi sabiti k; olan

biiziilme doniigiimiinii gostersin. Her A € H(X) igin

W(A) = [ wiA) = | Jwi(A)

i=1 im
kuraliyla tammlanan W : H(X) — H(X) kiime fonksiyonu bir biiziilme
doniisiimii olup biiziilme sabiti £ = max {ki, ko, ..., kn}, 0 < k < 1 ile veri-

lir, (Suhubi 2001).
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Ispat : n = 2 icin ile verilen sonuc bir n sonlu sayisina erigilebilir. Bu 6zel

durumda Yardimei Teorem 3.6 kullamlarak; A, B € H(X) kiimeleri igin

h(W(A),W(B)) = h(Wi(A)UWs(A)), (Wi(B)UW(B))
< h(Wi(A)UW:i(B))V h(Wa(A), We(B))
< kih(A,B) V ksh(A, B) < kh(A, B)

yazilabilir. Burada k = max {k;, ko } olarak tanimlamr. Bu yaklagimla eger;
Wl(A) U WQ(A) U..u I/szl(A) — Imax {]{71, ]{ZQ, vy kifl}

bir biiziilme doéniisiimii ise biiziilme sabiti k¥ = max {ky, k2, ..., k;} olarak

degistirilmesi koguluyla
Wi(A) UW(A)U...UW,_1(A)UW;(A)

fonksiyonu da bir biiziilme doniistimiidiir.

Tanim 3.6 : Bir (X,d) tam metrik uzay ile iizerinde tanimlanmig olan
w; : X — X biiziilme doniigiimleri {w; : i = 1,2, ..., n} sonlu kiimesine Yine-
lenmis (itere) Fonksiyon Sistemi (IFS) adi verilir. w; fonksiyonu biiziilme
sabiti k; ise (X, {w;}) sisteminin biiziilme sabiti & = max {k1, ks, ..., k,, } olur.
W :H(X) — H(X) bir biiziilme doniigiimii ise sabit noktasini bulmak i¢in
keyfi bir Ay € H(X) kiimesi ile baglanan bir ardigik yaklagim igleminin
A, = W(A,—1) = W™(Ap) seklinde siirdiiriilmesi gerekir. W” ile W nin
kendisi ile n kere kompozisyonu ifade edilir. Doniigiimiin sabit noktasi olan

A € H(X) kiimesi

W(A)=A= lim A, = lim W"(A)

n—oo n—oC

olarak belirlenir. Tamim olarak A bir fraktaldir. W biiziilme doniisiimii
bir yinelenmis fonksiyon sistemi araciligiyla tanmmmlanmigsa A sabit nok-
tasina sistem icin cekici ad1 verilir. Yinelenmis fonksiyon sistemleri ile 6zel-

likle dinamik sistemler baglaminda kargilagilir. Bu sistemlerde baglangic
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kosullarina agir1 duyarh bir ¢ekici, Garip Cekici olarak adlandirilir, (Suhubi
2001).

Ornek 3.1 : Dogal metrigi ile R reel sayilar tam metrik uzay: almsin
1 1 2

wy(z) = 3% ve wo(z) = 3% + 3 fonksiyonlar ile iki tane wy,wy : R — R

doniigiimii tanimlansin. 1, x5 € R igin

i)~ wilw)] = 5lar — ol L i=1,2

oldugundan bu fonksiyonlar biiziilme doniistimleri olup biiziilme sabitleri
E=Fk = ky = % ile verilir. H(R) ile R nin kompakt, yani kapali ve
sinirhi kiimelerinin smifi gosterilir. Bu kiime tizerindeki h metrigi R deki
d(z,y) = |x — y| metrigi araciligi ile belirlenir. W : H(R) — H(R) biiziilme
donitigiimii her B € H(R) i¢in W(B) = W,(B) U Wy(B) olarak tanimlanir.
Sabit noktay1 bulmak amaciyla herhangi bir kompakt kiime, 6rnegin bir

By = [0, 1] kiimesi ile yinelemeye baglanabilir.
1 2 3
B =wizn = [o.3]u 5.3
olur. Burada W fonksiyonu [0, 1] araliginin orta ii¢tebirini bogaltma iglemini

gormektedir.

newi- [ B3

kiimesi ise B; deki iki kapal araligin orta tictebirleri bogaltilarak elde edilen
dort kapali kiimenin birlegimidir. Ardigik yaklagima devam edilecek olursa
biiziilme doniigiimii (n + 1). adiminda n. adimdaki kapal kiimelerin her
birinin orta {i¢te birini bosaltip iki kat sayida yeni kapali kiimeye yol actig

sonucuna varilir. Bu nedenle,

lim B,, = B

n—0oo

kiimesi Cantor kiimesidir. Bu durumda, Cantor kiimesi bir fraktaldir. Frak-

tallar kompakt kiimeler olmalarina kargin genelde ¢ok karmagik geometrik
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yapilara sahiptir. Ancak bu karmagiklik i¢inde aymi fonksiyonun ardigik
uygulanmasi yoluyla elde edilmelerinden kaynaklanan ilging tzellikler tagir-

lar.
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4. FRAKTALLAR

Standart geometriden farkli olarak, dogadaki pek ¢ok yapi diizensiz ve
parcali bir goriiniime sahiptir. Doga bu acidan, yiiksek seviyeli ve oldukca
farkli bir karmasa gosterir. Yeterince kiiciik 6lceklerde doga paternlerin
tiimii pratik agidan sonsuz kabul edilebilecek uzunluktadir. Bu formlar ok-
lid geometrisi agisindan bigimsiz, morfoloji acisindan amorfdur. Ancak ¢zel-
likle bilgisayar teknolojisindeki gelismeler sayesinde bu diizensiz ve pargali
yapilar matematigin ve fizigin aragtirma sahasina girmigtir. Bu egriler ailesi
fraktallar olarak adlandirilmigtir. Bazi fraktal kiimeleri, egriler ve yiizeyler
bigimindeyken bir kism1 baglantisiz tozlar bigiminde veya bilimin ve sanatin
adlandiramayacag1 kadar karmagik bigimli olabilirler. Durum gegisleri (kati
-s1v1, S1V1 - gaz veya tersi ), tiirbiilans, hidrodinamik, kimyasal tepkimeler,
kristaller (6rnegin kar kristalleri), gezegenlerin yoriingeleri, kalp, akciger-
lerdeki bronglar, kan damarlari, deri, diinya yiizeyi, sahil seritleri, atmos-
ferik olaylar, niikleer tepkimeler, beyin, brown hareketi, yapraklar, agac dal-
lar1, ... fraktal yapilardan olugsmustur veya bunlarin davramglarinin fraktal

yapilar ile dogrudan iligki vardir.

Fraktal geometri, klasik Oklid geometrisinin bir uzantisidir. Yapraklardan
galaksilere kadar uzanan fiziksel yapilar1 tanimlamada kullanilan yeni bir
dildir. Oklid geometrisine gére bir dogru parcasi tek bir boyuta sahiptir:
uzunluk. Bir kagit egri biigrii cizgilerle karalandiginda elde edilen gekiller
Oklid geometrisine gore yine tek boyutludur. Olay bir de farkli bir aci-
dan incelensin. Karalama isi tiim kagit doluncaya kadar siirdiiriiliirse sonug
olarak iki boyutlu bir diizlem elde edilir. Matematikciler yiiz yil kadar 6nce
bu baglangic noktasindan yola c¢ikarak yeni bir boyut kavrami ortaya at-

tilar. Fraktal Boyut adi verilen bu kavram bir egrinin tam say1 olmayan,
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ondalikli bir boyutu oldugunu gosterir. Cantor, Von Koch, Hausdorff, Besi-
covitch gibi iinlii matematikciler bu kavrama dayanarak klasik matematik-
cilerin canavar(monster) olarak adlandirdiklar: egriler gizdiler. Hizh sayisal
bilgisayarlarin ortaya cikmasina kadar gecen siire icinde bu tiir egrilerin
¢izilmesi oldukga fazla zaman aldi ve fraktal geometri oldukca yavas gelisti.
B.Madelbroth sayisal bilgisayar kullanarak fraktal nesneleri derinlemesine

inceleyen ve ¢aligmalarimi izleyen diger matematikcilerin takdirini kazanan

ilk kisi oldu, (Gleick 2003).

4.1 Fraktal Geometri Nerelerde Kullanilir?

Klasik geometri sadece insan yapimi nesneleri tanimlamada kullanilir. Frak-
tal geometri ise dogada bulunan nesneleri tanimlamak icin kullanilan bir
yontemdir. Fraktal egriler hem doganin simiilasyonunda kullanilir, hem de
sanatsal deger tagirlar. Meteoroloji, akigkan dinamigi, ekonomi, biyoloji
vb. dinamik sistemlerin agiklanmasinda énemli rol oynarlar. Fraktal ge-
ometrinin ilging uygulamalarindan biri de goriintii sikigtirmadir. Fraktal
ne ise yarar? sorusuna verilecek en iyi yamt sudur: Fraktallar gesitli bilim
dallar ile ilgili heniiz ¢oziilemeyen problemlere yanit aramada kullanilan bir

aragtir, (Stevens 1990).

4.2 Fraktal Geometrinin Ozellikleri ve Klasik Geometri

1. Oklid geometrisinin kokeni 2000 y1l 6ncesine dayaniyorken, fraktal ge-
ometri alaninda ¢aligmalar bilgisayar teknolojisinin gelisimi ile hizlanmigtir.
2. Oklid geometrisi insan yapimi nesneleri tanimlar, fraktal geometri ise
dogadaki nesneleri tanimlar.

3. Fraktallar kendine benzerdirler (self similaritiy). Fraktallar yapilarinda
kendilerinin pek ¢ok kiiciik kopyalarini1 barindirirlar.

4. Fraktallarin ¢ok detayl yapilar: vardir. Bir fraktal biiyiitiilecek olursa
bu detaylar belirginlesir.
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5. Detayl yapilarina ragmen fraktallar1 tanimlamak kolaydir. Klasik geo-
metri elemanlari formiillerle ifade edilir. Fraktallar ise 6zyineleme metodlar:
ile olusturulurlar.

6. Bir fraktalin biitiinii ya da bir pargasi klasik geometri terimleri ile ifade
edilemez. Fraktallarin ozellikleri basit geometrik ifadeler ile tanimlanamaz.
Fraktallar basit denklemlerin ¢oziim kiimesi degildir.

7. Fraktallarin biiyiikliigii, uzunluk gibi alisilagelmis olciilerle tanimlana-
maz. Fraktallar, fraktal boyuta sahiptirler ve bu boyut fraktallarin topolojik
boyutundan biiyiiktiir, (Falconer 1990).

4.3 Fraktal Algoritmalar:

Matematikciler 2, 3 ve daha yiiksek boyutlardaki egri ve yiizeylerle ilgili
teoriler ortaya koymuslardir. Bu egri ve yiizeyler bir biitiin olarak ince-
lendiklerinde oldukca karmagik bir yapiya sahiptirler. Fakat bu egri ve
yiizeyler kiigiik parcalar halinde incelenirlerse her bir parcanin cevredeki
komguluklar1 ile dogrusal ya da yiizeysel iligkide oldugu goriiliir. Egri ve
yiizeylerin bu tiir 6zellikleri ile ilgilenen bilim dalina Diferansiyel Geometri
denir. Fraktallar ise bunun tam tersine diizgiin olmayan yiizey ve egriler ile
ilgilidirler. Diizgiin objeler biiyiitiildiiklerinde yeni detaylar ortaya cikmaz.
Fraktallarda ise durum tam tersidir. Fraktallar dogay1 taklit etmede kul-
lanilir. Fraktallar ne kadar karmagik olsalarda onlari olugturan algoritmalar
kisa ve basittirler. Fraktallar olusturulduklar1 algoritmalara gore Determi-

nistik ve Rastgele olmak {izere iki alt baglikta incelenebilir.

4.3.1 Deterministik Fraktallar

Sierpinsky Gasket, Von Koch egrisi gibi kendi kendilerinin kiiciiltiilmiis ve
dondiiriilmiis kopyalarini kapsayan fraktallar bu gruba girer. Bu tiir fraktal-
lar 6zel bir kurala bagl olarak iteratif veya ¢zyinelemeli olarak tasarlanan

algoritmalarca iiretilir, (Falconer 1990).
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4.3.2 Rastgele Fraktallar

Genelde dogay: simiile etmede kullanilan ve yapilarinda gelisigiizellik barindi-
ran metodlarla Rasgele Fraktallar elde edilirler. Midpoint Displacement,
Fourier Filtering, Random Cut metodu gibi metodlar rastgele fraktallar
iiretmek icin idealdir. Genelde bu metodlar 6zyinelemeli algoritmalar kul-

lanilarak bilgisayar programi haline doniigtiiriiliir, (Falconer 1990).

Fraktallar sonsuz detaya sahip olduklari i¢in tam ve dogru olarak hesaplana-
mazlar. O yiizden bilgisayar uygulamalarinda belli bir duyarlilik hesaba
katilarak fraktallara yaklasim saglanabilir. Istenen coziiniirliik seviyesi,
ekran tizerindeki piksellerin sayis1 ve iglemde gecen zaman vb. kisitlamalar
gergevesinde belirlenir, (Peitgen ve Saupe 1988). Belli kogullar altinda in-
san kalbinin atigi kaotik bir davranig ortaya koyar. Kalbin atig hizi, ritmik
etkinligi denetleyen organca belirlenir. Ancak bazi durumlarda bu organla
kalbin uyumlu ¢aligmamasi nedeni ile kalp atiglar1 arasinda birbirini izleyen
uzun ve kisa bogluklar ortaya cikar. Daha ekstrem kosullarda ise kalp atig
ritmi diizensiz bir hal alir. Kalbin herhangi bir atiginin zamanlamasinda
meydana gelen cok kiigiik bir degisiklik, bir sonraki kalp atiginda biiyiik
bir degisiklige yol acar. Kalp atislar1 kaotik bir hale gelir ve yagami tehdit
eder. Bu durum diizenli bir davranigin baglangic kosullar1 degistiginde nasil
kaosa doniigtiigiinii gosteren ilging bir 6rnektir. Bu sekilde diizenli davranig-
dan kaotik davranigsa gecise, damlayan bir muslugun sesi dinlenirken de
tanik olunur. Muslugun altina bir parca aliiminyum folyo yerlestirilirse,
damlamanin ¢ok yavas olmasi durumunda, folyodan diizenli bir ses duyu-
lur. Eger musluk ¢ok az acilirsa, damlamalar, birbirini izleyen uzun ve kisa
zaman araliklarinda meydana gelmeye baglar. Musluk biraz daha acilirsa
diizenli, kararli davranig tiimiiyle ortadan kalkar ve kaotik davraniga gecilir.
Kaotik davranig, evrende daha biiyiik olgekte kendini gosteren diizenlilik

ile celismektedir. Insanlar tarih boyunca, mevsimlerin, gece ve giindiiziin
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birbirini izlemesindeki diizeni, gezegen ve yildizlarin hareketindeki kesin-
ligini anlamaya ¢alismigtir. Bu tiir goksel olaylar Isaac Newton’ un hareket
yasalar1 ve evrensel cekim yasasinda belirtildigi gibi Diinya'nin ve diger
gezegenlerin hareketlerindeki diizenlilikden kaynaklanir. Bu yasalara gore
Giineg’in ve gezegenlerin konumu ve hizi, biitiin ge¢mis ve gelecek zaman-

lardaki konumu ve hiza da belirler.

Gelecegin gecmis tarafindan tam olarak belirlendigi Newton’un hareket yasa-
lar1 determinizmin klasik bir 6rnegidir. Bilim adamlari genelikle evrende bu
tiir diizenlilikleri arama egilimindedirler. Ancak diizenlilik evrensel degildir.
Dolayisiyla diizensizlik, iizerinde énemle durulmasi gereken bir olgu olarak
kargimiza cikmaktadir. Diizensizlik konusunda ilk ¢aligan matematikciler Si-
mon ve Laplace dir. Laplace evrene tamamen Newton gibi bakar. Bununla
birlikte Laplace, olaylarin bireysel olarak éngoriilemez olmasina kargin, cok
sayida olayin ayirict davranigini aciklayan diizensizlik ya da olasilik teorisinin

ortaya konmasina yardimci olmustur.

19. yiizy1l boyunca, biri deterministik (belirleyimci), digeri olasilik kurami
olmak tizere birbirine kargit iki kuram egemen olmustur. Bu kuramlarin
kargisina 1920 ve 1930 larda 6nce kuantum kurami, daha sonrada kaos
kurami gikmigtir. Basit matematiksel ¢oziimlemeler, Newtonun hareket
yasalarina uyan cok basit sistemlerde bile bir sonraki adimin ongoriile-
meyecegini ortaya koymaktadir. Bunun nedeni baglangic kosullarina has-
sas bagimliliktir. Bir cisim iizerine birden fazla kuvvetin etki etmesi du-
rumunda, bu davranig bicimi ile siklikla kargilagilir. Buna klasik bir 6rnek
olarak, altina yerlestirilmis iki adet miknatis tarafindan esit olarak cekilen
bir sarkag verilebilir.

Sarkag, miknatislar arsindaki mesafenin ortasina dogru yavasca ilerlerken,

miknatislar tarafindan sarkacin ucundaki metal agirliga hemen hemen esit
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bir kuvvet uygulanir. Sarkacin ilerleyen zaman i¢indeki davranigi, o anki
konum ve hiz kosullarina son derece duyarh bir hale gelir. Diger bir deyis-
le sarkacin davramsi kaotik olur. Ancak bu, sarkacin davrams: hakkinda
hi¢ birgey soylenemeyecegi anlamina gelmez. Bazi baglangic kosullar igin
sarkacin davramgi diizenli ve uzun bir siire icin ¢ngoriilebilirdir. Ote yan-
dan sarkacin kaotik davranigi ile ilgili pek ¢ok 6zellikleri olasilik teorisi ile

anlagilabilir.

Belirleyimci kaos kurami, belirleyimcilik ve olasiligin paradoksal birlikteligi-
nin kuramidir. Kaosun gerisindeki mekanizmalarin anlagilmasi yalnizca
suda yiizen bir yapragin davranigi, diizensiz kalp atiglar1 ve damlayan bir
muslukta degil; evrenin kiiciik ve biiyiik 6lgekte pek ¢ok goriiniimiinii anla-
mamizada yardimci olacaktir. Bu 6zelligi nedeni ile kaos teorisi biitiin bilim

dallarinda yerini almigtir.

Biyologlar kaosu bocek ve kus niifusunun degisiminde, salgin hastaliklarin
yayllmasinda ve hiicre metabolizmasinda gormektedir. Fizikciler elektro-
nun hareketinde, molekiillerin atomlarinda, gazlarda ve temel pargaciklar
teorisinde yine kaosla kargilagmaktadir. Diger taraftan degisik alanlarda
calisan miihendisler de artik yapmig olduklar1 dizaynlarda kaosu dikkate al-
maktadir. Kaosun en giizel 6rneklerini matematikte bulmak miimkiindiir.
Goriiniiste ¢cok basit problemlerin ¢oziimii son derece karmasik davraniglar
ortaya koymaktadir. Basit olmasina kargin lineer olmayan bu tiir problem-
lerin ¢oziimii ancak bilgisayarlarin devreye girmesi ile kolaylagmigtir. Bu

nedenle kaos, bilgisayar ¢aginin bilimi olarak adlandirilabilir, (Gleick 2003).
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5. KENDINE BENZERLIK VE FRAKTAL BOYUT

Bu boliimde fraktal geometrinin temel ve birbiriyle iligkili iki temel kavrami

olan Kendine Benzerlik ve Fraktal Boyut incelenecektir.

5.1 Kendine Benzerlik (Self Similarity)

5.1.1 Tam Kendine Benzerlik

Kendine benzer bir nesne, dénme ve transformasyonlarla elde edilmis, ken-
disinin belli bir oranda kiiciiltiilmiis NV kopyasindan olusmaktadir. £ boyutlu
bir uzayda x = (z1, 2, ...x ) konumunda bulunan noktalar kiimesi S ile gos-
terilsin. Bu kiimeye 0 < r < 1 olacak sekilde belirlenen bir r kiiciiltme orani
ile benzerlik transformasyonu uygulanirsa S kiimesi rz = (rxy,rzs,...rep)
noktalarinda olugan S kiimesi haline doniisiir. S kiimesi N tane birbirinden
farkli 7S kiimelerinin birlesiminden olugsuyorsa tam olarak kendine benzer

bir kiimedir, (Peitgen ve Saupe 1988).

5.1.2 Istatistiksel Kendine Benzerlik

Bir segment biiyiitiiliip incelendiginde elde edilen segmentlerin orjinali ile
ayni olmadig1 goriiliir. Biitiintin kiiciik bir parcasi biiyiik bir parcasina
benzer ama onun bir esi degildir. Segmentler farkli 6lceklerde biiyiitiiliip
kiiciiltiilmiiglerdir. Bu durum Istatistiksel Kendine Benzeme olarak ad-
landirilir. Degisik olceklerde pek ¢ok detaylar igeren objelerin istatistiksel
kendine benzer olma 6zelligi dogadaki fraktallarin ortak ¢zellikleridir. De-
taylarin belirlenmesi ¢lgek biiytiiyiip kiigiildiikge degisir.

Fraktallarin bulunduklar:1 metrik uzay icinde ne kadar yogun olduklar kigi-
den kigiye degisebilir. Fraktal boyut, bu 6zel yaklagimlar: nesnel yaklagim-

lar haline doniigtiirerek fraktallar: karsilagtirabilme ¢abasinin sonucu olarak
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ortaya ¢ikmistir. Fraktal boyut gercek diinya ile baglantili olarak tanimla-
nabilir. Ornegin Ingiltere kiyilarimin fraktal boyutu 1,3 olarak lciilmiistiir.
Bulutlari, agaclarin, kiyilarin, kus tiiylerinin viicuttaki néronlarin birer frak-
tal boyutu vardir. Bu sayilar gercek diinyaya iligkin kiimelerin kargilagtiril-

masinda kullanilir, (Barnsley 1988).

5.2 Topolojik Boyut (Dr) :

Topolojik boyutun temelleri Oklid’in diizlem geometrisi iizerine yazdig bir
kitapla anlatilir.

Bir nokta kendinden kiiciik bir 6geye ayrigtirilamaz.

Bir dogrunun genigligi yoktur; ama uzunlugu vardir.

Bir dogru parcasinin uglari birer noktadir.

Bir yiizeyin eni ve boyu vardir.

Yiizeylerin siirlar1 dogrulardir.

Bir cismin eni, boyu ve derinligi vardir.

A T

Bir cismin kapladigi alanin sinirlar: ise yiizeylerdir.

Poincare ise topolojik boyutu soyle tanimlar: Bir geometrik cismin topolojik
boyutu o geometrik objeyi parcalara ayirmak icin kullanilan diger geometrik
objelerin topolojik boyutlarindan 1 fazladir, Uzay1 bolmek icin yiizeyler,
yiizeyleri bolmek icin egriler, egrileri bolmek icin noktalar kullanilir. Nok-
talar ise parclara ayrilmaz. Bu nedenle noktalarin topolojik boyutu 0O dir.
Egrileri bolmek i¢in noktalar kullanildigindan egrilerin topolojik boyutu 1
dir. Yiizeyleri bolmek icin dogrular kullanildigindan yiizeylerin topolojik
boyutu 2 dir. Uzay1 bolmek icin yiizeyler kullanildigindan uzayin topolojik
boyutu 3 diir. Tiim adalarin kiyilar1 topolojik olarak bir cembere tzdestir.
Tiim ¢emberlerin topolojik boyutlar: 1 dir. Bu durumda kiyilar1 birbirinden

ayirmak icin topolojik boyut kullamlamaz, (Mandelbrot 1983).
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5.3 Fraktal Boyut (D)

Fraktal boyut topolojik degil, metrik bir kavramdir. Uzayda iki nokta
arasindaki uzakhigin tanimlanabiliyor olmasi temelinden yola cikilarak or-
taya konmustur. Fraktal boyutun temeli Hausdorff ve Besicovitch tarafin-
dan atilmigtir. Topolojik ve fraktal boyut arasinda su sekilde bir iligki s6z
konusudur. I¢inde bulunulan R¥ uzayinda D7 ve D en az 0, en cok E ola-
bilir. Dy her zaman bir tamsayidir ama D tamsay1 olmak zorunda degildir.
Oklid geometrisine bagh kalinarak olusturulan objeler icin D = Dy dir.
Diger durumlar i¢inse D > Dy dir.

Buradan yola ¢ikilarak fraktallar: Hausdorff-Besicovitch boyutunun topolo-
jik boyutundan biiyiik olan kiimelere fraktal kiimeler denir, (Mandelbrot
1983).

Fraktal Boyut ve kendine benzerlik arasinda oénemli bir iligki vardir. Bir
dogru parcasi tek boyutludur. N esit parcaya bolerek r = % oraninda
kiigiiltiilebilir.

2x

Sekil 5.1 Dogru Parcasi ve Kendine Benzer Sekiller

1
Kare gibi iki boyutlu bir obje de r = ﬁ oraninda kiiciiltiilerek kendine

benzeyen N esit parcaya boliinebilir.

2X .
N A 4

Sekil 5.2 Kare ve Kendine Benzer Sekiller

. 1
Ug¢ boyutlu bir kiip ise r = —= oraminda kiigiiltiilerek N kiiciik kiibe

VN
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boliinebilir.

2X ]

Sekil 5.3 Kiip ve Kendine Benzer Sekiller

oraninda

1
Genel olarak D boyutlu kendine benzeyen bir nesne r =
y Yy ,\J/N

kiigiiltiilerek NV tane kendisinin kiiciik bir kopyasi elde edilebilir.

o

3X

Sekil 5.4 Koch Egrisi ve Kendine Benzer Sekiller

Bu ifadeden benzerlik veya fraktal boyut olarak adlandirilan D gekilebilir:

N:%iD: log(N)
r 1
log —

r

Bu sekilde elde edilen D, Benzerlik ya da Fraktal Boyutu olarak adlandirilir.
Fraktal Boyut, Oklit boyutundan farkhi olarak tam say1 olmak zorunda
degildir.

Fraktalin orjinal tanimi Mandelbrot tarafindan asagidaki gibi yapilmigtir,
(Feder 1988): “Bir fraktal, boyutu topolojik boyuttan farkli olan kendi
kendine benzer (6lgekteki degisme anlaminda) bir kiimedir.”

Biiytikligii R olan bir olusumda parcacik sayis1 V;

NaR?
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bagintisi ile verilir. Burada d, uzayin boyutudur. Olusumun hacmi de aym

formdadir ve
V = A4R?

ile verilir. Burada A4, geometrik bi¢imin hesaba katildigi geometrik carpan-

dir (es eksenli bigim igin A; = 27, Ay = 4w, A3 = 47/3 diir). Dolayisiyla
N

kompakt olusumlarda p = v bi¢iminde ifadedilen parcacik yogunlugu,

olugumun biiyiikliigiinden bagimsizdir.

Kompakt olmayan olusumlar icin tamamen farkli bir durum gozlenmek-

tedir. Olugumun R biiyiikliigii artarken pargacik sayisi
NaR"”

¢ok yavag bir bicimde artar. D iisteli, fraktalin temel nicel karakteristigidir
ve fraktal boyutu denir. D fraktal boyutu, yogunluk olusumu i¢in verilen
NaR? bagintisindaki fiziksel uzaym d boyutundan farkl oldugu icin NaR”

bagintis1 anormal bir karaktere sahiptir. Bu nedenle;
paR~ D) 4> D

seklinde verilen fraktalin yogunlugu, fraktalin kompakt olmayan karakterini
yansitan biiyiikliigiin azalan bir fonksiyonudur. Sonug olarak d topolojik ve
D fraktal boyutlar1 arasindaki fark ne kadar biiyiikse fraktal nesne o kadar
belirginlesir, (Olemskoi and Flat 1993).

Fraktal kavramu ile ilk olarak sahil geritlerinin uzunlugunun olctimlerinde
kargilagilmigtir. Sezgisel olarak sahil seridinin L uzunlugunun, ¢lgiim 6lcegi-

nin (¢ — 0) segimine bagh olmamasi gerektigi halde ¢l¢iimler gergekte
Lat*—P

bagintisinin gecerli oldugunu gostermistir. Sahil seridi 6l¢iimlerinde fraktal

boyutun D > 1 oldugu bulunmustur (Ingiltere adalar i¢cin D ~ 1,3 ) bu
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durum, sahil seridinin dogru (d = 1) ve yiizey (d = 2) arasinda bir kiime
oldugunu gosterir ve 1 < D < 2 niceligi ne kadar biiyiikse sahil seridi o
kadar diizensizdir, (Feder 1988).

Bir fraktalin temel karakteristik boyutu D dir. Bir sonraki kissmda D’nin
tek degeri ile karakterize edilen ideal monofraktal hali incelenecektir. Ilk
once sezgisel anlamda D boyutunu kullanabilmeyi miimkiin kilan uygun
geometrik modeller verilecek sonra keyfi bir monofraktal i¢cin D’yi analitik

olarak belirleyebilmeyi miimkiin kilan bir algoritma formiile edilecektir.

5.4 Fraktallarin Geometrik Modelleri

Sekil 5.5 Von Koch Egrisi

Koch’un ii¢genel (triadric) sekli goz oniine alinsin. Bu gekli olugturmak igin
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n = 0 adiminda birim uzunluklu bir parga (segment) almir. Bir sonraki
n = 1 adiminda 1/3 uzunluklu orta (i¢) parga asil parganin merkezinden ke-
silerek ¢ikartilir ve tabani olmayan egit kenarl tiggen parcanin iizerinde olus-
turulur. Daha sonraki adimda (1/3)? uzunluklu i¢ parga, elde edilen dort
parcanin herbiri iizerinden kesilerek cikartilir ve yukarida yapilan olusum
aynen tekrarlanmir. Daha sonra bu iglem n — oo kez tekrarlanir.

Elde edilen fraktalin uzunlugu L olsun. Her adimdan sonra uzunluk 4/3 kez
artacagindan n’inci adimda L,, = (4/3)" olacaktir. Her bir béliimiin uzun-
lugu 4, = (1/3)" oldugundan n = —In(¢,)/In3 elde edilir ve L, toplam
uzunlugu ile ¢,, temel uzunlugu arasimda La/'~" bagintisi gecerlidir.

Burada fraktal boyut
D=In4/In3 =1,263
bulunur ve parca sayis1 N,, = Ly, /¢y,
N()al™P

bagmtisi ile belirlenir (n indisi alinmamigtir). Koch egrisi igin n — oo
limitinde bir dogru ile bir yiizey arasinda kalan bir gekildir. Bu nedenle
fraktal boyutu 1 < D < 2 araligindadir.

Fraktal, kendi kendine benzer bir kiimedir. Bu durum ti¢genel Koch seklinin
olugturlmasinda indirgenilen bir 6lgekte 6zdes kiime olusturmanin her n
adimda yapilmaktadir bu nedenle Koch geklinin her parcasi, bilegsenlerinin
her biri gereken 6lcege kadar basitge artirilarak elde edilebilir. Temel kesim-
in ¢ uzunlugu A kadar azaltilirsa parga sayisi olan N (/) artar. Bu durum

Lal'=P bagintis1 kullamlarak

N = X PN
A< 1

elde edilir. Yukardaki denklemi saglayan N(¢) fonksiyonu, degeri fraktal

boyutuna egit olan D mertebeli homojen bir fonksiyondur. Homojen N (¢)
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fonksiyonlarinin karekteristik fonksiyonu ¢ argiimaninin 6lgiim 6lceginin A
kadar azalmasi N fonksiyonunun A\™” kadar artmasina esdegerdir. Kendine

benzerlik 6zelligi tiim fraktal olugumlarin karakteristigidir.

N = XPN(®)
A< 1

benzerlik bagimtisi {iggenel Koch sekli i¢in verilen D = In4/In3 = 1,263
ve N(0)al P ifadelerinden daha geneldir. N(M) = A" PN({) ifadesinde
A benzerlik parametresi M = 1 kosulu yardimiyla sabitlenerek N (¢)af="
bagintis1 elde edilir. Diger taraftan keyfi A olgegine sahip £, = A" temel

uzunlugu (1/3)™ degerine indirgenemez ve D =1n4/In3 = 1,263 sonucu

D=In4/In\"*

seklinde genellestirilmelidir. Burada A < ¢! benzerlik parametresi, Koch
seklini olugturan blogun dort parcasinin her birinin kisalma miktarini gos-

terir, (Feder 1988).

Sekil 5.6 Cantor Tozu

D < 1 boyutlu (Cantor tozu) fraktal kiimenin olugumu i¢in Koch egrisinden
farkh olarak n’inci adimda boyu £, = (1/3)" olan n aralik eklemek yerine bu
araliklarin gikarilmasidir. Dolayisiyla kalan kiimenin uzunlugu L, = (2/3)"

dir ve her bir boliimiin ¢,, uzunlugu yine ¢, = (1/3)™ dir. Sonug olarak
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L,(¢,) bagmtist daha once verilen Lol P fonksiyonu ile ifade edilebilir.

Burada fraktal boyut
D=In2/In3 =0,631

dir. D < 1 kosulu, Cantor tozunun nokta ve dogru arasinda kalan bir
ara olusum oldugunu belirtir. Koch seklinde oldugu gibi olusumun her
n adimindan sonra pargalarin /¢, uzunlugu (1/3) yerine A\ olacak sekilde
alimirsa (D = In2/1n 3) paydasindaki In 3 terimi In ™" ile degistirilmelidir.
~ fraktalin olugturulmasina katilan blok sayisi olmak iizere (Koch egrisi ve
Cantor tozu i¢in sirasiyla v = 4 ve v = 2 alinmigtir) genel halde In -y terimi
kullanilmalidir. Boylece verilen fraktal boyut denklemleri genellestirilerek
fraktal boyut ifadesinin

|
DZH_L
In A\

seklinde olmasi gerektigi sonucu elde edilir. Burada +, fraktalin elemanter
parcasini temsil eden blok sayisi, A ise blok biiyiikliigiiniin olugumunun her

adiminda kag kat kiigiildiigiinii tanimlayan benzerlik indisidir, (Feder 1988).
5.5 Fraktal Boyutun Teorik Olarak Hesaplanmasi

Tamim 5.1 : N(A,¢) fraktal ozellik gosteren A kiimesini kaplayan e yar1

¢apina sahip toplarin minumum sayisini1 gostersin. C' bir sabit olmak {iizere
N(Ae) =2 Ce™P”

kogulunu saglayan D’ ye fraktal boyut adi verilir. D, bu ifadeden ¢ekilirse,

In(N(A4,¢e)) —InC
In(2)

D= (1)

—— —0,e—>0 (2)
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In(N(A
(1) ve (2) den dolayr D = liII(l] Ll’g)) degeri A kiimesinin fraktal
o In(-)
€
boyutunu verir. Bu kiimeyi érten minumum sayida topun yerlestirilmesi zor
olabilir bu durumda fraktal boyutun hesaplanmasi i¢in Kutu Sayma Teore-

minden yararlamlabilir, (Barnsley 1988).

5.6 Kutu Sayma (Box Counting) Teoremi
Fraktal ozellik gosteren B kiimesini kaplayan kenari 2% uzunluguna sahip,
birbirine degen karelerin sayisi N, (B) ile gosterilsin. Fraktal boyutu belir-
lemek igin su formiil kullanilir, (Barnsley 1988).

o {2402}

5.7 Hausdorff Boyutu ve Fraktal Boyut

Bir (X, d) metrik uzaymim Hausdorff Boyutu agagidaki 6zelligi saglayan k
sayllarimin infumumu olarak tanmimlanir. Herhangi bir ¢ > 0 sayisi i¢in
6 > 0 sayist ve X ’in B ortiisii her B € B kiimesi igin, D(B) < ¢ ve

Z [D(B)]" < ¢ olacak sekilde vardir. D(B) > 0 sayis1 B kiimesinin ¢apim

BeB
gosterir. Hausdorff Boyutu by = infk dir. Bu durumda X kiimesinin

tamami 6 caplh acik yuvarlar ile ortiiliirse uzayin Hausdorff Boyutu by olmak

iizere acik yuvarlarin sayisi yaklagik olarak
N(8) = 6"

mertebesinde olur. Hausdorftf Boyutu X in bir alt uzayinin iginde tanimla-
nabilir dolayisiyla bu uzayin uygun bir ortiisiiniin dikkate alinmas1 gerekir,

(Suhubi 2001).

Ornek 5.1 : X C R” birim kiip olsun. Yani z = (z1,..,2,) € X
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ise0 <z, <1,:=1,2,3,....,n alinsin. Metrik,

d(fa ?J) = Sup |$z - yil
1<i<n

olarak tanimlansin. Belirtilen metrige gore ¢ caph yuvar kenar uzunlugu

1
0 olan bir kiiptiir. m pozitif tamsayisi i¢in 6 = — alinsin. X kiimesini
m

orten 6 kenarh kiiplerin sayist m™ oldugundan £ sayilar m”(%)k < € veya
m™ % < ¢ kogulunu saglamalidir. e degeri istenildigi kadar kiiciik secilebilir,
k > n olmaldir. k sayilarinin infimumu n dir. Bu durumda X alt uzayimin
Hausdorff boyutu, vektér uzaymin boyutu ile aymidir ve asagida verilen

sonuca ulagilir.
bH =nNn

Ornek 5.2 : X Cantor kiimesi olmak iizere n. adimdan sonra kiimede
1
herbirinin uzunlugu (5)” olan, 2" sayida kapali araligin birlesimi olur. Bu

durumda her n pozitif tam sayis1 i¢in k sayilari;

1
2n(§)nk <e€

kosulunu saglamalidir. Bu durum

en(log 2—klog3) <&

olarak alindiginda esitsizligin sol tarafinin kiiciik olabilmesi i¢in & sayilarinin

log 2

k>
~ log3

esitsizligini saglamasi gerekir ve bu sayilarin infumumu asagida verilen sonug-

tur.
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Tanmim 5.2 : (X, d) tam metrik uzay ve B € H(X) uzayin kompakt alt
kiimesi olmak iizere N(B,¢) ile B kiimesini érten ¢ yarigaph en az sayida

kapali yuvar sayisini gostersin. B alt kiimesinin fraktal boyutu

D — Jig 08 NV(B,9)
§—o00 1
log(g)

olarak tammlanir. Burada § — 0 icin N(B,8) ~ § ¥ yazlabilir, (Suhubi
2001).

Ornek 5.3 : X Cantor kiimesi, n. adimdan sonra kiimede herbirinin

1
uzunlugu (5)" olan, 2" sayida kapali araligin birlesimi olarak yazilabilir.

1
Cantor kiimesinin fraktal boyutu ¢ = (g)” ve N(B,6) = 2" alindiginda,

0 — o0 limiti n — oo limitini karsilayacagindan

log 2™ . nlog2 log2

D=1 — —
n oo log 37 nooen log3 log3

bulunur.
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6. FRAKTAL GEOMETRI UYGULAMALARI

6.1 Von Koch Egrisi

N\

Sekil 6.1 Von Koch Egrisi

Burada bir dogru parcasi ile baglanir. Dogru pargas ii¢ esit pargaya ayrilir,
ortadaki parca alinir ve bir egkenar iiggen seklinde diga dogru tamamlanir.
Boylece dort eg dogru pargasindan olusan bir kirik ¢izgi olugturulur. Buna
motif veya olusturucu denir. Eger éncii dogru pargasi 1 birim uzunlugunda

1
secilirse, motif her biri 3 uzunluklu dort par¢adan olusur. Dolayisiyla olugan

motifin toplam uzunlugu 3 olur.

Benzer bicimde dort parcadan her biri 6ncii kabul edilirse ayni iglemle birer

motif haline getirilir. Boylece ikinci adimdaki gekil elde edilir. Bu son halde
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4x4 = 16 es dogru pargas1 yer alir.

16 4\°
Bu egrinin toplam uzunlugu 5 = \3 olur. Benzer gekilde bir adim

daha devam edilirse ii%iincii adimda 4® = 64 dogru parcasi elde edilir. Her

birinin uzunlugu <§> =5 olan es dogru parcasindan olusan bir egridir.
1 3
Bu egrinin toplam uzunlugu 64.§ = (g) olur.
e logN .
Bu fraktalin boyutu: Boyut D ile gosterilirse D = — N ile hesaplanir.
log -

Burada N fraktalin olusumundaki parca sayisini ve a da her par¢canin uzun-

lugunu gostermektedir. Ikinci sekle gore N = 4 diir

1
1. sekle gore a = 3 oldugundan

_ log4

~ log3

olur.

1 1
3. sekle gore N = 16 = 4% ve a = 9= 3 oldugundan

D_ log4*  log4
~log3?2  log3

olur.

1 1
4. sekle gore N = 64 = 43 ve a = o7 = ﬁoldugundan

D_ log4®  log4
~ log33%  log3

olur. Bu durumda;

_log4  log4? log4®
~log3  log3?  log33
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veya

D log 4

= =1.26...
log 3 6

bulunur. Limit halinde, ¢ncii dogru parcasinin biitiin orta parcalar1 hizla
uzaklagacak ve geriye tam bir Cantor kiimesi kalacaktir. Bu durumda Koch
egrisi kendine benzerdir. Her bir kiigiik parca biitiiniin bir minyatiir kopyasi
olacaktir. Bu nedenle Koch egrisi de bir Cantor kiimesi olacaktir, (Hacisa-

lihoglu ve Yaz 2002).

6.2 Ters Kartanesi

Biiytiik bir egkenar tiggenle baglanir.

Sekil 6.2 Ters Kartanesi

1.Adim: Ucgenin bir kenari ii¢ esit parcaya boliiniir ve ortadaki parca almir.
Bu parcalardan bir tane daha bularak V seklinde ekleyip cikararak yeni tic-
gen icine dogru doldurulur, iiggenin geride kalan iki kenaria da ayni islem
uygulanir. Boylece bir firlldak sekli elde edilir.

2.Adim: Bu metod firildakta yer alan yeni iicgenlerle tekrarlanir boylece

agsagidaki gekiller dizisi elde edilir, (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

Sekil 6.3 Ters Kartanesi
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6.3 Sierpinski Ucgeni

Polonyali matematik¢i Vaclav Sierpinski (1882-1969), 1916 yilinda, daha
sonra kendi adiyla anilan ve Sierpinski Ucgeni veya Sierpinski sapkasi veya,
Sierpinski Kalburu (Sierpinski Sieve) da denen bir fraktal tanitti. Uggen
gibi aligilmig bir geometrik sekil alinir ve tizerinde daha karigik bir yeni sekil
elde edecek bicimde belirli bir iglem yapilir. Bu iglem, aynen uygulanmaya
devam edildikce daha karisik olan ve asagida sekli goriinen, Sierpinski Uc-
geni denilen fraktal ve Sierpinski Piramiti elde edilir, (Hart 2005).

Sekil 6.4 Sierpinski Piramiti

I. Adim : Kenar uzunlugu 2 birim olan bir egkenar ii¢gen c¢izilir. Her ke-
narinin orta noktalarin igaretlenip bu orta noktalar birlegtirilir. Boylece
dort tane yeni eskenar iiggen olusur. Merkezde kalan {icgen karalanir ve

sonra da merkezdeki kesip atilir.

Sekil 6.5 Sierpinski Ucgeni

II. Adim: Kenar uzunlugu 4 birim olan egkenar iicgen cizilir. Kenarlarinin
orta noktalar1 birlegtirilince olugan dort yeni egkenar iiggenden merkezdeki,
birinci adimda oldugu gibi karalanir. Sonra kogelerde yer alan ve karalan-

mamis olan ii¢ adet tiggenin her biri aym isleme tabi tutulur.
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III. Adim : Kenar uzunlugu 8 birim olan egkenar ti¢gen ¢izilir. Yukaridaki
islemler aynen tekrar edilerek Sierpinski Ucgeni tamamlanir. Benzer sekilde
boyama igi yapilip, boyanmig olanlar kesip ¢ikarilir. Boylece 1 adet biiyiik,
3 adet ortanca ve 9 adet kiiciik ve boyanmig eskenar iiggen elde edilir. Sier-
pinski Ucgeni piir matematik alanmda bir zihinsel iiriindiir. Benzer sekil-
leri deniz kabugunda ve hiicre ¢cogalmalarinda da goriilebilir. Bu fraktalin

boyutu: N =3 vea = 5 oldugundan boyut formiiliine gore;

log N log3
log (%) ~ log?2
bulunur, (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

D = = 1.5850

6.4. Paskal Ucgeni ve Sierpinski Uggeni Arasindaki Iliski

Pascal tiggenindeki kiigiik tiggenlerden icinde ¢ift say1 bulunanlar boyansin.

Sekil 6.6 Paskal Ucgeni

Ortaya cikan Pascal Ucgeni, asagidaki iicgenle karsilagtirilsin.

AA
A A

A A
AAALAALAA

Sekil 6.7 Paskal Ucgeni ve Sierpinski Ucgeni

Boylece Pascal Ucgeninden Sierpinski Ucgeni elde edilmis olunur.
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6.5 Sierpinski Halis1

[. Adim: Kenar uzunlugu 9 birim olan bir kare alinir. Kenarlarin her biri

tiger egit parcaya ayrilip kargilikli olarak bu ayirim noktalar birlegtirilir.

M. Adim
Sekil 6.8 Sierpinski Halis1

II. Adim: Olusan dokuz es kareden merkezdeki kesilip ¢ikartilir.
III. Adim: Geri kalan sekiz eg karenin her biri i¢in aymni ig tekrarlanir.

IV. Adim: Elde edilen gekle ayni metod tekrar uygulanir.

Sekil 6.9 Menger Siingeri

Sonugta elde edilen sekil ¢cogu zaman Cantor kiimesinin bir genellemesi
olarak goriiliir. Bu fraktalin boyutu: I. Adima gore N = 8 ve a = 3
oldugundan agagida verilen sonug¢ bulunur,

_ log8
~ log3

= 1,8028
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Yirminci yiizyilin baglarinda, birka¢ matematikci sonsuzca ¢ok sayida parca-
lar ekleme ya da ¢ikartma teknigi ile yapilmig nesneler tasarlamiglardir. Bu
sekillerin biriside Sierpinski Halis1 ve Sierpinski Halisinin ii¢ boyutlu ana-
logu Menger Siingeridir; bu da sonsuz yiizeyi fakat sifir hacmi olan saglam

goriiniislii bir kafestir, (Hart 2005).

6.6 Cantor Orta Ucliileri Kiimesi

Cantor Orta Ucliilerinin Kiimesi, birim dogru parcasmm ii¢ esit parcaya
boliinmesi ve ortadaki iigte bir parcasinin atilmasi, daha sonra geriye kalan
iki parcanin da ayni igleme tabi tutulup ortalarindaki {icte birlik parcalarinin
atilmasi ve tekrar geriye kalan dort parganin her biri i¢in ayni iglemden sonra

ortadaki parcalarinin atilmasi ve bu igleme devam edilmesiyle olusturulur.

Sekil 6.10 Cantor Orta Ucliileri Kiimesi

Cantor kiimesinin kutu-sayma boyutunu hesaplamak i¢in, gitgide kiigiilen

kutularla Cantor kiimesi ortiiliir.

BB Ha

Sekil 6.11 Kiigiilen Kutularla Cantor Kiimesi

Bu fraktalin boyutu:

D— log]}f _ log 2
log=  log3

=0, 62989
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bulunur. Diger bir kutu sayma hesabina gore:

leé,N(Tl):Q N(%):Q

ro=4%,N(r)=4 N(3)=(3)2=4=2
rs =, N(r3) =8 N(%)=(3)?=8=27

ve genel olarak

N((3)") =2"

1
3

bulunur. Fraktalin kutusayma boyutunu hesaplamak igin ;

log <N <%> ") _log(2")  nlog(2) log(2)

D = ~log(3)"  nlog(3)  log(3)

1 n
oz (¥ (3) )
D= lim 3) ) _108(2) _ 4 69089

n—00 - log(3)
1

)

fraktal boyutu olarak hesaplanir, (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

log

6.7 Insan Viicudu

Her ne kadar fraktallar birer matematik konusu ise de gercek hayatta da

cok onemlidirler. Ornegin viicudumuz bile fraktallardan olusmustur.

6.7.1 Akcigerler

Nefes alip vermekte kullanilan akcigerler sitemi fraktallar: bilen herkes icin

viicidumuzdan bir frakta 6rnegidir. Bu sistem tiiplerden olugmaktadir. Bu

alandan hava mikroskobik torbaciklara gecer. Bu torbaciklar bir petekteki
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gozenin ¢ok kiigiiltiilmiis halidir. Akciger sistemini esasi nefes borusudur,
bu borular daha kiigiik iki bagka boruya ayrilir ve borular akcigerlere gider-
ler. Akcigerin i¢inde de daha kiiciik borulara ayrilarak bronscuklar denilen
en kiiciik torbalara kadar devam ederler. Bronglarda bir cins gozeler olan
daha kiigiik tiiplere ayrilan ve boylece devam eden bir yapiya sahiptirler.
Bu durumu daha iyi ifade edebilmek icin bir cins ¢atlaklardan olugsmus bir

fraktal sacagi olarak da ifade edilebilir.

fELE LR LE ek ek Lk L

Sekil 6.12 Akcigerler

Akciger sistemindeki tiiplerin u¢ noktalar: birer petek gozii seklinde olup
birbirlerine son derece yakindirlar ve noktalarin fraktal sacag ile icten ice

baglantihidirlar.

6.7.2 Akcigerlerdeki Gozeler (Alveol)

Akcigerlerin birer fraktal olduklarina dair bir diger delil de gizelerin alaninin
olciisii ile ilgilidir. Bu alan 151k mikroskobuyla ¢lciilebilen 80m? ve elektron
mikroskobuyla olciildiigiinde de 140m? kadardir. Geometrik metodlardan
bilindigi gibi alan olgiisiiniin gittikce biiyiik bir gekilde artigi fraktallarin
ozelligidir, (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

Sekil 6.13 Akcigerler ve Alveoller
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6.7.3 Kan Damarlari

Bronglara ait tiiplere benzer sekilde kan damarlarinda da giderek daha
kiigiik gatlara ayrilircasina sekillenme goriilmektedir. Atar damarlar aort
ile baglar ve giderek daha kii¢iik kan damarlarina ayrilir. Bu ayrilarak de-
vam eden kanalciklar kilcal damarlar denilen daha inceleri ile devam ederler

ve birbirine ¢ok yakin birer gozecikle son bulurlar. Bu nedenle kan damarlar:

fraktal sacaklar: olarak ifade edilirler, (Sandau 2000).

Sekil 6.14 Kilcal Damarlar

6.7.4 Beyin

Beyin yiizeyi tamamen bir manifold yapisi 6zelligi gosterir ve ¢ok sayida kat-
lanmalardan olugur. En gelismis canli kabul edilen insanin beyninin yiizeyi
diger hayvanlara gore daha ¢ok katlanmalardan olugur. Beynin yiizeyi bir
diferansiyellenebilir yiizeydir ve fraktal boyut ikiden biiyiiktiir. Insanlarda
bu boyutu 2,73 ile 2,79 arasinda degisir. Boylece anatomik yapilarin hep-

sinin fraktal boyutlar1 birer kesirdir, sonucu ¢ikarilabilir.

Sekil 6.15 Insan Beyni ve Kivrimlar
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6.8 Bitkiler

Bitkilerin ¢ogu dallanmig birer yap1 arz ederler. Bu durum, esas bitki
govdesinin ¢ok sayida dallara ayrilmasi ile olugur. Sonra bu dallar da daha
kiiciik dallara ayrilir ve bu ayrilma isi en kiigiik dala kadar devam eder.
Hemen herkes kolayca farkedebilirki bir agacin dali kendisine benzerdir.
Ornegin bir egriti otunu yapraklar esas egrelti otunun aymsidirlar. Bu

ozellik fraktallarin en 6nemli 6zelligi olan kendine benzerliktir.

6.8.1 L-Sistemleri

Lindenmayer tarafindan kegfedilen fraktal, bitkilerin olusumuna ait klasik
yoldur. Bu yolu kendisi bitkilerin Algoritmik Giizelligi (The Algorithmic
Beauty of Plants) adli kitabinda vermektedir. Bu kitapta ilk olarak bitk-
ilerin olusum modellerini ele almigtir. Bazi klasik bitki fraktallar agsagida

verilmigtir, (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

6.8.2 Pisagor Agaci

Bitki fraktallarimin olusumuna ait bir yontem Pisagor Agacidir, bu yola
fraktal golgelik de denir. Bu yontem, dogrularin ayrilmasindan ibarettir ve
dallanmaya c¢ok benzerdir. Dogrular yerine kareler ve ii¢ggenler kullanilarak

asagidaki sekle benzer bir olusum ortaya cikar.

Sekil 6.16 Pisagor Agaci
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b
Asgagidaki gekilde A = B ve % = dir.

Seki 6 17 Bitki Fraktallar

Ug noktalarindaki baglantilar da kirmizi ile gosterilmigtir. Bu cins bitki
fraktallariin en 6nemli 6zeligi u¢ noktalarimin irtibathh olusudur. Dal-
larin u¢ noktalar1 bir yiizey iizerinde birlegirler, tipki kara lahanada oldugu

gibidir.

Sekil 6.18

Bir diger yol da tekrarlayan fonksiyon fraktallarinda oldugu gibi, bir egrelti

otunu olugturan yoldur.

Sekil 6.19
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Fraktallar kesirsel boyutlara sahip olabilirler. Ornegin fraktal 1,6 veya 2,4
boyutlu olabilir, bunun neden ve nasil boyle olabilecegi gosterilsin. Burada
ilk fraktal ornegi olan Sierpinski Ucgenini ele almsm. Fraktallar sonsuz
adimlardan olusan bir algoritmanin sonucu olarak ortaya cikar. Fraktallarin
kesirli boyutlara nasil sahip olduklarimi gorebilmek icin énce genel olarak

boyut demekle ne ifade edildigi incelensin.
1 1 1

Sekil 6.20

Bir dogru parcgasi ve onun uzunlugunun iki katindaki diger bir dogru parcasin-
dan olusan bir kendine benzer gekil alinsin. Uzunlugu iki kat1 almakla esas

dogru parcasinin iki kopyasi alinmig olur.

Sekil 6.21

Diger bir kendine benzer sekil olarak 1x1 tipinde bir kare ile onun uzun-
lugunun ve genigliginin ikiger katlarindan olusan diger bir kare ele alinsin,
boylece esas karenin dort kopyasi elde edilmig olunur. Demek oluyor ki,

kenarlar katlama isi dort kopya verdi.

Sekil 6.22
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1x1x1 tipinde bir kiip alinsin. Uzunluguna, genisligine ve yiiksekligine kat-
lansin. Boylece esas kiipiin 8 kopyasi elde edilmig olur. Demek ki bu defa
katlama igi sekiz kopya vermis oldu. Bu bilgiler bir tabloda toplandiginda
bir model goriiliir, boyut tist tiir. Demek ki kopya sayisi biliniyorsa onu
ikinin iistel kuvveti olarak ifade ederiz ve bu iist bize boyut olarak gelmis

olur, (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

(izelge 6.1 Boyutu tam say1 olan gekillerde boyut, kopya sayisi iligkisi

Sekil Boyut Kopya Sayisi
Dogru Parcasi 1 2=2!

Kare 2 4=2?

Kiip 3 8=23
Herhangi bir kendine benzer Sekil D N =2P

Simdi artik, Sierpinski iiggeni denilen fraktalin boyutu verilebilir. Kenar
uzunluklari 1 cm olan bir Sierpinski iiggeni ile baglansin. Kenarlarin uzun-
luklar1 katlansin. Atilan ti¢cgenler Sierpinski {i¢geninin bir parcasi olmadik-
larindan (onlar birer deliktirler) bu katlama isi ii¢ kopya verecektir.Bu

durumda 3 = 2P yazlabilir, burada D boyuttur. Buradan

D— log 3

~ log2
bulunur. 2 = 2! ve 4 = 22 olduguna gore 3 = 2P esitliginde D degeri 1 ile 2
arasinda bir degerdir. O halde Sierpinski tiggeninin boyutu 1 ile 2 arasindaki
bir sayidir. Hesap makinasi yardimi ile 3=27 esitliginde D ye 1,1 verilirse
3 yerine 2,143547 ve 3 degerine daha yakin bir deger icin D ye 1,2 verilirse
3 yerine 2,2974 elde edilir. Ikinci deger 3’e daha yakindir. Boyle devam
edilirse D ye daha uygun bir deger bulunabilir. 3’ e yakin degeri veren D
sayis1 Sierpinski tiggeni denen fraktalin boyutudur. Baz sekillerin boyut-
larimin tam say1 oldugu bazilariin ise tam say1 olmadig1 goriiliir. Boyutu

tam say1 olmayan sekillerin boyut kopya sayisi iligkisi Cizelge 6.2’de goste-
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rilmigtir, (Hacisalihoglu ve Yaz 2002).

Cizelge 6.2 Boyutu tam say1 olmayan sekillerde boyut, kopya sayisi

Sekil Boyut Kopya Sayist
Dogru Parcasi 1 2=21
Sierpinski Ucgeni D= Eiz =1,5850 | 3 =27
Sierpinski Halis1 D= igii =1,8928 | 8=37

Kare 2 4=22

Kiip 3 23
KendineBenzer Sekil D N =2P

6.9 Bulutun Fraktal Boyutunun Hesaplanmasi
Bulutlarin gekilleri oldukca diizensizdir. Bulutlar dogadaki diger nesneler
gibi gekil olarak fraktaldirlar. Genel olarak bir seyin fraktal oldugunu ispat

etmek icin onun fraktal boyutunun bulunmas: yeterlidir.

(izelge 6.3 ¢ degerine karsi gelen ¢ember sayisinin gosterimi.

e(em) N(A4¢)
3 2
2 3
1,5 4
1,2 6
1 7
0,75 10
0,5 16
0,4 23
0,3 31
0,015 267
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Adim 1: Belli bir ¢ yaricapina sahip, bulutu tamamiyle értecek minumum
gember sayist hesaplanir. Bu iglem degisik € degerleri i¢in gerceklestirilir ve

her bir € degerine kars1 gelen gember sayisini gosteren bir tablo hazirlanir.

. 1
Adim 2 : Ilk adimda olugturulan tablodan yararlanilarak ln(g) ve buna

kargi gelen In N (A, e) degerlerinden olugan yeni bir tablo hazirlanir.

(izelge 6.4 Cizelge 6 3 de bulunan verilerin logaritmalar

ln(;) In(N(A, ¢))
11 0,69
0,69 1.00
20,405 1,39
20,182 1,79
0 1,95
0,29 2,30
0,693 2,77
0,916 3.13
1,204 3.43
42 5,50

1

Adim 3: Adim 2’de belirlenen In (—) degerleri = eksenine, In (N (A,¢))
€

degerleri y eksenine yerlestirilerek belli bir  degerine kars: gelen y degerleri

isaretlenir.

Adim 4: ‘Method of Least Squares’ teknigi kullanilarak bu noktalardan
gecen dogru gizilir. Bu dogrunun egimi fraktal boyutu verir, (Barnsley

1938).
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Grafik 6.1 Veriler Cizelge 6.4 den alinmigtir.
Bir bulutun fraktal boyutunun tahminlenmesine iligkin verilerin grafigi

Dogrunun egimi fraktal boyutu verir.
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