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OZET

FRAKTAL INTERPOLASYON FONKSIYONLARI

Oumar DAO
Matematik Anabilim Dal
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Agustos 2020

Danisman: Doc.Dr. Yunus OZDEMIR

Fraktal geometrinin en onemli araglarindan birisi yinelemeli fonksiyon sistem-
leridir. 1981 yilinda Hutchinson tarafindan yayimlanan bir ¢aligma ile matematik
diinyasinda yerini alan bu sistemler bir¢ok kiimenin matematiksel olarak modelle-
nebilmesine olanak saglamaktadir. Fraktal olarak bilinen kiimelerin biiytik bir kismi
da bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak ifade edilmektedir.

Bir Oklidyen uzayda, verilen sonlu noktay: interpole eden bir siirekli fonksiyonun
bulunmasi problemi 6nemli bir problem olarak giincelligini korumaktadir. Diizlemde
verilen sonlu veri kiimesini interpole eden ve grafigi bir yinelemeli fonksiyon siste-
minin atraktorii olan siirekli fonksiyonlarin varligi 1980’lerde incelenmis ve ortaya
konmustur. Bu problem, uygulama alani oldukc¢a genis olan bir problem olmasi mii-
nasebetiyle son derece 6nemlidir. Bu nedenle farkli uzaylarda, daha yiiksek boyutlu
uzaylarda da bu soruya yanit aramak elbette olduk¢a anlamlhidir. Daha sonra yapi-
lan calismalarda, 6zellikle uzayda verilmis olan bir veri kiimesini interpole eden bir
siirekli fonksiyonun, grafigi bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olacak ge-
kilde var oldugu, veri kiimesine iligkin baz kisitlar altinda gosterilmistir. Bu kisitlar
zamanla yapilan caligmalarla esnetilmis ve zamanla ¢ok daha genis bir veri kiimesi
i¢in adina fraktal interpolasyon yiizeyleri dedigimiz kiimelerin varligi aragtirilmigtir.

Bu tez galigmasinin ilk iki boliimiinde yinelemeli fonksiyon sistemleri ve klasik
fraktal interpolasyon fonksiyonlar: tamitilmis, sonrasinda ise fraktal interpolasyon
yiizeyleri ile ilgili calismalar 6zetlenip, 6zellikle de bu teorideki 6nemli birkag calig-
malar tiim detaylar ile aciklanip 6rneklendirilmistir. Ote yandan, elde edilen fraktal
interpolasyon yiizeylerinin fraktal boyutlari ile ilgili yapilan ¢caligmalar ve elde edilen

sonuclar da aragtirilmig ve ilgili béliimlerde sunulmustur.

Anahtar Soézciikler: Yinelemeli Fonksiyon Sistemi, Fraktal Interpolasyon Fonksi-

yonu, Fraktal Interpolasyon Yiizeyi, Fraktal Boyut.
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ABSTRACT

FRACTAL INTERPOLATION FUNCTIONS

Oumar DAO
Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, August 2020
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Yunus OZDEMIR

One of the most important tools of fractal geometry is iterated function systems.
These systems, introduced in a study published by Hutchinson in 1981, allow many
sets to be modeled mathematically. Most fractals are also expressed as the attractor
of an iterated function system.

Finding a continuous function that interpolates a given finite set of points in
an FEuclidean space is an important and currently studied problem. The existence
of continuous functions that interpolate the data set given in the plane and whose
graph is the attractor of an iterative function system was first studied and demonst-
rated in the 1980s. It is extremely important since it is a problem with a wide
application area. Therefore, it is of course quite meaningful to seek an answer to
this question in different spaces, as well as in higher dimensional spaces. In later
studies, the existence of a continuous function that interpolates a given data set in
three dimensional Euclidean space has been shown under some constraints regar-
ding the given data set, with its graph being the attractor of an iterated function
system. These constraints have been stretched over time and the existence of sets
(graphs of a fractal interpolation functions) called fractal interpolation surfaces has
been investigated for a much more flexible data sets.

In the first two sections of this thesis, the notions of iterated function systems
and (classical) fractal interpolation functions were introduced. Then, studies on
fractal interpolation surfaces were summarized and several important studies were
explained and exemplified in details. In addition, the studies and the results obtained
on the fractal dimensions of the fractal interpolation surfaces obtained were also

investigated and presented in the related sections.

Keywords: Iterated Function System, Fractal Interpolation Function, Fractal Sur-

face, Fractal Dimension.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

Yinelemeli Fonksiyon Sistemi
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1. GIRIS

Fraktal geometrinin en 6nemli araglarindan birisi yinelemeli fonksiyon sistemleri-
dir (YFS). 1981 yilinda Hutchinson tarafindan yayimlanan iinli galismas: sayesinde
( [8]) bu sistemler matematikte birgok kiimenin matematiksel olarak modellenebil-
mesine olanak saglamig ve bu nedenle bir¢ok avantaji beraberinde getirmigtir. Frak-
tal olarak bilinen kiimelerin biiyiik bir kismi da bir yinelemeli fonksiyon sisteminin
atraktorii olarak ifade edilmektedir.

Ote yandan, 6rnegin bir Oklidyen uzayda, verilen sonlu noktay1 interpole eden
bir siirekli fonksiyonun bulunmasi problemi de son derece 6énemli bir problem ola-
rak giincelligini korumaktadir. Barnsley tarafindan 1986 yilinda yapilmig (bkz. [1])
bir ¢alisma ile, verilen veri kiimesini interpole eden ve grafigi bir yinelemeli fonksi-
yon sisteminin atraktorii olan siirekli fonksiyonlarin varligr gosterilmistir. Bu tiirden
fonksiyonlara, fraktal interpolasyon fonksiyonlar1 (FIF) adi verilmektedir. Bir veri
kiimesi verildiginde, bu veri kiimesine iligkin sonsuz yinelemeli fonksiyon sistemi ya-
zilabilecegi ortadadir. Bu problem de uygulama alani oldukca genig olan bir problem
olmasi miinasebetiyle son derece 6nemlidir. Bu nedenle farkli uzaylarda, daha yiiksek
boyutlu uzaylarda da bu soruya yanit aramak elbette olduk¢a anlaml olmustur.

Daha sonra yapilan ¢aligmalarda, bu durumun genel olarak herhangi bir met-
rik uzayda nasil miimkiin oldugu arastirilmistir. 1990’ yillara gelindiginde, R3’te
verilmig olan bir veri kiimesini interpole eden bir siirekli fonksiyonun, grafigi bir
yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olacak sekilde var oldugu, veri kiimesine
iliskin baz1 kisitlar altinda gosterilmistir. Bu kisitlar zamanla yapilan ¢aligmalarla
esnetilmis ve ¢cok daha genig bir veri kiimesi i¢in adina fraktal interpolasyon yiizeyleri
dedigimiz kiimelerin varlig1 aragtirilmigtir.

Bu siirecteki en 6nemli genellemelerden biri Dalla tarafindan 2000’1i yillarin ba-
sinda ortaya konmugtur (bkz. [6]). Dalla bu ¢aliymasinda, uzayda bir dikdoértgensel
latis iizerinde verilmis olan veri kiimesine iligkin bir fraktal interpolasyon yiizeyi-
nin varligii gostermigtir. Zamanla bu veri kiimesi ve kullanilan yontemlerle ilgili
iyilegtirici caligmalar yapilmigtir. Son yillarda ise, bu ¢aligmalardan biri olan [13] ¢a-
lismasinda yazarlar, cok daha genig bir fraktal interpolasyon yiizeyi teorisini ortaya
koymus ve bilineer fraktal interpolasyon yiizeylerin genis bir ailesini tanitmigtir.

Bu tez ¢aligmasinin ilk iki boliimiinde yinelemeli fonksiyon sistemleri ve klasik
fraktal interpolasyon fonksiyonlar: tanitilacaktir. 4. boliimde ise, fraktal interpo-
lasyon yiizeyleri ile ilgili ¢ahgmalar 6zetlenip, 6zellikle de yukarida bahsi gegen [6]
ve [13] galigmalar1 detaylica incelenip, érneklendirilmeye galigilacaktir.

Ote yandan, elde edilen fraktal interpolasyon yiizeylerinin bir yinelemeli fonk-



siyon sisteminin atraktorii olmasi gerceginden ve motivasyonundan hareketle, bu
tiirden yiizeylerin fraktal boyutlar: ile ilgili yapilan ¢alismalar ve elde edilen sonug-

lar da aragtirilmig ve ilgili béliimlerde sunulmustur.



2. YINELEMELI FONKSIYON SISTEMLERI

2.1. On Bilgiler

Bu boéliimde ¢ok temel metrik uzay bilgileri hatirlatilarak, 6nemli bazi temel

teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.1. X bogtan farkli bir kiime olmak {izere,
d: X x X — R"U{0}

fonksiyonu agagidaki ozelliklerini sagliyorsa, d’ye X fiizerinde bir metrik veya bir

uzaklik fonksiyonu denir:
1. Vz,y € X igin d(z,y) =0<= 2z =1y
2. Va,ye X igin d(z,y) = d(y,x)
3. Vua,y,z € X icin d(z,y) < d(z,z)+d(z,y)
d metrigi ile birlikte X kiimesine metrik uzayi denir ve (X, d) ile gosterilir.

Bu tez ¢aligmasinda verilecek 6rneklerin tamami, standart metrik ile donatilmisg

bir Oklidyen uzay olacaktir. Bu nedenle R” iizerindeki standart metrigi hatirlayalim:

Ornek 2.1.1. n € N olmak iizere z,y € R” olsun. Bu durumda

r=(x1,T2 ..., %),y = (Y1,Y2,---,Yn) € R"

olmak tlizere

n 1/2
d(z,y) = (Z |z — yj\2>
=1

seklinde tanimlanan dg fonksiyonu bir metrik uzayidir ve Oklid metrigi veya stan-

dart metrigi olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.2. (X, d) bir metrik uzay olmak tizere (z,), X uzaymda bir dizi olsun.
Eger
lim d(z,,z) =0

n—oo
olacak gekilde bir x € X mevcut ise (z,,) dizisi x noktasina yakimsaktir denir. Ayrica =

noktasmma da (z,) dizisinin limiti denir ve lim xz,, = z veya z,, — x olarak gosterilir.
n—oo



Tanim 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve (x,) € X dizisi verilsin.
e > 0 verildiginde n,m > N; i¢in d(x,,x,,) < e olacak gekilde bir N, > 0 sayis1
varsa, (z,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

(X, d) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise (yani z, — x ve z € X

ise), (X, d) uzayma tam metrik uzay: denir.
Ornek 2.1.2. Ornek 2.1.1°de tanimlanan metrik ile R™ uzay1 bir tam metrik uzaydar.

Tanim 2.1.4. (X, d) bir metrik uzay ve S C X olsun. Eger S’deki her dizinin S de

yakinsak bir alt dizisi bulunuyorsa S alt kiimesine kompakt kiime denir.

Tanim 2.1.5. Bir X kiimesi iizerinde f : X — X fonksiyonu verilsin. f (z*) = z*
olacak sekilde bir z* € X noktasi var ise * noktasina f fonksiyonun sabit noktasi

denir.

Tanim 2.1.6. (X, d) metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin. Eger her
x,y € X icin

olacak gekilde bir 0 < s < 1 reel sayis1 var ise f fonksiyonuna bir biiziilme doniigiimii,
s degerine de biiziilme katsayisi denir. (Eger s'nin 0 ile 1 arasimnda olma kogulu
kaldirihirsa, bu tiirden doniigiimlere Lipschitz déniigtim denir. Ayrica d(f(x), f(y)) =

s - d(x,y) kogulu saglanmirsa da f’ye bir benzerlik dontigiimii denir).

Fraktal geometride son derece énemli bir yere sahip olan, yinelemeli fonksiyon
sistemi teorisinin temel taglarindan biri diyebilecegimiz sabit nokta teoremi su se-

kilde ifade ve ispat edilebilir.

Teorem 2.1.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi)
(X, d) bir tam metrik uzay ve f : X — X biiziilme dontigiimii olsun. Bu durumda

f (z*) = z* olacak sekilde bir tek z* € X sabit noktasi vardir ve keyfi zy € X igin

xo,f(xo),f(f(xo))=f2(mo),...,f"(xo),...

dizisi * noktasina yakinsar.

Kamit. xo € X icin;
z1 =f (o)
xy =f (1) = f (f (20))

Tp :f (xn—l)



bi¢iminde olusturulan (x,) dizisini ele alalim. Once bu dizinin Cauchy dizisi oldu-
gunu gosterelim. (z,) dizisinin Cauchy dizisi olmasi igin, V ¢ > 0 i¢in n,m > N,
iken

d(f*(x), () = d(xn, m) <€

olacak gekilde 4 N. € N olmalidir.

n = m olursa 0 < ¢ olup esitsizlik saglanir.

n < m olsun. Bu durumda d bir metrik oldugundan
d (xna xm) S d (l‘n, xn—i—l) + d (xn—i—la wn—i—Q) + -+ d (xm—la xm)

seklinde yazilabilir. Ayrica f biiziilme doniigiimi oldugundan her n igin

d (xm anrl) =d (f (xnfl> i (xn»
<sd(xp_1,Ty)

<8%d (Tp_2, Tn_1)

Ssnd (ZL’O, xl)
dir. Bu esitsizlik her n i¢in gecerlidir. Bu ifadeyi bir 6nceki esitsizlikte yerine yazilirsa

d (T, Tm) < 8"d (20, 71) + 8" d (20, 21) + ... + 8" d (2, 71)

<" (1+3+52—|—...+sm’1’”)d(x0,a:1)

Sn

<
—1-—s

d (l’o, 1’1)

elde edilir. O halde N, sayisin % sayisinin tam degerinin bir fazlasi segilirse
istenilen egitsizlik her n, m igin saglanmig olur. Yani (z,,) dizisi bir Cauchy dizisidir.
(X, d) tam metrik uzay olduguna gore (x,) yakinsak olur ve

lim z,, = 2~

n—oo
yazilabilir. Ayrica f (x,) = x,4; dizisi (z,,) dizisinin bir alt dizisi olup , f stirekli ve
(z,) yakinsak oldugundan f (z*) = z* olacak bi¢iminde bir tek z* vardir. z*’in tek

oldugunu gosterelim.



Kabul edelim ki tek olmasm. Bu durumda z* # y* iken f (y*) = y* olmak tizere

d(f (@), f(y) <sd(@y") <d(z"y")

olmalidir. Fakat
d(f(z%), f(y") =d(=",y")

oldugundan bu miimkiin degildir. O halde x* tek olmak zorundadir.
O

Bu teoremde uzayi tamligi sabit noktanin varligini, fonksiyonun biiziilme olmasi
ise tekligini garanti altinda almaktadir.

Iyi bilinen Banach sabit nokta teoremi, bir tam metrik uzay {izerindeki tanim-
lanan bir biiziilme dontisiimiin bir tek sabit noktasina sahip oldugunu belirtir. Bu
teorem bir yinelemeli fonksiyon sisteminin gekicisinin varligini ve tekligini kanitla-
yabilmek i¢in 6nemli bir katki saglayacaktir.

Simdi Hausdorff metrik kavrami inceleyelim. Amacimiz, verilen herhangi bir met-
rik uzayindaki tiim bogtan farkli kompakt alt kiimelerinin olugturdugu kiime ailesi
tizerinde Hausdorff metrigi denilen metrigin incelenmesidir.

(X, d) bir metrik uzay ve H(X), X kiimesinin bogtan farkli kompakt alt kiime-

lerinin uzay1 olsun, yani
H(X)={A| AC X, A +# () ve A kompakt}

olarak tanimlansin. Bir noktanin bir kompakt kiimeye uzakligi ile baglayalim. x € X

ve A € H(X) olmak iizere x noktas1 ve A kiimesinin arasindaki uzaklik
i (w, 4) = min{d(z, )| y € A}

olarak tanimlanabilir. Bu tanimdan yararlanarak, A ve B € H(X), X’in bogtan

farkli kompakt alt kiimelerin arasindaki uzakhigi

dy(A, B) = max{di(x, B)| = € A}
= max{min{d,(z,y)| y € B}| x € A}

seklinde vermek anlaml durmaktadir. Fakat bu gekilde tammlanan dy, H(X) tize-
rinde bir metrik degildir. Sadece simetri 6zelligi saglanmaz (6rnek olarak, X = R? ve
R*nin kompakt alt kiimeleri olarak da A = [1,2] ve B = [0, 3] alinirsa dy(A, B) =0
ve dy(B, A) = 1 oldugu kolayca goriilebilir).



Bu simetri problemini gidermek i¢in ufak bir tamirat asagidaki gibi yeterli ola-

caktr.

Tanim 2.1.7. (X, d) bir metrik uzay ve A, B € H(X) olmak iizere
h(A, B) = max{dy(A, B),dy(B, A)}

degerine A ile B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi denir.
Teorem 2.1.2. (H(X),h) bir metrik uzayidir.

Kamt. A, B,C € H(X) olsun. A kompakt bir kiime oldugundan
d(A, B) = max{d(z,B)| © € A} <
yazilabilir. Benzer gekilde d(B, A) < oo olur. Boylece
h:H(X)xH(X)—=R

seklinde tammmhdir. Simdi A fonksiyonun H(X) tizerinde metrik uzay ozelliklerini

sagladigim gosterelim.

o V A B e H(X) igin tanimdan h(A, B) > 0 oldugu agiktir;

h(A, B) =0 ise da(A, B) = dy(B, A) = 0’dur.
Her x € A i¢in dy(A, B) = max{d(z,y)| x € A} = 01ise di(z, B) = 0 olmak

zorundadir. B sonlu bir kiime oldugundan y € B olacagi aciktir. Buradan

y = x yazilabilir ve dolayisiyla A C B olur. Benzer gekilde de B C A ispatlanir.
Sonug olarak A = B elde edilir.

e h(A,B) =max{dy(A, B),ds(B,A)} = max{dy(B, A),ds(A, B)} = h(B, A)’dir

e dy(A,B) < dy(A,C)+ds(C, B),
d2(A, B) < max{ds(A,C),ds(C, A)} + max{ds(C, B),d2(B,C)}
= h(A,C)+ h(C, B)
elde edilir. Benzer sekilde,

d2(37 A) < d2(B> C) + d2<Cv A)
< max{ds(B, C), ds(C, B)} + max{do(C, A), dy(A, C)}



seklinde olup sonug olarak
h(A, B) = max{dy(A, B),d2(B,A)} < h(A,C) + h(C, B)
elde edilir.

]

Bir sonraki teorem ise, yinelemeli fonksiyon sistemi ve atraktér kavramlarinin

varligi agisindan oldukca onem arz etmektedir.

Teorem 2.1.3. (X, d) bir tam metrik uzay ise (H(X), h) uzay1 da bir tam metrik
uzaydir (detaylar i¢in bkz. [2]).

2.2. Yinelemeli Fonksiyon Sistemi ve Fraktal Boyut

Yinelemeli fonksiyon sistemleri (YFS) fraktal geometrinin ana dallarindan biri-
dir. YFS kavrami, 1981 yilinda Hutchinson tarafindan yayimlanan bir ¢alisma ile
( 18]) kendine fraktal geometride saglam bir yer bulmus, bu teorinin geligmesine
katkida bulunmustur.

Bir YFS, (X, d) tam metrik uzay: tizerinde tanimh {¢;},_, seklinde sonlu tane
biiziilme katsayisi 0 < a; < 1 olan biiziilme fonksiyonlarindan olugur. Yani YFS’ler,
tam bir metrik uzayi tizerindeki sonlu bir biiziilme koleksiyonu olarak tanimlanabilir.
(H(X), h) tam metrik uzaymin bos olmayan kompakt alt kiimelerinin ailesi tizerinde
Hausdorff metrigi alinarak olusturulan tam metrik uzay olmak tizere, Hutchinson
teoremine gore,

O H(X) = H(X)

(U) = Uiz, #i(U)
seklinde taniml fonksiyon biiziilme katsayis1 o = %T:l%}é{ati} olan bir biiztilme doniisii-
miidiir ve dolayisiyla bir sabit noktasi vardir. Bu sabit noktaya {X;¢;,i =1,...,n}
seklinde gosterilen YFSnin ¢ekicisi denir. YFS’lerin fraktal interpolasyon fonksiyon-
lar1, fraktal goriintii sikistirma, fraktal antenler, sinyal modelleme gibi bir¢ok farkl
uygulamasi vardir. Ayrica, fraktal geometrideki énemli kendine benzer olarak ad-
landirabilecegimiz fraktallarin biiylik bir kismi bu sistemler yardimi ile modellenip

gekici olarak kargimiza gelmektedir.

Bu boéliimde yinelemeli fonksiyon sistemleri kavrami incelenip érneklendirilecek-

tir.



Teorem 2.2.1. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X biiziilme katsayisi s olan bir

biiziilme déniiglimii olsun. A € H(X) i¢in

fA) ={f(x)] = € A}

olacak gekilde f € H(X) fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda f déniigiimi (H(X), h)

Hausdorff uzayinda bir biiziilme doniigiimiidiir ve biiziilme katsayis1 da s’dir.

Kamit. A, B € H(X) i¢in

d(f(A), f(B)) = max{min{d(z,y)|f(y) € f(B)}| f(z) € f(A)}
= max{min{d(f(x),y)| f(y) € [(B)}| = € A}
= max{min{d(f(z), f(y))| y € B}| « € A}
< max{min{s d(x,y)| y € B}| x € A}
= s dy(A, B)

seklinde yazilabilir. Benzer bigiminde

seklindedir. Dolayisiyla

h(f(A), f(B)) = max{d(f(A), f(B)),d(f(B), f(A))}
< smax{ds(A, B),ds(B, A)}
=s h(A, B)

elde edilir. O

Yani (X,d) tam metrik uzay1 iizerinde verilmis olan bir biiziilme doniisiimi
(H(X), h) tzerinde ¢ok dogal bir gekilde yine bir biiziilme dontigiimii belirlemek-
tedir.

Yardimci Teorem 2.2.1. (X, d) bir metrik uzay: olmak tizere
{fi : X—=>X|i=12,....n}

doniigiimleri biiziilme katsayilari sirasiyla s; olan biiziilme doniigiimleri olsun. Bu



durumda A € H(X) i¢in

F:H(X) = H(X)
F(A) = fi(A) U fo(A) U - U fu(A) = Ui, fi(A)

olarak tanimlanan F' doniigiimii biiziilme katsayisi
s =max{s;| i=1,2,...,n}

olan bir biiziilme dontigiimiidiir.

Kamt. s = max{si,sa,...,8,} olsun. Teoremi kanitlamak i¢in tiimevarim yonte-

mini kullanalim. n = 2 i¢in teoremin dogru oldugunu gorelim.

Fy: H(X) = H(X)
Fy(A) = fi(A) U fo(A)

olsun. Bu durumda
h(Fy(A), Fo(B)) = h (fi(A) U f2o(A), f1(B) U fa(B))

< max{h(f1(A)U f1(B)),h(f2(A) U f2(B))}
<max{s; h(A, B), sy h(A, B)}
<s h(A,B)

seklinde elde edilir.

Simdi n = m i¢in verilen teoremin dogru oldugunu kabul edilip n = m + 1 i¢in

de dogru olacagini gosterelim.

Fo : H(X) = H(X)
F(A) = i(A) U f2(A) U --- U fin(A)

i¢in iddia dogru olsun. Yani

h(Fn(A), Fn(B)) = h (fi(A)U--- U fim(A), fi(B)U--- U f(B))
< s h(A, B)

olsun. Acaba
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Fm+1 : H(X) — H(X)
Frn1(A) = filA) U f2(A) U U fnia(A)

icin

h(Fnii(A), Frnia(B)) fi(A)U---U frp1(A), (B)U - U frng1(B))

— h
< s h(A,B)

esitsizligi saglanir m1?

h(Fna(A), Fna(B) = h(fi(A)U---U fna(A), i(B) U U fmia(B))
= h(Fa(A) U fimni1(A), Fu(B) U frnt1(B))

e {h (Fy(4) U F(B)) ke (fin1(A) U fos (B))}

max {s h(A, B), $m+1 h(A, B)}

s h(A, B)

IA A

olarak istenilen sonug elde edilir. O]

Tanim 2.2.1. (X, d) bir tam metrik uzay ve

fhfg,...,fnZX—)X

doniisiimleri biiziilme katsayilari sirasiyla sq, ss,..., s, olan biiziilme doniigiimleri

olsunlar. Bu durumda
{X; fili=1,2,...,n}

sistemine biiziilme katsayist s = max{s;| i = 1,2,...,n} olan yinelemeli fonksiyon

sistemi denir ve kisaca YFS ile gosterilir.

Teorem 2.2.2. {X; fi| i =1,2,...,n} yinelemeli fonksiyon sistemi ve

F:H(X) = H(X)
F(A) = [i(A) U (A U---U fu(A) = UL, fi(A)

olarak tanimlanan F' doniigiimii verilsin. Bu durumda F' dontigiimiiniin

olacak sekilde bir tek A € H(X) sabit noktas: vardir.

11



Ayrica bu sabit nokta, V B € H(X) igin
B,F(B),F*(B), F*(B),...

dizisinin limiti olarak elde edilir.

Kamit. Teoremin birinci kismi, yani F/(B) fonksiyonu H(X) tizerinde bir biiztilme
dontigiimii oldugunu Yardimer Teorem 2.2.1°de kanitlanmigtir. F'(B)’in bir biiziilme
dontigiimii oldugundan sabit nokta teoremi geregince H(X) uzayinda bir tek sabit

noktasi vardir ve

A= lim F"(B)

n—oo

ile gosterilir ve dolayisiyla teoremi ispatlanmig olur.

Tanim 2.2.2.
{X; fili=1,2,...,n}

bir YFS ve A € H(X) verilsin. A, F' doniigiimiiniin sabit noktasi olsun, yani
FA)=J ) =4
i=1

olsun. Bu durumda A noktasina YFS’nin gekicisi denir.

Ornek 2.2.1. X = R? olmak iizere (R? dyq) tam metrik uzayi verilsin.
i=1,2,3icin f; : R? — R?

f1($,y) = ( , )
faoz,y) = (54, 3)
fa(z,y) = (‘”(21/2)7 y+(\2/§/2))

fonksiyonlarindan olusan {R?; f1, fo, f3} YFS'nin ¢ekicisi en ¢ok bilinen kendine ben-

8 NIR
ST

zer fraktal 6rneklerinden biri olan Sierpinski ti¢genidir (Sekil 2.1).
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Sekil 2.1. Sierpinski Ucgeni

Ornek 2.2.2. (R?, dyq) tam metrik uzay: verilsin. i = 1,2, 3,4 icin f; : R* — R?

fl(x7y) - (%I, %y)
fo(z,y) = (Lo — Ly + 1 B+ 1y
folw,y) = %x+£y+% — Lo+ ly+ F)

fu(zy) = (32 + 5. 5v)

seklinde tanimlanan biiziilme doniigiimleri olsunlar. Bu durumda {R?; fi, fo, f3, f4}
YFS’nin gekicisi K Koch egrisidir (Sekil 2.2).

S5 (K) f3(K)
.,\J"!_.\.S{}(\%.nm A,

Sekil 2.2. Koch Egrisi

Simdi fraktal boyut kavrami hatirlatalim. Tamsay1 olmayan degerler ile bir kii-
menin kendine benzerligi ve piiriizliigii gibi 6zelliklerini yansitan 6nemli bir aractir
kiimenin fraktal boyutu. Fraktal boyut denilince akla farkli boyut kavramlar: gel-
mektedir. Bunlardan en 6nemlisi elbette Hausdorff boyut ve Minkowski ya da kutu-
sayma boyutudur. Bu ¢aligmada fraktal boyut denilince, bahsi gececek kiimelerde
zaten ayni bir deger olacak olan Hausdorff boyut veya Minkowski boyutu kastedile-
cektir.

Bu caligmada, bu boyut kavramlarinin detayli tanimlarina girilmeyecektir. Sa-
dece, 0zel tipten bazi yinelemeli fonksiyon sistemlerinin atraktorii olan kompakt kii-
melerin fraktal boyutlarini hesaplamanin pratik bir yolu olan Moran denkleminden
bahsedilecektir.
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Eger verilen bir yinelemeli fonksiyon sistemi, agik kiime kogulu denen bir kogulu
sagliyorsa ve eger sadece benzerlik dontligiimii olan biiziilme déniigiimlerinden olu-
suyorsa, bu doniistimlerin benzerlik katsayilarina sy, ss,...,s, diyelim, o zaman bu

sistemin atraktoriiniin fraktal boyutu
si]+ss+--+s =1

denkleminin var ve tek olan gergel ¢oziimiidiir (detay igin bkz. [1]).

Ornek 2.2.3. Onceki alt boliimde verilen ve atraktdrii Sierpinski ticgeni olan yine-
lemeli fonksiyon sistemi, agik kiime kogulunu saglamaktadir ve 3 tane % benzerlik
katsayisina sahip biiziilmeden olugsmaktadir. Bu nedenle bu sistemin atraktorii olan
Sierpinski ti¢geninin fraktal boyutu (Hausdorff boyutu ve Minkowski boyutu), Mo-

ran denkleminden,
1 A 1 n 1
2o - 28
In3

esitliginin tek gergel kokii olan % olarak bulunur.

Bir sonraki boliimde ele alinacak olan fraktal interpolasyon fonksiyonlarinin gra-
figi olan atraktorlerin fraktal boyutu da bu denkleme benzer bir denklem yardimi

ile verilmektedir.
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3. FRAKTAL INTERPOLASYON FONKSIiYONLAR

Belirli bir veri kiimesi verildiginde bir interpolasyon fonksiyonu olusturmak i¢in
klasik sayisal analizde ¢ok sayida interpolasyon teknigi bulunmaktadir. Bununla bir-
likte, dogada bulunan bircok yapi oldukca karmasik sekillere sahiptir ve dolayisiyla
bu yapilarin ifade edilmesi ve gekillendirilmesi oldukga zordur. Klasik yontemler bu
tiir problemlerin modellenmesi i¢in uygun degildir. Barnsley, Hutchinson teoremine
dayanarak ve yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) teorisini kullanarak fraktal inter-
polasyon fonksiyonunu (FIF) tanitarak bu sorunlar ele almigtir (bkz. [1,8]).

Giintimiizde fraktal interpolasyon fonksiyon teorisi, uygulamali bilimlerin ve mii-

hendisligin ¢esitli dallarinda giiclii bir ara¢ haline gelmigtir.

3.1. Fraktal Interpolasyon Fonksiyonlarmin Genel Yapisi

Tanim 3.1.1. 2y < 27 < - -+ <z, reel sayilar ve I = [z9, x,] C R olmak iizere,

D={(z;,F) eI xR|i=1,2,..,n} CR?

veri kiimesi verilsin. Bu noktalardan gecen

siirekli fonksiyonuna D kiimesine karsilik gelen bir interpolasyon fonksiyonu ve
(7;, F;) € R? noktalarma da interpolasyon noktalar1 denir. Ayrica f fonksiyonu bu

veri kiimesini interpole eder denir.

Burada aciktir ki bir veri kiimesi verildiginde ona karsilik gelen bir¢ok interpo-
lasyon fonksiyonu vardir. f fonksiyonun grafigi interpolasyon noktalarindan geger.
Burada ilk akla gelen fonksiyon, asagidaki gibi tanimlanan parcali-lineer fonksiyon
olacaktur:

Fi—Fi,

[ [xo, 2] —>R>f($):E—1+m(ﬂf—fl?i—1)
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Sekil 3.1. 6 elemanl bir veri kiimesi igin bir interpolasyon fonksiyon érnegi

Bir veri kiimesi verildiginde atraktorii bu veri kiimesini interpole eden bir siirekli

fonksiyonun grafigi olan bir YFS bulunabilir mi?

{(z;, F}) €R*|i=0,1,2,...,n}
veri kiimesi verilsin. Temel amacimiz, bu kiimeye karsilik gelen ve bir 6nceki soruya
cevap veren bir YFS bulmaktir.
i=1,2,---,n olmak tizere I = [z, x,] verilsin.
Li e [ZL‘i_l,l’i]

homeomorfizma doniiglimii tanimlansin oyle ki

Li(xg) = i1, Li(zn) = z;

ve V a,b € [ icin
|Ll(a)_Ll(b)‘ Sll’a_b|> li € (071)

kosullarimi saglansin. V x € [ i¢in, K = I X R olmak {izere ¢; : K — R,

¢i($0,yo) =F_; ¢i(xnayn) =F

kogullarini saglayan siirekli homeomorfizma fonksiyonu verilsin ve ¢ fonksiyonu y

bilegenine gore bir biiziilme dontigiimii olsun. Yani x € [xg, z,] ve V y1, 92 € R i¢in

|¢z <x>y1) - ¢2 (x,QQ)‘ < s ’yl - yQ‘
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olacak gekilde s; € (0, 1) sayis1 var olsun. Bu durumda

w;: K — K ) wz(x,y) = (Ll(x)agbl(xvy))

seklinde tanimlanan w; siirekli fonksiyonu bir biiziilme doniigiimii olur. Boylece

{K;w;,i=1,2,...,n}

bir yinelemeli fonksiyon sistemi olusturur. Diger yandan Barnsley,

olacak gekilde bir tek bog olmayan G C K kompakt alt kiimesinin varhigini kanitlad:
oyle ki bu G kiimesi
{K;w;,i=1,2,...,n}

YFS’nin ¢ekicisi olur. Ayrica bu G’'nin uygun bir

stirekli fonksiyonunun grafigi oldugu gosterilmigtir (bkz. [1,2]).

Teorem 3.1.1. Yukarida tanimlanmig olan
{K;w;,i=1,2,...,n}
YFS’nin bir tek G ¢ekicisi vardir ve ayrica G,
{(z;, F;)|i=0,1,2,...,n}

veri kiimesini interpole eden bir f : I — R siirekli fonksiyonunun grafigidir.

Kanit. G, {K;w;,i=1,2,...,n} YFSnin atraktorii olsun.
I={zel:(z,y)eGIyeR}
secilsin. G = |J, wy(G) oldugundan I = |J, L;(I) olur. Fakat
I=1=[zg, 2]

alimirsa {I, L; : i =1,2,...,n} tek ¢ekicisi I olan bir YFS olur.
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G'nin f fonksiyonun grafigi oldugunu gostermek igin {z¢,z1,...,z,} den alman

her bir x degeri icin yalniz bir tek y; degerine karsilik gelecegini gostermek yeterlidir.

i€{0,1,...,n}icin S; = {(z,y) € G:x =z}

olsun. i # 1 ise w; (Sp) NSy = 0 oldugundan w; (Sp) = Sy olmahdir. Fakat wy, Sy
kompakt metrigi iizerinde bir biiziilme déniigimiidiir, dolayisiyla Sy = (xg, yo) dir.
Benzer gekilde de S,, = (z,, y,,) olur.

Dikkat edilirse, I € {1,2,...,n — 1} i¢in S; ile eslegebilecek noktalar1 yalniz

So(w;—1 altinda ) ve S, (w; altinda ) noktalaridir ve bu noktalardan
Si = w;—1 (So) Uw; (Sy) = (x4, F})

elde edilir.
§ = max{|s —t| : (x,s),(z,t) € G,Tx €T}

segilsin. G kiimesi kompak oldugundan bu maksimuma § = |s — ¢| alinarak baz
(z,s),(z,t) € G noktalarinda ulagilir ve baz i’ler igin & € (z;_1, z;) olur.
Bu durumda G’de (L;'(2),u) ve (L;'(2),v) iki noktas: vardir ki

olur. O halde 0 < ¢ < 1 igin

§=|s—t|=|F; (L;i'(&),u) — F; (L '(%),v)]

<q-lu—v[<q-9

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla 6 = 0 olup sonug olarak G, f : I — R fonksiyonun
grafigi olur. G kiimesi alinan YFS'nin atraktorii oldugundan tek olur.

Simdi f(z) fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterelim. Bunun igin, x € [ igin
normu |g|e = max{|g(x)|} olan C(I) ={g:I — R, g reel degerli ve siirekli fonksiyon}

uzayini ele alalim.
Co(I) ={g € C(I),g: I = [a,b) ve g (z0) = yo, 9 (¥n) = yn} C C(I)
olsun. Bu durumda Cy(7) tam bir metrik uzayi olur ve YFS kavramindan x € I; i¢in
T:Co(I) = Col) . (Tg)(x) = F; (L; ' (x).g9 (L '(2))
seklinde tanimlanan bir 7" biiziilme doniigiimii vardir. Buradan ¢ = 1,2, ..., n i¢in
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Th = Tglee = max {|F; (L (x),h (L' (x)) = Fi (L '(2), 9 (L '(2))) [ sz € I, }
<max{q-|h(L;'(2)) —g(Li'(x))] : =z € L}

(2

<q-lh— gl

yazilabilir ve dolayisiyla 77nin h € Co(I) seklinde bir tek sabit noktasi vardir. h’nin
grafigi verilen YFS'nin atraktorii olup h = f esitligi gerceklesir ve sonug olarak f
siirekli bir fonksiyon olur.

]

3.2. Afin Fraktal Interpolasyon Fonksiyonlar

Bir 6nceki alt boliimde fraktal interpolasyon fonksiyonlarin genel yapisinda ta-
nimlanan doniigiimlerin afin doniistimler segilerek olusturulan afin fraktal interpo-

lasyon fonksiyonlar: kavrami inceleyelim.

Top < T <X <+ < Ty

olmak tlizere
{(z;,F;) eR?*|i=0,1,2,...,n}

veri kiimesi verilsin. w; : R? — R2,

+(2)-(22) () ()

seklinde tanimlanan afin doniigiimleri dikkate alalim. Bu tiirden doniigtimlerle ilgili
yinelemeli fonksiyon sistemini olugturmaya caligalim.

Verilen n + 1 nokta, dogal olarak [z, x,,] araligini n alt arahiga ayirmaktadir. Bu
w; doniigtimlerinin her bir i igin w;(zg, Fy) = (21, Fi—1) ve wi(xy,, F,) = (z;, F;)
egitliklerini saglamasini istemek son derece anlamhidir. Her ¢ = 1,2,--- | n i¢in bu

esitliklerden oy, 0;, 5; ve \; sabitleri

(aixo + Bi, 0ixo + siFo + Ni) = (i1, Fi1)
(cixn + Biy 0y, + siFy + Ni) = (24, F)

denklemlerinin ¢oéziimiinden belirlenir. Dolayisiyla bu sabitleri s; parametresine bagh
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olarak
Ty — Tj—1
Tp — T

. _ TnTi—1 — Lo
Bi =z — qjxy = —————

Tn — T

Fi—Fi F, — Iy
5,': — S5;

Tn — Zo Tn — X

Ai = F — dixn — s;Fy

Tl — xoF; s-ano -zl
3

Ty — T Ty — T

elde edilir. Parametre olarak s;'nin se¢ilmesinin nedeni; w; doniigtimlerinin y-eksenine
paralel dogru parcgasini yine y- eksenine paralel bir dogru parcasina resmetmesidir.
Yani L, y-eksenine paralel bir dogru pargasi iken w;(L) de y-eksenine paraleldir. Ay-
rica w;(L)nin uzunlugunun L dogru pargasmin uzunluguna orani da s;'dir. Yani
s;, x sabit tutuldugunda y-ekseni boyunca degisim oranini vermektedir. s;’ye diisey
Olctim carpani denilir. O halde s;’yi parametre secerek her bir doniisiimiin diisey
Ol¢limii acik olarak belirtilmis olur.

Sadece tlizerine koydugumuz iki kogul ile ilgili afin fonksiyonlarin biiziilme ol-
masini garanti edemeyiz elbette. Veri kiimesine bagh olarak muhtemelen bu w; d6-
niigtimleri standart metrige gore biiziilme olmayacaktir. Bir (hiperbolik) yinelemeli
fonksiyon sistemi arandigindan bu doniisiimlerin bir tam metrik uzay tizerinde bii-
ziilme olmasini istemek gayet dogaldir. Fakat, asagidaki teoremde de ifade edildigi
iizere, Oklid metrigine denk (ve verilen veri kiimesine bagli) éyle bir metrik vardir

ki iste bu metrige gore bu w; doniistimleri biiziilme doniigiimii olur.

Yardimci Teorem 3.2.1. n > 2, n € N, olmak {izere
{(z;, F;)|i=0,1,...,n}
veri kiimesine iligkin 0 < s; <1vei=1,...,n icin
{RQ;wi,i = 1,...,n}

YFE'S verilsin.

olmak tlizere
dg :R2xR?> >R

do ((71,91) , (22,92)) = |11 — 22| + O |1 — 12

biciminde tanimlanan dy, R?’deki Oklid metrigine denk bir metriktir ve w; doniisiim-
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leri bu metrigine gore biiziilme doniisiimleridir (detayl bilgi ve kanit i¢in bkz. [2]).

Tam olarak aradigimiz, grafigi bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olan
ve verilen veri kiimesini interpole eden bir siirekli fonksiyonun varligini Teorem 3.2.1’den

gorebiliriz.

Teorem 3.2.1. n>2ne&Nvei=1,2,... , nigin 0 < s; <1 diisey 6l¢clim carpani
olmak ftizere

{(z;, F;)|1=0,1,2,...,n}
veri kiimesine kargilik gelen
{R*w;,i=1,2,...,n}

yinelemeli fonksiyon sistemi verilsin. G, bu YFS'nin ¢ekicisi olsun.
Bu durumda G
{(z;, F})| 1=0,1,2,...,n}

veri kiimesini interpole eden bir f : [zg, x,] — R siirekli fonksiyonun grafigidir.

Kanmit. d, C([xg,x,]) tzerinde tamml siirekli fonksiyonlarm bir tam metrik uzay1 ve

F={f| f: [xo,xn] — R siivekli ve f (z0) = Fy, f (,) = F,}
kogullarini saglayan F kiimesi verilsin. V g, h € F i¢in

d(g, h) = max{|f(z) — g(x)|,z € [0, zn]}

olsun. Bu durumda, F kiimesi, C([zg,x,])'nin kapali bir alt kiimesi oldugundan

(F,d) bir tam metrik uzayi olur. : = 1,2,--- 'n ve x € [z;_1,x;] i¢in

L [xo, ) = (w1, ], Li(x) = aux + 5

terslenebilir bir doniigiimii olmak iizere,
T:F—=F,(T)=367"(x)+sf (7' (2)) + X\

seklinde tanimlh 7" fonksiyonu verilsin. Burada 7T fonksiyonu iyi tanimhidir ve d iize-

rinde bir biiziilme doéniigiimiidiir. Gergekten de, i = 1,2,...,n ve x € [x;_1, ;] igin
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f,g € F olmak tizere

(Tf)(@) = (Tg) (@)l = |si| |[f (L7 () — g (17 ()]
d =max{|s;| :i=1,2,...,n} <1

secilirse

d(Tf,Tg) <6.d(f,g)

olur. Yani 7" : F — F bir biiziilme doniigiimii olur.
Banach sabit nokta teoremine goére 7' doniisiimiin sabit noktasi1 vardir ve tektir.
Yani bir tek f € F vardir 6yle ki T'(f) = f olur. Kabul edelim ki

G =A{(z, f(z)) : x € [x0, xn]},

f fonksiyonunun grafigi olsun. (x, f(z)) € G ise, bu durumda 6yle bir ig vardir ki

T € [Ti,-1, %, olur.

53 !/ l‘—bio . .
Boylece 2’ = —* igin,

Wi, (xlv f(xl)) = (aiox/ + bio7 Tf(aioxl + bz‘o))
= (z, f(x))
olur. Dolaysiyla (z, f(z)) € w;,(G) olup

G C Uwi(G) olur.
i=1

w;, (G) € G oldugundan
G =Jwi(G)

yazilabilir. Bu da GG, w; nin sabit noktas1 oldugu gosterir. Bagka bir ifade ile G,

(Tf) (viz + B;) = dix + s f(x) + N

oldugundan,
G = Juwi(G)
i=1
kosulunu saglayan tek kiimedir ve dolayisiyla f fonksiyonun grafigi olur. O
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Tanim 3.2.1. Teorem 3.2.1’de ifade edilen f siirekli fonksiyona
{(z;,F;)|i=0,1,2,...,n}

veri kiimesine kargilik gelen afin fraktal interpolasyon fonksiyonu denir.

Ornek 3.2.1. {(0,0),(1,3),(2,-1),(3,5), (5,2)} veri kiimesini interpole eden frak-

tal interpolasyon fonksiyonunu belirleyelim.

3 2

$1 =15, S2 = }L, S3 = %, s4 = £ diigey Olgiim garpanlarimi segilsin.

1 =1,2,3,4 olmak iizere

. XTi—®Ti—1
o = Tn—T0
5. = Fi—Fi_1  _ Fo—F
1 Tp—TQ L xn—x0
B' _ Tl 1 T0T;
? Ty —TQ
\s = T Fi_1—xoFy S.l“nFO*IOFn
7 Tn—T0 v zp—x0
olarak belirlenir. Burada
o = Tzl
t 5
F;—F; 1 2
b =" — 5
Bi = xiy
Ai = Fiy

olmak tizere

w;(z,y) = (ax + Bi, 0ix + iy + \i)
seklindedir. Dolayisiyla,

1 12 3
57, 32 + 16Y)

lr4+1, -2z 41y +3)

olur. Béylece verilen veri kiimesine kargilik gelen {IR?; wy, wy, wy, wy} yinelemeli fonk-
siyon sistemi elde edilir. Bu YFS nin ¢ekicisi olan f : [0,4] — R fraktal interpolasyon
fonksiyonunun grafigi asagida verilmistir (bkz. Sekil 3.2).

Ornek 3.2.2. {(0,0), (1,2),(2,3),(3,2), (4,0)} veri kiimesi verilsin. i = 1,2, 3 olmak
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1

. o l o _
uzere sp = 9 SS9 — D S3 — e S4

1 _ 1 . . . o1
= 5 diigey ol¢lim garpanlarimi segilirse

1 1 1
wi(z,y) = 155t T oY

1 1
wy(x,y) = Zm+1’1$_é_ly+2

1 1 1
ws(x,y) = 1x+2,—1x—1y+3

1 1 1

bulunur. Dolayisiyla {R?; wy, wo, wo, w3, wy} sistemi elde edilir.

1 E 3 4 5

Sekil 3.2. {(0,0),(1,3),(2,—1),(3,5),(5,2)} veri kiimesine iligkin FIF grafigi
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ALt

Sekil 3.3. {(0,0),(1,2),(2,3),(3,2),(4,0)} veri kiimesine iligkin FIF grafigi

3.3. Afin Fraktal Interpolasyon Fonksiyonlarin Fraktal Boyutu

Afin FIF’larin fraktal boyutu, Barnsley tarafindan verilen asagidaki teoremin

yardimiyla su sekilde belirlenebilir (bkz. [2]).

Teorem 3.3.1. n > 2, n € N olmak iizere {(z;, F;) | i = 0,1,2,...,n} veri kiimesine

iligkin atraktorii G' olan
{R*w;:i=1,2,...,n}

yinelemeli fonksiyon sistemi verilsin. ¢ = 1,2, ..., n igin oy, d;, 5;, A; sabit olmak iizere

()-(0) () ()

ve 0 < s; < 1 diigey 6l¢iim ¢arpam olsun. G, verilen veri kiimesini interpole eden
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fraktal interpolasyon fonksiyonun grafigi olmak iizere, eger

n

> lsi > 1
i=1
ve interpolasyon noktalar1 ayni dogru iizerinde degil ise, bu durumda G’nin fraktal

boyutu
n
> lsilal ™ =1
i=1

denkleminin tek reel ¢oziimi olan D sayisidir. Diger durumlarda G’nin fraktal bo-

yutu 1’dir.

Ornek 3.3.1. D; = {(0,0),(1,2),(2,3),(3,2),(5,0)} veri kiimesi verilsin. s; = 3,
1 1
1 S3 = 1)

gelen fraktal interpolasyon fonksiyonun grafiginin boyutunu hesaplayalim. n = 4 i¢in

Sg = S4 = % diisey olc¢lim ¢arpanlar1 olmak iizere D kiimesine karsilik
S |sil = 1,5 > 1 oldugundan aranan boyutu 3, |s;| a”~' = 1 denkleminin tek

kokii olan D sayisina esittir.
Q; = Tj — Tji—1Ln — Lo

olmak lizere a1 = ay = a3 = 7, a4 = % elde edilir. Dolayisiyla,

1
5

4
> lsilal Tt =1
=1

= |silay ™ + [sa]ad Tt + s3]y T + [salaf Tt =1

- (RO

olup 5P~! — 2P=2 = 1 denklemi elde edilir ve buradan D ~ 1, 29766 olarak bulunur
(bkz. Sekil 3.4).

Ornek 3.3.2. D, = {(0,0),(1,2),(2,3),(3,2), (4,0)} veri kiimesini ele alalim.

= —}1, S3 = —%, s4 = 0 diigey 6l¢iim c¢arpanlar: olmak iizere D kiime-

S1 = 0, S92
sine kargilik gelen fraktal interpolasyon fonksiyonun grafiginin boyutunu bulalim.
Burada Zle |sil = —3 < 1 oldugundan Teorem 3.3 geregince Dy'ye iligkin fraktal

interpolasyon fonksiyonun boyutu 1’dir (bkz. Sekil 3.5).
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Sekil 3.4. D veri kiimesine kargilik gelen FIF grafigi, D ~ 1,29766

Sekil 3.5. Dy veri kiimesine karsilik gelen FIF grafigi, D =1
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4. FRAKTAL INTERPOLASYON YUZEYLERI

Fraktal interpolasyon yiizeyleri genellikle bir YFS veya tekrarlayan YFS (recur-
rent iterated function systems) yardimiyla siirekli fonksiyonlarin grafikleri olarak
inga edilir (bkz. [5]).

Fraktal interpolasyon fonksiyon yontemi bilim diinyasinda gii¢li bir arag¢ ha-
line gelmesiyle birlikte, bir¢ok aragtirmaci ve teknoloji uzmanlarindan biiyiik ilgi
duymustur. Tanitilan bu FIF yontemi, daha yiiksek boyutlarda, baz1 keskin sartlar
altinda uygulanabilse de, baz1 problemlerde yetersiz kalmigtir. Bunlarin en 6nem-
lisi dogada bulunan karmasik ve piiriizlii yiizeylerin simiilasyon problemleridir. Bu
nedenle, bu tiir yiizeylerin daha objektif bir sekilde karakterize edebilmek i¢in, frak-
tal interpolasyon yiizeyler son derecede énemli ve ¢aligmasi gereken bir konu haline
gelmigtir.

Yapilan aragtirmalarin 1g1ginda giintimiizde fraktal interpolasyon yiizeyleri yeni
bir veri isleme metodu olarak bir¢ok alanda ¢ok yaygin bir sekilde kullanilmakta ve
kayalar, araziler, metaller, gezegenler gibi dogal yiizeylerin simiilasyon ve modellen-
mesinde biiyiik bir katk: saglamaktadir.

Bu boliimde, tez galigmamizin esas amaci olan fraktal interpolasyon yiizeylerle
iligkin elde edilen sonuclarini incelenecektir.

Bir YFS'nin atraktorii olarak kabul edilen fraktal interpolasyon yiizeylerle ilgili
ilk galigma 1990 yilimda Alman matematik¢i Peter R. Massopust (bkz. [11]) tara-
findan gerceklestirildi. Massopust, secilmis bir D ti¢ggensel bolge iizerinde, D’nin
siirindaki interpolasyon noktalarinin eg diizlemli olmasi kosuluyla bir fraktal inter-
polasyon fonksiyonu tanimladi. Béylece Massopust, bu kosul altinda R®’te verilen bir
veri kiimesini interpole eden ve grafigi bir YFSnin atraktorii olan farkli bir siirekli
fonksiyonun var oldugunu kanitladi.

Bu galisma 1993 yilinda Geronimo ve Hardin (bkz. |7]) tarafindan genellegtirildi.
Burada ilgili fraktal interpolasyon fonksiyonu bir ii¢ggensel bolge yerine herhangi
bir ¢okgen iizerinde verildi ve interpolasyon noktalar1 da daha genel ve serbest bir
sekilde secilebilir hale gelmigtir. Bu ¢aligmanin tek kisith yani alinan tiim diigey
Ol¢lim carpanlarinin esgit olmasi gerektigi zorunlulugudur.

Bu iki ¢caligmanin genellemesi olarak Zhao (bkz. [15]) tarafindan 1996’da yeni bir
metot sunulmustur. Bu son caligmada diisey Olgiim carpanlarinin esit olma sorunu
¢oziildii. Burada belirtmek gerekir ki [7,15]’de tiggenlegtirme metodunu kullanarak
tiggenin simirindaki interpolasyon noktalarimin eg-diizlemli(coplanar) olmasi kogulu
kaldirilmigtir.

Yukarida belirtilen caligmalarda genel olarak tanmimlanan FIF’ler iicgensel bir
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bolgede anlamdirilmigtir. Bu yaklagim ise pratik uygulamalar igin kisitlayicidir.

Dikdortgensel latis tizerinde fraktal yiizeyleri inga edilmesi 1997 yilinda Xie ve
Sun (bkz. [14]) énciiliigiyle ortaya konulmustur. Ancak kullandiklar1 metot ile elde
edilen YFS'nin atraktorii siirekli bir fonksiyonun grafigi degildi.

2002 yilmda L. Dalla (bkz. [6]), bu olusturulan yapinin sadece veri kiimesinin
simirmdaki interpolasyon noktalarmin kolineer (colinear) olmasi durumda gegerli ol-
dugunu kanitlamis ve dikdortgensel latis lizerindeki fraktal interpolasyon yiizeylerin
en 6nemli genellemelerinden birini ortaya koymustur.

Daha sonra R. Malysz (bkz. [10]) 2006’da, diisey 6lglim ¢arpanlarim esit olma
koguluyla, verilmig herhangi keyfi interpolasyon noktalari i¢in Dalla’nin ¢aligmasinin
bir genellemesini sunmugtur.

Malysz’in ¢aligmasinin dort yil ardindan Metzler (bkz. [12]) dikdortgensel latis
izerinde kabul edilen fraktal interpolasyon yiizeylerle iligkin c¢aligmalarin hi¢ bir
0zel kosul olmaksizin bir kismi genellemesini sunmugtur. Fakat bu ¢aligmada yer
alan fraktal interpolasyon yiizeyi orneklerinde diigey 6l¢iim carpanlari esit olarak
alinmugtar.

2015 yilinda Ruan ve Xu (bkz [13]), dikdortgensel bir latis tizerinde fraktal inter-
polasyon yiizeyler icin bir genel metot sunmusgtur. Ote yandan, yine ayni calismada
bu yiizeylerin ingasinda belirli bazi kogullar segilerek olugturulan bilineer (bilinear)
fraktal interpolasyon yiizeyleri incelenmigtir.

Agagidaki boliimlerde [6] ve [13]'da yapilan caligmalar: 6zetleyerek fraktal inter-
polasyon yiizeyi kavramini inceleyecegiz ve ayrica bu yiizeylerle iligkin 6rnekler tiim

detaylariyla verilecektir.

4.1. Dikdértgensel Latis Uzerinde Fraktal interpolasyon Yiizeyleri

Bu béliimde dikdortgensel bolgeler tizerinde inga edilen fraktal interpolasyon
yiizeylerle ilgili en etkili ¢aligmalarindan biri olan ve L. Dalla tarafindan yapilan [6]
calismas incelenecektir. Bu calismanim esas amaci R? ten alman belirli bir veri
kiimesi i¢in bir

f:DCR*=R
iki degiskenli fraktal interpolasyon fonksiyonun grafigini olugturmaktir. Tanimlanan
fraktal interpolasyon fonksiyonun siirekli olmasi igin belirli kogullar da verilecektir.
Daha sonra birkag fraktal interpolasyon yiizey ¢rnekleri verilecektir.

Ik 6nce R*’ten aliman bir veri kiimsesini secip o kiimeye karsilik gelen fraktal in-
terpolasyon yiizeyi olugturalim. Bunun i¢in, I = [a, b] ve J = [c, d] kiimeleri verilsin

vea=xg <11 < - <xp=b;c=y <y <--- <Yy =dolsun. Amacimiz olug-
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turulan D = {(z4,y;,2;5) :1=0,1,...,n; j=0,1,...,m} veri kiimesini interpole

eden ve grafigi bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olan bir

f:a,b] x [c,d] - R

siirekli fonksiyonu bulmaktir. D veri kiimesinin sinirindaki interpolasyon noktalari

kolineer (colinear) olsun. Yani

(@0, Yj,205) 1 =0,1,...,m}
(TnyYj, 2ng) 17 =0,1,...,m}
(i, Yo, 2i0) 11 =0,1,...,n}

{(Ziy Ym, 2im) 1 =0,1,...,n}

{
{

4.1
/ (4.1)

noktalar1 ayni dogru iizerinde olsun. Bagka bir degisle, A, = ,, —x¢ ve Ay = ym — %0

olmak tizere,

__ Yi—Y

“nj = A, Znm A, Zn0
205 = yjA_yyO Zom — yj;gm 200
Zim — %an - IlA_:n 20m
Zio = HE 020 — FE 200

sartlarinin saglanmasi gerekir. ag, i, 05, \j, @45, Vi, 7ij ve ki sabit sayilari icin

T a 0 0 x Bi
wi |y | = 5, 0 0 y | + A
Gij Vij  Sij z Yijxy + kij

olmak tizere

Wij IXJXR%R?)

fonksiyonu verilsin. Barnsley’in klasik afin durumuna benzer sekilde verilen kogul-

lardan elde edilen

o+ i =xi_1; 1=1,...,n
oty +PBi=w; i=1,...,n

0o+ A =yj—1; Jj=1,...,m
OiYm +Nj=y;; j=1,....,m

denklemlerinin ¢oéziimiinden

30



Ty — Tj—1

o= ——
ITn — X
Ti—1Tn — TiTo
gy = T 0
Tn — X
(5j _ Y — yjfl’
Ym — Yo
)\j _ Yi—1Ym — Y;jYo
Ym — Yo

bulunur. s;; diisey ol¢iim ¢arpanlari olmak iizere, s;; parametresine bagh olarak

(

GijTo + Vijyo + VijToYo + Sijzoo + Kij = zi—1,j-1
) PijTn + YijYo + VijTnYo + SijZno + Kij = Zij1
GijTo + VijYm + VijToYm + SijZom + Kij = zi—15

( PijTn + YijYm + VijToYm + SijZnm + kij = 2ij
denklem sisteminden

Zij + Zi—1,j-1 = Zi—1j = Zij—1 = Sij (Znm + 200 = Zom — Zno)

Yij =
’ (Ym — Yo) (Tn — T0)
bis = Zi—1,j-1 — Zij—1 — Sij (200 = 2n0) — YijYo (To — Tn)
Y To — Tp
~ Zicgo1 — Zicg — Sij (200 = Zom) — YijTo (Yo — Ym)
Yij = —
Yo Ym

kij = zij — GijTn — VijYm — SijZnm — VijTnYm
sabitleri elde edilir.
Simdi tanimladigimiz w;; fonksiyonlarmin birer biiziilme doéntisiimii oldugunu

gormek ic¢in agagidaki teoremi inceleyelim.

Teorem 4.1.1. {(x;,y;,2;)| ¢ = 0,...,n, ve j = 0,...,m} veri kiimesi verilsin
ve 0 < | s;;] < 1 olmak iizere s;; diigey dlgiim carpanlari olsun. Bu durumda R?

iizerinde Oklid metrigine denk &yle bir metrik vardir ki
U}Z’jI[XJXR—>R3
doniigsiimleri bu metrige gore biiziilme doniigiimii olur. Ayrica

i=1j=1
olacak gekilde bir tek G C R? kompakt alt kiimesi vardir (Detayh bilgi ve kanit igin
bkz. [2]).
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Yani, Teorem 4.1.1°de ifade edilen
{la,b] x [e,d] x Ryw;;, i=1,....,n; j=1,...,m}

sistemi atraktorii G' olan bir YF'S olur.
Elde edilen YFS’nin atraktorii bir fraktal interpolasyon fonksiyonun grafigi ol-
dugu asagidaki teoremde ifade edilmektedir.

Teorem 4.1.2. {[a,b] X [c,d] x Ryw;; : i =1,...,n; j=1,...,m}atraktori G olan

YFES verilsin ve s;; diigey 6l¢iim ¢arpanlari olsun. Bu durumda
fa,b] x [c,d] = R

fonksiyonu {(z;,y;,2i;) :i=1,...,n;7 =1,...,m} veri kiimesini interpole eden ve

grafigi G olan stirekli bir fonksiyondur. Ayrica

G = {(z,y, f(z,9)| (z,9) € [a,b] x [¢, d]}

seklindedir.

Kamit. Alinan veri kiimesinin sinirindaki interpolasyon noktalarii kolineer olmasi
sart1 goz oniine alinarak Teorem 3.2.1’in ispatinin benzer yolu izlenir.

]

Boylece fraktal interpolasyon yiizeyi insa edilmis olur ve tanimi agagidaki sekilde

ifade edilebilir.
Tanim 4.1.1. Yukaridaki teoremlerde ifade edilen
f:la,b] x [c,d] - R
fonksiyonun grafigi ve {(z;,y;,2;):9=0,1,...,n;5=0,1,...,m} veri kiimesine

iliskin

{la,b] x [e,d] x Ryw;; - i=1,...,n;5=1,...,m}
YFS’nin atraktorii olan G kiimesine fraktal interpolasyon yiizeyi denir.

Bu galismada ( [6]) inga edilen fraktal interpolasyon yiizeyleri ile ilgili birkag

ornek verip detaylica inceleyelim.
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Ornek 4.1.1.

Veri kiimesi 1
Tlol1)2]3

Y

0 0[1]2]3
1 310133
2 61303
3 91753

kiimesi verilsin. ¢ = 1,2,3 ve j = 1,2,3 i¢in s;; = i diigsey ol¢lim carpanlar: i¢in bu

veri kiimesine karsilik gelen iki degiskenli fraktal interpolasyon fonksiyonun grafigini

bulalim. Burada : = 1,2,3 ve j = 1,2, 3 i¢in

1
Q; = g(% — Ti-1),
51' = Ti—1

1
0j = g(llj 2 2/371)7
)‘] =Yj—1

ve

Vij = 5(% + Zic1j-1 = Zic1j — Zig—1 — Sij (233 + 200 — 203 — 230))

1

¢z‘j = _g(zi—l,j—l — Zij—1 — Sij (Zoo - 230))
1

%’j = _g(zi—l,j—l — Zi—1,5 — Sij (Zoo - 203))

kij = zij — 3¢ij — 3ij — Sijz33 — 9Vij

olarak bulunur. Ote yandan

_ Y yj=3
Z3j = G233 — “3Z30

_ Yi—¥% ¥j—3
205 = T3 203 — 3200

_ x;—x x;—3
Zig = T3 0233 — T5203

Ly —XQ

z;—3
Zi0 = 230 — T3 200

kolineerlik kosulunun saglanmasi gerekir.

wij(z,y, 2) = (qux + B, 0,y + Aj, ¢ijw + iy + sij2 + vijay + kij) oldugundan
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win(z,y,2) = (5,5, 112+Z+§_%)

wip(z,y, 2) = (%, 50, -2 4 4 4 2 4 & 4 3)
wis(2,y,2) = (5,555, -F + 4+ 5+ 55 +6)
oy (z,y,2) = (8,4, £ — 14 24 1Ty 4 )
il 7) = (550,58, 3 4 04 % — S
wos(w,y,z) = (L8, E2 B L W 2 4 B4y 4 3)
w (w,y,2) = (P52, 80— B+ 5+ 5+ 2)
) = (52,558, 4y
) = (52,18, 5 1 - 2

olarak bulunur. Béylece her (7, 7) € {1,2,3} x{1,2,3} i¢in {[0, 3] x [0, 3] x R, w;; } yi-
nelemeli fonksiyon sistemi elde edilir. Bu YFS’ne kargilik gelen fraktal interpolasyon

yiizeyi Sekil 4.1’de verilmigtir.

Sekil 4.1. Veri kiimesi 1’e karsilik gelen fraktal interpolasyon yiizeyi

Ornek 4.1.2. m = n = 3 olmak iizere

34




Veri kiimesi 2
Tlol1)2]3

Y

0 11234
1 31134
2 51044
3 71654

verilmig olsun. s;; = % icin bu kiimeye kargilik gelen fraktal interpolasyon yiizeyini

bulalim. Burada alinan verilere gore,

wn\r,y, z

Wl
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elde edilir. Boylece her (i, j) € {1,2,3} x {1, 2,3} i¢in {[0, 3] x [0, 3] x R, w;;} yine-
lemeli fonksiyon sistemi elde edilir. Bu YFS'ne kargilik gelen fraktal interpolasyon

yiizeyi Sekil 4.2’de verilmistir.
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Sekil 4.2. Veri kiimesi 2’ye karsilik gelen fraktal interpolasyon ylizeyi

Ornek 4.1.3.

Veri kiimesi 3
“lol2/46
)
8 7
0 [3]8]1]2
2 2101212
4 1121312
2 4
6 |0]24]2
verildié;inde S11 = S33 = }1, S12, S13 = S31 = S32 = 0, S91 = S23 = —}1 dﬁ§ey ol(;um

carpanlar1 olmak iizere bu veri kiimeye kargilik gelen fraktal interpolasyon yiizeyini

bulalim. Segilen verileri kullanarak
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w1 (2, Y, 2) :(g,g,—%z——y— 432:L’y+ i+ )
wiz(z,y,2) = (5,442, —Lx— 55y + way + 12+ 2)
wis(z,y,2) = (%, 244, %:17 — ﬂy 432xy+ L4 )
wa(z,y,2) = (5+2,%, —m2 — B[y + oy + 12+ )
wy(7,y,2) = (5+2,§+2, 835—1—24@/ 144:Uy+ z—§)
wos(w,y,2) = (54+2,4+4, 2w ﬁy — 4323:y + 312+ 2)
wyi(z,y,2) =(E+4% —Fe+ Sy — vy + 12+ 13)
wss(x,y, 2) =(3+4%+2, 24ac—|—24y— 144xy—|— z+ )
wsz(7,y,2) = (5 +4,§+4, ——33— y—l— 432:By+ 1.4 )

elde edilir. Béylece her (7,5) € {1,2,3} x {1,2,3} i¢in {[0,6] x [0, 6] x R, w;;} yine-
lemeli fonksiyon sistemi elde edilir. Bu YFS'ne kargilik gelen fraktal interpolasyon

yizeyi Qekil 4.3’de verilmigtir.

Sekil 4.3. Veri kiimesi 3’e karsilik gelen fraktal interpolasyon yiizeyi

Bu metot ile inga edilen fraktal interpolasyon yiizeylerinin stirekli bir fonksiyonun
grafigi olmasi i¢in aliman veri kiimesinin siirindaki interpolasyon noktalari ayni
dogru fizerinde olmasi gerektigi vurgulanmistir. Ustteki verdigimiz érneklerinden

birini ele alarak bu kosulun saglandigini bir sekil ile gosterelim. Bunun i¢in veri
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kiimesi 3 kiimesini goz oniline alalim. Gergekten de, ¢+ =0, 7 =0,1,2,3 i¢in

Lo, Yo, 200 0,0,3

Zo, Y2, 202 0747 1

(( )= (
(20, y1,201) = (0,2,2
( )= (
( )= (

)
)
)
)

. Lo, Y3, 203 Oa670

1=3; 7=0,1,2,3 i¢in

x3, Yo, 230

(( ) = (6,0,2)
(23,1, 231) = (6,2,2)
(w3, Y2, 232) = (6,4,2)
(73,3, 233) = (6,6,2)

i=0,1,2,3; j =0 icin
)

Lo, Yo, 200

T1, Y0, 210

T2, Yo, 220

( )
( )
( )
L (23, Yo, 230)

i=0,1,2,3; j =3 icin

(

($07y3,203) = (0:6>0)
(xlv Ys, 213) = (27 6, %)
(x27 Ys, 223) = (47 6, %)
\(5E37y372’33) = (6,6,2)

interpolation noktalarinin kolineer oldugu agikca goriilebilir (Sekil 4.4).

[

Sekil 4.4. Ornek 4.2.’teki kolineer interpolasyon noktalar:
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Dalla’nin sunmus oldugu bu yapida, veri kiimesinin sinirindaki interpolasyon
noktalarinin iizerindeki kolineerlik kosulunu kaldirabilecegimiz bir genelleme, yine
ayni calismada su sekilde verilmistir.

Bunun igin,
{(xi,yj,2i5) 11 =0,1,...,m; 3=0,1,...,m}

veri kiimesini ele alalm. x_; < xg, y_1 < yg ve T, < Tpa1, Ym < Yme1 olmak iizere

(x-1,y-1), (@ns1,Y-1), (T-1,Ym+1) V€ (Tpt1, Ym1) noktalar verilsin. i = 0,1,...,n

ve j =0,1,...,m igin 2;; = z;; olmak tizere

{(xi,Yjy Znm) 11 =—1,0,...,n+1; j=—-1,0,...,m+ 1}

veri kiimesi verilsin ve bu kiimenin sinirindaki interpolasyon noktalari kolineer olsun.

Bu durumda Teorem 4.1.2’nin sonuglarini kullanarak

~

I [$71,$n+1] X [yflamerl] —R

fraktal interpolasyon fonksiyonu elde edilir.

f fonksiyonu [zo, Z,] X [yo, Ym] tizerinde verilmis veri kiimesini interpole eden f
fonksiyonunun kisitlanmigidir.

Sunulan bu yontemi ile, herhangi bir veri kiimesi verildiginde, bu kiimenin ge-
nigletilmis kiimesinin simirindaki interpolasyon noktalar: kolineer olacak sekilde segi-
lerek siirekli bir fraktal interpolasyon fonksiyonu elde edilir. Daha sonra en bagtaki
bolgeye kisitlanarak sonug elde edilir.

Asgagidaki 6rnekte rastgele alinan bir veri kiimesi i¢in bu yontemi uygulanalim.

Ornek 4.1.4. Interpolasyon noktalar rastgele secilerek

Veri kiimesi 4
“lol1]2]3

Yy

0 114612
1 2111316
2 5101143
3 2161314

veri kiimesini ele alalim. Segilen sinirdaki interpolasyon noktalar1 kolineer olmadi-

gindan dolay1 elde edilen fraktal interpolasyon yiizeyi siirekli olamaz. Gergekten
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de Veri kiimesi 4’e kargilik gelen interpolasyon yiizeyinin siirekli bir fonksiyonun

grafigi olmadig1 Sekil 4.5’de agikga goriilebilir.

Sekil 4.5. Veri kiimesi 4’¢ karsilik gelen siirekli olmayan fraktal interpolasyon yiizeyi

Simdi yukarida verilmis olan genelleme metodunu uygulayalim. Bunun i¢in 4.1°de
verilen kolineerlik gartini saglayacak sekilde interpolasyon noktalarini segilerek var

olan veri kiimesi 4’1 genigletelim ve bu yeni kiime Veri kiimesi 5 olsun.

Veri kiimesi 5
“lol 1] 23] 4|5
Y
0 O 1| 2| 3| 4|5
1 0| 1| 4, 6] 2|5
2 0 2| 13| 6|5
3 0| 5,0 4| 3|5
4 0/ 3, 6| 3| 4|5
5 0| 1] 2| 3] 4|5
si; = 0 diigey olgim carpanlari olmak iizere bu kiimenin kisitlanigi olan Veri
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kiimesi 4’¢ kargilik gelen fraktal interpolasyon yiizeyini bulalim. Alinan verilere

gore,
wi1l\r, Y, z2) = 57575
T 1 1
w12($7y72) = (37 % + 17 g[E—F 2—533y>
T 2 3
wlB(xayVZ) = <g: % + 27 gx + 2—5$y>
T 2
w14(13,y,2) = <g7 % + 371; 2_5371/)
Ty 3 2
w15($,y,2)—<g,g+4,g$—% y>
T 1 2
wm(x,y,z)=<g+1,%,5x+1+2—5xy)
75 3 1 1
T 2 3 3
wzs(%y,z):(g+17%+27—5$+gy—%9§y+2)
x 2 8
woy(z,y,2) = <3 +3,—r — gy + 2—5a:y + 5)
3 3 2 2
w25(91:,y,2) <5 + ,533 53/ 25$y+ )
x y 1 1
wa(z,y,2) = 5+2,3,3x+gy+2—5:€y+2
T 2 4 2
w32(x,y,2)=<g+2,%+1,5x—gy—2—5xy+4)
Xz
wgg(l‘,y,z):<g+2,%+2,0>
x Y 6 3
w34(:L‘,y,Z)=<g—l—2,g+ ,5y—2—51‘y)
T 3 4
w35(a:,y,z):(g+2,%+4,—g:p—gy+%xy+6)
T 1 3 1
w41(x7y7z):<g+37%75$+gy_g$y+3>
4 6 2
w42(x,y,z):<§+3,%+1,—5x—gy+g:€y+6>
T 3
w43(x7y72):<5+37%+275x_%my)
[z Y 3 3 2
w44(x7y’2) - <5 +37 5 +37 5I+ 5y 251Ey)
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(

elde edilir

Sekil 4.6. Veri kiimesi 4’e kargilik gelen siirekli fraktal interpolasyon yiizeyi
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4.2. Dikddrtgensel Latis Uzerinde Genel Fraktal Interpolasyon Yiizey-

leri

Bu boliimde, Ruan ve Xu tarafindan yapilan ve 2015 yilinda yayimlanan [13] ga-
ligmasini baz alinarak daha genel FIF genellemeleri incelenecektir. Bu galigma esas
olarak dikdortgensel bir bolge tizerinde fraktal interpolasyon yiizeylerle ilgili yapilan
calismalarin bir 6zetidir. Aym1 zamanda daha genel bir cercevede fraktal interpo-
lasyon yiizeyleri olusturmak igin genel bir yapi sunulmaktadir. Ayrica inga edilen
yiizeylerin siirekli olmasi i¢in saglanmasi gereken bazi kosullar da verilmektedir. Bir
sonraki boliimde bilineer fraktal interpolasyon yiizeyleri bu boliimde incelenecek
genel durumun 6zel bir sinifi olarak incelenecektir.

I, = [a,b] ve I, = [¢,d] R¥'den alinan kapal araliklar1 olsun.
a=xg< 11 < - <xp=bvec=y << - <yn=d
sirasiyla I, ve I, araliklarimin boliintiileri olmak iizere

{(a:i,yi,f(xi,yj)) cR®|i=0,1,...,n; j:O,l,...,m}

veri kiimesi verilsin. ¢ = 1,2,--- ,nve j = 1,2,--- ,;m igin I, = [z, 2;] ve [, =
[yj—1,y;] olarak gosterelim ve Ly, : I, — I, ; Ly, : I, — I, biiziilme homeomor-
fizmalar1 agagidaki sartlar: saglasin:

i tek say ise, L, (7o) = xi—1

3

|Ly, (1) — Ly, (2)] < 85|21 — 22|, V21,29 € I, igin
|Lyj (yl) - L

y; (y2)| <tjlyr — 12|, Vuyi,ye €1, icin
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kosullarin saglayan s;,t; € (0,1) sayilar: vardir. Tanim geregi,

Lyt () = L, (), i € {0,n} i¢in
1 1 . ..
L, (y) =L, (y;), j €{0,m} icin
yazilabilir. Yani L,, ve L, doéniigtimleri iyi tammhidir.
D =1, x I, x R olmak iizere her (i,5) € {1,2,--- ,n} x {1,2,--- ,m} i¢in
Fj;:D—=R

sekilde verilen bir siirekli fonksiyon olsun. Fj; fonksiyonu agagidaki sartlar: saglasin:

1 ve j tek sayilar ise,

F,] (%0, Yo, 200) = Zie1,j-1
Fij (20, Ym» Zom) = Zi1j
Fz] (xvm Yo, ZnO) = Zij—1
E] (-Tnv Ym, an) = Zij
1 ve j ¢ift sayilar ise,

F,] (70,40, 200) = Zij

Fz] (Z‘O, Ym, ZOm) = Zij-1
Fij (Tn, Y0, 2n0) = Zi—1
E] (x’ru Ym, an) = Zi—1,j-1

1 tek ve j ¢ift sayilar ise

Fzy Lo, Yo, Zoo) = Zi—1,j

E] fEn,yo;Zno) = Zij

(

E] (l'anm;ZOm) = Zi-1,j—-1
(
(

Fzy Lny Ym, an) = Zij—1

1 ¢ift ve 7 tek sayilar ise,
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Fz'j (fﬂm Yo, Zoo) = Zij—1
Fij (%0, Yms 20m) = Zij

Fz’j (ﬂUm Yo, Zno) = Zi—1,j—-1
Fij (Tny Yms 2om) = Zio1

\
saglansin ve F;; fonksiyonu z iiciincii bilegenine gore bir biiziilme doniiglimii olsun.
Yani V (z,y) € I, x I, ve z1, 29 € R i¢in
‘Ej(xa Y, Zl) - Ej (xaya Z2)| S Sij- ’21 - 22‘
esitsizligini dogrulayan bir s;; € (0,1) sayisim var oldugu kabul edilsin.
Simdi Ly, Ly, Fi; fonksiyonlarim kullanarak D = I, x I, X R iizerinde aradigimiz

yinelemeli fonksiyon sistemini olugturacak w;; stirekli déniisiimlerini tanimlayalim.
Her bir (i,7) € {1,2,--- ,n} x {1,2,--- ;m} i¢in

wij 2 D — I, x I, X R, wij(2,y,2) = (Le, (), Ly, (y), Fij (2,9, 2))
seklinde verilsin. Bu durumda V (¢, 5) € {1,2,--- ,n} x {1,2,--- ,m} igin
{D;wij, (i,5) € {1,2,--- ,n} x{1,2,--- ,m}}
bir yinelemeli fonksiyon sistemi olusturur. Bu YFS'nin atraktorii G olsun.

{D;wij, (i,5) € {1,2,-- ,n} x{1,2,--- ,m}}

YFS’ne kargilik gelen ve grafigi GG olan bir tek siirekli fonksiyonun var oldugunu ve

G’nin aranan fraktal interpolasyon yiizeyi oldugunu agagidaki teoremi ile gosterelim.

Teorem 4.2.1. {D,w;; : (i,j) € {1,2,--- ,n} x {1,2,--- ,m}} yukaridaki tanim-
lanmig olan YFS olsun ve her (i,j5) € {1,2,--- ,n} x {1,2,--- ,m} icin Fj; fonksi-

yonlar1 agagidaki sartlar: saglasin. z € R olsun.

1L.Vie{l,2,---,n—1}, j € {1,2,--- ,;m} ve y € I, i¢in o/ = L' (z;) =

-1 .
L., (z;) olmak iizere,

Ej ([B/,y, Z) = FiJrl,j ([El,y, Z)
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2.Vie{l,2,---,n}, j€{1,2,--- m—1}vex € I, i¢gin ¢y = L;jl(yj) =

L, (y;) olmak iizere,

Ej (xvylv Z) = FiJrl,j (SL’, yla Z)

olsun. Bu durumda V (i, 5) € {0,1,2,--- ;n} x {0,1,2,--- ,m} igin

R P [y — R
f(Ii,yj):Zz’j

seklinde tamimlanan ve grafigi G = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € I, x I} olan bir tek f

siirekli fonksiyonu vardir ve ayrica

n m

i=1j=1

olur. f fonksiyonuna

{D;wi; , (i,5) € {1,2,--+ ,n} x {1,2,--- ,m}}

YFS’ne iligkin fraktal interpolasyon fonksiyonu denir ve G’ye de

{(xl,yl,f(:cl,yj)) € RS ‘ 1= O,l,...,n; j = O,l,...,m}
veri kiimesine kargilik gelen fraktal interpolasyon yiizeyi adi verilir.

Kamit. Teoremin kaniti, klasik durumdakine benzer olarak yapilabilinir. Buradaki 1.
ve 2. kogul, fraktal interpolasyon fonksiyonunu sabit nokta olarak bize verecek olan

operatoriin iyi tanimlhihig i¢in gerekmektedir. Detayh bilgi ve kanit i¢in bkz. [13]. O

Bu sekilde, dikdortgensel bir latis {izerinde bir fraktal interpolasyon yiizeyi insa
edilmis olur. Bilinen yontemlerde oldugu gibi fraktal interpolasyon yiizeylerini olus-
turmak icin sikca karsilagilan zorluk aranan fraktal fonksiyonun siirekli bir fonksiyon
olmasidir. Ote yandan, olusturulan YFS hiperpolik olmayabilir. Ancak, buna rag-
men, yani sistemi olugturan déniisiimlerin biiziilme olmayabilecegine ragmen, hala
ilgili G kiimesi bu YFS'nin agagidaki teoremde de agikca tamimlandigi gsekilde be-
lirledigi bir kompakt kiimedir! Yani, verilen veri kiimesini interpole eden fonksiyo-
nun grafigi, keyfi bir A € H(D) kompakt kiimesinin YFS’nin belirledigi Hausdorff
doniisiimii altindaki goriintiilerinin olusturdugu kompakt kiime dizisinin hausdorff

limitidir.
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Teorem 4.2.2. f, Teorem 4.2.1’de varligir gordiigiimiiz fonksiyon olsun. G, f’nin
grafigi ve w(A) = (Jw;;(A) olmak {izere lim h (w"(A),G) = 0’dr.
n—oo

Kanit. Bkz. [13] O

Sunulan bu genel metot [10,12] ¢ahgmalarimin sonuglarindan faydalanarak gelis-
tirilmigtir. Burada diigey 6lgiim carpanlari serbest olarak segilebilir ve elde edilecek
fraktal interpolasyon yiizeyinin siirekli olabilmesi i¢in interpolasyon noktalariin
bazi 6zel kogullar1 saglanmasi gerekir. Bu kosullar, YFS’nin ingasinda kullanilanan
doniistimler ile ilgili olan ve Teorem 4.2.1’de verilen kosullaridir.

Verilen bu genel cergevenin 6zel bir durumu olarak, yine [13| calismasinda, Fj;
doniigiimleri bir takim bilineer fonksiyonlar yardimiyla tanimlanarak bilineer fraktal

interpolasyon fonksiyonlar su sekilde insa edilmistir.

4.3. Bilineer Fraktal Interpolasyon Yiizeyleri

{(zs, yi, flwiyy;)) €R? | i =0,1,...,n; j=0,1,...,m} veri kiimesini goz oniine
alalm. ¢ = 1,2,--- ;nve j = 1,2,--- ,m i¢in I, = [2o, 2], Iy = [Y0,Tm], Ls; =

[zi—1, 23] ve I, = [y;—1,y;] olmak iizere,

L, :

7

I, — Iy, ve Ly, : 1, — I,

Boliim 4.2’deki gibi tanimlanan déniigiimler olsun. L, ve L, fonksiyonlar ayrica

lineer olsun. g : I, x I, — R fonksiyonu, V (¢, ) € {0,n} x {0,m} i¢in
9(xi y;) = 2

sartini saglayan bir bilineer fonksiyon olsun. Bu tamima denk olarak, bu bilineer

fonksiyon acik olarak

9(z,y) = m [(@n = @) (Ym — Y) 200 + (x = T0) (Ym — Y) 2Zno
+ (2 — ) (Y — o) 2om + (T — T0) (Y — Yo) Zm]

seklinde yazilabilir. Simdi A ve s siirekli fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu fonksiyon-
lar1 Fj; doniigtimleri tamimlanirken kullanilacaktir.
Her (i,7) € {0,1,2,--- ,n} x {0,1,2,--- ,m} i¢in

hil, x I, — R, h(z;,y;) = 2
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fonksiyonu diigiinelim. Burada h fonksiyonu her (¢, j) € {0,1,2,--- ,n}x{0,1,2,--- ,m}

i¢in agagidaki seklinde de ifade edebilecegimiz bilineer bir fonksiyondur.

h@uyi) = e (@ = 2) (4 — ¥) zicrg-1 + (7 — 2i1) (Y5 — ¥) 21
+ (@ = 2) (y = yj-1) 2y + (@ = 2im1) (¥ — Y1) 2]

Her (7, ) i¢in |s;;| < 1 olmak tizere {s;;| (¢,7) € {0,n} x {0,m} C R alt kiimesi
verilsin. (¢,7) € {0,n} x {0, m} i¢in

s: I, x I, — R, s(x;,y;) = si5

ve max{s(z,y) : (z,y) € I, x I;} <1 olsun.

Verilen h ve s fonksiyonlar her (¢, 75) € {1,2,--- ,n} x{1,2,--- ,m} i¢in I, x I,
lizerinde bilineer olsun. s fonksiyonu herbir 7., x I, alt béolgesinde bilineer, yani I, X
I, tizerinde parcali-lineer olsun. Simdi her bir (z,7) € {1,2,--- ,n} x {1,2,--- ,m}
ve D = I, x I, x R olmak tizere Fj; : D — R fonksiyonu,

Fij(2,y,2) = s(La,(2), Ly; () (2 = 9(2,9)) + h(La, (2), Ly, (y))

sekilde verilsin. Bu durumda,

1 ve j tek sayilar ise,

Fzg (%0, Yo, Z00) = h(‘Lfﬂi(xO)?Lyj (y0)) = zia j—1
Fij (%0, Yms 2om) = h(Ly, (20), Ly, (Ym)) = zic1y
Eij (T, Yo, 2n0) = WLy (2n), Ly, (90)) = 251
Fzg (Trs Yms Znm) = M Lo, (Tn), Lyj (Ym)) = Zij

1 ve j ¢ift sayilar ise,

Fzg (T0, Y0, 200) = MLy, (0), Ly, (h0)) = 2

) Fij (%0, Yms 2om) = P(La;(20), Ly; (Ym)) = 2ij1
Fij (Tn, Yo, 2n0) = h( Ly, (7)), Lyj(y(])) = Zi—1,j
i (20 Yms zom) - = (L, (2n), Ly, (Ym)) = Zic1,5-1

1 tek ve j ¢ift sayilar ise

48



k>

ij xojyo,zoo) =

5

j J;anmazOm) =

-

(
(

i (Tn, Yo, 2n0) =
(

-4

i \Tny Ym, an) =

\

i ¢ift ve j tek sayilar ise,

31

i $07y0,Zoo) =

I

ij anymazO'rﬂ> =

5

ij \Tn, Yo, ZnO) =

(
(
(
(

51

ii \Lny Ym, an) -

olur. max{s(:v, y) :

(x,y) € I, x I;} < 1 oldugundan

Ly (0), Ly, (o)) = zi-1,
2(%0), Ly, (Ym)) = zi1,j-1

Ly (z0), Ly, (y0)) = 2

Ly (), Ly; (Ym)) = 251

in(a?o)» Lyj (?Jo)) = Zij-1
2:(%0); Ly, (ym)) = 2

Ly (2n), Lyj(yo)) = Zi-1,5-1

Lay(n), Ly; (ym)) = zio1;

F;; fonksiyonu z iiciincii

bilegsenine gore bir biizlilme doéniigiimi oldugu agiktir.

Simdi V (4,) € {1,2,---

ynpx{1,2,---

,m} icin wi; 1 D — I, x I, xR,

wij(‘r7 Y, Z) = (Ll"z (ZE), Lyj (y>7 Ej(x7 Y Z))

seklinde w;; fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

{D7wz]7<l7]) S {1727

,n}x{1,2,--- ,m}}

bir yinelemeli fonksiyon sistemi olur. Bu YFS’ne kargilik gelen fraktal interpolasyon

fonksiyonun varligi Teorem 4.2.1’in sonucundan faydalanarak ifade edilebilir.

Sonug 4.3.1. {D;w, (i,7) € {1,2,---
olan YFS olsun ve her (i,5) € {1,2,---

asagidaki kogullar1 saglasin:
1.ief{l,2,- ,n

y € I, icin ve z € R i¢in

EFij (l"la Y, 2) = Fiyj (37 y,2) =

ie{l,2,---
x € I, ve z € R igin,

Fij (1’, ylv 2) = Fi-i-l,j (377 ylv Z)

ynyx{1,2,---

_1}’ j€{1’27...

777’}7 je{lv2a , M

= S(LCCZ (,CIZ’), y])(Z o g<x’ yl

,m}}, yukarida tammlanmig

ynp x {1,2,---

,m} i¢in F;; fonksiyonlari

L= 1

ym}ve x' = Lt () = L) (w;) verilsin.

s(i, Ly, (y))(z — g(2', ) + h(wi, Ly, (y))

—1}vey = L;jl (yj) = L.;jlﬂ (y;) olsun.

) + h(La, (), y;)
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olsun. Bu durumda V (i,j) € {0,1,2,--- ;n} x {0,1,2,--- ,m} igin
f:[xXIyHRaf(xiayj>:Zij
seklinde tanimlanan ve grafigi G = {(x,y, f(z,v)) : (z,y) € I, x I,} olan bir tek f
siirekli fonksiyonu vardir ve ayrica
i=1j=1

olur (detayl bilgi igin bkz. [13]).

Burada f fonksiyonuna
{D7wz]7<l7]) S {1727 ,TL} X {1727 7m}}

YFS’ne kargilik gelen bilineer fraktal interpolasyon fonksiyonu denir ve G’ye de
bilineer fraktal ytizeyi ad1 verilir. s;; fonksiyonlarma f'nin diisey 6l¢iim carpanlar:

denir. Buradan agiktir ki bir fraktal yiizeyinin bilineer olmasi

{(z,y,2):(i,7) €{0,1,2,--- ;n} x {0,1,2,--- ,m}

interpolasyon noktalarindan bagimsiz olup, secilen h, g ve s bilineer fonksiyonlari ile
belirlenmektedir. Yani, herhangi bir veri kiimesi alindiginda , diigey 6l¢iim ¢arpanlar:
ve ilgili fonksiyonlar1 parcali-bilineer fonksiyon olarak secilerek alinan veri kiimesine
karsilik gelecek bir siirekli bilineer fraktal interpolasyon fonksiyonu elde edilebilir.
Bilineer fraktal interpolasyon yiizeylerle ilgili birka¢ 6rnegi ayrintili bir gekilde

incelenmis ve asagida verilmigtir.

Ornek 4.3.1.

Veri kiimesi 6
Tlol1)2]3

Y

0 211123
1 0[4(0|1
2 21622
3 412164

veri kiimesi verilsin. ¢ = 0,1,2,3 ve 7 = 0,1, 2,3 i¢in s;; = i diigey Ol¢lim ¢arpanlar

olmak tizere Veri kiimesi 6 kiimesini interpole eden fraktal interpolasyon yiizeyini

20



belirleyelim. Ilk olarak g ve h fonksiyonlarimi belirleyelim.

9(z,y) = m [(zn = 2) (ym — ) 200 + (& — 20) (Ym — Y) 2no
+ (@ — @) (¥ — Yo) 20m + ( — o) (¥ — Yo) 2nm]

idi. Verilmis olan veri kiimesini goze alinirsa

g(x,y):§+2§y—%+2
olarak bulunur. Diger yandan s;;(x,y) = 711 ve
(—x—2y+5xy—|—2 ; 0< e <1vel<y<1
dx + 2y — 2 ; 0<ae<lvel <y<2
16x + 2y — 6xy — 2  0<zr<1ve2<y<3
r + 8y — dxy 1< <2vel<y<l1
h(z,y) = —4x + 2y +6 1<z <2vel<y<2
—200 — 12y +8xy+34 ; 1<xr<2ve2<y<3
T — 2y 1 2<x<3vel<y<1
20 +4y —axy — 6 1 2<x<3vel<y<?2
\4x+8y—2xy—14 1 2<x<3ve2<y<3
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seklindedir. Dolayisiyla ¢ = 0,1,2,3 ve 7 =0,1,2, 3 i¢in

h(wo,yo) = —To — 2y0 + HToyo + 2 =2
h(wo, y1) = 4xo + 2y1 — 2 =0
h(zo,y2) = 160 + 2y2 — 6x0y2 — 2 =2
h(xo,ys) = 1620 + 2y3 — 6x0y3 — 2 =4
h(x1,90) = —x1 — 2y0 + 5x1Y0 + 2 =1
h(x1,41) = —21 — 2y1 + 5xyys + 2 =4
h(z1,y2) = 41 + 2y — 2 =6
h(x1,ys3) = 1621 + 2y3 — 671y3 — 2 =2
h(2,90) = T2 + 8Yo — STayo =
h(xa,y1) = T2 + 8y1 — 5oy =
h(xo,ys) = —4x9 + 2ys + 6 =
h(x2,y3) = —20x9 — 12y3 + 8x9ys +34 =6
h(z3,y0) = 3 — 2yo =
h(zs,y1) = x5 — 21 =1
h(xs,y2) = 213 + 4ys — T3y2 — 6 =2

h(x?), y3) =4r3 4+ 8y3 — 2x3y3s — 14 =4
bulunur. Gergekten de her (i, 5) € {0,1,2,3} x {0,1,2,3} i¢in

h(zi, y5) = 24

olarak bulunur. h, g ve s bilineer fonksiyonlarin grafikleri agagida verilmigtir (bkz.
Sekil 4.7, Sekil 4.8, Sekil 4.9).
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Sekil 4.7. h fonksiyonun grafigi

Sekil 4.8. g fonksiyonun grafigi

23




Sekil 4.9. s fonksiyonun grafigi

Simdi L., ve L, doniistimlerini belirleyelim.

n =m = 3 olmak iizere : = 0,1,2,3 ve j = 0, 1,2, 3 igin

Ti—Ti—1 o
L, (z)= (@ —mo) + iy ;0 tek
Tt (wo — @) @ it

Ty —xQ

yj_yjfl( _ . . oA
P (y — Yo) + Yy J tek
Lyj (y) _ Ym—Yo

U (yo — y) + 5 5 ift

Ym—Yo
elde edilir. Dolayisiyla

Lay(2) = 3
Ly, (2) = 43*
La,(x) = 8
Ly1 (y) = %
Ly, (y) = G_Ty
Ly, (y) = 6%

bulunur. Simdi F}; fonksiyonlar:1 belirlensin.
Fij(w,y,2) = 8(La,;, Ly, ) (2 —g(2,y)) +h(Ly, (7), Ly, (y)) idi. Burada her i = 1,2, 3
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ve her j = 1,2,3 icin s;(z,y) = 1 oldugundan §(La;y Ly,) = L’dir. Dolayisiyla

4 — 1
(i) € {1,2,3} x {1,2,3} icin

Fia(e,,2) = 702 = 9(0,0)) + Ly (0), Ly () = =15 = 2L+ 2y 4 2
Fia(z,9.2) = (2 = 9(0,9)) + hLa, (8), Ln(0) = o+ 54 2 = 20 42
Fua(o,9.2) = 32 = 9(0.0) + h(Las(@). Ly (@) = 75 + 5+ 5 = 2528 4 5
Fir(w,9,2) = 1=~ 9(0,9)) + h(Ley(2), L)) = =0 = 2L 4 24 TV 3
Fale.9,2) = 32— 9(0.)) 4 MLan(0): L) = 5 — 4 5+ 220 43
Fas(a,y,2) = 3z = 9(2,9) + by (), Ly ) = o Vg 2520, 3
Fiu(@,9,2) = 3z~ 9(,0)) + WLy (0), L)) = 5~ 24 24 22042
Fin(,9,2) = 7(= = 9(2,)) + h(Ley(2), Ln(y)) = =5 = 2 2422 4 2
Fis(@,9,2) = 3= — 9(,9)) + (e (2), Ly ) = —5 4+ L4 2 - B 2

olur. Her (4,7) € {1,2,3} x {1,2,3} igin wy;(z,y,2) = (Ls,, Ly,, Fy;) seklinde ifade
edilir. Dolayisiyla

winle,y,2) = (5.4 —5 = ¥+ 5+ oy +3)
wia(r,y,2) = (5, 5" 5 H 5+ 5 - S5+ D)
wia(r,y,2) = (5,40 5 + 5+ 5 - B+ D)
walz,y,z) = (5555, - F i+ +3)
wnale,y,2) = (55505 - Y Hi D)
waa(wy,2) = (555, 150, 5 + 4§ - 5+ )
wai(w,y,2) = (550,85 =+ 5+ 3+ )
waa(,y2) = (0550 —f = F 4 D)
waa(w,y,2) = (50,50~ + Y5 -G+ D)

olarak bulunur. Béylece
{[0,3] x [0, 3] x R;wy1, wia, w13, a1, Wan, W3, W31, W3a, W33}

yinelemeli fonksiyon sistemi elde edilmis olur. Bu YFS'ne karsilik gelen bilineer

fraktal interpolasyon yiizeyi agagida verilmigtir (bkz. Sekil 4.10).
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Sekil 4.10. Veri kiimesi 6’ya kargilik gelen bilineer fraktal interpolasyon yiizeyi

Ornek 4.3.2.

Veri kiimesi 7
“lol2l4]6
y
0 lol2l1]2
o |al3]1]2
4 lolol2]o0
6 |2)1]4]2

veri kiimesini ele alalim. 7 = 0,1,2,3 ve j = 0, 1,2, 3 i¢in s;; diisey 6l¢lim ¢arpanlar:

olmak iizere s;; = 0 ve

»n

I
Rl Bl i Bo
i Bl i o
N ST Y N

= Bl i s

durumlar i¢in Veri kiimesi 7’ye karsilik gelen fraktal interpolasyon yiizeylerini
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belirleyelim. Segilen verilere gore;

g(z,y) = 32+ 5y — 52y ;

Ly, () %

LxQ(ZL') 123—9@

ng(l’) 12;I

Lyl(@/):%

Ly, (y) = 272

Ly:a(y)—ugﬂ
(
x+2y—3ny 0<ze<2vel<y<?2
—x—2y—§+8 0<zr<2ve2<y<4
r4y——4 0<x<2ved<y<6
—5+ty—4+3 2<zr<4ve(<y<?2

hz,y) = 32— Z4ay+12 ;2<4<1ve2<y<4

%—2 2<zr<4ved<y<o6
1 d<zr<6vel<y<?2
20+ % -3 _8 4<zr<6ve2<y<d4
—x+y+2 4<x<6ved<y<6

\

olur. h ve g bilineer fonksiyonlarin grafigi Sekil 4.11 ve Sekil 4.12’de gosterilmistir.
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Sekil 4.11. h fonksiyonun grafigi

Sekil 4.12. g fonksiyonun grafigi

sij = 01ise her i =0,1,2,3 ve her j =0, 1,2, 3 i¢in s(z,y) = 0 olur. Dolayisiyla

o8



Fiu(e,y,2)= -+ = — —

33 12
F12(x,y,z):8§y_%
F13($,y,z):%_%
F21($>y72)_%+%:cy+1
Fy(z,y, 2) _g_%_%‘F?
F23("”,?/72)=—§+%—%+2
F31($7%Z)=%+1
Fs(x,y, 2) _g_%+%
Fia(a,y,2) = =5 + 5 +2

3 36 36
12—2 12—y 2« vy xy
w22(l’,y72’): 3 ) 3 7_5_6_?'}_2)
12—z 124y 2y 2y
w23($,y72): 3 3 7§+§ %"‘2

w32($,y,2) =

12+2 12+ T
w33<x7y72) = < 3 3 3 y7_§+§+2)

olarak bulunur. s;; = 0 (Sekil 4.13) i¢in alman veri kiimesine karsilik gelen fraktal

interpolasyon yiizeyi Sekil 4.14’te verilmistir.
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Sekil 4.13. s;; = 0 iken s fonksiyonun grafigi

ekil 4.14. s;; = 0 iken Veri kiimesi 7’ye kargilik gelen bilineer fraktal interpolasyon
yizeyi
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s;; = S olsun.

s(x,y) =

Bu durumda,

6~ 15 T 2TV T 5 0< 2 <2vel0<y<2
R 0<z<2ve2<y<i4
Uz g 8w B T )<y <2ved<y<6
243yl 2<r<4ve(0<y<2
—z ¥4 3 19 2<4<lve2<y<d4
32_(3)5""%_%35?1 = 2<x<4ved<y<6
—z_ 44243 4<x<6ve0<y<2
_%_%+%+% d<r<6ve2<y<A4
Ki)_oijw_oy_%xy_% 4<r<6ved<y<6

elde edilir ve dolaysiyla Fj; fonksiyonlar: da asagidaki sekilde bulunur.

Fh($7y,2)

Fiao(z,y,2) =

fﬂ3($,yaz)::

le(:z:,y, Z) =

Foyo(x,y,2) =
F23($7ya Z) =
_l’_

F3i(x,y,2) =

11

x
60

1
170

EIN NS DTN SN DR 1
—y+ —2+ =2+ —+ —xy+ —2x2 — —Y=z
607 "20° T 90" To0 20" " 125 307
riy — nyQ + nyz — LnyQ
170 130 3240
3 .81 9 1, 1 1 1 1
——+ —=y+ —z2+ —x°+ —+ —axy — —x2 — —Y2
20" 7607 20" T 90" To0 T 50" T 3077 307
13

2160" Y~ 2160"Y T 80"Y* T 440" Y
3 9

11 7 1
20"

3O$Z

1

60 20 90 90 360 30
2160
1

1, 1
+—y+ —z+ "+ —+ vy —
13 , 13 , 1 1,
Y= 9160"Y T s0™F T T Y
FRVRNE JE S 1 1
T T TRt T Tt T " T Y”
1 1 1 1

2y2

47 1 1

Y 180"t 120"V T o160”
17 7 1, 1
s L

607 T20° T 180" " 120 T 3607 " 60™° T 60?Y°
23 1 1

/e 2 i - 2 2
Y~ 50000"Y T 200"V T 300" Y
BT, 1] 1
——r+ =Y+ -2+ —2"+ —= — —xy — —=x
25 YT 180" "5 907! T 60
Aarz +—ZE2+L$ z+Lx22
50000 Y " 50000"Y T 25007Y° " 6ago” Y
2 108 1, 1] 1
25 T YT T T T w0 T ™t
riy — Lx T Lx z+
Y7 5160™Y T 720™Y

20"
93
—X

50000

2

1
z—l—Eyz

1
207*

2y2

12060
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9 17 7 2 1 4 1 1
———|——a:y—|——xz—|—4—0yz

2 O SN .
»(7,9,2) 20" 607 20" T Y TR0 15 10
2407 " 240" T 720" T 12060" Y

P ) 0 18 T2, 2, T 1
e , ) = — —T — —— —Z — —X -— —X —XIz —Yz
3\ Y 207 7607 " 20° " 257 T a25Y T 500" T 10 107

LA, AL, 1,

— ——ay’ — —rYyz — ———=

2160° Y " 216077 " 90" T 1620" Y

Bu fonksiyonlar: kullanarak istenilen YFS elde edilir. s = S (Sekil 4.15) i¢in bu

YFS'ne iligkin aranilan bilineer fraktal interpolasyon yiizeyi elde edilir (bkz. Sekil

4.16).

Sekil 4.15. s;; = S iken s fonksiyonun grafigi
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Sekil 4.16. s;; = S iken Veri kiimesi 7’ye karsilik gelen bilineer fraktal interpolasyon
yiizeyi

4.4. Fraktal interpolasyon Yiizeylerin Fraktal Boyutu

Onceki boliimlerde dikdértgensel bir latis iizerinde fraktal interpolasyon yiizeyleri
olugturmak i¢in ¢esitli metotlar incelendi. Dogal olarak bu yiizeylerin boyutunun
ne olabilecegini sormamiz gerekir. Dolayisiyla bu boliimde, olugturulan yiizeylerin
boyutlariyla iligkin literatiirdeki bazi sonuclar 6zetlenmistir.

Dalla tarafindan inga edilen iki degigkenli fraktal interpolasyon fonksiyonlarini ele
alalim. 2012 yilinda yapilan [4] ¢aligmasinda bu tiir fonksiyonlarin grafiginin boyutu
asagidaki sekilde verilmektedir:

D = {(z,y;,2;;) :i=0,1,...,n;5 =0,1,...,m} verilen bir veri kiimesi olmak
tizere, D kiimesine iliskin {[zo, z,] X [yo, Ym] X Ryw;; : i =1,...,n;5 =1,...,m}

atraktorii G olan yinelemeli fonksiyon sistemi olsun. Bu YFS’nin atraktorii olan G,

f : [ll'o,ﬂ?n] X [y07ym] —- R

fonksiyonun grafigi olur ve G’ye fraktal interpolasyon yiizeyi denir. s;; aliman veri
kiimesine kargilik gelen diigey 6l¢iim ¢arpanlari olmak iizere G'nin Minkowski boyutu

asagidaki sekilde bulunabilir.
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n

A=) syl
=1

=1 j=1

olmak fizere,

1+4+log, A , eger A >n

boy(G) = {

2 , diger durumlarda

olarak bulunur (Ayrintih bilgi igin bkz. [4]).

Ornek 4.4.1. Ornek 4.1.1’deki Veri Kiimesi 1’i ele alahm. verilen Sij =

: 9
)\IX:Z:|5¢J'|:;l

i=1 j=1

olur. Dolasyila A < 3 oldugundan boy(G) = 2'dir (bkz. Sekil 4.1).

Sij = % aliirsa

A= 203 hl=

=1 j5=1

olup A > 3 dir. Dolayisiyla
9
boy(G) =1+1log, A =1+log, <§> ~ 2,3690

olarak bulunur (Sekil 4.17).
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Sekil 4.17. s;; = % iken Veri Kiimesi 1’e kargilik gelen fraktal interpolasyon yiizeyi.
boy(G) =~ 2,3690

Son boliimde etraflica ele aldigimiz bilineer fraktal interpolasyon yiizeylerin Min-

kowski boyutu agagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 4.4.1. n = m olmak iizere f fonksiyonu, Boliim 4.5’te tanimlanan bilineer
fraktal interpolasyon fonksiyonu verilsin. f fonksiyonuna karsilik gelen fraktal inter-
polasyon yiizeyi G olsun. s;; diisey 6l¢lim carpanlar sabit iken her ¢, 7 =1,2,--- |n
i¢in
Z ‘S (sz (mo) 7Lyj (yo))l = Z {S (sz (32‘0) ) Lyj (yn))‘
i,j 1]
= Z |S (Lmi (7n) vLyj (yO))‘
.3
= Z {5 (La:i (Tn) 7Lyj (yn))|
0,3
sartlarin saglansin. Bu durumda V (z,y) € [zo, z,] X [z0, ] i¢in

D [s (L), L, ()] = A
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olacak gekilde A sayisi vardir. Eger A > n ve {(x;,y;,2;;)} interpolasyon noktalar

kolineer degilse, bu durumda

log A\
boy(G) =1+ o8
logn
dir. Diger durumlarda
boy(G) =2

olarak bulunur (kanit ve ayrintil bilgi i¢in bkz. [9]).

Ornek 4.4.2. Yukarida verilmis olan Veri Kiimesi 6’y1 ele alalm. ,j = 0,1,2,3
olmak s;; = }l i¢in

A= s (Le(@), L, )]

1
4
olur. Dolayisiyla A > 3 olup
log A\ log 4
boy(G) =1 =1
oy(G) - logn * log 3
~ 2,2618

olarak bulunur (bkz. Sekil 4.10).

Ornek 4.4.3. Simdi Veri Kiimesi 7’yi cle almsimn. si; = 0 segilirse A = 0 < 3 olur.
Dolaysiya ilgili teorem geregi s;; = 0 iken Veri Kiimesi 7’ye karsilik gelen bilineer

fraktal interpolasyon yiizeyinin boyutu 2'dir (bkz. Sekil 4.14).
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