A1CE ¢
o° 4’/1,

/6‘5_“933

N

2006

T.C.
DUZCE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

FREDHOLM iNTEGRAL DENKLEMININ COZUMU ICIN
YAKLASIK YONTEMLER

EBRU GEZO

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
PROF. DR. ILHAME AMIRALI

DUZCE, 2021



T.C.
DUZCE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMININ COZUMU iCIN
YAKLASIK YONTEMLER

Ebru GEZO tarafindan hazirlanan tez calismasi asagidaki jiiri tarafindan Diizce

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiit Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK LiSANS
TEZI olarak kabul edilmistir.
Tez Danismam

Prof. Dr. ilhame AMIRALI

Diizce Universitesi

Jiiri Uyeleri

Prof. Dr. [lhame AMIRALI
Diizce Universitesi

Dog. Dr. Mustata KUDU
Erzincan Binali Yildirim Universitesi

Dr. Ogr. Uyesi Nejla OZMEN
Diizce Universitesi

Tez Savunma Tarihi: 19/01/2021



BEYAN

Bu tez ¢alismasinin kendi ¢alismam oldugu, tezin planlanmasindan yazimina kadar biitiin
asamalarda etik dis1 davranisimin olmadigi, bu tezdeki biitiin bilgileri akademik ve etik
kurallar i¢inde elde ettigimi, bu tez ¢alismasiyla elde edilmeyen biitiin bilgi ve yorumlara
kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklar1 da kaynaklar listesine aldigimi, yine bu tezin
calisilmas1 ve yazimi sirasinda patent ve telif haklarini ihlal edici bir davranisimin

olmadigini beyan ederim.

19 Ocak 2021

Ebru Gezo



TESEKKUR

Yiiksek lisans Ogrenimim ve bu tezin hazirlanmasi siirecinde gosterdigi destek ve
yardimindan dolay1 ¢ok degerli hocam, tez danigmanim Prof. Dr. Ilhame Amirali’ye en

icten dileklerimle tesekkiir ederim.

Tez ¢alismam siiresince desteklerini esirgemeyen ve her zaman yanimda olan sevgili

aileme sonsuz tesekkiir ederim.

19 Ocak 2021 Ebru Gezo



ICINDEKILER

Sayfa No
CIZELGE LISTESI cuuueeeeeererereeerenereenessenesesesesesesesessssssesesessssssssssasssasanes vii
SIMGELRER .....ueeeeenerenerereneresesnssssesesesesesssssssssssesssssssssssssssssssesssssessaes viii
OZET ..uoeererrreeeeeesesesesssesssssessssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssseses ix
ABSTRACT ...aeeeeeeeecceeeeeneeeeeseessesssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssss X
L. GIRIS e veverrerieceieeeennenesesesesesesesssssesssssssesessssasssssssssssssssssssssasassssssssssns 1
2. GENEL BILGILER ... ueeeeeeieererenesenesesesesessssssssesesessssssssssasssssses 2
2.1. INTEGRAL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMAST ........cceceveveerercverenens 2
2.1.1. Volterra ve Fredholm Integral DenKIemleri.........ccoeoveuerenrererererensaeseaesenens 2
2.1.2. Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler 2
2.1.3. Tekil ve Tekil Olmayan Lineer iptegral Denklemler 3
2.1.4. Homojen ve Homojen Olmayan Integral Denklemler ..............ccccueeueeenen. 3
2.2. CEKIRDEK TURLERI.......cucvoverrrrrrrrennrsssssssssssssenans 3
2.2.1. SaDit CeKIrdek .....ceeeeeeeeieeeenrrcnnneenieccccsssssnaasseecccsssssssnsssssesessssssossasssssesssssssssas 3
2.2.2. Dejenere (Ayrilabilir) CeKirdekK.........cccovvvericssvsnniccsisnnnncssssnnnecsssnssscssnsssees 3
2.2.3. SIMELriK CeKITdekK .....ccceeerrrrrrnrneereecccssssssnnnaseeeccscssssssnsasssescsssssssssasssssessssssssnns 4
2.2.4. itere (Ardisik) Cekirdek 4
2.3. POLINOM SISTEMLERI ......ucucueeirirerenencrerenssenssesesssssessssssssssesesssssssssessssssens 4
2.3.1. Legendre POlINOMU .....ccccuericeccvnniecsisnricsssssnsecssssnssssssssassessssssssssssssssssssssssssses 4
2.3.2. Chebyshev PoliNOMU ........uuiieicueicisnnicssnnicssnncssnncssseessasnossssncsssssssssssssssssassens 5
2.4, L2 FONKSIYONU ..uuurrceircrrrenesesesesssesesessssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssesssssssess 5
2.5. KARAKTERISTIK SAYILAR VE OZFONKSIYONLAR.......cccevevererererenenes 6
2.6. LINEER DENKLEM SISTEMIi 6
2.7. PICARD ITERASYON YONTEMI .courrriusssssrrrissssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 6
2.8. CAUCHY-SCHWARZ ESITSIZLIGI .uucuouerreerererreenceerenneenesesesesesesesesesens 7
2.9. NEUMANN SERIST...uoovoviierererererererererssesesesssssesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 7
3. KARAKTERISTIK SAYILARI BULMAK iCiN YAKLASIK
YONTEMLER.. .. oerreceeerennecceereeeecccesssssssccssssssscssssssssssssssssssssssssssssssss 10
3.1. KELLOGG YONTEMI....cuuuuueuirerieerererernnesenesesessssesessssssssssessssssssssssesssssssssens 10
3.2. IZLER YONTEMI...uuucuceeeceeeceenenenenenenesenenesesesesssesesesssesssssessssssssssssssssssssssssssaes 17



3.3. RITZ YONTEMI ...ouuoeceereerereeeneresnesesssesessssessssssssssssssssesssssessssasssssessssesssssesens 22
4. FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMU ICIN

YAKLASIK YONTEMLER .....ouineeeereieeeneaeesessssssssessssssssssssssssassssses 26
4.1. ARDISIK YAKLASIMLAR YONTEMI.....cviererieercrenenesensesessssesessessssssesens 26
4.1.1. Ardisik Yaklasimlar Yontemi Yakinsama Kosulu 28

4.2. BUBNOV-GALERKIN YONTEMI .....ccocevrerererererreeresnsesssssesesssssssesessssssssasens 33
4.3. CEKIRDEGIN YERINE DEJENERE BiR CEKiRDEK ALINMASI. ........ 44
5. SONUC VE ONERILER.......uoouerererrreeeresesesesesesesessssssssssssssssssesens 49
0. KAYNALKLAR....eeeeccceeeeeeeeeesesesesscccsesssssssssssssssscsssssssssssssssssssssssssans 50

OZGECMIS caereeererercncnesesssesesssesssssssssesesssesssssessssssssssssssssssssssssssssssesens 52



CIZELGE LIiSTESI

Sayfa No
Cizelge 3.1. Kellog yontemi ile bulunan 6zdegerler. ..........cocoevievciienieniiinieeieeieeee, 14
Cizelge 3.2. Kellogg yontemi ile bulunan 6zdegerler. .........ccooveeviiiieiiieiciieeciee e 17
Cizelge 3.3. Birinci ve ikinci en kiigiik 6zdegerler...........cccoeviieiiiniieiiiiiiiiieieeee 21
Cizelge 4.1. Polinom sistemlerin ¢oziimiiniin bulunmast............ccccceeeeveeiniieenieeenieens 43
Cizelge 4.2. Fredholm integral denklemlerin ¢OZUMU.........c.eeoeeruieviirieneiiiierieeee 44

vil



SIMGELER

Katsayilar determinanti
Integraldenkleminin ¢ekirdek fonksiyonu

n. mertebeden ardisik ¢ekirdek

Diizgiin integral operatorii

Karesi integrallenebilir fonksiyonlarin sinifi
Coziicii gekirdek

Parametre

Integral sembolii

viil



OZET

FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMININ COZUMU IiCIN YAKLASIK
YONTEMLER

Ebru GEZO
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. ilhame AMIRALI
Ocak 2021, 51 sayfa

Bu ¢alismada Fredholm integral denkleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in Bubnov-Galerkin,
dejenere ¢ekirdek ve ardisik yaklasimlar yontemleri incelendi. K(x,t) ¢ekirdeginin
karakteristik sayisinin yaklasik degerinin bulunmasi igin Ritz, Izler ve Kellogg
yontemleri kullanildi. Son olarak, ele aliman her bir yontem ig¢in niimerik ¢dziimlerin
teorik sonuglar1 dogruladig: gozlemlenmistir.

Anahtar sozciikler: Dejenere ¢ekirdek, Fredholm integral denklemi, Karakteristik
sayilar.
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ABSTRACT

APPROXIMATE METHODS FOR THE SOLUTiION OF THE FREDHOLM
INTEGRAL EQUATION

Ebru GEZO
Diizce Universty
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematic
Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. ilhame AMIRALI
January 2021, 51 pages

In this study, for the approximate solution of the Fredholm integral equation, Bubnov-
Galerkin method, Degenerate Kernel method and successive approximation method were
examined. Ritz, Traces and Kellogg methods were used to find the approximate value of
the eigenvalue of K (x, t) kernel. Finally, it has been observed that numerical solutions
confirm the theoretical results for each method.

Keywords: Degenerate kernel, Fredholm integral equations, Characteristic numbers.



1. GIRIS

Uygulamali bilimlerde integral denklemler, integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonu
igeren denklemlerdir. integral denklemler matematigin, modern bilimin ve miihendisligin
temelini olusturan kavramlardir [12]. [17], [19] ve [20] de bilim ve miihendislikte sik¢a

kullanilan integral denklem kavrami ele alinmistir.

19. yy’da integral denklemler ile ilgili ¢alismalar baglamistir. 1823 yilinda Abel, 1888’de
de Reymond integral denklemler ile ilgili ¢alismalar yapmigslardir. [1]’de integral
denklemde simetrik c¢ekirdek kavrami, Fredholm integral denklemlerin yaklasim
yontemleri ve Fredholm teoremini ele almistir. [2], [3] ve [11]’de lineer ve lineer olmayan
integral denklemlerin yaklasik yontemleri tizerine ¢alisilmistir. [4]’de Fredholm integral
denklemleri, dejenere cekirdek ve polinom sistemleri ele alinmistir. [S] ve [6] nolu
calismalarda Fredholm ve Volterra integral denklemleri igeren tiirkce kaynaklar
mevcuttur. [ 18] de diferansiyel ve integral denklem cesitleri ve ¢6ziim yontemleri {izerine
calisgilmistir. [15] ve [21]-[23]’de Volterra ve Fredholm integral denklemleri {izerine
caligmalar yapilmistir. [14]’de integral denklemlerin tekil ¢oziimii ele alinmistir. [16] ve
[7]-[10]’da integral denklemlerin sinir deger problemleri ve yaklasik yontemleriyle ilgili
calismalar yapilmistir. isvegli matematikci Erik Ivar Fredholm’in integral denklemler
lizerine ¢alismalari sayesinde Fredholm integral denklemleri olarak bilinen denklemlerin

¢Ozlimlerinin bulunmasi i¢in yontemler gelistirilmistir.

Bizim calismamizda Fredholm integral denklemlerin niimerik ¢6ziimleri i¢in yaklasik

yontemler {izerinde incelemeler yapildi ve her bir yontemi aciklayan drnekler ¢oziildii.

Birinci boliimde giris yer almaktadir. Ikinci boliimde konunun daha iyi anlasiimasi i¢in
gerekli tanimlar verilmistir. Ugiincii bélimde K(x,t) ¢ekirdeginin karakteristik
sayilarmin bulunmasi i¢in Ritz, izler ve Kellogg ydntemleri ele alind1 ve sayisal drnekler
¢oziildi. Dordiincii boliimde ikinci tip Fredholm integral denklemi i¢in Bubnov-Galerkin
yontemi, dejenere ¢ekirdek yontemi ve ardisik yaklagimlar yontemi kullanilarak ayrintili
cOzlimler yapilmistir. Besinci boliimde elde edilen sonuglar ve oneriler bulunmaktadir.

Altinc1 boliimde ise tez de calismamiz i¢in yararlanilan kaynaklar verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER
Bu boliimde tezde kullanilan tanimlar verilmektedir.

2.1. INTEGRAL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

2.1.1. Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri

A sayisal bir parametre, f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyonlar, h(x) ise bilinmeyen bir

fonksiyon olmak tizere

h(x) = F(x) + 2 f K (x, )h(t)de 2.1)

denklemine /1. tip lineer Volterra Integral Denklemi denir.

b
h(x) = F(x) + A j K (x, Dh(D)dt (2.2)
denklemine /7. tip lineer Fredholm Integral Denklemi denir [5].

2.1.2. Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler

A bir parametre olsun. h(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,

X

h(x) = f£(x) + j K (x, )h(t)de 2.3)

a

seklindeki integral denkleme /ineer integral denklem denir.

X

h(x) = f(x) + f K(x,t)h™(t)dt (2.4)

a

integral denkleminde h(x) bilinmeyen fonksiyonun n.kuvveti bulundugundan bu

denkleme /ineer olmayan integral denklem denir [6], [22].



2.1.3. Tekil ve Tekil Olmayan Lineer integral Denklemler

K (x,t) gekirdek fonksiyonu a < x < b, a < x < b igin siirekli ve f(x) fonksiyonu da
[a, b]” de stirekli ise

b

h(x) = f(x) + f K(x,t)h(t)dt (2.5)

a

denklemine tekil (singiiler) olmayan denklem, K (x,t)’ nin verilen kare bolgede siirekli
olmamas1 halinde ise (2.5) denklemine tekil (singiiler) denklem denir. Integral
denklemlerin tekil olup olmadiklar1 smirlarina bakilarak sdylenebilir. Integralin

sinirlarindan en az biri sonsuz ise denklem tekil denklemdir.

2.1.4. Homojen ve Homojen Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemlerinin bir simiflandirilmasi da homojen olup olmadigma gére yapilir.
(2.5) integral denkleminde f(x) = 0 ise homojen integral denklem, f(x) # 0 ise

homojen olmayan integral denklem denir.

2.2. CEKIRDEK TURLERI

A sayisal bir parametre (2.2) integral denkleminde K (x, t) ¢ekirdek fonksiyonunun lineer
x, t degiskenleri [a, b] araliginda tanimli ve siirekli olsunlar. Sabit, Dejenere, Simetrik ve

Itere (ardisik) Cekirdek tanimlar1 asagidaki sekildedir.

2.2.1. Sabit Cekirdek

¢ sabit bir say1 olmak iizere, K(x,t) = c igin (2.2) denklemi
b
h(x) = () + Ac j h(e)dt (2.6)
a

seklinde alir. Bu durumda K (x, t) ¢ekirdegine Sabit Cekirdek denir [24].

2.2.2. Dejenere (Ayrilabilir) Cekirdek

(2.2) integral denkleminde K (x, t) ¢ekirdegi asagidaki sekilde verilsin:



n 2.7)
K@ = ) 10y,

=1

Burada
n b
hG) = £GO + 2 [ nGy @R, 2.8)
i=1q
n b
h(x) = f(x) +/12ri(x) f yi(Oh(D)dt 2.9)

olur. (2.7) ¢ekirdegine Dejenere (Ayrilabilir) Cekirdek denir.

2.2.3. Simetrik Cekirdek

(2.2) integral denkleminde K(x,t) cekirdegi, K(x,t) = K(t, x) esitligini sagliyorsa,
K (x, t) ¢ekirdegine Simetrik Cekirdek denir.

2.2.4. itere (Ardisik) Cekirdek

K (x,t) ¢ekirdek fonksiyonu n ve m pozitif tamsayilar olmak tizere

b
Knemy(x, t) = f K, (x,2)K,,(z,t)dz (2.10)
veya
b
K, (x,t) = f K, (x,z)K,,_,(z,t)dz (2.11)

a

seklinde tanimlanan ifadeye itere (ardisik) ¢ekirdek denir.

2.3. POLINOM SiSTEMLERI
Burada Legendre ve Chebyshev polinom sistemleri agiklandi.

2.3.1. Legendre Polinomu

n

— (v2 _
e &~ D" (2.12)

P, x) =
seklinde tanimlanan polinoma Legendre Polinomu denir [24].
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2.3.2. Chebyshev Polinomu

T,(x) = cos(ncos™1x),n=10,1,2,3 ... (2.13)

seklinde taniml1 polinoma Chebyshev Polinomu denir.

2.4. L, FONKSIYONU

b
fvuww<m (2.14)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna L, fonksiyonu denir [1], [12].
Ozellik 2.1: L,(a, b) uzayinda norm

1/2

b
Il = | [1rGorax @.15)

seklinde tanimlanir.

Ozellik 2.2: (Ly, || |I) uzay1 normlanmus bir uzaydir. x = (x4, x5, ..., X,,) € L, igin

x|l = <Z|xi|2> (2.16)
i=1

seklindedir.

Ozellik 2.3: f(x) ve g(x) iki fonksiyon olmak iizere L, uzayinda i¢ ¢arpim

b
(ﬁw=ff@M&Mx 2.17)

seklinde tanimlanir.

Ozellik 2.4: Miskowski esitsizligi L, uzayinda gegerlidir. x = (x4, X5, ..., X,) ve y =

(y1, Y2, -, V) vektorii i¢in asagidaki tiggen esitsizligi saglanir:

lx + yll, < llxllz + [lyll2, (2.18)
oo 1/2 00 % 00 %
(leﬁyilz) S <Z|xi|2) + <Z|Yi|2> . (2.19)
i=1 i=1 i=1



2.5. KARAKTERISTIK SAYILAR VE OZFONKSIYONLAR

b
h(x) = A f K (x, )h(t)dt (2.20)

a

integral denkleminde A (1 # 0) degerlerine (2.21) denkleminin Karakteristik Sayilart
(Ozdegerleri) denir. (2.21) denklemini saglayan A degerlerine karsilik gelen

fonksiyonlara da Ozfonksiyon (6zvektor) denir.

2.6. LINEER DENKLEM SISTEMI
Bir lineer (dogrusal) denklem i¢in a4, a,,..., a,, b reel sayiar, x;, x,,..., X, ise
degiskenler ve denklemin bilinmeyenleri olmak tizere

a1xq1 + azx, + -+ apx, =b (2.21)

bigimindeki denklemlerdir.

2.7. PICARD ITERASYON YONTEMI

g (x, h) fonksiyonu (xg, hy) noktasinin bir komsulugunda tanimli ve siirekli bir

fonksiyon olmak tizere

h” = g(xr h)7 h’ = % (222)

diferansiyel denkleminin h(x,) = h, baslangi¢ kosulu olsun. Baslangi¢ kosuluna dikkat

ederek (2.22) ifadesini x, dan x’e kadar integral alinsin

fdh = jg(x, h)dx, h(x) — h(xy) = jg(x, h)dx, (2.23)
h = hy+ fg(x, h)dx. (2.24)

h = h, baslangic noktasi (2.24) de yerine yazilirsa yaklasimin birinci adimi



X

X0

olur. Buradan elde edilen h; degerini (2.24) de yerine yazilirsa yaklasimin ikinci adimi

X

hz = h’O + j-g(x, hl)dx (226)
X0
olur. Devam edildiginde
x
h3 = h’O + jg(x, hz)dx, (227)
Xo
x
h, = hy + fg(x, h,_,)dx (2.28)
Xo

elde edilir. (2.22) formunda olan bir diferansiyel denklemin ¢oziimiinde kullanilir.

2.8. CAUCHY-SCHWARZ ESITSIZLiGi

R™ ya da C™ 6klit uzayina ait her x = (x4, X5, ..., X,) ve her y = (y4,¥5, ..., V) vektorii

i¢cin asagidaki esitsizlik saglanir:

n n % n
> bl < <Z|xi|2> <Z|yi|2)
i=1 i=1 i=1

1
2

(2.29)

2.9. NEUMANN SERIiSi

(2.2) Fredholm integral denklemi ele alalim. h(x) i¢in ilk yaklagim olarak

f(x) = ho(x) (2.30)

kabul edelim ve (2.2) denkleminde h(x) = h;(x) yazilsin



b
hy(x) = ho + A f K(x, )ho(t)dt.

Bu esitlikte f(t) = hy(t) yerine yazilirsa

b
hy(x) = f(x) + A j K(x, ) f(t)dt

olur. (2.32) de t yerine t; yazilirsa

b
hy(X) = £() + A f K(x, ) f (t)des

olur. Ayni sekilde h,(x) ifadesi

b
hy(x) = F(x) + A j K Cx, ©)hy (D).

(2.34) de hy(t) esitligi yazilirsa

b b
ho(x) = f(x) + lf K(x,t) (f(t) + lj K, tl)f(tl)dt1> dt,

b

b b
hy(x) = f(x) +AfK(x, t)f(t)dt + A2 ffK(x, K (t, t,)f(t)dt,dt

olur. itere ¢ekirdek tanimimdan

b
K,(x, t)) = fK(x, t)K(t, ty)dt

olur. (2.36) diizenlenirse

b b
ha(x) = F(x) + 2 f K(x, O (6)dt + 22 f Ky (x, e) f(t)dts,

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)



b b

b

h,(x) = f(x) +/1fK(x, t)f(t)dt+/12fK2(x, t)f(t)dt+---+/1"f1(n(x, t)f(t)dt

a a

elde edilir. h, (x) fonksiyonun limiti alindiginda h(x) fonksiyonuna

h(x) = lim by ()

olur. Bu durumda
b

flx) + AfK(x, t)f (t)dt

k) = fm

a

b b
+/12]Kz(x,t)f(t)dt+---+,1"fl<n(x,t)f(t)dt‘,

[} b
h(x) = f(x) + 2/1" f K, (x, ) f ()dt

olur. (2.41) ifadesine Neumann serisi denir [15].

a

(2.39)

(2.40)

(2.41)



3. KARAKTERISTIK SAYILARI BULMAK iCiN YAKLASIK
YONTEMLER

3.1. KELLOGG YONTEMIi

K(x,t), simetrik ve pozitif bir gekirdektir (a < x,t < b). vy(x) € L,(a,b), vy(x)

fonksiyonu yardimiyla bir dizi islev olusturalim:

b

vy (x) = f K(x, ) vy (8)dt, (3.1)
b

vy (x) = f K(x, £) vy (£)dt, (3.2)
b

v, (x) = fK(x, t) v,_,(t)dt. (3.3)

a

(3.3) denklemi icin agagidaki ifadeyi ele alalim:
{”vn—ln} (3.4)
lvall )

vl = /fflvn(x)lwx,uvn_m = /ff|vn_1<x>|2dx.

K(x,t) simetrik ¢ekirdeginin h,(x), h,(x), h3(x) ... h,(x) ortogonal 6zfonksiyonlar

Burada

olarak adlandirilsin. Bu fonksiyonlara denk gelen 6z degerleri ; < A, < A3 < -+ < A,

K(x,t)hy(x) = A1hy(x), (3.5)
K(x,t)hy(x) = A;hy(x), (3.6)
K (2, ) () = Ah () (3.7)

seklindedir. Burada vy(x) fonksiyonunu h;(x), h,(x), ..., h;_1(x) fonksiyonlarina

ortogonal alalim:

10



b b b b

fho(x)vo(x)dx+fhl(x)vo(x)dx+fhz(x)vo(x)dx ...fhk_l(x)vo(x)dx =0,

a a a a

b
fhk(x)vo(x)dx +0 (3.8)

a

olsun. Bu kosullar altinda (3.4)’nin limit degeri 4, 6zdegerine esit olur.

=)
"ol (3.9)

dizisi (3.4) ifadesinin limitine sahiptir.

{vn (x)} (3.10)

llvnll

fonksiyon dizisi A;, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlarin dogrusal bir birlesimine

yakinsar. h, (x) ve vy(x) ortogonal olmasin:

f By (0)vy (x)dx: # 0. (3.11)
(3.4) ve (3.9)’ den en kiiciik 6zdegerler i¢cin asagidaki iki yaklagim formiilii elde
edilir:
vl (3.12)
P ol
1
I ' (3.13)
vl

(3.12) formiilii A; igin bir Ust sinir1 verir. K(x,t) simetrik ¢ekirdegi pozitif tanimli

Ao = min { ‘w—

olur. Uygun sekilde segilmis bir baslangic fonksiyonu vy (x) igin Kellogg yontemi

olmadiginda

Va1l
llvnll

} (3.14)

hesaplamalar agisindan kolaylik saglar [1]- [3], [21].



Ornek 3.1:

K(x,t) =sinxsint,—-n<x,t<m
cekirdegi icin en kiicik Ozdegerini Kellog yontemi yardimiyla
Baslangi¢ i¢in vy (x) = sin x alinirsa
n
v(x) = f sinxsintsintdt =

—TT

T T T
) . _ . ) 1—cos?2t
sinxsin“tdt =sinx | sin“tdt = sinx —
T -1

—TT
s

V3
vy(x) = f sinx v (t) dt = msinx f sin?tdt = n?sinx,

-7 -7

A Vs
_ . - 2 . . 2 — 3 .
v3(x) = jsmxvz(t)dt—n sin x j-sm tdt =’ sinx,
—T -1

s Vs
v,(x) = fsinxvn_l(t) dt =" lsinx fsinz tdt = n"sinx.
-1 —TT

Norm tanimindan

A

lon (Ol = f 2nsin? x dx = 7T log 1 (O] = TV

-1t

olur. Daha sonra (3.12) ifadesinden

bulunur. vy(x) = x alinirsa

s
vi(x) = f sinx tsint dt = 2msin x,

-1t

Vs
v,(x) =27 f sinx sin t sint dt = 2m?sin x,
-1

12

)dt =msinx,

(3.15)

bulalim.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



Vs
v3(x) = 2m? f sinx sint sin t dt = 2n3sinx,
—TT

s
v, (x) = 2n™1 j sinxsintsintdt = 2n"sinx
-1

olur. Norm tanimindan

T
lv, GOl = j (2rnm)2sin? x dx = 2n™Vn, |v, ()|l = 22" n
-

olur. Daha sonra (3.12) ifadesinden

A ~x —m=
VU oopnym om
bulunur. vy(x) = e* alinirsa
Vs
e™ e’
v (x) = fsinxsintetdt = (7_T> sin x,
—TT
s
e™ e e™ e
v(x) = (7—7) fsinxsintsintdt = <7—T)nsinx,
-1
w=(5-%) f nxsintsintde = (5~ ) nt s
vs(x) = 5)® | sinxsintsin =13 ) sinx,
-1

e™ e
sinxsintsintdt = (7 - T) m"sin x

@ = (5

:H":.q

olur. Norm tanimindan

A

v, (|| = f <<§—;) n")z sin2xdx = <§—§) ™,

-1t

13

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)



T

o 3.33
lna(oll = (5 = 5-)mm1vm (3-33)

olur. Daha sonra (3.12) ifadesinden

o IGol 1 (334)
ST

Cizelge 3.1. Kellog yontemi ile bulunan 6zdegerler.!

vy (x) keyfi fonksiyon Kellogg Yontemi
vo(x) = sinx M=1/n
vo(x) =x M =1/
vo(x) = e* M=1/m

Cizelge 3.1 goriildiigii gibi keyfi secilen fonksiyonlar ayni1 6zdegeri vermektedir.
Ornek 3.2:

K(x,t)=xt,0<x,t<1 (3.35)
cekirdegi i¢in en kiiglik 6zdegerini Kellog yontemi yardimiyla bulalim.

Baslangig i¢in vy (x) = x alinirsa

1 1
X
v, = jK(x, vy (t)dt = jxtzdt =3 (3.36)
0 0
1 1
xt? X
v, = fK(x, v, (t)dt = det =3 (3.37)
0 0
1 1
xt? X
Vg = fK(x, t)v,(t)dt = det =5 (3.38)
0 0
) =
xt? X
v, = fK(x, v,_1(t)dt = f 1 dt = = (3.39)
0 0

ICizelge 3.1 Gocen, Soydan, Tasdemir; Karaelmas Fen Miih. Derg., 2016;6(1):9-15 calismasindan esinlenilmistir.
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olur. Norm tanimindan

1
2

x 1
Il = | [ g =~ lona 0l =

0

olur. Daha sonra (3.12) ifadesinden

V1 (x
R CATCHT I
v, GOl
olur. vy(x) = sinx alinirsa
1 1
v = jK(x, t)vy(t)dt = jxt sintdt = x(—cos1+sinl),
0 0
1 1
x
v, = fK(x, v, (t)dt = fxtz(— cos 1+ sinl)dt =§(— cos1+sin1),
0 0
1 1
X
Vg = jK(x, t)v,(t)dt = jxtz(— cos1+sinl)dt = 5(— cos1l+sin1),
0 0

1

v, = fK(x, tv,_,(t)dt

0

1
xt?(—cos1+sinl) x
= j 3n—2 dt = 377.—1

(—cos1+sinl).
0

Norm tanimindan

1 2
1 _ (—cos1+sinl)
v, (O = f (3n—1x(_ cos 1+ sin 1)) dx = . ,
0

1
1 ] 2 (—cos1+sinl)
[vp—1 (O] = j Iz x(—cos1l+sinl) | dx = —
0

15

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)



olur. Daha sonra (3.12) ifadesinden

_ 3.48
TGO (3.49)
llvy, GOl
olur. vy(x) = e* alinirsa
1 1
v, = fK(x, vy (t)dt = fxtetdt =x, (3.49)
0 0
1 1 1
v, = fK(x, v, (t)dt = fxtzdt =3% (3.50)
0 0
1 1 1
vy = fK(x, v, ()dt = fxtzdt = 5% (3.51)
0 0
) Y 2 1
xt
v = [ Ko Own@de = [ 2yde = (3.5
0 0

Norm tanimindan

1 1
1y 1 1y
InaColl= | (gr5%) dx =gz IonesColl = | (%) ax
0 0
1

_ (3.53)
3n—2\/§
olur. Daha sonra (3.12) ifadesinden
Vp—1(x 3.54
Y 1T, (3.54)
llvn ()]

16



Cizelge 3.2. Kellogg yontemi ile bulunan 6zdegerler.

vy keyfi fonksiyon Kellogg Yontemi
vo(x) = x A =3
vo(x) = sinx A =3
vo(x) = e* A =3

Cizelge 3.2 goriildiigii gibi keyfi secilen fonksiyonlar ayni1 6zdegeri vermektedir.

3.2. iZLER YONTEMIi

K (x,t) ¢ekirdeginin n. izi

b
Adl= fKn(t, t)dt (3.55)

a

formunda alinsin. Burada K,,(x, t) ifadesine n. itere ¢ekirdek denir. Bilinmesi gereken

formtiller:
 hy () (6) (3.56)
Kn(x,t) = Z %
k=1 k
b
1, i=j
= 3.57
fh(x)h(x)dx {olqt] . (3.57)
a
(3.56), (3.57) ve (3.55) ifadelerinden:
b o b
hk(t)hk(t) O [ e (©hy (£t 358
- Z n ‘ (3.38)
o k=1 k=1 k
i (3.59)
A, = ZA_"’ n=123..
k

bulunur. Oldukea kii¢iik n i¢in bu ifadedeki ana terim %n dir. Bu nedenle
k
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1 1 (3.60)

A2n ~ 2n'A2n+2 ~ one2
/11 /11

seklindedir. En kii¢iik 6zdegeri olan A; ve oldukca biiyiik n degeri i¢in

A2n

A2n+2

|21 = (3.61)

yaklagim formiilii gegerlidir. (3.61) formiilii |[A,| ‘in degerini ¢ok daha biiyiik elde eder.

Ikinci karakteristik degeri hesaplamak i¢in yaklasim formiilleri

1
1 B 1 2 \2n
] % — i,wz—(—) (3.62)
|/11| BZn+2 |/11| BZn

seklindedir. Burada B,,, = A3, — A4,

1
EW' (3.63)
k

k=1 k=1
L\ L
Afm A 3.64
Ban = 1_1L a 1_1L' 64
a3 am
B 1 1
Bon = (Zr—1)2 7 (3.65)
B — 2
2n — (Azlm _ 1)()&71 — 1)' (3.66)
Simetrik ¢ekirdege ait ¢ift mertebeden izler
b b b x
Ayp = ffl(ﬁ(x, t)dtdx = foK,%(x, t)dtdx (3.67)
a a a a
formiilleriyle bulunur [5], [6], [23].
Ornek 3.3:
K(x,t) =x*t2,a=0veb=1 (3.68)

cekirdegi icin birinci ve ikinci karakteristik sayilarini izler yontemiyle bulalim.
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K(x,t) ¢ekirdegi simetriktir. Ardisik cekirdek formiillerinden asagidaki ifadeler elde

edilir:

b 1
x%t?
K0 = [ KenKG.0dy = [ 22yy2edy =2

a 0

b 1
1 x%t?
K3 (x,t) = ]K(x,y)Kz(y,t)dy=§jx yry*tidy = T

a 0

b 1
1
Ko = [ K@y 0,0y = o2 [ x2y2yeeay =
0

a

x%t?

(3.67) formiilindenn =1 ,n =2 ven = 4 igin

11 11 1

X

=ffK12(x,t)dtdx =ffx4 ttdtdx = .f?
00 00 0

1 1 1 1 1
—ffz(z( t)dtd —ffx4t4dtd —fx4d h
- ) fewbatax = | e ttix = | 1o T e

00 00 0

o"“_\

(3.61) formiiliinden

[A1] =

olur. B,, = A%, — A4, formiiliinden

—124

BZZA%_A4:O, B4:A421__A8: 58

olur. (3.62) formiiliinden

42| = =57 =0
58

olur.

19

125°

1 1 1 1
fKZ( tdtd —ffx4t4dtd —fx4d _ 1
DA Z ) ) 125 T T 625 T 5
0 00 0

(3.69)

(3.70)

3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)



Ornek 3.4:

K(x,t) = e*tt (3.78)

cekirdegi i¢in birinci ve ikinci karakteristik sayilarmi Izler yontemiyle bulalim.

K(x,t) ¢ekirdegi simetriktir. Ardisik cekirdek formiillerinden asagidaki ifadeler elde

edilir:
b 1
x+t
K,(x,t) = fK(x, WKy, t)dy = f eXtVeYtidy = T(e2 - 1), (3.79)
a 0
b 1
(e*-1)
K0 = [ KoK, 0dy == [ everrtdy
“ X+t 0 (3.80)
e .
= 4 (92 a3 1)2)
b 1
(e* —1)?
K00 = [ Kooy, 0dy = ——— [ exerridy
a 0
ex+t
=—g (=17 (3.81)
(3.67) formiilindenn =1 ,n =2 ven = 4 igin
11 11 1
p2X+2 _ p2x
A, =]jK12(x, t)dtdx =]je2(x+t) dtdx = dex
00 00 0
et e? 1 (3.82)
=777

(2 —=1)? <e4 e? 1> (3.83)

20



11 11 )
ex+t
Ag =ffo(x, t)dtdx =ff< 5 (e? — 1)3> dtdx
00 00

(3.61) formiiliinden

| 241 ~e oD

olur. B,, = A%, — A4, formiiliinden

B — A A_e4 e? 1 , (e? —1)?
272 4Tl 2 4 4 ’

B4=A2—A8=("’—4—5—1>(1_<62;1>2><e2;1>2

olur. (3.62) formiiliinden A, degeri

] B, 4
27 B (2 -1)F

Cizelge 3.3. Birinci ve ikinci en kiigiik 6zdegerler.

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

[zler Yontemi

K(x,t) Cekirdegi [14] |2;5]
K(x,t) = x*t? |11 = 5 |22] = 0
K(x,t) = e*tt 2 4

|A1] = @-D 22| = e2= 12
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3.3. RiTZ YONTEMIi

K (x, t) simetrik ¢ekirdek olmak tizere

b
h(x) = A f K(x, t)h(t)dt (3.39)

a

Fredholm integral denklemini ele alalim. {v,,(x)}, ilk n tane terimi [a, b] araliginda lineer

bagimsiz fonksiyonlar dizisi olsun ({v, (x)}eL,(a, b)).

h,(x) = c;v1(x) + cov,(x) + -+ + ¢y, (3.90)
() = ) () (3.91)
i=1

seklinde yazilabilir. (3.91) ifadesindeki c; katsayilar1 ||h,|| = 1 kosulunu saglayacak

bicimde segilir. 2. dereceden formun sabit degerleri asagidaki ifadeden bulunur:

n n n
(Kh,, h,) = (KZ c;ivi(x) ,Z civi(x)> = Z K;icic. (3.92)
i=1 i=1 ik
Buradan
n n
Z(cl-, vl = Z dicicp = 1. (3.93)
i=1 i=1
(3.92) ifadesinde
Kix = (Kv;,v,) = (v, Kvg) , dig = (3, v) = (0, v;) (3.94)

esitlikleri verilir. (3.92) ifadesine Lagrange carpanlar1 yontemini kullanilirsa

n (3.95)
o = z (Kikcick — pdigcicy)

Lk=1
elde edilir. u bir Lagrange ¢arpani, c; katsayilarinin degerlerini bulmak i¢in @’ nin ¢;’ye

gore kismi tlirevi alinirsa

n (3.96)
Z{Kik —udyde, =0(i=12,..,m)
k=1
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olur. (3.96) ifadesi cj katsayilari tiiriinden yazilan homojen lineer denklem sistemi olur.

(3.96) lineer denklem sistemi sifirdan farkli bir ¢6ziime sahip ise

Kig —pdyy Kip—udyp - Kip —udiy
Ky —pdyy Kpp —pdyy o Kop — pday =0 (3.97)
Knl - .Udnl an - .Udnz Knn - :udnn

seklindedir. (3.97) ifadesinin kokleri K (x,t) ¢ekirdeginin dzdegerleri yaklasik olarak
bulunur. (3.91) denklemini saglayan en biiyiik kok i¢cin 6zdegerlerinin en biiyligiinii daha
kiigiik elde edilir. (3.97) ifadesinden u degerlerini bulup (3.96) da yerine yazarak c; (i =
1,2,3, ...,n) katsayilari elde edilir. Bulunan c; katsayilarini (3.91) de yazarak 6zdegerlere
karsilik gelen 6zfonksiyon yaklasik olarak elde edilir. Ritz yonteminde Legendre ya da

Chebyshev polinom sistemlerini kullanarak ¢éziime ulagilir [18], [19].
Ornek 3.5:

K(x,t) =xt’,a=0veb=1 (3.98)

Cekirdegi icin en biiylik karakteristik sayisin1 Ritz yontemiyle bulalim.
v, (x) fonksiyonlarinin olusturdugu koordinat sistemi i¢in Legendre polinom sistemi

v, (x) =P,_1(2x — 1) (3.99)

olur. (3.91) formiiliindeki ilk iki terimi

hy(x) = cyv,(x) + c,v5(x) (3.100)

alinsin. Legendre polinom sisteminin

v(x) =Py2x—1)=1,v,(x) =P,(2x—1)=2x—1 (3.101)
oldugundan
1 1
(v, v1) = j dx=1, (vy,vy) = (v,v,) = f(Zx —1)dx = 0, (3.102)
0 0
g 1
(vy,1,) = f(Zx —1)2%dx = 3 (3.103)
0

sonuglara ulasilir. Béylece
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1 1 1 1

(Kvy,vy1) =f fK(x, v, (t)dt | vy (x)dx =f fxtzdt dx =%,

0 0 0 0
1 1 1
(ko0 = [ | [ K@ owi@de |va0idx = 5,
0 0
1 1 1
(Kv,,v,) = f fK(x, v, (t)dt |v,(x)dx = Iw
0 0
elde edilir. (3.97) sisteminden u degerleri
1 1
AT 1 7
6 18 | _ A
i i_ _O“ul_18'”2_36
18 12 "

olur. Ozdegerlerinin en biiyiigii p, = % icin en kiigiik 6zdegeri

olur.

Ornek 3.6:

Kx,t) =x+t,a=0veb=1

Cekirdegi icin en biiyiik karakteristik sayisini1 Ritz yontemiyle bulalim.

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

v, (x) fonksiyonlarin olusturdugu koordinat sistemi i¢in Chebyshev polinom sistemi

Un (%) = Tpq (%)

alinsin. (3.91) formiiliindeki ilk iki terimi alinirsa
hy(x) = c1v1(x) + v, ().

Chebyshev polinom sisteminde
v1(x) =To(x) = 1,v,(x) =Ty (x) = x

oldugundan

24
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1

(v, v1) = (v, ) = fxdx =1,

1
(v, v1) = j dx =1, (3.113)
0 0

1
(vy,1,) = f(x)zdx =% (3.114)

0

sonuclarina ulagilir. Boylece
1/1

1 1
(Kvy,vqp) = K(x, t)v,(t)dt |v,(x)dx = (x +t)dt |dx =1, ((3.115)
I I
1
7 (3.116)

f Ko vy ()dt | vaCdx = =

1
(Kvl, Uz) = j
0 0

1 1
(Kvy,v,) = j f K(x, v, (t)dt | v, (x)dx =% (3.117)
0 0

elde edilir. (3.97) sisteminden u degerleri

17
SRR S SIS S (3.118)
17 11 MmEr Tk T5 T
72 H 37 3H

olur. Ozdegerlerinin en biiyiigii u; = % t5 icin en kiiciik 6zdeger

1 6

1=—=
Ui 3+2V3

(3.119)

olur.
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4. FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMU ICIN

YAKLASIK YONTEMLER

4.1. ARDISIK YAKLASIMLAR YONTEMIi

(2.2) Fredholm integral denklemini ele alalim. h(x) ¢6zlimiine sifirinct mertebeden bir

yaklagimi

ho(x) = f(x)

olarak segilebilir. Ayrica, h, (x) ve h,,_,(x) Picard iterasyon yontemi yardimiyla

b
h, () = F(x) + A j K(x, ), (£)dt

elde edilir. Ardisik ¢ekirdek K,,(x,t)(n = 1,2,3 ...) tamimindan

K,(x,t) = K(x,t),

b
K,(x,t) = f K(x,z)K,_1(z t)dz.

a
(4.2)’ de n = 1 yazildiginda

b

hy(x) = f(x) + A f K (x, t)hy(t)dt

a

ifadesi olur. Bu formda hy(t) = f(t) esitligi yerine yazilirsa
b
M) = £0O + 2 [ KGx0f 0t
a
olur. Ayni sekilde (4.2)’ de n = 2 yazildiginda

b
hy(x) = £(x) + f K(x, )y ()dt,

26

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)



b

h,(x) = f(x) +/1f K(x,z)hy(z)dz

a

olur. (4.6)’daki x yerine z yazilirsa
b
M@ = £+ A | KGOf@de
a

elde edilir. (4.8) ifadesinde hq(z) esitligi yazilsin

b b

hz(x)=f(x)+,1f1((x,z) f(z)+/1fK(z,t)f(t)dt dz

a a

diizenlenirse
2 b
haG) = £ + Y 4™ [ K DF 01,
m=1 a
b b b i
hy(x) = F(x) + A f K(x, 2)f(2)dz + A2 f K(x,t) f K(z H)f()dt|dz,
b b b i
h,(x) = f(x) +AfK(x, t)f(t)dt+/12ff(t) fK(x,z)K(z, t)dz|dt,

b b

ha(x) = () + f Ky (x, OF (©)dt + 22 f K, (o, DF (Ddt,

olur. Benzer sekilde timevarim yontemiyle
n b
h,(x) = f(x) + Z Amij(x, t)f(t)dt
m=1 a
kolayca elde edilir. (4.15) ifadesini n — oo limit alindiginda Neumann serisi

o b
AG) = lim () = FG) + 2™ [ K 0f (e
m=1 a

(4.8)

(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

olur. Coziicii ¢ekirdegi R(x,t;A) ardisik ¢ekirdek K, (x,t) cinsinden belirlenir. Bu

amacla Neumann serisinde (4.16) ifadesini integral ve toplam siras1 degistirilsin:
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b

h(x) = f(x) +/1f

a

Z 1K (x, t)] F(D)dt.

Denklem

b

h(x) = f(x) + A f R(x, t; D) f()dt

a
ile (4.17) ifadesinden

[oe)

R(x,t; 1) = Z A1 (x, )

m=1
elde edilir.

4.1.1. Ardisik Yaklasimlar Yontemi Yakinsama Kosulu

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.15) ifadesini ele alalim ve Schwarz esitsizligini bu serinin genel terimine uygulanirsa

b 2

b b
me(x,t)f(t)dt < j|1<m(x,t)|2dt f|f(t)|2dt.

a

(4.18) ifadesinde
1/2

b
p=1f®I = |[IF@Pde
a
olur. Ayrica f:le (x, t)|?dt integralinin iist sinirin1 C2, belirtsin

b
fIKm(x, £)|2dt < C2,.
a

(4.21) ve (4.22) kullanilarak (4.20) ifadesini tekrardan diizenlenirse

b 2
jl{m(x, t)f(t)dt| < CiD>.

a

Buradan

b
K, (x,t) = f K,,_1(x,2)K(z,t)dz

a
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denklemine Schwarz esitsizligi uygulanirsa

b b
Ky, )12 < f 1Ky, (x, 2)|dz f K (2, 0)]2dz
a a

elde edilir. Daha sonra t” ye gore integral alinirsa asagidaki ifadeyi verir:

b
f|Km(x, £)|2dt < B2C2,_,,
a

b b
B? =ff|K(x, t)|%2dxdt.
a a

(4.26) esitsizliginden

CZ < B?m~2(?

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

ifadesine ulasilir. (4.23) ve (4.28) kullanarak (4.15) kismi toplamin genel teriminin

DC;|A|™B™ 1 miktarindan daha az bir biiyiikliige sahip oldugunu gosteren

b 2
me(X, t)f(t)dt| < cip?B*m—2

a

(4.29)

elde edilir. Boylece sonsuz seri (4.16) ortak oran |A|B ile geometrik seriye gore daha hizli

yakinsar. Bunun sonucu olarak, eger

[A|B <1,

1

Jff [ 1K (x, ) |2dxdt

4] <

kosulu karsilanirsa o zaman (4.16) serisi yakinsak olur [1].

Ornek 4.1:

h(x) =1+ f xt?h(t)dt

0

Fredholm integral denklemini Ardigik yaklagimlar yontemiyle bulalim.

K(x,t) = xt?, Zo(x) = 1 alinirsa
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1

X
Zy(x) = j ©t2Zy(dt =,
0

1

Z,(x) = f Xt2Z,(D)dt = —
2 1 T 3.4’
0
1
Z.(x) = f 22, (O)dt = —
3V 2 T 3.44°
0
1
Zn() = [ 2672, 1Ot = s

0

elde edilir. Bulunan Z,, (x) fonksiyonu h(x)’ de yerine yazilirsa

Ornek 4.2:

5 1
RGO =2+ 5] xth(t)de
0

Fredholm integral denklemini Ardisik yaklagim yontemiyle bulalim.

ho(x) = 0 alinirsa

5x
h’l (x) = ?}

1
5x 35 ) 215x
hs(x) =?+—fxt dt =

30

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)



elde edilir. h(x) integral denkleminin ¢ézimii

5
h(x) = Al_r){)lo h,(x) = Tllim <1 - —)x = x.

—00 6"

Ornek 4.3:

/2
h(x) = sinx + f sinxcosth(t)dt
0

Fredholm integral denklemini ardisik yaklagimlar yontemiyle bulalim.

ho(x) = 1 alinirsa
/2

h,(x) = sinx + sinxj costdt = 2sinx,
0

h,(x) = 2sinx,

hs(x) = hy(x) = hs(x) = -+ = h,(x) = 2sinx

elde edilir. h(x) integral denkleminin ¢ozimii

h(x) = Al_r){)lo h,(x) = 2sinx.

Ornek 4.4:

1
h(x) =1+ f (xt + x?)htdt

-1

Fredholm integral denklemini ardisik yaklagimlar yontemiyle ¢ozelim.

K(x,t) = xt + x?%, Zy(x) = 1 alinirsa
1
Z(x) = f(xt + x2)Zo(t)dt = 2x?,
0

1

Zy(x) = f(xt + x2)Z,(t)dt = 47352'

0
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(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)



2

1
Zy(x) = f (xt + x2)Z,(£)dt = 8%,
0

Nn.,.2

1

2™x

7,(x) = f (et + )2y (Dt = S5
0

elde edilir. Bulunan Z, (x)’i h(x)’de yerine yazilirsa

k

= 2
h(x) = 1+3xzz<§) =1+ 6x2.

Ornek 4.5:

1
h(x) =1+ 4?" + j(xt — O)h(t)dt

-1

Fredholm integral denklemini ardisik yaklagimlar yontemiyle bulalim.

ho(x) = 1 alinirsa

1
4x 2x
M) =1+ + j(xt—x)dt=1—?
-1
1
hy () = 1+ 2% zf(t Yede = 1 — 0%
AN
-1
1
hG) =1+ 25 219 (e — xyede = 1 - 22X
W = th T jtmata = LT

-1

o
hn(x)=1—2x( I )

elde edilir. Buradan

h(x) = 711_{1010 h,(x) =1 - 2x.
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(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)



4.2. BUBNOV-GALERKIN YONTEMIi

(2.2) Fredholm integral denklemini ele alalm. L,(a,b)’de tanimlanmis {h,(x)}
fonksiyonlar sistemini se¢elim ve n igin hy(x), hy(x), hy(x),..., h,(x) fonksiyonlari

lineer bagimsizdir. Bu sistemin yaklasik ¢6ziimiinii

n
ha(0) = ) Awi(x) (4.61)
i=1
seklinde ele alalim. A;(i = 1,2, ..., n) katsayilar1 asagidaki lineer denklem sisteminden
b
(hn(x), v; (x)) = (), vi(x) + 1 f K(x,t)h,(t)dt, v;(x) (4.62)

a

bulunur. (4.62) ifadesinde n # i i¢in
b b b b
fhn(x)vi(x)dx = jf(x)vl-(x)dx +Afj1{(x, t)h,, (t)v; (x)dxdt (4.63)

olur. Sistem lineer bagimsiz ise A; katsayilari tek bir sekilde bulunur. L, (a, b) uzaymnda
h(x) denkleminin ¢Oziimii
h(x) = lim h, (x) (4.64)
n—-oo
olur. Bubnov-Galerkin yontemi i¢in Legendre ya da Chebyshev polinom sistemleri

¢Ozlime ulasmamizi kolaylastirir [1]-[6], [21].

Ornek 4.6:

1
h(x) =1+ f (xt + x2)h(D)dt (4.65)

-1
Fredholm integral denklemini Bubnov-Galerkin yontemiyle ¢oziimiinii bulalim.
P,(x) (n=0,1,2,...) Legendre polinomlar sistemini ele alalim. h,, (x) fonksiyonu

h3(x) = A1v;(x) + Ayv,(x) + Azv3(x) (4.66)

formunda alir. v;(x), v,(x),v3(x) fonksiyonlar1 Legendre polinomundan dolayi

3x2-1

sirastyla 1, x, terimlerine karsilik gelir. Buradan
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3x2 -1
h3 (x) S Al + Azx + A3 2 . (4.67)

h(x) yerine h3(x) yazilirsa

2

2

3t2 -1
A1+A2x+A3 =1+ j-(xt+x2)(A1+A2t+A3 )dt

2

-1
1 1
=1+ A4, f(xt + x2)dt + A, f(xt + x2)tdt
-1 -1

1

2 _
w4, [ (xt+x2)<3t 2 1) at (4.68)

-1

bulunur. Diizenlenirse

2

2
A1 + Azx + A3 =1+ 2A1x2 + §A2x . (469)

Esitligin her iki yanini -1 den 1’e integrali alinirsa

1 1
3x2 -1
J- Al + Azx + A3 2 dx = j- (1 + 2A1x2 +

-1 -1

470
3A2x> dx (4.70)

olur. Islemler yapildiginda A; = 3 bulunur. (4.69) esitliginde her iki yanim x ile carpilir

-1 den 1’e integrali alinirsa

3x3 —x

2

j (Alx + Ayx?% + A

1
)dx — j(x + 24,x% + 2/34,x%)dx, (4.71)
-1 -1

3x%-1
2

1

j (B (B, (3 AP
1\ 2 2%\ 72 s\7 2 x=

-1

f((3x2 -1 3x2 — 1 3x2 — 1
X° — X- — X —

f +24,x +2/3A,x dx 4.72)

2 2 2
21

A, = 0 olur. (4.69) esitliginde her iki yanini ile ¢arpilip -1 den 1’¢ integral alinirsa
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olur. Islemler yapildiginda A; = 4 elde edilir. Bulunan A; ,A,, A3 katsayilarin1 hs(x)

ifadesinde yazilirsa
h(x) = hs(x) = 1 + 6x2. (4.73)
T,(x) (n=0,1,2,...) Chebyshev polinomlar sistemi alinsin. h,(x) fonksiyonu (4.66)

formunda alinsin. v; (x), v, (x), v3(x) fonksiyonlarini Chebyshev polinomundan dolay1

sirastyla 1, x, 2x2 — 1 terimlerine karsilik gelir. Buradan

hg(x) S Al' 1 + Azx + A3(2x2 - 1 ). (474)

h(x) yerine h3(x) yazilirsa

1
A+ A x+A4;2x2—1) =1+ j(xt +x2)(A; + Ayt + A3 (2x? — 1))dt
-1

1 1
=144, f(xt + x2)dt + A, f(xt + x?)tdt
-1 -1
1
+ A f(xt +x2)(2x? — 1)dt (4.75)
-1

bulunur. Yukaridaki ifade diizenlenirse

2 2 4,
A1 +A2x +A3(2x2 - 1) =1 + 2A1x2 +§A2x _§x2A3 ( 76)

bulunur. Esitligin her iki yanini -1 den 1’e integrali alinirsa

1 1
2 2
f(A1 + Ayx + A3(2x? — 1))dx = f (1 + 24,x% + §Azx - §A3x2> dx,
-1 -1

A1 = 4 olur. (4.76) esitliginde her iki yanini x ile ¢arpilir -1 den 1’e integrali alinirsa

1

1
2 2 3, 2 22 3
(Aix + Ayx® + A3(2x° — Dx)dx = <x+2A1x +§A2x —§A3x )dx,

-1 -1

A, = 0 olur. (4.76) esitliginde her iki yanin1 (2x2 — 1) ile ¢arpilip -1 den 1’e integral

alinirsa
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1
f (A, (222 — 1) + Ay (2x? — 1) + Az (2x2 — 1)?)dx =

1
2 2 2
f <(2x2 —1)+24.x2(2x* - 1) + §A2x(2x2 -1) - §A3x2(2x2 - 1)> dx.

-1

Islemler yapildiginda A; = 3 elde edilir. h3(x) yerine bulunan katsayilar yazilirsa

h(x) = h3(x) = 1 + 6x2. 4.77)
Ornek 4.7:
1
h(x) =1+ 4?" + j (xt — )h(t)dt (4.78)
“1

Fredholm integral denklemini Bubnov-Galerkin yontemiyle ¢oziimiinii bulalim.

P,(x) (n = 0,1,2, ...) Legendre polinom sistemini ele alalim. h,, (x) fonksiyonunu (4.66)

formunda alinir. v{(x), v,(x), v3(x) fonksiyonlar1 Legendre polinomundan dolay1

(3x%-1)
2

strastyla 1, x, terimlerine karsilik gelir. h;(x) ifadesinin esiti (4.67) de verildi.

h(x) yerine h;(x) yazilirsa

(3x%2-1)
Al + xAZ + A3 T
ax [ (32 — 1)
X te —
=1+o+ f(xt—x)<A1+A2t+AgT>dt (4.79)
-1
bulunur. Yukaridaki ifade diizenlenirse
(3x%2-1) 4 24, 1
A1+AZX+A3T:1+X[§—2A1+T+§A3] (480)

bulunur. (4.80) denklemini -1’den 1’e integralini alinirsa

1 1
(3x%2 —1) 4 24, 1
f A1.1+A2.X+A3.— dx: f[1+x<__2141 +_+_A3)]dx,
2 3 3 2
-1 -1
24, = 2.

3x2-1
2

(4.80) ifadesini sirasiyla x, terimleriyle carpip x’e gore -1’den 1’°e integrali alinirsa
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2 8 4 1 2
§A2 = = _Al + _A3,_A3 = 0.

9 3 6 5 (4.81)

Islemler yapildiginda A, = 1, A, = —2 ve A3 = 0 katsayilar1 bulunur. h3(x) ifadesinde

bulunan katsayilar yerine yazilirsa
h(x) = lim h3(x) = 1 — 2x. (4.82)
n—-oo
T,,(x) (n=10,1,2,...) Chebyshev polinom sistemini ele alalim. h,(x) fonksiyonunu
(4.66) seklinde alinsin. v;(x), v,(x), v3(x) fonksiyonlari Chebyshev polinomundan

dolay1 sirasiyla 1, x, 2x? — 1 terimlerine karsilik gelir. h3(x) ifadesinin esiti (4.74)

verildi. h(x) yerine h;(x) yazilirsa

A1 + Azx + A3(2x2 - 1) =

1
4x
14—+ f (xt = x)(A; + Ayt + A5(2t% — 1))dt (4-83)
-1

bulunur. Yukaridaki ifadede diizenlenirse

4 24, 24,
Ay A+ A3 207 = 1) =1+ x[5 - 24, + 2+ 22

3 3 3 (4.84)

olur. (4.84) denklemini -1’den 1’e integralini alinsin

1 1
4 44, 84
j(A11+A2x+A3(2x2_1))dx= jl:].‘l‘x(g_Tl_l_;):I X,

-1 -1
3A1 - A3 S 3.
(4.84) ifadesini sirastyla x, 2x? — 1 terimleriyle carpip x’e gore -1’den 1’e integrali
aliirsa
ZA +14A 2 ZA 8 4A +4A
371 7157°% 3’972 9 371 19" (4.85)
bulunur. Daha sonra A; =1, A, = —2 ve A; = 0 bulunur. h;(x) ifadesinde bulunan
katsayilar yerine yazilirsa
h(x) = lim h3(x) = lim(1 — 2x) = 1 — 2x. (4.86)
n—->0oo n—-oo
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Ornek 4.8
1

h(x) =1+ j xt?h(t)dt (4.87)
0

Fredholm integral denklemini Bubnov-Galerkin yontemiyle ¢6ziimiinii bulalim.

P,(x) (n=10,1,2,...) Legendre polinom sistemini ele alalim. h,(x) fonksiyonu (4.66)

formunda alinir. v{(x), v,(x), v3(x) fonksiyonlar1 Legendre polinomundan dolay1

(3x%2-1)

2

strastyla 1, x, terimlerine karsilik gelir. h;(x) ifadesinin esiti (4.67) de verildi.

h(x) yerine h3(x) yazilirsa

(3x2-1)

A+ Agx + Ay ——

3t2 -1
=1+ jxtz (A1 + Ayt + Ay (—2)> dt. (4.88)

-1

Yukaridaki ifade diizenlenirse

(3x%2 -1) X X
Al +A2x +ABT =1 +§A1 +ZA2 + A3x (489)

olur. (4.89) denklemini x ‘e gore -1’den 1’e integralini alinirsa

1
(3x2—1) X X
j A1+ Ag.x 4 Ag."——— | dx = f(1+§A1+ZA2+xA3)dx,

-1 -1
24, = 2.

2_
(4.89) ifadesini sirasiyla x,@ terimleriyle carpip x’e gore -1’den 1’e integralini

alinirsa

2 2 2 2 2
§A2 = _Al +_A2 + = A3,_A3 = O

12 3 5 (4.90)

bulunur. Daha sonra A; =1, A4, =§ ve A; = 0 bulunur. h;(x) ifadesinde bulunan

katsayilar1 yerine yazilirsa
h(x) = lim h;(x) =1 +fx.
n-co 9 (4.91)
T,,(x) (n =10,1,2,...) Chebyshev polinom sistemini ele alalim. h, (x) fonksiyonu (4.66)
seklinde alinsin. v;(x), v,(x), v3(x) fonksiyonlar1 Chebyshev polinomundan dolay1
sirastyla 1, x, 2x2? — 1 terimlerine karsilik gelir. hs (x) ifadesinin esiti (4.74) verildi. h(x)

yerine hs(x) yazilirsa
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1
A +A,x+A;(2x2—-1) =1+ szrZ(A1 + At + A3(2t% — 1))dt. (4.92)
0

Yukaridaki ifade diizenlenirse

X X X
A1+A2x+A3(2x2_1)=1+§A1+ZA2+EA3 (493)

olur. (4.93) denklemini x ‘e gore -1’den 1’e integralini alinirsa

1 1
2 _ _ x X *
f(Al. 1+ Ay x + Ay (2x2 — 1))dx = j(1 FEA A+ 15A3) dx,
-1 -1
1
Al _§A3 = 1

(4.93) ifadesini sirastyla x, 2x2 — 1 terimleriyle ¢arpip x’e gore -1’den 1’e integralini

alinirsa

1 1
Az = _Al +_A2 +

1A A+7A— 1
3 4 15 7% 1 e

5

Daha sonra A; =1, A, = % ve A; = 0 bulunur. h;(x) ifadesinde bulunan katsayilar

yazilirsa

4
RGO = lim hy() = 1+ x. (4.94)

Ornek 4.9:

1
h(x) = gx + % f xth(t)dt (4.95)
0

Fredholm integral denklemini Bubnov-Galerkin yontemiyle ¢6ziimiinii bulalim.

P,(x) (n=10,1,2,...) Legendre polinom sistemini ele alalim. h, (x) fonksiyonu (4.66)

formunda alalim. v;(x), v,(x), v3(x) fonksiyonlar1 Legendre polinomundan dolay1

(3x2%-1)

2

sirastyla 1, x, terimlerine karsilik gelir. h;(x) ifadesinin esiti (4.67) de verildi.

h(x) yerine h;(x) yazilirsa

3x2—-1) 5x 3t2 -1

-1
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(4.96) ifadesi diizenlenirse

(3x2-1) 5x «x X 1
T = ? + ZAl + gAz + EAgx. (4.97)

(4.97) denklemini x ‘e gore -1’den 1’e integralini alinirsa

1 1
(3x2-1) 5x  x X X
j A1.1+A2.x+A3.— dx = j-<_+_A1 +_A2 +_A3> dx,
-1

Ay + Ayx + A,

2 6 4 6 16
-1

(3x%2-1)

2

Ay = 0. (4.97) ifadesini sirasiyla x, terimleriyle carpip x’e goére -1’den 1’e

integralini alinirsa

2 5 1 1 1 2 (4.98)
§A2—§+6A1+§A2+ﬁA3, §A3—0

bulunur. Daha sonra A; =0, A, =1 ve A; = 0 bulunur. h;(x) ifadesinde bulunan

katsayilar yerine yazilirsa
h(x) = lim h;(x) = x. (4.99)
n—-oo

T,,(x) (n =0,1,2,...) Chebyshev polinom sistemini ele alalim. h, (x) fonksiyonu (4.66)
seklinde alinsin. v;(x), v,(x), v3(x) fonksiyonlar1 Chebyshev polinomundan dolay1
sirastyla 1, x, 2x2 — 1 terimlerine karsilik gelir. h;(x) ifadesinin esiti (4.74) verildi. h(x)
yerine h;(x) yazilirsa

1
5 1
A1+ A, x+A;.(2x%2 —1) = rd ijt(Al. 1+ Ayt + A3 (2t2 — 1))dt
0

olur. Yukaridaki ifadesi diizenlenirse

5 1 1
Al + Azx + A3(2x2 - 1) S gx + (_Al +_A2)x

4 6 (4.100)

bulunur. (4.100) denklemini x ‘e gore -1’den 1’°e integrali alinirsa

1
5 1 1

-1

1
f(Al. 1+ Ay.x + As.(2x? — 1))dx =
-1

3A1 = A3.
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(4.100) ifadesini sirasiyla x, 2x? — 1 terimleriyle ¢arpip x’e gore -1’den 1’e integrali

alinirsa

A—5+1A +1A 2A +14A =0
bulunur. Daha sonra A; =0, A, =1 ve A; = 0 bulunur. h;(x) ifadesinde bulunan

katsayilar yerine yazilirsa

h(x) = lim h;(x) = x. (4.101)
n—->oo
Ornek 4.10:
/2
h(x) = sinx + f sinx cost h(t)dt (4.102)
0

Fredholm integral denklemini Bubnov-Galerkin yontemiyle ¢oziimiinii bulalim.
P,(x) (n = 0,1,2, ...) Legendre polinom sistemini ele alinirsa

. (3sin? x—1)' (4.103)

Py(sinx) = 1,P;(sinx) = x, P,(sinx) >

h,, (x) fonksiyonunu (4.66) formunda alinir. v (x), v,(x), v3(x) fonksiyonlar

3sin?x-1
(3sin?x-1)

Legendre polinomundan dolayi sirasiyla 1, sin x, terimlerine denk gelirse

(3sin?x —1)

h3(X) = A1 + AZ sinx + A3 > (4104)

h(x) yerine h3(x) yazilirsa

A;(3sin?x—1)
2

A; +A,sinx +

/2

= sinx 1+f cost<A1+Azsint+A3

0

3sin’t—1
(2—)> dt

Yukarida ifade duzenlenirse

A;(3sin?x—1)

: . 1
A; +A,sinx + > =sinx <1 + A, + EAZ) (4.105)

bulunur. (4.105) denklemini -1°den 1’e x ‘e gore integralini alinirsa
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1 1
_ A;(3sin?x—1) _ 1
f A+ A, sinx + > dx = f smx<1+A1 +§A2) dx,
-1 -1

1
2A1 +§A3 =0

.2 -
Bsin®x-1) terimleriyle garpip x’e gore -1’den 1’e

olur. (4.105) ifadesini sirastyla sin x,
integrali alinirsa

1 y1 5 (4.106)
Az = (1 +A1 +§A2>,§A1 _ZA3 =0

bulunur. Daha sonra A; =0, A, =2 ve A; = 0 bulunur. h;(x) ifadesinde bulunan

katsayilar yerine yazilirsa

h(x) = lim h;(x) = 2 sin x. (4.107)
n—-oo

T,,(x) (n =0,1,2,...) Chebyshev polinom sistemi ele alinirsa

To(sinx) = 1, T;(sinx) = x, T,(sinx) = 2sin?x — 1. (4.108)

h,, (x) fonksiyonu (4.66) formunda alinsin. v; (x), v,(x), v3(x) fonksiyonlar1 Chebyshev

polinomundan dolay: sirastyla 1, sinx, 2 sin? x — 1 terimlerine denk gelirse
hs(x) = A; + A, sinx + A3(2sin? x — 1). (4.109)
h(x) yerine h3(x) yazilirsa

A+ Aysinx + A;(2sin?x — 1) =

/2

sinx| 1+ f cost (A + Ay sint + As(2sin?t — 1))dt |. (4.110)
0

Yukaridaki ifade diizenlenirse

1 1
A; + A, sinx + A;(2sin?x—1) = sinx(l + A, +=4, ——A3>

2 3 (4.111)

bulunur. (4.111) denklemini x ‘e gore -1’den 1’e integrali alinirsa
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1 1

1 1
f(Al + A, sinx + A;(2sin?x — 1))dx = f <sinx (1 + A, + EAZ - §A3)> dx,

-1 -1

A; = 0 olur. (4.111) ifadesini sirasiyla sin x, 2 sin? x — 1 terimleriyle ¢arpip x’e gore -

1’den 1’e integrali alinirsa

1 1
AZ S <1+A1 +§A2 _§A3>,A3 S 0 (4.112)
bulunur. Daha sonra A; =0, A, =2 ve A; = 0 bulunur. h;(x) ifadesinde bulunan

katsayilar yerine yazilirsa

h(x) = lim h;(x) = 2sinx. (4.113)
n—-oo
Cizelge 4.1. Polinom sistemlerin ¢dziimiiniin bulunmasi.
Bubnov-Galerkin Yontemi
Legendre Chebyshev
h(x) Polinomu Polinomu
1
h(x) =1+ f (xt + xDh(E)dt h(x) =1+6x> | h(x) =1+6x2
-1
1
4x
hG) =1+ + f(xt — x)h(t)dt h(x) =1-2x | h(x)=1-2x
-1
1
= 2 4 4
h(x) =1 +jxt h(t)dt h(x)=1+4+=x h(x)=1+4+=x
o 9 9
1
5 1
h(x) = i + E_f xth(t)dt h(x) = x h(x) = x
0
/2
h(x) = sinx + f sinx cost h(t)dt h(x) = 2sinx h(x) = 2sinx
0

Cizelge 4.1 Bubnov-Galerkin yontemiyle integral denklemlerin ¢ézliimii i¢in segilen

Legendre polinomlar1 ve Chevysbey polinomlari ayni sonucu verildigi goriilmektedir.
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Cizelge 4.2. Fredholm integral denklemlerin ¢oziimii.

h(x) Ardisik Yaklasim Bubnov-Galerkin
Y 6ntemi Yontemi
g h(x) =1+ * h(x) =1+ *
h(x) =1+ f xt2h(t)dt () =1+3x () =1+3x
0
5 1
h(x) = zxt E_f xth(t)dt h(x) =x h(x) = x
0
/2
h(x) = sinx + j sinx cost h(t)dt h(x) = 2sinx h(x) = 2sinx
0
1
h(x) =1 + j (xt + x)h(t)dt hG) =1+6x2 | h(x)=1+6x
i
1
4x
h(x) =1+ 5t f(xt — x)h(t)dt h(x) =1-2x h(x) =1-2x
21

Cizelge 4.2 acgikca goriildiigii gibi ardisik yaklasimlar ve Bubnov-Galerkin yontemi ile

¢oziilen integral denklemlerin ¢ozlimleri esittir.

4.3. CEKIiRDEGIN YERINE DEJENERE BiR CEKiRDEK ALINMASI

K (x, t) ¢ekirdeginin yakin bir dejenere ¢ekirdek olan

n
Ka(6,8) = ) gin(0 (@.114)
i=1
alalim. f,, (x) fonksiyonu f (x)’e yakinsar ve h,, (x) integral denkleminin ¢6ziimii
b
hy(x) = fo(x) + 4 f K, (x,t)h, (t)dt (4.115)

a
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olur. L, uzaymda ortonormal olan K(x,t) ¢ekirdegi yerine K, (x,t) dejenere ¢ekirdegi

yazildiginda olusan hatalar i¢in hesaplanmalar yapilir. Asagidaki hata tahminleri
b
flK(x,t)—Kn(x,t)ldt<e, lf(x) — fn(x)] <4. (4.116)
a

gegerli olur. Daha sonra denklem (4.115)’ iin ¢oziicii ¢ekirdegi R, (x, t; A) igin

b
fan(x,t;/l)ldt<R,anSb (4.117)
a

oldugu kabul edilsin. Son olarak

q=¢(1+R)<1 (4.118)

esitsizligi gecerli olur. Bu durumda (2.2) integral denkleminin bir tek h(x) ¢oziimii

vardir. Bu ¢6ziim ile (4.115) denkleminin farki

N(1 + R)?
IhGo) = byl < NLHRY
1-g¢q
4 1/2
4.119)
N = max |f(x)| = jfz(x)dx
asx<b
a
seklindedir [5], [18].
Ornek 4.11:
1 (4.120)

h(x) = e* —x — f x(e*t — 1)h(t)dt

Fredholm integral denklemini ¢ekirdeginin yerine dejenere bir ¢ekirdek koyarak bulalim.

K(x,t) = x(e** — 1) ¢ekirdegini seriye agalirsa:

x%t? x3t3  xttt
K(x,t) =x|1+xt+ + + I

2! 3! 4! (4.121)

x3t2 x*d 1Ottt (4.122)

— A2
K(x,t) = x“t+ T + T + a0

K (x,t) agiliminin ilk {i¢ terimini K, (x, t) dejenere ¢ekirdegini olusturmak i¢in alinirsa
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x3t?  x*e3

K,(x,t) = x*t + o + 30
olur. Buradan
! 3,2 4,3
x°t Xt
hz(x) =ex—x—f(x2t+ ol +T>h2(t)dt.
) ! !

Yukaridaki integral denkleminin ¢oziimii

hy,(x) = e* — x — C;x% — Cyx3 — C3x*4,

1 1 1

1 1
C, = fth3(t)dt,62 = ff t2hy(t)dt ve C3 = Ef t3h;(t)dt

0 0 0

olur. h3(x) ifadesi C;, C, Cj esitliklerinde yazilirsa

1

C, = j tlet —t—Cit? — Ct3 = C3tHdt =1————=—

0

1

1
C, = 5] t2(et —t — Cit? — Cot3 — C3th)dt
0

_1( . 1 ¢ C G
—\¢ 8 10 12 14

1
1
C; = Ef t3(et —t — Cit? — Cot3 — C3tH)dt

0

1 1 ¢ C G
el 35" "1 18

Yukaridaki esitliklerden

C; = 1,60631013, C, = 0,5066681 ve C; = —6,6553277

bulunur. C;, C,, C5 esitliklerini h,(x) denkleminde yerine yazilirsa

hy(x) = e* —x — 1,60631013x2 — 0,566681x> + 6,6553277x*.
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(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)



Denklemin ¢oziimii

h(x) ~ hy(x) = e* —x — 1,60631013x% — 0,566681x> + 6,6553277x*

olur.

Ornek 4.12:

h(x) = x* + f sin(xt)h(t)dt

0

(4.132)

(4.133)

Fredholm integral denklemini ¢ekirdeginin yerine dejenere bir ¢cekirdek koyarak bulalim.

K(x,t) = sin(xt) ¢ekirdegini

(xt)®  (xt)®>  (xt)’
T

K(x,t) = xt —

seklinde yazilir. Dejenere ¢ekirdegini

(xt)®  (xt)’
TR

K,(x,t) = xt —

seklinde alinsin. Buradan

h,(x) = x? +f<xt (x3t')3 (x5|) ) h(t)dt.

(4.132) ifadesi h,(x) = x% + xC; + x3C, + x°C; seklinde yazilirsa
1

C, = ft(tz +tC; + t3C, + t5C3)dt,

0

1
1
CZ = —gf t3(t2 + tCl + t3C2 + t5C3)dtr
0

C3:_

50 t5(t? + tCy + t3C, + t5C3)dt.
0
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(4.135)

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)



Yapilan islemler sonucunda

5T 7 Ty (4.140)

T3 =% (4.141)

C1+C2 1309¢; 1
7 9 11 8 (4.142)

bulunur. Yukaridaki ifadelerden C; = 0,7527, C, = 0,004 ve C; = 1,757 bulunur.

Buradan h,(x) denklemine yazilirsa

hy(x) = x? + 0,7527x + 0,004x3 + 1,757x>. (4.143)
Denklemin ¢6ziimii
h(x) = h,(x) = x? + 0,7527x + 0,004x3 + 1,757x°. (4.144)
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5. SONUC VE ONERILER

Fredholm integral denkleminde ¢ekirdeklere karsilik gelen A degerleri icin Kellogg, Izler
ve Ritz yontemi kullanildi. Kellogg yonteminde Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2 incelendiginde
keyfi secilen bir fonksiyonun (6zfonksiyon ile ortagonel olmamak sartiyla) ayni

Ozdegerleri verdigi goriildii.

(2.2) Fredholm integral denklemi i¢in Ardisik yaklagim, Bubnov-Galerkin ve Dejenere
Cekirdek yontemi kullanilarak ¢oziimler bulundu. Bubnov-Galerkin yonteminde Cizelge
4.1 incelendiginde Legendre ve Chebyshev polinomlar1 ile ele alinan orneklerin
sonuclarinin degismedigi goriildii. Cizelge 4.2 incelendiginde Ardigik yaklasim ve
Bubnov-Galerkin yontemleriyle ele alinan 6rneklerin sonuglarinin degismedigi goriildii.
Bu nedenle Fredholm integral denklem c¢oziimiinde Ardisik yaklasim ve Bubnov-
Galerkin yontemlerinden herhangi birinin kullanimi yeterli olur. Fredholm integral
denkleminde ¢ekirdek yerine dejenere cekirdek alinmasi yonteminde taylor acilimi

yardimiyla elde edilen fonksiyonlar ¢6ziim i¢in kolaylik saglar.
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