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OZET

FUBINI POLINOMLARI VE BAZI OZELLIKLERI

Muhammet AGCA
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Damigman: Dog. Dr. Nejla OZMEN
Temmuz 2023, 41 sayfa

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. Tkinci boliimde
onbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar ve yardimci teoremler
verilmistir. Ugiincii boliimde, Fubini polinomlarinin tiirleri hakkinda bilgi verilmistir.
Bu polinomlarin bazi 6zellikleri verilmistir. Dordiincii bolimde genellestirilmis Fubini
polinomlar1 tanitilmig, genellestirilmis Fubini polinomlar i¢in toplam formiilleri, dogurucu
fonksiyon bagintilar1 elde edilmistir. Ayrica, bu polinomun multilineer ve multilateral
dogurucu fonksiyonlarini veren teoremler elde edilmistir. Bu teoremlerin uygulamalarina
yer verilmistir. Beginci boliimde iki degiskenli yiiksek mertebeden genellestirilmis Fubini
polinomlar1 tanitildi ve ozelliklerine yer verildi. Iki degiskenli yiiksek mertebeden
genellestirilmis Fubini polinomlari i¢in toplam formiilii ve dogurucu fonksiyon bagintisi
elde edildi. Bu polinomun bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlarini veren teoremler
elde edildi ve bu teoremlerin uygulamalarina yer verilmistir. Daha sonra bu polinomlarin
bazi rekiirans bagintilar1 ve integral bagintis1 elde edilmistir. Son bodliimde sonug ve
Onerilere yer verilmistir.

Anahtar sozciikler: Genellestirilmis Fubini Polinomlari, Toplam Formiilii, Dogurucu
Fonksiyon.
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ABSTRACT

FUBINI POLYNOMIALS AND SOME PROPERTIES

Muhammet AGCA
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nejla OZMEN
July 2023, 41 pages

This thesis consists of six chapters. The first chapter is reserved for the introduction.
In the second chapter, some definitions and lemmas that will be used in other chapters
are given. In the third chapter, information about the types of Fubini polynomials is
given. Some properties of these polynomials are given. In the fourth chapter, generalized
Fubini polynomials are introduced, sum formulas and generating function relations for
generalized Fubini polynomials are obtained. In addition, theorems giving the multilinear
and multilateral generating functions of this polynomial are obtained. Applications of
these theorems are given. In the fifth chapter, higher order generalized Fubini polynomials
with two variables are introduced and their properties are given. The sum formula and the
generative function relation for bivariate higher order Fubini polynomials were obtained.
Theorems giving the bilinear and bilateral generating functions of this polynomial are
obtained and the applications of these theorems are given. Then, some recurrence relations
and integral relations of these polynomials are obtained. In the last section, conclusions
and recommendations are given.

Keywords: Generalized Fubini Polynomials, Summation Formula, Generating Function.
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1. GIRIS

Bu tez, genellestirilmis Fubini polinomlar1 iizerinde yapilan bir ¢alismadir. Fubini
tipi polinomlar kombinatoryal matematikte ortaya ¢ikar ve matematigin teori ve
uygulamalarinda onemli bir rol oynar. Bu nedenle bir¢ok sayi teorisi ve kombinatorik
uzmani bunlarin 6zelliklerini kapsaml bir sekilde incelemis ve bir dizi ilging sonuglar
elde etmislerdir [1]-[5]. Literatiirde bu polinomlar ve sayilarla ilgili ¢ok sayida 6zdeslik
elde edilmis [6]-[11] ve bunlarin genellemeleri verilmistir [6], [12], [13]. Bu polinomlar
izerine yapilan calismalar hidlen devam etmektedir. Bu polinomlar, fizik, matematik,
uygulamalibilimler, miithendislik ve fonksiyonel analiz, diferansiyel denklemler, kuantum
mekanigi, matematiksel analiz, matematiksel fizik vb. dahil olmak {izere bir¢ok arastirma
alanina sahiptir.

Son yillarda bu polinomlar iizerine yapilan ¢aligmalar 6nemli bir yer tutmaktadir. Uygun
kosullar altinda bu polinomlarin farkl tip 6zellikleri halen ¢alisilmaktadir. Tek degiskenli
Fubini polinomlarinin ilk 6rnekleri 1974 yilinda S. M. Tanny tarafindan ortaya ¢ikmistir
[14]. 1997 yilinda M. E. Dasef ve S. M. Kautz [15], 2005 yilinda K. N. Boyadzhiev [6],
2011 yilinda A. Dil ve V. Kurt [12], 2016 yilinda L. Kargin [1] tarafindan yapilan ¢alismalar
Fubini polinomunun genislemesine katkida bulunmuglardir. 2017 yilinda N. Kilar ve Y.
Simsek yliksek mereteben tek degiskenli Fubini polinomlarin dogurucu fonksiyonunu
tanittilar ve bu polinomun o6zelliklerini verdiler [3]. 2018 yilinda F. Qi tarafindan
genellestirilmis Fubini polinomlar1 tanitilmig ve Fubini sayilar1 tizerine ¢alisma yapmistir
[16]. 2019 yilinda H. M. Srivastava ve C. Kizilates tarafindan iki paremetreli, iki degiskenli
Fubini tip polinomu tanitild1 [17]. Daha sonralari, bu polinomun bir¢ok genellestirilmesi
bir¢ok yazar tarafindan ele alinmis, Apostol tip polinomlarla iligkilendirilmistir [18]-[20].
Ayni zamanda, matematikte dogurucu fonksiyon (veya iirete¢ fonksiyonu), bir dizinin
girdilerinin bilgisini katsayilarinda tutan bir bicimsel kuvvet serisidir. Kullanim ve
uygulama alanlarina gore cesitli dogurucu fonksiyonlar bulunmaktadir. Karma dogurucu
fonksiyon, multilinear dogurucu fonksiyon, multilateral dogurucu fonksiyon bunlardan
bazilaridir. Dogurucu fonksiyonlar sayesinde matematikte, fizikte ve Ozellikle de
miihendislikte pek ¢cok uygulama alanina sahip olan 6zel fonksiyonlarin yapisal davraniglari
ve karakteristikleri incelenebilmektedir. Konunun genis bir yelpazede calisiliyor olmasi

bircok arastirmacinin ilgisini cekmektedir. Ozellikle de son yillarda etkin bir aragtirma



sahasi haline gelmistir. Bir dogurucu fonksiyonun elde edilmesinde kombinatoryal
toplamlar ve binom 6zdeslikler 6nem arz etmektedir. Bu 6zdeglikler yardimiyla dogurucu
fonksiyonlarin yani sira integral gosterimleri, ters bagintilar, hipergeometrik serilerin
icerildigi gosterimler gibi daha farkli 6zellikler de elde edilebilmektedir. Dogurucu
fonksiyonlar kullanilarak 6zel polinomlar tanimlanabilir. Matematikte iyi bilinen tek ve
cok degiskenli bir¢cok polinom, dogurucu fonksiyon yardimiyla tanimlanmustir [21]-[31].
Ayrica Fubini tip polinomlar iizerinde yapilan ¢alismalar, daha halen devam etmektedir.
Ornegin; 2021 yilinda Srivastava ve arkadaslari tarafindan Fubini tip polinomlarin yeni bir
ailesi tamtilmig [32], 2021 yilinda g—Fubini polinomlar1 iizerine A. Muhyi ve S. Araci
[33] tarafindan ¢alismalar mevcuttur.

Bu tezde ilk olarak tek degiskenli Fubini polinomlari, iki degiskenli Fubini polinomlari,
yiiksek meretebeden tek degiskenli Fubini polinomlar1 ve dejenere olmus Fubini
polinomlar1 verilmistir. Daha sonra, ¢cok degiskenli genellestirilmis Fubini polinomlarinin
toplam formiileri, bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyon bagintisini veren teoremler elde
edildi ve sonuclar1 incelenmistir. Tiirev iceren rekiirans bagintis1 verilmigtir. Ayrica,
cok degiskenli genellestirilmis Fubini polinomlarinin bilinear ve bilateral dogurucu
fonksiyonunu veren teoremler bulunmaktadir. Bu teoremler kullanilarak bazi dogurucu
fonksiyon bagintilar1 verilmistir. Son boiimde, iki degigkenli yiiksek meretebeden Fubini
polinomlari incelenmistir. Toplam formiileri, bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyon
bagintisin1 veren teoremler elde edildi ve sonuglar1 incelenmistir. Tiirev iceren rekiirans
bagintis1 ve integral bagintis1 verilmistir. Son olarak, genellestirilmis Fubini polinomlari

icin elde edilen sonuglar ve oneriler bulunmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Calismanin bu boliimiinde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel

kavramlara ve tanimlara yer verilmistir.

Tanim 2.1. A reel yada kompleks bir say1, ¥ sifir yada pozitif bir tamsay1 olmak tizere

A+1)(A+2)..(A+0-1), 0>1
1, =0

(Mﬂ =

seklinde tanimlanan (A ), ifadesine Pochhammer sembolii denir [29].

Tanim 2.2. o, B ve y reel ya da kompleks sabitler olmak iizere,
x"
2R (o, Bryix) = ) SR 2.1)

seklinde tanimlanan seriye hipergeometrik seri denir. Literatiirde F (¢, B;7;x) ile gosterilir
ve bu fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Genellestirilmis hipergeometrik seri,
o (01), (02), - (&), X"

F, 01, 02, 0p 1,725 Vg3 X) = n!
P q( 1 D P '}’172 yl] ) n;() (yl)n(yZ)n(YQ)n n!

N

seklinde tanimlanir [41].

Tanmm 2.3. (Newton Binom Formiilii) a, b € R ve n € N olmak iizere,

(a _b)n — Z anfk(_b)k

k=0 \ k
dir [41].

Yardimcl Teorem 2.4. ¢ > 0 olmak iizere,

. o (xIne)”
=Y i

n=0 n



seklinde agilimina sahiptir [41]. Ayrica, ¢ = e alinirsa,

elde edilir.

Yardimec Teorem 2.5. Hipergeometrik serilerin taniminda Egsitlik (2.1)’deki ifadesinde

o, B, v degerleri 6zel olarak alindiginda asagidaki esitlikler gecerlidir [41]:

a)

(o] xn
|

b)

n

ln(1+x):xi (1)(’;)(1)” (—n):) = xF (1,1;2;—x).

Yardimcei Teorem 2.6. Asagidaki esitlikler gegerlidir [29]:

a)
oo oo oo [n/p]
Z Z (k,n— pk).
n=0k=0 n=0 k=0
b)
oo [n/p] 0o oo
Y Y Atkn)=Y Y A(k,n+pk).
n=0 k=0 n=0k=0
c)
Y Y Atkn)=Y Y A(kn—k).
n=0k=0 n=0k=0
d)
Y Y Alkn) =) Y Alkn+k).
n=0k=0 n=0k=0
e)

n [k/p]

[/pln—pl
ZZAkl ZZ (k+pl,1).

Yardimci Teorem 2.7. Asagidaki esitlik gegerlidir [41]:

1/A

limy_o(1+At)"" =¢.

noy = 2h (a,1;15x).

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)



Ispat. Ispat icin sol tarafi kullanarak sag tarafi elde etmeye calisalim. Esitligin sol tarafina

kolaylik olmasi i¢in L ile gosterelim ve esitligin iki tarafin1 In tabaninda yazalim.

In(L) = 1n<limH0(1+7Lt)‘/’L)
= limy_oln(1+21)"/*
— limy_o1/AIn(1+ A7)
= lim,HOM(L’Hospiml)

/7
13

. 1+At
= lim—o07 7z

/22

elde edilir. Buradan,

elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Tanim 2.8. iki degiskenli bir F(x,t) fonksiyonu, ¢ nin kuvvetlerine gore
F (x,t) = Z cnfn(x)t"
n=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, F (x,7) fonksiyonuna { f,,(x)} fonksiyonlar ailesinin bir
dogurucu fonksiyonu denir. Burada ¢, ler x ve t den bagimsiz, n nin bir fonksiyonu olup

degisik parametreler igerebilirler.

Tamm 2.9. Uc degiskenli D(x,y,t) fonksiyonu, ¢ nin kuvvetlerine gore
D(X,y,l) = Z akhk (X) hk (y) tk
k=0

seklinde bir seriye acilabiliyorsa, D(x,y,) fonksiyonuna 7 (x) fonksiyonlari i¢in bilineer

dogurucu fonksiyon denir.

Tanmim 2.10. Ug degiskenli D(x,y,t) fonksiyonu ¢ nin kuvvetlerine gore

D(x,y,t) = i aghy (x) g () *
k=0

5



seklinde bir seriye acilabiliyorsa D(x,y,t) fonksiyonuna 7 (x) ve gi (v) fonksiyonlari i¢in

bilateral dogurucu fonksiyon denir.

Tanmm 2.11. (r+ 1) degiskenli D(x1,x3,...,x,,¢) t nin kuvvetlerine gore,
D(xl7x27 e vxrat) = Z akfk (xl)fk (XZ) fk ('xr)tk
k=0

seklinde bir seriye agcilabiliyorsa, D(x,y,t) fonksiyonuna fi (x1),fk(x2),..., fr (x/)

fonksiyonlar1 i¢in multilineer dogurucu fonksiyon denir.

Tanmm 2.12. (r+ 1) degiskenli D(xj,xy,...,x,,¢) t nin kuvvetlerine gore
D(x1,x2,.... %, 1) = Y arfix (x1) o (x2) oo o () £*
k=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, D(x1,x3,...,X,,t) fonksiyonuna fi (x1), for (x2), -.-,
frk (x) fonksiyonlari i¢in multilateral dogurucu fonksiyon denir.

Tamm 2.13. Tn(jl”kaz"""a’;a) (s1....,5;5) Lagrange-based Apostol- tip Polinomlari (4 €

C; a; € C) igin;

o) l o
(01,0, ..... 05 ) ) _ r N—a; 2't ;
Thak (61, Xrs 21" = (Hj:1<1 —xt) aj) (W) < eY

n=0
seklinde dogurucu fonksiyon bagintistyla tanimlanir [18].

Tamm 2.14. H,ﬁ”) (u;x) Frobenius-Euler Polinomlart u # 1 igin;

<l—u) e = ZH,E”) (u;x)t—'
= n!

e —u
seklinde dogurucu fonksiyon bagintistyla tanimlanir [18]
Tamim 2.15. E,(x) Euler Polinomu;

- " 2
ZEn(x)a:e[He (1t < ) (2.9)

olarak tanimlanir. Esitlik (2.9) da x = 0 alinirsa,

> 1" 2
ZEH(O)a = 71 (2.10)




elde edilir.



3. FUBINI POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Bu boliimde bazi Fubini polinom cesitlerinin tanimini ve 6zelliklerini verecegiz. Ayrica
dejenere Fubiuni polinomlari i¢in baz1 sonuclar elde edilecektir. Amerikali bir matematikci
olan Leonard Carlitz’in bakis acisiyla dejenere Fubini polinomunu inceleyecegiz. Bu

polinomlarla ilgili bazi teoremler ve ispatlar da verilecektir.
3.1. TEK DEGISKENLI VE iKi DEGISKENLI FUBINI POLINOMLARI

Bu boéliimde, tek degiskenli Fubini polinomlart Fy,(x) in tanimint ve baz1 6zelliklerini
verecegiz. Ayrica F, Fubini sayilarinin Stirling Sayilar1 S, (n, k) ile iliskisini tanim olarak

Veriyoruz.

Tek degiskenli Fubini polinomlar: fiziksel problemlerde siklikla kargsilasilan biiyiik
kismi diferansiyel denklem siniflarinin ¢6ziimii icin yeni analiz araglari sunmaktadir.

Matematiksel olarak F;(x) Fubini polinomlar1 agagidaki gibi tanimlanmustir [14].

1 - "

n=0
Simdi Esitlik (3.1) de x = —% alinirsa,

> 1. 1

L5 T e
1
T I+ —1)
2
e+

elde edilir. Esitlik (2.10) den



elde edilir. Iki serinin esitliginden, ¢" katsayilar1 esitlenirse

F"(_E) =E,

elde edilir. Fubini sayilarini elde etmek icin Egitlik (3.1) de x = 1 alinirsa,

> " 1

LA, = 1—1(e' —1)

n=0
1

2—eé

elde edilir. Bulunan bu ifadeye Fubini sayilar1 ad1 verilir. Fubini sayilari

iy iF ¥
2—¢ _n:O "n!

seklinde tamimlanir [39]. Ayrica n > 0 igin S, (n,k) stirling sayilarim gostermek iizere

Fubini sayilari,

n
Fo =Y k!S,(n.k)
k=0

seklinde tanimlanir [40]. Esitlik (3.1) ifadesinde x = y, alinirsa,

1 00 n
m = Z Fn()’)%

n=0

elde edilir. Boylece genellestirilmis Fubini Polinomu F,(y) elde edilir. Uygun faktoriyel

ile agirliklandirilmusg k!S,,(n, k) Stirling sayilari olmak tizere Fubini sayilart

n

Fn()’) = Z Sn(nvk)k!yk
k=0

seklinde de kabul gormiistiir [14].

[6] deki yazarlar tarafindan tanimlanan,

d\" 1 o 1 y
<ydy) 1y kzo YTy '"(1—y)

bagintisindan dolay1 F,(y) polinomlar1 geometrik polinomlar olarakta isimlendirilir.




3.2. IKi DEGISKENLI GENELLISTIRILMIiS FUBINI POLINOMU

Bu boéliimde iki degiskenli genellestirilmis Fubini polinomlarininin tanimini veriyoruz.
Ayrica iki degiskenli Fubini polinomlarinin bazi 6zelliklerini vererek Fubini sayilarin elde
edecegiz. Ayrica Fubini polinomlar1 ile Euler polinomu arasinda esitlik elde edecegiz. iki

degiskenli genellestirilmig Fubini polinomlar1 F,(x,y),

ext 0 tn

m :]Z‘E)Fn(xay)a (3.2)

olarak tanimlanir [1]. Esitlik (3.2) de x = 0 segilirse,

1 i t"
oo o
= LEOS (3.3)
n=0 :

elde edlilir. Yani F;,(0,y) = F,(y) dir. Bu esitlik ile genellikle karsilagilan bityiik kismi

diferansiyel denklem siniflarinin ¢6ziimii i¢in yeni analiz araglart sunmaktadir. Negatif

olmayan bir n tamsayisi icin Esitlik (3.2) de y = —% alinirsa,
i F (x 1) " v
n y A~ T, —
=0 2)nt 1= (=3) (e = 1)
ext
(e 1)
1 ext
T 22
AR
2

elde edilir. Burada elde edilen son esitlikden,

Fn( —%) — Ea(x)

bagintis1 elde edilir.

10



3.3. YUKSEK MERTEBEDEN FUBINI POLINOMU VE OZELLIKLERI

Bu boliimde yiiksek mertebeden tek degiskenli Fubini polinomunun Fn(v) (x) tanim ve bazi

ozelliklerini verecegiz. Yiiksek mertebeden Fubini polinomlari
21) o n

X t
aoap =L Fy" () (v € Nosli| < log2) (3.4)

olarak tanimlanmustir [3]. Esitlik (3.4) ifadesinde x = 0 alinirsa,

21)
Qo Z F (v € Ny; t| < log2) (3.5)

elde edilir. Esitlik (3.5) ifadesi v. mertebeden Fn(v) Fubini sayilarini elde etmemizi saglar.

Simdi x,y € R i¢in €“ cos(yr) ve € sin(yr) iki fonksiyonun Maclaurin a¢ilimlarini yazalim.

oo tn
xt _ g
e cos(yr) _,;ocn(x’y)”!

veE

e sin(yt) = ZS xy

olarak yazilir [34]. Burada C,(x,y) ve Sy(x,y) fonksiyonlar

ve
S RN Y n—2k—1 2k+1

seklinde tanimlanir. Son zamanlarda [17] yazarlar

2V ° "
G e cos(yt) =) F,,(C»U)(x,y);, (v € No; |t] < log2)
n=0 :
ve
2% Xt - (s,0) t"
oy S0 = Y E () (0 € Nos [t < log2)
n=0 :

seklinde iki parametrili Fubini polinomu tanimladilar.

11



3.4. DEJENERE FUBINI POLINOMLARI

Ikinci tiirden Stirling say1lari,
1 1)* Z Sa( k (k>0) (3.6)
e — n, .
Xl 2(
ve ikinci tiirden dejenere Stirling sayilar

1 1 A "
G (a+A0F=1) = ¥ 80,0005, (R €R) (3.7)

n=k

olarak tamimlanmistir [37], [38]. Kang-Tae Kim ve arkadaslar: tarafindan birinci tiirden

Stirling sayilari,
n

kl (log (1 +1))* 251 n,k) = (k> 0) (3.8)

olarak tanimlanmistir [1], [35]. Yine aym1 yazarlar

(14+A0)E = i(ﬁnx"a (3.9)

seklindedir.

Esitlik (3.7) ifadesinin sol tarafinin A — 0 limiti alindiginda,
limy 085 (n,k) = S2(n, k)

elde edlilir. Esitlik (3.7) de

1 k
(elog(l+),t)l . 1>

(e%log(l—o—lt) B 1)"

%((1+M)i—1)k

T|—= ==

12



elde edilir. Son esitlik dikkate alindiginda Esitlik (3.6) de ¢ yerine %log(l + At) gelmig
halidir. O halde

%log(l +7Lt))n

n!

1 Lo A k - (
o (e/ll g(l+Ar) _ 1) = r;cSz(n,k)

n_
n!

- isz(n,k))f 1(log(lJrM))"
n=k

elde edilir. Son esitlikte dikkate alinirsa, Esitlik (3.8) da k yerine n, n yerine m, t yerine de
At gelmis halidir. O halde

oo 1 [ [} A/ m
];(Sz(n,k)lna(log(l+lt))" = ’;(Sz(n,k)l"n;n&(m,n)% (3.10)
_ n;k (;CSz(n,k)l’"_”Sl (m,n)) ;7

elde edilir. Ayrica Esitlik (3.7) de n = m alinir ve Egsitlik (3.10) ile esitlenirse,

t m

¥ sambs = F (ismmmnsl(mn})%

m=k : m=k \n=k

elde edilir. Son ifadenin % katsayilar1 birbirine esitlenirse;

SZ,).(mvk) = ZSZ(nak)A'M7nSI(m7n>
n=k

elde edilir.
Esitlik (2.7) den biliyoruz ki

l/l:t

limy o (1+At) e

esitligi saglanmyordu. Esitlik (3.3) den

T—y(e—1) &

13



esitligini biliyoruz. Yukaridaki Esitlik (2.7) ve Esitlik (3.3) goz 6niine alindiginda dejenere

Fubini polinomlarinin

1
1—y((1+20)* = 1)

=Y Fui) (AER) an
n=0 :

seklinde tanimlandigini séyleyebiliriz. Buradan,

1 1
lim - -
””[1—y«1+xﬂvl—1j 1—y(e 1)
. > 1"
limy_oFyp(y) = Y Fu (y);
n=0 :

esitlik elde edilir. Esitlik (3.11) nin sol tarafinindan,

; :iﬂ‘((lﬂu)l/’t—l)k

I—y(1+A0)* 1) =

yazilabilir. Esitlik (3.7) goz oniine alindiginda yukaridaki toplam

oo (o] n oo }’l
YAY Sk = X (Zy K18, 5 (n k)) (3.12)
n=0 n=k i

k=0

seklinde yazilabilir. Bu nedenle Esitlik (3.11) ve Esitlik (3.12) ile asagidaki teoremi elde

ederiz.

Teorem 3.1. n > 0 i¢in

n
Fn,)t <y> = Z ykk!SZ,/'L (I’l,k)
k=0

esitligi gecerlidir.

Ispat.

kl'((lqtlt&—l)k: f() DR (14 Ar)

0
binom a¢ilimin kullanarak ispata baglayalim.

Yukaridaki esitligin sag tarafindaki (14 lt)% ifadesine Esitlik (3.9) uygulanirsa,

S Y A

=0 n=0
e[l & (K . o
- ,;)(El;@“l) (l>n,x>n—! (3.13)



elde edilir. Boylece Esitlik (3.7) ve Esitlik (3.13) den

1 & [k _ 0, n<k
e X (1) -
1 1=0 S2,l (n7k)a n>k

yazabiliriz.

Simdi asagidaki farkli esitlikler elde etmeye ¢aligalim.

1 1 1
1—y <1_1L_y<(1+m>1/l_1)> Cl—y(14+an'

= iyk(1+7tt)k/;L
k=0

= ) (Z yk(k)n,/l) % (3.14)
n=0 \ k=0 :

Birinci esitligimiz yukaridaki gibi olsun. Simdi ikinci bir esitlik yazmaya caligalim.

1 1 3 y >r"
= Fa(—)=. (3.15)
1—y<1—1y—y((1+/1r)1/1—1)> 1—y,§6 ’l<1—y n!

esitligini yazabiliriz. Boylece Esitlik (3.14) ve Esitlik (3.15) esitliklerinden gerekli

diizenlemeler yapilirsa ispat tamamlanir. [

Teorem 3.2. n > 0icin

1 y >
TFn,/l (E) = Z)’k(k)n,)t

y

esitligi saglanir.

Ayrica

ve Teorem 3.2 den

esitligi yazilabilir.
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4. GENELLESTIRILMIS FUBINI POLINOMLARI

Bu bolimde genellestirilmis Fubini polinomlar1 tanimini verece8iz.  Fy(x,y,2,q)
genellestirilmis Fubini polinomu D.S Kim, T.Kim, H,-I Kwon ve J.-W.Park yazarlari
tarafindan tammlanmistir [36].  Fj,(x,y,z,q) genellestirilmis Fubini polinomlart i¢in

degiskenleri degistirerek farkli toplamlar elde edecegiz.
4.1. GENELLESTIRILMIS FUBINI POLINOMLARI

F,(x,y,z,q) genellestirilmis Fubini Polinomlar1

e > M
Ee —DF ~ L erady (ngeR) (4.1)
n=0 .

seklinde tanimlanmistir [16].
Yardimci Teorem 4.1. Genellestirilmis Fubini polinomu i¢in asagidaki toplam formiilii
dogrudur.
" (n
Fu(x1+x2,5,2,q14+q2) = ), (m) Fpem(x1,%,2,q1) Fin(x2,,2,92). (4.2)

m=0

Ispat. Esitlik (4.1) ifadesinde x = x| +x, ve g = q1 + ¢» yazilirsa;

oo " exlt+x21
Fu(x1+x2,y,2,q1 +q2)— =
,;o ol Ja [z —y(et — 1)1
o n exlt e)Czl‘
Fu(x1+x2,%,2,q1 +q2) — =
L5 i e D e~ 1
Y B txyzgi+a) = =) FByzag) 5 ) Fu(oyz,92)
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o n %) [ tn+m

Y Eavi+x,3zq1+q2) = = Y Y Falx1,5,2,q1) B (32,2, ¢2) ——
n=0 n. n=0m=0 nim.

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafina Esitlik (2.4) 6zdesligi uygulanirsa

=) oo tn
Y Fu(xi +x2,y.2, Q1+qz =) Z ( > nem (1,302,410 Fn(42,5,2,42)
n=0 ! n=0m=0 :
elde edilir. Son esitligin " katsayilar1 birbirine esitlenirse
n
n
Fo(xi+x2,%,2,q1+q2) = ) (m> Fym(x1,%,2,91) Fin(x2,5,2,92)
m=0
elde edilir ve boylece ispat tamamlanmaisg olur. 0

4.2. COK DEGISKENLI GENELLESTIRILMIiS FUBINI POLINOMLARI iCIiN
BILINEER VE BILATERAL DOGURUCU FONKSIiYONLAR

Bu kisimda, genellestirilmis Fubini F;(x,y,z,q) polinomlarinin bilineer ve bilateral
dogurucu fonksiyonlarini veren bazi teoremler elde edilecek ve bu teoremlerin bazi
uygulamalari ele alinacaktir. Burada kullanilan yontemler bir ¢cok arastirmaci tarafindan

kullanilmaktadir. [25], [26] ve [41] inc1 referanslarda benzer yontemler kullanilmagtir.

Teorem 4.2. u -iincii basamaktan si,...,s, (r € N) kompleks degiskenli sifira denk

olmayan & (s1,...,s,) fonksiyonu i¢in

A[J,l]/(slv"'7sr;C) = ZakQ[JJrl[/k(slv'“vsr)Ck (ak 3& 0, U,y e (C) (43)
k=0
ve
[n/p] gk
Gﬁ,hw(x,y,z,q;sl,...,s,;é) = Z aan—pk(x7y7Z7q)Qﬂ+Wk(s17"'7SV)—' (I’l,p S N)’
= (n— pk)!
“4.4)

olsun. Burada [n/p] gosterimi, n/p den kiigiik veya ona esit en biiyiik tamsay1 anlamina
gelir. Bu durumda,
exl‘

) . n o .
Z Ouva X, ¥, 2, q,sla <5 Sps t_)tn — [Z—y(et — 1)]qA”7V/(S1,...,Sr,n) (45)

gerceklesir.
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Ispat. Esitlik (4.5) ifadesinin sol tarafina T diyelim. Esitlik (4.4) ifadesi, Esitlik (4.5) de

yerine yazilirsa,

tn—pk

o [n/p]
k
z:: ; aiF,—pk(x,,2, Q)Q,u+l[/k(sl7 ,Sr)M m

elde edilir. Bu ifadeye, Esitlik (2.5) 6zdesligi uygulanir ve Esitlik (4.3) ifadesi kullanilirsa,

t}’l
T = Z ZakF X, ¥, 2, q Qu+l]lk(sl7~"> )T’kﬁ
n=0k= :
= ZF xy,ZCI ZakQquwk(Sl, sm*
ext
= A T e
[z—y(e —1)] wy(S1, 00 8751M)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.3. u -iincii basamaktan si,...,s, (r € N) kompleks degiskenli sifira denk

olmayan & (s1,...,s,) fonksiyonu i¢in

[n/p]
Aty (1 +32,3,2, 41+ @23 51,y 5138) 1= Y @B i (X1 +52,9,G1 + @2) Qg (51,0, 5,)1F
k=0
(ax #0, n, p€N)
dir. O halde p € N icin,
n WE l
Z Y a (k— l) Fo i (x1,9,2,q1) Fi—p1(%2,%,2,G2) Qui-yi (51, ..., 5,)t" (4.6)
k=0 /=0

- Auﬂl/(xl +X2,%,2,91 + G251, .., Sr3)

esitligi saglanir.

Ispat. Esitlik (4.6) ifadesinin sol tarafim1 kolaylik olmas icin T ile gosterelim. Bu ifadeye
Esitlik (2.6) 6zdesligi kullanilirsa

l

woinpl
r = Z aj ( k )Fn—k—pl(xl7yvzuql)Fk<x27y7Z7q2)QIJ+l[/l(sl7"-asr>t
=0 k=0
Wl (vl l
= Z aj Z ( k )Fn—k—pl(xlJyvzaql)Fk(x27y7Z7q2) Q/J-l—l//l(slv“'?Sr)t
=0 k=0
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[n/p]

= Z aanfpl(xl +Xx2,¥,41 + QZ)Q,LLerl(Sl ) ---,Sr)fl
1=0

= Aﬁ’ﬁl,(xl—i—xz;sl,...,sr;t).
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur. 0
4.3. OZEL DURUMLAR

Cok degiskenli Q y(s1,...,5-), k € Ng, r € N fonksiyonu yerine bir ve daha fazla
degiskenli daha basit fonksiyonlar yazildiginda bir 6nceki boliimde bahsedilen teoremlerin

bagka 6zel durumlarini verebiliriz.

Ozellik 4.4. Eger Teorem 4.2 de,

Qiyi(s1,-057) = T 7 (51, 085)

Lagrange tabanli Apostol-tipi polinom alinirsa,

Auy(sty...,sp88) = Z akTuTﬁzi o )(sl,...,sr;s)ck

(ak#ov [.L,II/EC)

ve
o [n/p] aF T(OC17(X2,...,(X,;(X) . k n .5
Z. ; arFn—pk (%, 3,2,0) T, i h (Sl,...,sr,s)tp_km @7
ext
- [Z—y(e’—1)]qA“a‘lf(slv---,Sr;S;n)
elde edilir.

Not 4.5. Lagrange tabanli Apostol-tipi polinomlar T(a“az’ noi )(xl, ., Xr;X) i¢in Esitlik

(2.8) kullanilir ve Egitlik (4.7) de a; = 1,4 = 0, y = 1 secilirse,

oo ["/ZP] (001,02, 00502) ék Z‘nfpk
F— k(x7y7Z7Q)T o (Sla"'vs ,S)——
o e S kA 7Pk (n— pk)!

ext - o 21 o S
T k—y(@—DJ <Hj:1(1_sm) ]> ()Len+(111)1+1> e, (A, aj €C)
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elde edilir. Boylece cok degikenli genellestirilmis Fubini polinomlar: i¢in bilateral

dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilmis olur.
Eger Teorem 4.2 de r =4 i¢in

Qi yk(51,52,53,54) = Fupyk(s1,52,53,54)

alinirsa, asagidaki ozellik elde edilir.

Ozellik 4.6.

Ay (s1,55:8) = Y axFuyyi(s1,52,53,54) 5, (ax # 0,1, € C)

k=0
ve
; Zo AUFn k(3,2 @) Fuyi(51,52,83,84) e 00—y 4.8)
ext
T (e - e Bt
elde edilir.

Not 4.7. Esitlik (4.8) de ay = £;, u =0, y = 1 almnirsa,

o [n/p] 1 r t"*l’k
—F,_ k(x»%ZaC])Fk(517527s3754)77 Y]
o e (n— pk)!
nk
= ZF xy,zq ZFk Sl,Sz,S3,S4)k
et esin

[e=y(e"=1)]7 [s3—s2(e? = 1)

elde edilir. Boylece cok degikenli genellestirilmis Fubini polinomlari i¢in bilinear dogurucu

fonksiyon bagintisi elde edilmis olur.

Eger Teorem 4.3 de r =4 ve

Qu+y/k(51752,53734) = Fu+y/k(x3a)’aZ»CI3)

alinirsa, asagidaki toplam ifadesi elde edilir.
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Ozellik 4.8.

ARy (X1 +x2,9,2,q1 + 42:%3,,2,43;1)

[n/p]
= Y @B pi(x1 + 32,3291+ @2) Fupyi (43,3, 2,43)0°%, (ax # 0,1,y € C)
k=0
veE
n_ [k/p] l
Z Z al( ) n—k (X1, 3,2, q1) Fe—p1 (X2,9,2,92) Fuy1 (%3,,2,93) M
k=
= A, (X1 +%x2,5,2,91 +q25%3,,2,93;M)
elde edilir.

Not 4.9. Ozellik 4.8 de ¢; = (§), p =0, y =1, p=1, n = 1 alnur ve Esitilik (4.2)

kullanilirsa,

i i <n) ( ) n—k(X1,%:2,q1) Fe—1 (X2,%,2,92) F1 (x3,9,2,93)

k=01
= F(xi+x2+x3,5,2,91+92+q3)

toplam ifadesi elde edilir.

Ayrica, ay (k € Ny), katsayilarinin her uygun secimi igin, ¢ok degiskenli ;4 yx(s1,...,5,),
r € N fonksiyonlarinin birkag basit fonksiyonun uygun bir ¢carpimi olarak ifade edilirse,
Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 iin iddialari, cesitli multilineer ve multilateral dogurucu
fonksiyonlarini tiiretmek icin uygulanabilir ve Esitlik (4.1) ile acikca verilen ¢ok degiskenli
genellestirilmis Fubini polinomlarinin ailesi i¢in bir¢cok dogurucu fonksiyon ailesi elde

edilir.

4.4. GENELLESTIRILMIS FUBINI POLINOMLARININ REKURANS
BAGINTILARI

Bu bolimde F,(x,y,z,q) ¢cok degiskenli genellestirilmis Fubini polinomlart i¢in bazi

rekiirans bagintilar elde edecegiz.
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Esitlik (4.1)ifadesinin her iki tarafinin x e gore tiirevini alalim.

i b ey
L L Eyaa) = a[m}

0

a n=0

0 " te?

—V'F - =

aXr;) n(x7y7Z7Q)n, [Z_y(e[_l)]q

0 & P " P "

a,;) n(x7yvzaq)a — th() n(xayaz7Q)a

> 9 " t”“
Snzg)— = Z (x,%,2,9)

n=0 : =
elde edilir. Esitligin sagina Esitlik (2.4) 6zdesligi uygulanirsa ;
0 Falc,2.4) = B 1(5,3.2.0)
—Fu(x =nF,_1(x
ox n\X, ¥, %, 4 n—1\X,¥,2,4

elde edilir.

Esitlik (4.1) ifadesinin her iki tarafinin y ye gore tiirevini alalim:

J o tn d T t -
gy & bz {ay[ =yt =1)] qH
;)%Fn(x,y,z,@,% =" [~q(c—y(¢ = 1)) (=1 ~1)
" e gle' —1)

Fn(x7y7zvq); =

s
Sl

[z—y(e! = 1)]? z—y(e — 1)

n=0
> J t” > " ge' —q
= Fi(x,y,7, q F(x,3,2,q) ————
r;()ay ! ! Z nlz+y— ye'
> 0 t” > 1P
(24+3) Y, 5-Falx3,2,9) —yZ Fo(x.3,2,q)
nany (9 p Op‘
0 00 tn—i—p t"
=q) ) Falxyza)— ,—an n(6)2,0)
n=0p=0 n.p
Y Lhra) s Y Y LR >’"+p
z+y ——F(0,),2,9)——y ——F(0,,2,9)
= dy nl 7= =0y n!p!

O 0 P il 1"

=q Z Z _Fn(x7y7zvq)__qz Fn(xayvzaq)_'
=0 =09y nlp! "= n!

Yukaridaki son esitlikte Esitlik (2.4) 6zdesligi kullanilirsa,

P

(z+) Za n(%,3:2,4) ‘—yr;)pZOa Fup(o3n2.0) (v
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n=0p=0 ( _p)!p' n=0
> t” e d " (n
Z+y Z )C Yy % q yz Z a_Fn—p(x,y,Z,Q)_'( )

n n

© n
—qZZ<n) (x,,2:9) —qZF X%ZCI)—
n=0p=0

0
(Z+y)anyy,zq yZ() Fop(%,5,2,9)

—qZ( ) np(%,9:2,9) — qFa(%,Y,2,9)

0 " /n 0
(2 +Y)3-Fa(%,5,2,9) + gFa(x,%,2,9) = ) qFn—p(%,3,2,q) +y5-Fu—p(x,3,2,9)
dy =0 \p dy

tiirev iceren rekiirans bagintisi elde edilir.

Simdi Egsitlik (4.1) in z ye gore tiirevi alinirsa;

J o " o« t —q—1
a_Zr;)Fn(x7yaZ7Q>E = € <_q [Z_y(e _1)} )
ext
T ey 1)
(z—y(e' = 1)) iiF (x, 3,2 Q)ﬁ=—4iF(xyz 61)ﬂ
n:()az n 11K n! n:O n 194 n!

= d " " 0 t”
z’;)a—ZFn(x,y,z,q)a—y’;) ZO 3oz, q +yZ a h(x:2,9)
= = p_
tn
=—q Z Fa(x,5,2:4)—
n=0
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elde edilir. Son esitlige Esitlik (2.4) 6zdesligi kullanilirsa,

) n [e] n n

0 t 0
_Fn IB2ES) - Fn ) 9
Zn;)az (6.3,2,9) yn;)p;oaz p(xyzq)( ,”Za n(6)2,0)

=—q Z Fn(X,y,Z,(])_'
n—0 n!

g F(yza) Yo Fa p(n2a) YEF2.24) _ —qF(xy.2.q)
n! (n—p)!p! n! n!

d " /n\ d d
R o () e e R )

P " /n\ 0
(z+y) a_ZFn (%,9,2,9) + qFu(x,9,2,q9) = ypzb (p) a_ZFn—p (xX,%.2,9)

tiirev iceren rekiirans bagintisi elde edilir.

Simdi Esitlik (4.1) in g ya gore tiirevini alalim:

a ° l" B & u B t_ ~,
a—qn;an(x»yazyC[)a = aq [6 (Z y(e 1)) }
oy a l-n . t L t
Z 8_ n (%9, 2, Q) = ' ((—1) [z—y(e — 1)} In(z—y(e' — 1)
> d t" —et ye’
_Fn W2,4)— = S — 1—
n;)aq (xyzq)n! [z—y(et —1)]? n(z+y)( Z—l—y)
ii x )l‘n . _iF(x )ﬁ ln( + )—Hn(l_ yef )
~ a W2, q = z n\X,¥,2,4 Py 74y e
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Y 2 -
X ¥,2,4)—
= dq " n!

e n l n

t
= —In(z+ F.(x,v,z2,q)— —In(1 — F,(x,y,z,
( y)n;) n(%,3,2,q) — —In( Z+y Z Y Q)

n 00 n
t

= d
r;)a_an(x,%Z’q)a = —1H(Z+y)nZOFn(x;y7Z7Q)H

ye! ol o0 £

—|—=F(1,1;2; F.(x,y,2,9)—
S| T Rz,

0 " > "

Y v (Wm(Dm (z+y) "
+ e F,(x,y,2,q
Z+y ngb (2)m m! ngﬁ )

Za_an(-xa)@Z?q)a = —ln(Z‘f‘)’)ZFn(xa)’aZ,‘I)a
n=0 n=0
oo o] 1 .n
y m+1 (et)m—i- t
+ K Xy Y, %,y -
,ZO,EO O P ]
Y o Blonzg)— = —In(z+y) ) Fa(xy,2,9)—
n—094 n: n=0

i s tP(m+1)P "
1y Yy flerzd) v gt )P

n=0m=0 p=0 m+1 Z+y p! n!

tiirev iceren rekiirans bagintisi elde edilir.
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5. iKi DEGISKENLI YUKSEK MERETEBEDEN
GENELLESTIRILMIS FUBINI POLINOMLARI

Bu boliimde iki de8iskenli yiiksek mertebeli genellestirilmis Fubini polinomlari tanimini

toplam ifadelerini, dogurucu fonksiyon ve rekiirans bagintilarin1 verecegiz.

5.1. iKi DEGISKENLI YUKSEK MERETEBEDEN GENELLESTIRILMIiS
FUBINI POLINOMU

Iki degiskenli yiiksek mertebeli genellestirilmis Fubini polinomlari i¢in toplam formiiliinii
elde ediyoruz. Iki degiskenli yiiksek mertebeli genellestirilmis Fubini polinomlar1 su

sekilde tanimlanir.

Il

e > )
ey ; ;ny—' (ren). (5.1)

Simdi Esitlik (5.1) esitliginin bazi 6zel durumlarini inceleyelim.
A =1 alinirsa,

F (x,y) = F" (x,y)

n,

elde edilir [36]. A =1 ve x = 0 alinirsa,

r 1 r r
EN0y) = i =F ) (5) =B ()

(o) - tn —_r .
Y Fo(x (xy) 7 = [1—y( ’“—1)] e
n=0
o (), A S (Axt)
= Fy ( )
LA X
_ (r) n+k* !
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elde edilir. Son esitlikte Esitlik (2.2) uygulanirsa;

n=0k=0
> n , n t"
- E[E@roerds

elde edilir.

Esitlik (4.1) ile verilen bagintinin sol tarafinda payda z? parantezine alinirsa,

S tn exl
F X 03,4)— = T 7 \ig
LEraan = coe—F
> " 1 et
Fn X 03,4)— = —
LAE»200 = Ga @ P

elde edilir. Bu esitligin sag tarafi Esitlik(5.1) daki bagint1 kullanilirsa,

o5}

n qx ;
Y Eeyag)l = Y freyn

n=0 n! n=0 1 n!
elde edilir. Son olarak ;—n, katsayilar1 esitlenirse

Fi (x,/2)
74
Zan(x»y,Z;CI) = an(x,y/z)

elde edlilir. Boylece genellestirilmis Fubini polinomlar ile yiiksek mertebeden iki

degiskenli genellestirilmis Fubini polinomlar1 arasinda bir bagint1 elde edildi.

Teorem 5.1. Iki degiskenli yiiksek mertebeden Fubini polinomlari igin asagidaki formiil
gecerlidir.
(ri+r2) S L) (r2)
F (x1+x2,y) = Z ” F o ()cl,y)F’Wl (x2,y). (5.2)

m=0
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Ispat. Esitlik (5.1) de r = ri +r> ve x = x1 +xp alinirsa;

oo A(X1+Xz)l‘
(ri+72) " e
F ()C] +x27y)_ =
= n,A n! [1 —y(e’” _ 1)] (ri4r2)
oo M e)l, (x1)t el()@)t
F(rl+r2) X1 +x 5 —_— =
I (e U T
Z Fn(r;i ™) (xy -l-xz,y)a = Fn(;{)(xhy)a Y F,,ﬁfi) (xz,y)%
n= n=0 n=0
(r+2) " vy ) (1) o
ZF (X1+X27)’) nl Z ZFnl (xl,y)le(xz,y) 17991
n= : n=0n=0 ’ nim!
elde edilir ve son esitlikte Esitlik (2.2) sag tarafa uygulanirsa;
— (ri4r) - (r2) 1"
FM (x1 +x2,) Z Z ( ) ,Y)Fm,;t (xz,y);.
n=0 ! n=0m=0 ’
elde edilir. Son olarak ,’1—'1, katsayilari esitlenirse, ispat tamamlanr. [

5.2. iKi DEGISKENLI YUKSEK MERETEBEDEN GENELLESTIRiLMIiS
FUBINI POLINOMU ICIN TEOREMLER VE BAZI SONUCLAR

Bu boliimde, iki degiskenli yiiksek mertebeden genellestirilmis Fubini Fn(r/l) (x,y)
polinomlarinin bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyonlarini veren bazi teoremler elde
edilecek ve bu teoremlerin bazi uygulamalarina yer verilecektir. Burada kullanilan

yontemler bir ¢ok arastirmaci tarafindan kullanilmaktadir.

Teorem 5.2. u -iincii basamaktan yi,...,ys (s € N) kompleks degiskenli sifira denk

olmayan & (y1,...,ys) fonksiyonu i¢in

A[,L,ll/(ylv'“ays;C) = ZakQu+wk()’17-~-7)’s)Ck (ak 7£ 07 u,ye (C)
k=0

ve

[n/p] k

, §
Onp (X, 73915+, 536) Z ark, )pk;L(X Y)Qu (V1 - ,ys)(_—

i) (n,peN) (5.3)
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olsun. Bu durumda,

elxt

; RV )
Z 9“ W )C y Yy Y1y ey Yss ﬁ)tn - |:1 —y(eh— 1)}1’/\.‘17‘//()}17"'3)].97”) (54)

doguruvu fonksiyonu elde edilir.
Ispat. Esitlik (5.4) ifadesinin sol tarafina 7 diyelim. Esitlik (5.3) ifadesi, Esitlik (5.4) de

yerine yazilirsa,

tn—pk

o [n/p]
k
; ; pkx (x }’)Qu+wk()’1a---7)’s)n m

elde edilir. Bu ifadeye, Esitlik (2.5) 6zdesligi uygulanir ve Esitlik (5.3) ifadesi kullanilirsa,

r = Z‘bl;oakF,ff;Z(x,y) Quwk(yh---,ys)nka

n—= =

_y FO( ’n 3 k
Z n,A xy Zak }H—l//k(yly 7yY)Tl
n=0

e?th

3 A sy VsiM),s

[1_y(em_1)]r H,lll(yl Vs n)
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. U

Teorem 5.3. p -iincii basamaktan yi,...,y; (r € N) kompleks degiskenli sifira denk

olmayan &, (y1,...,ys) fonksiyonu i¢in

[n/p]
Aﬁ7ﬁl/(x1 +X27y;)’1,---a)’s, . Z ay F rlpk A)(xl +X27)’)Qu+lyk()’1»---a)’s)tk (Clk 7é O,H,p GN)

dir. O halde p € N i¢in,

n [k/p n—npl - .
Z Z ay ( p ) Fn(j]z’l(x1;y)Fk(fIzM(xz;y)Quﬂ,l(yl,...,ys)tl (5.5)

k=0 1=0 k—pl
— A Ii[/<xl+x27y Y1, .- 7ys;t)

toplam ifadesi elde edilir.
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Ispat. Esitlik (5.5) ifadesinin sol tarafin1 kolaylik olmasi igin 7 ile gosterelim. Esitlik (2.6)

0zdesligi uygulanirsa,

WA p\ " |
r = [Z() kz%)al ( k )Fnlkp[’l(xlay)Fk7i (x27y72742)9u+q/l()’17---Js)f

el fnepl g
p r &
- zal<z( ; )Fn(_llz_pl?,l(XhY)Fk(j)(xz,)’)) Qi (15031

[=0 k=0
[n/ ] (ritr) l
= Z aan_lle (xl +x27y7)QIJ+I[/l(y17'"7ys)t
=0
= AZ’ﬁ,,(xl—l—xz;yl,...,ys;t)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur. [

Simdi Teorem 5.2 ve Teorem 5.3 iin baz1 uygulamalarini elde edecegiz.

Ornegin Teorem 5.2 de

Quayk(V1, -5 Ys) = <I>,(ff£l,,k(y1,---,ys)

alinirsa ve
- (a) n_ (1 _ —a (xp+...+x)t C -1
Y P (xr e x)t" = (1—xy1) " %e , (@eClrf < {ul™})
n=0
doguru fonksiyonu kullanilirsa [26], Fn(r/% (x,y) genellestirilmis iki degiskenli . mertebeden

Fubini polinomlari i¢in bazi sonuclar elde edilir.

Ozellik 5.4. Bu durumda,

AH,‘I»’())l?"'ays;C) = Z akqu)_?wk(yla"wys)gk (ak 7& 07 I'L?lll € C)
k=0

ve
[n/p] ") k
Oy (. yivise ¥ ) == Y @B, () Ry 01 Ys) == (n.p €N)
= ; (n— pk)!
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olur. Buradan;

) Axt

n e
0, (X, Y, V15 ees Y — )" = A s Vsl
n;() P ()C Y1 Vs tp)t [1 —y(e“— l)y .Uﬂlf(yl Vs Tl)

dogurucu fonk bagintisi elde edilir.

Not 5.5. Esitlik (5.6) esitliginde a; = 1 (k € Ny),u =0 ve ¥ = 1 alinirsa;

oo [n/p] " @ .
Z Z F pk)L(x y)q)‘u+1l/k(y17 aYs)TI P
n=0 k=0
e/lxt |
B [1—y@M—1ﬂA1_””)aé”*ﬁ”m(MI<wm)

elde edilir. Boylece Fn(rﬁ(

polinomlari i¢in bilateral dogurucu fonksiyon bagintis1 elde edilir.

Eger Teorem 5.2 de r = 2 i¢in

Quiyk(y1,2) = Fﬂwk,z (1,y2)

secilirse asagidaki sonuglar elde edilir.

Ozellik 5.6. Bu durumda

Apy(r,y2:8): Zak +ka (v1,2)&"

(ak#ou ‘U,II/G(C)

(5.6)

x,y) genellestirilmig iki degigkenli r. mertebeden Fubini

(5.7)

veE
wy L () g
Onp (x,y:y1,y2:8) : k;) arF, pk,l(x Y)FHWM(M yz)m (neNg,p eN)
olup,
Y oL M) o (1,v2:)
Onp (X, y331,¥2; )" = FApy(V1,y23M
= N T )
esitligi elde edilir.
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Not 5.7. Ozellik 5.6 da, a; = 1 (k € Ny), p =0 ve y = 1 alinirsa Esitlik (5.7) ifadesi,

w [n/p] kn—pk
(r) (r) 77 !
F x,y)F )
e/lxt e?Lyln

=y (e =D] 1=y (A =1)]"

elde edilir. Boylece iki degiskenli yiiksek meretebeden genellestirilmis Fubini polinomlari

icin bilinear dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilmis olur.

Teorem 5.3 de r =2 i¢in

Quiyk(y1,y2) = F,Eﬂ,/m 1,y2)

almursa Egitlik (5.5) ifadesi i¢in asagidaki ozellik elde edilir.

Ozellik 5.8.

[n/p]
AZﬁI/(xl +x2>y§}’17y2, . Z aF 7’11;& +x27y)FlE$L/k7)¢,(y17y2)tk

(ak 7’é07l~l7‘l/€ C)

secilirse

k
i [f]a n—pl F(rl) (x13 )F(rz) (32 )F( r3) ( )tl_An,p (61 452, : 1)
- ! k—pl n—k,A LY k—pl A 2:¥ u+yk,A YL,Y2)U = Ay w X1 2,Y5Y1,¥2;

elde edilir.

Ayrica Teorem 5.2 ve Teorem 5.3 den faydalanarak Fn(r/l) (x,y) genellestirilmis r.
mertebeden iki degiskenli Fubini polinomlari a; (k € Np) katsayisinin uygun se¢imi ve
Qu (v1,---,¥s) 8 € N yerine yazilarak uygun fonksiyonlarin ¢arpimu ile farkli sonuglar elde

edilir.

Teorem 5.9. r > 1 ve n > 1 icin

d (r)
aFn,l( y) = )LnF 1;L(xy) (5.8)
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tiirev iceren rekiirans bagintisi elde edilir.

Ispat. Esitlik (5.1) esitliginin iki tarafina x e gore tiirevini alalim.

U

Pl

S

Lt
a:ﬁ/\
G
—~
<
N—
S|

v
|

Y
Pl

N

—y

|

=

Q aQ
> T
|

[

\_/

> ) ) M elxt
—F (x,y)— = At ;
r;)ax n,)L( y) | [1_)) em—l)]
00 " tn+1
= lZFn’k(x,y) ‘
n=0
P S () t"
— A;Fn_m(x,y)(n_l)'

elde edilir. Yiiksek mertebeden iki degiskenli genellestirilmis Fubini polinomlarinda, n =0

icin
F0(2 (x,y)=1
oldugundan,
%FO(X (x,y)=0
dir. Dolayisiyla
;%Fg( >3’);_n! = A’;Fn(i)l 2 (%) (ninl)v
yazilabilir. Son olarak ;_n’ katsayilari esitlenirse ispat tamamlanir. [

Teorem 5.10. r > 1 ve n > 0 i¢in

a r r
(143) 3 F 3 (e0) 7,5 (x0)

— rnéo <:1) (Ax)™ ,fﬁ)m,;t(x,y)ﬂ Zn‘, (”)ux)mgF,f”m.ﬂ(xvy)

m=0 \" Y

tiirev iceren rekiirans bagintisi elde edilir.
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Ispat. Esitlik (5.1) esitliginin iki tarafinin y ye gore tiirevini alalim;

P oo ") ﬁ B i e?th
dy (ZF”l(x’y)n!> N 8y<[1—y(e’lf—l)}r>

) | |
n=0m=0 -, n=0
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elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Teorem 5.11. Iki degiskenli r. mertebeden Fn(rl) (x,y) Fubini polinomlart i¢in asagidaki

rekiirans bagintis1 gecerlidir.

FU o y) =2 F<;2<xy+yr2() E\ i 5 3)E, <1,y>]-

Ispat. Esitlik (5.1) esitliginin iki tarafin1 7 ye gore kismi tiirevini alalim.

d [ () t" d et
fadl FV) (x,y)— = — .

oo -1
(") t"
F(xy)
L a0 )
Axt Axt e?Lt
= Ax +yAr

(r) r
Fn-H /l( ’y)_!
n=0
= Y FOn) e e Y Y F () (1)
- XZ n,l +y I’ZZ n,?L ( ’y)a%
n=0 n=0m=0 s
(r) "
Fn+1 1( 7)’)_‘
n=0
A Y EQen S tar Y Y ) Fa(ly)
= n,A n! o N’ n—m,A " (n—m)!n!
elde edilir ve Egitlik (2.4) 6zdesligi esitligin sag tarafina uygulanirsa;
" F) —axy FU) (x,y) = +yA FO (e y) 2 (1,9) =
n+1,l XZ n,A +y VZ Z n,/l ) m,l( 7y);
n=0 n=0 n=0m=0 :
elde edilir ve ;_n’ katsayilar1 esitlenirse ispat tamamlanmis olur. [
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Teorem 5.12. Asagidaki integral gosterimi dogrudur.

(r) (r)
/ﬁ F(r) (x y)dx: Fn+1,l(ﬁ7y) _Fn+1 l(a y)
’ A(nt1) '

Ispat. Esitlik (5.8) esitligi kullanilirsa;

"y = [ F, s
o A 7L ax n+1)L X

_ b o
- )’(n+1)Fn+17l(x’y)

(04

= A(n+1) [ n+17L(B y)— n(+)1/1(

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada genellestirilmis Fubini polinomlar1 ve bu polinomun bazi uygulamalari
incelenmistir. Ayrica ¢cok degiskenli genellestirilmis Fubini polinomunun bazi 6zellikleri
verildikten sonra bu polinomlar i¢in multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyon
bagmtilarin1 veren teoremler elde edilmigstir. Ayrica bu teoremlerin 6zel durumlari

incelendikten sonra bu polinomlar i¢in yeni rekiirans bagintilari elde edilmistir.

Bu tezde calisilan konularin 15181 altinda gelecekte farkli polinomlarin toplam formiilleri,
dogurucu fonksiyon bagintilari, rekiirans bagintilart gibi farkli 6zellikleri de elde edilebilir.
Bu tezde yapilan uygulamalar matematigin bir ¢ok alaninda kullanilan farkli dogurucu

fonksiyonlarin ¢esitlendirilmesi ve gelistirilmesi i¢in yol gosterebilir.
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