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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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DANIŞMAN
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Doç. Dr. Nejla ÖZMEN
Düzce Üniversitesi

Jüri Üyeleri
Doç. Dr. Nejla ÖZMEN
Düzce Üniversitesi

Prof. Dr. Esra ERKUŞ DUMAN
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olan ve tez çalışmamın her aşamasında aynı titizlikle yardımına devam eden konu ile ilgili

engin bilgi ve birikimini ustalık ve samimiyetiyle aktaran sayın hocam Doç. Dr. Nejla
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GENELLEŞTİRİLMİŞ FUBINI POLİNOMU ..................................... 26
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Fn(x) Tek Değişkenli Fubini Polinomu
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ÖZET

FUBINI POLİNOMLARI VE BAZI ÖZELLİKLERİ

Muhammet AĞCA
Düzce Üniversitesi

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı
Yüksek Lisans Tezi

Danışman: Doç. Dr. Nejla ÖZMEN
Temmuz 2023, 41 sayfa

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıstir. İkinci bölümde
önbilgiler ve diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı tanımlar ve yardımcı teoremler
verilmiştir. Üçüncü bölümde, Fubini polinomlarının türleri hakkında bilgi verilmiştir.
Bu polinomların bazı özellikleri verilmiştir. Dördüncü bölümde genelleştirilmiş Fubini
polinomları tanıtılmış, genelleştirilmiş Fubini polinomları için toplam formülleri, doğurucu
fonksiyon bağıntıları elde edilmiştir. Ayrıca, bu polinomun multilineer ve multilateral
doğurucu fonksiyonlarını veren teoremler elde edilmiştir. Bu teoremlerin uygulamalarına
yer verilmiştir. Beşinci bölümde iki değişkenli yüksek mertebeden genelleştirilmiş Fubini
polinomları tanıtıldı ve özelliklerine yer verildi. İki değişkenli yüksek mertebeden
genelleştirilmiş Fubini polinomları için toplam formülü ve doğurucu fonksiyon bağıntısı
elde edildi. Bu polinomun bilineer ve bilateral doğurucu fonksiyonlarını veren teoremler
elde edildi ve bu teoremlerin uygulamalarına yer verilmiştir. Daha sonra bu polinomların
bazı rekürans bağıntıları ve integral bağıntısı elde edilmiştir. Son bölümde sonuç ve
önerilere yer verilmiştir.

Anahtar sözcükler: Genelleştirilmiş Fubini Polinomları, Toplam Formülü, Doğurucu
Fonksiyon.
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ABSTRACT

FUBINI POLYNOMIALS AND SOME PROPERTIES

Muhammet AĞCA
Düzce University

Graduate School, Department of Mathematics
Master Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nejla ÖZMEN
July 2023, 41 pages

This thesis consists of six chapters. The first chapter is reserved for the introduction.
In the second chapter, some definitions and lemmas that will be used in other chapters
are given. In the third chapter, information about the types of Fubini polynomials is
given. Some properties of these polynomials are given. In the fourth chapter, generalized
Fubini polynomials are introduced, sum formulas and generating function relations for
generalized Fubini polynomials are obtained. In addition, theorems giving the multilinear
and multilateral generating functions of this polynomial are obtained. Applications of
these theorems are given. In the fifth chapter, higher order generalized Fubini polynomials
with two variables are introduced and their properties are given. The sum formula and the
generative function relation for bivariate higher order Fubini polynomials were obtained.
Theorems giving the bilinear and bilateral generating functions of this polynomial are
obtained and the applications of these theorems are given. Then, some recurrence relations
and integral relations of these polynomials are obtained. In the last section, conclusions
and recommendations are given.

Keywords: Generalized Fubini Polynomials, Summation Formula, Generating Function.
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1. GİRİŞ

Bu tez, genelleştirilmiş Fubini polinomları üzerinde yapılan bir çalışmadır. Fubini

tipi polinomlar kombinatoryal matematikte ortaya çıkar ve matematiğin teori ve

uygulamalarında önemli bir rol oynar. Bu nedenle birçok sayı teorisi ve kombinatorik

uzmanı bunların özelliklerini kapsamlı bir şekilde incelemiş ve bir dizi ilginç sonuçlar

elde etmişlerdir [1]-[5]. Literatürde bu polinomlar ve sayılarla ilgili çok sayıda özdeşlik

elde edilmiş [6]-[11] ve bunların genellemeleri verilmiştir [6], [12], [13]. Bu polinomlar

üzerine yapılan çalışmalar hâlen devam etmektedir. Bu polinomlar, fizik, matematik,

uygulamalıbilimler, mühendislik ve fonksiyonel analiz, diferansiyel denklemler, kuantum

mekaniği, matematiksel analiz, matematiksel fizik vb. dahil olmak üzere birçok araştırma

alanına sahiptir.

Son yıllarda bu polinomlar üzerine yapılan çalışmalar önemli bir yer tutmaktadır. Uygun

koşullar altında bu polinomların farklı tip özellikleri halen çalışılmaktadır. Tek değişkenli

Fubini polinomlarının ilk örnekleri 1974 yılında S. M. Tanny tarafından ortaya çıkmıştır

[14]. 1997 yılında M. E. Dasef ve S. M. Kautz [15], 2005 yılında K. N. Boyadzhiev [6],

2011 yılında A. Dil ve V. Kurt [12], 2016 yılında L. Kargın [1] tarafından yapılan çalışmalar

Fubini polinomunun genişlemesine katkıda bulunmuşlardır. 2017 yılında N. Kılar ve Y.

Şimşek yüksek mereteben tek değişkenli Fubini polinomların doğurucu fonksiyonunu

tanıttılar ve bu polinomun özelliklerini verdiler [3]. 2018 yılında F. Qi tarafından

genelleştirilmiş Fubini polinomları tanıtılmış ve Fubini sayıları üzerine çalışma yapmıştır

[16]. 2019 yılında H. M. Srivastava ve C. Kızılateş tarafından iki paremetreli, iki değişkenli

Fubini tip polinomu tanıtıldı [17]. Daha sonraları, bu polinomun birçok genelleştirilmesi

birçok yazar tarafından ele alınmış, Apostol tip polinomlarla ilişkilendirilmiştir [18]-[20].

Aynı zamanda, matematikte doğurucu fonksiyon (veya üreteç fonksiyonu), bir dizinin

girdilerinin bilgisini katsayılarında tutan bir biçimsel kuvvet serisidir. Kullanım ve

uygulama alanlarına göre çeşitli doğurucu fonksiyonlar bulunmaktadır. Karma doğurucu

fonksiyon, multilinear doğurucu fonksiyon, multilateral doğurucu fonksiyon bunlardan

bazılarıdır. Doğurucu fonksiyonlar sayesinde matematikte, fizikte ve özellikle de

mühendislikte pek çok uygulama alanına sahip olan özel fonksiyonların yapısal davranışları

ve karakteristikleri incelenebilmektedir. Konunun geniş bir yelpazede çalışılıyor olması

birçok araştırmacının ilgisini çekmektedir. Özellikle de son yıllarda etkin bir araştırma
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sahası haline gelmiştir. Bir doğurucu fonksiyonun elde edilmesinde kombinatoryal

toplamlar ve binom özdeşlikler önem arz etmektedir. Bu özdeşlikler yardımıyla doğurucu

fonksiyonların yanı sıra integral gösterimleri, ters bağıntılar, hipergeometrik serilerin

içerildiği gösterimler gibi daha farklı özellikler de elde edilebilmektedir. Doğurucu

fonksiyonlar kullanılarak özel polinomlar tanımlanabilir. Matematikte iyi bilinen tek ve

çok değişkenli birçok polinom, doğurucu fonksiyon yardımıyla tanımlanmıştır [21]-[31].

Ayrıca Fubini tip polinomlar üzerinde yapılan çalışmalar, daha halen devam etmektedir.

Örneğin; 2021 yılında Srivastava ve arkadaşları tarafından Fubini tip polinomların yeni bir

ailesi tanıtılmış [32], 2021 yılında q−Fubini polinomları üzerine A. Muhyi ve S. Araci

[33] tarafından çalışmalar mevcuttur.

Bu tezde ilk olarak tek değişkenli Fubini polinomları, iki değişkenli Fubini polinomları,

yüksek meretebeden tek değişkenli Fubini polinomları ve dejenere olmuş Fubini

polinomları verilmiştir. Daha sonra, çok değişkenli genelleştirilmiş Fubini polinomlarının

toplam formüleri, bilinear ve bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısını veren teoremler elde

edildi ve sonuçları incelenmiştir. Türev içeren rekürans bağıntısı verilmiştir. Ayrıca,

çok değişkenli genelleştirilmiş Fubini polinomlarının bilinear ve bilateral doğurucu

fonksiyonunu veren teoremler bulunmaktadır. Bu teoremler kullanılarak bazı doğurucu

fonksiyon bağıntıları verilmiştir. Son böümde, iki değişkenli yüksek meretebeden Fubini

polinomları incelenmiştir. Toplam formüleri, bilinear ve bilateral doğurucu fonksiyon

bağıntısını veren teoremler elde edildi ve sonuçları incelenmiştir. Türev içeren rekürans

bağıntısı ve integral bağıntısı verilmiştir. Son olarak, genelleştirilmiş Fubini polinomları

için elde edilen sonuçlar ve öneriler bulunmaktadır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Çalışmanın bu bölümünde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel

kavramlara ve tanımlara yer verilmiştir.

Tanım 2.1. λ reel yada kompleks bir sayı, ϑ sıfır yada pozitif bir tamsayı olmak üzere

(λ )
ϑ
=

 (λ +1)(λ +2) ...(λ +ϑ −1) , ϑ ≥ 1

1, ϑ = 0

şeklinde tanımlanan (λ )
ϑ

ifadesine Pochhammer sembolü denir [29].

Tanım 2.2. α, β ve γ reel ya da kompleks sabitler olmak üzere,

2F1 (α,β ;γ;x) =
∞

∑
n=0

(α)n (β )n
(γ)n

xn

n!
(2.1)

şeklinde tanımlanan seriye hipergeometrik seri denir. Literatürde F(α,β ;γ;x) ile gösterilir

ve bu fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Genelleştirilmiş hipergeometrik seri,

pFq
(
α1,α2, ...,αp;γ1,γ2, ...,γq;x

)
=

∞

∑
n=0

(α1)n (α2)n ...(αp)n

(γ1)n (γ2)n ...
(
γq
)

n

xn

n!

şeklinde tanımlanır [41].

Tanım 2.3. (Newton Binom Formülü) a, b ∈ R ve n ∈ N olmak üzere,

(a−b)n =
n

∑
k=0

 n

k

an−k(−b)k

dır [41].

Yardımcı Teorem 2.4. c > 0 olmak üzere,

cx =
∞

∑
n=0

(x lnc)n

n!
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şeklinde açılımına sahiptir [41]. Ayrıca, c = e alınırsa,

ex =
∞

∑
n=0

xn

n!

elde edilir.

Yardımcı Teorem 2.5. Hipergeometrik serilerin tanımında Eşitlik (2.1)’deki ifadesinde

α, β , γ değerleri özel olarak alındığında aşağıdaki eşitlikler geçerlidir [41]:

a)

(1− x)−α =
∞

∑
n=0

(α)n
xn

n!
= 2F1 (α,1;1;x) .

b)

ln(1+ x) = x
∞

∑
n=0

(1)n (1)n
(2)n

(−x)n

n!
= x2F1 (1,1;2;−x) .

Yardımcı Teorem 2.6. Asağıdaki eşitlikler geçerlidir [29]:

a)
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

A(k,n− pk) . (2.2)

b)
∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n+ pk) . (2.3)

c)
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

n

∑
k=0

A(k,n− k) . (2.4)

d)
∞

∑
n=0

n

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n+ k) . (2.5)

e)
n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

A(k, l) =
[n/p]

∑
l=0

n−pl

∑
k=0

A(k+ pl, l) . (2.6)

Yardımcı Teorem 2.7. Aşağıdaki eşitlik geçerlidir [41]:

limλ→0 (1+λ t)1/λ = et . (2.7)
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İspat. İspat için sol tarafı kullanarak sağ tarafı elde etmeye çalışalım. Eşitliğin sol tarafına

kolaylık olması için L ile gösterelim ve eşitliğin iki tarafını ln tabanında yazalım.

ln(L) = ln
(

limλ→0 (1+λ t)1/λ
)

= limλ→0 ln(1+λ t)1/λ

= limλ→01/λ ln(1+λ t)

= limλ→0
ln(1+λ t)

1
1/λ

(L′Hospital)

= limλ→0

t
1+λ t
1/λ 2

1/λ 2

= t

elde edilir. Buradan,

L = et

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Tanım 2.8. İki değişkenli bir F(x, t) fonksiyonu, t nin kuvvetlerine göre

F (x, t) =
∞

∑
n=0

cn fn(x)tn

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, F(x, t) fonksiyonuna { fn(x)} fonksiyonlar ailesinin bir

doğurucu fonksiyonu denir. Burada cn ler x ve t den bağımsız, n nin bir fonksiyonu olup

değişik parametreler içerebilirler.

Tanım 2.9. Üç değişkenli D(x,y, t) fonksiyonu, t nin kuvvetlerine göre

D(x,y, t) =
∞

∑
k=0

akhk (x)hk (y) tk

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, D(x,y, t) fonksiyonuna hk (x) fonksiyonları için bilineer

doğurucu fonksiyon denir.

Tanım 2.10. Üç değişkenli D(x,y, t) fonksiyonu t nin kuvvetlerine göre

D(x,y, t) =
∞

∑
k=0

akhk (x)gk (y) tk

5



şeklinde bir seriye açılabiliyorsa D(x,y, t) fonksiyonuna hk (x) ve gk (y) fonksiyonları için

bilateral doğurucu fonksiyon denir.

Tanım 2.11. (r+1) değişkenli D(x1,x2, . . . ,xr, t) t nin kuvvetlerine göre,

D(x1,x2, . . . ,xr, t) =
∞

∑
k=0

ak fk (x1) fk (x2) ... fk (xr) tk

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, D(x,y, t) fonksiyonuna fk (x1) , fk (x2) , ..., fk (xr)

fonksiyonları için multilineer doğurucu fonksiyon denir.

Tanım 2.12. (r+1) değişkenli D(x1,x2, . . . ,xr, t) t nin kuvvetlerine göre

D(x1,x2, . . . ,xr, t) =
∞

∑
k=0

ak f1k (x1) f2k (x2) ... frk (xr) tk

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, D(x1,x2, . . . ,xr, t) fonksiyonuna f1k (x1) , f2k (x2) , ...,

frk (xr) fonksiyonları için multilateral doğurucu fonksiyon denir.

Tanım 2.13. T (α1,α2,....,αr;α)

n,λ ,k (s1,...,sr;s) Lagrange-based Apostol- tip Polinomları (λ ∈

C; αi ∈C) için;

∞

∑
n=0

T (α1,α2,....,αr;α)

n,λ ,k (x1,...,xr;x)tn =
(
∏

r
j=1(1− x jt)−α j

)( 2lt
λet +(−1)l+1

)α

ext (2.8)

şeklinde doğurucu fonksiyon bağıntısıyla tanımlanır [18].

Tanım 2.14. H(r)
n (u;x) Frobenius-Euler Polinomları u 6= 1 için;

(
1−u
et−u

)r

ext =
∞

∑
n=0

H(r)
n (u;x)

tn

n!

şeklinde doğurucu fonksiyon bağıntısıyla tanımlanır [18]

Tanım 2.15. En(x) Euler Polinomu;

∞

∑
n=0

En(x)
tn

n!
=

2
et +1

ext ,(|t|< π) (2.9)

olarak tanımlanır. Eşitlik (2.9) da x = 0 alınırsa,

∞

∑
n=0

En(0)
tn

n!
=

2
et +1

(2.10)

6



=
∞

∑
n=0

En
tn

n!

elde edilir. İki serinin eşitliğinden tn katsayılarını eşitlersek,

En(0) = En

elde edilir.
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3. FUBINI POLİNOMLARI VE ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde bazı Fubini polinom çeşitlerinin tanımını ve özelliklerini vereceğiz. Ayrıca

dejenere Fubiuni polinomları için bazı sonuçlar elde edilecektir. Amerikalı bir matematikçi

olan Leonard Carlitz’in bakış açısıyla dejenere Fubini polinomunu inceleyeceğiz. Bu

polinomlarla ilgili bazı teoremler ve ispatlar da verilecektir.

3.1. TEK DEĞİŞKENLİ VE İKİ DEĞİŞKENLİ FUBINI POLİNOMLARI

Bu bölümde, tek değişkenli Fubini polinomları Fn(x) in tanımını ve bazı özelliklerini

vereceğiz. Ayrıca Fn Fubini sayılarının Stirling Sayıları Sn(n,k) ile ilişkisini tanım olarak

veriyoruz.

Tek değişkenli Fubini polinomları fiziksel problemlerde sıklıkla karşılaşılan büyük

kısmi diferansiyel denklem sınıflarının çözümü için yeni analiz araçları sunmaktadır.

Matematiksel olarak Fn(x) Fubini polinomları aşağıdaki gibi tanımlanmıştır [14].

1
1− x(et−1)

=
∞

∑
n=0

Fn(x)
tn

n!
. (3.1)

Şimdi Eşitlik (3.1) de x =−1
2 alınırsa,

∞

∑
n=0

Fn(−
1
2
)

tn

n!
=

1
1−
(
−1

2

)
(et−1)

=
1

1+ 1
2(e

t−1)

=
2

et +1

elde edilir. Eşitlik (2.10) den

∞

∑
n=0

Fn(−
1
2
)

tn

n!
=

∞

∑
n=0

En
tn

n!

8



elde edilir. İki serinin eşitliğinden, tn katsayıları eşitlenirse

Fn(−
1
2
) = En

elde edilir. Fubini sayılarını elde etmek için Eşitlik (3.1) de x = 1 alınırsa,

∞

∑
n=0

Fn(1)
tn

n!
=

1
1−1(et−1)

=
1

2− et

elde edilir. Bulunan bu ifadeye Fubini sayıları adı verilir. Fubini sayıları

1
2− et =

∞

∑
n=0

Fn
tn

n!

şeklinde tanımlanır [39]. Ayrıca n ≥ 0 için Sn(n,k) stirling sayılarını göstermek üzere

Fubini sayıları,

Fn =
n

∑
k=0

k!Sn(n,k)

şeklinde tanımlanır [40]. Eşitlik (3.1) ifadesinde x = y, alınırsa,

1
1− y(et−1)

=
∞

∑
n=0

Fn(y)
tn

n!

elde edilir. Böylece genelleştirilmiş Fubini Polinomu Fn(y) elde edilir. Uygun faktöriyel

ile ağırlıklandırılmış k!Sn(n,k) Stirling sayıları olmak üzere Fubini sayıları

Fn(y) =
n

∑
k=0

Sn(n,k)k!yk

şeklinde de kabul görmüştür [14].

[6] deki yazarlar tarafından tanımlanan,

(
y

d
dy

)m 1
1− y

=
∞

∑
k=0

kmyk =
1

1− y
Fm

(
y

1− y

)

bağıntısından dolayı Fn(y) polinomları geometrik polinomlar olarakta isimlendirilir.
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3.2. İKİ DEĞİŞKENLİ GENELLİŞTİRİLMİŞ FUBINI POLİNOMU

Bu bölümde iki değişkenli genelleştirilmiş Fubini polinomlarınının tanımını veriyoruz.

Ayrıca iki değişkenli Fubini polinomlarının bazı özelliklerini vererek Fubini sayılarını elde

edeceğiz. Ayrıca Fubini polinomları ile Euler polinomu arasında eşitlik elde edeceğiz. İki

değişkenli genelleştirilmiş Fubini polinomları Fn(x,y),

ext

1− y(et−1)
=

∞

∑
n=0

Fn(x,y)
tn

n!
(3.2)

olarak tanımlanır [1]. Eşitlik (3.2) de x = 0 seçilirse,

1
1− y(et−1)

=
∞

∑
n=0

Fn(0,y)
tn

n!

=
∞

∑
n=0

Fn(y)
tn

n!
(3.3)

elde edlilir. Yani Fn(0,y) = Fn(y) dir. Bu eşitlik ile genellikle karşılaşılan büyük kısmi

diferansiyel denklem sınıflarının çözümü için yeni analiz araçları sunmaktadır. Negatif

olmayan bir n tamsayısı için Eşitlik (3.2) de y =−1
2 alınırsa,

∞

∑
n=0

Fn

(
x,−1

2

)
tn

n!
=

ext

1−
(
−1

2

)
(et−1)

=
ext

1+ 1
2(e

t−1)

=
1
2
+

ext

2

=
ext +1

2

elde edilir. Burada elde edilen son eşitlikden,

Fn

(
x,−1

2

)
= En(x)

bağıntisı elde edilir.
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3.3. YÜKSEK MERTEBEDEN FUBINI POLİNOMU VE ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde yüksek mertebeden tek değişkenli Fubini polinomunun F(v)
n (x) tanım ve bazı

özelliklerini vereceğiz. Yüksek mertebeden Fubini polinomları

2υ

(2− et)2υ
ext =

∞

∑
n=0

F(υ)
n (x)

tn

n!
, (υ ∈ N0; |t|< log2) (3.4)

olarak tanımlanmıştır [3]. Eşitlik (3.4) ifadesinde x = 0 alınırsa,

2υ

(2− et)2υ
=

∞

∑
n=0

F(υ)
n

tn

n!
, (υ ∈ N0; |t|< log2) (3.5)

elde edilir. Eşitlik (3.5) ifadesi υ . mertebeden F(υ)
n Fubini sayılarını elde etmemizi sağlar.

Şimdi x,y ∈ R için ext cos(yt) ve ext sin(yt) iki fonksiyonun Maclaurin açılımlarını yazalım.

ext cos(yt) =
∞

∑
n=0

Cn(x,y)
tn

n!

ve

ext sin(yt) =
∞

∑
n=0

Sn(x,y)
tn

n!

olarak yazılır [34]. Burada Cn(x,y) ve Sn(x,y) fonksiyonları

Cn(x,y) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(−1)k
(

n
2k

)
xn−2ky2k

ve

Sn(x,y) =
[ n−1

2 ]

∑
k=0

(−1)k
(

n
2k+1

)
xn−2k−1y2k+1

şeklinde tanımlanır. Son zamanlarda [17] yazarları

2υ

(2− et)2υ
ext cos(yt) =

∞

∑
n=0

F(c,υ)
n (x,y)

tn

n!
, (υ ∈ N0; |t|< log2)

ve
2υ

(2− et)2υ
ext sin(yt) =

∞

∑
n=0

F(s,υ)
n (x,y)

tn

n!
, (υ ∈ N0; |t|< log2)

şeklinde iki parametrili Fubini polinomu tanımladılar.
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3.4. DEJENERE FUBINI POLİNOMLARI

İkinci türden Stirling sayıları,

1
k!
(
et−1

)k
=

∞

∑
n=k

S2(n,k)
tn

n!
, (k ≥ 0) (3.6)

ve ikinci türden dejenere Stirling sayıları

1
k!

(
(1+λ t)

1
λ −1

)k
=

∞

∑
n=k

S2,λ (n,k)
tn

n!
, (λ ∈ R) (3.7)

olarak tanımlanmıştır [37], [38]. Kang-Tae Kim ve arkadaşları tarafından birinci türden

Stirling sayıları,
1
k!

(log(1+ t))k =
∞

∑
n=k

S1(n,k)
tn

n!
, (k ≥ 0) (3.8)

olarak tanımlanmıştır [1], [35]. Yine aynı yazarlar

(1+λ t)
x
λ =

∞

∑
n=0

( x
λ

)
n

λ
n tn

n!
(3.9)

=
∞

∑
n=0

(x)n,λ
tn

n!

eşitliğini tanımlamıştır. Burada (x)n,λ

(x)n,λ = x(x−λ )...(x− (n−1)λ ), (n≥ 1),

(x)0,λ = 1

şeklindedir.

Eşitlik (3.7) ifadesinin sol tarafının λ → 0 limiti alındığında,

limλ→0S2,λ (n,k) = S2(n,k)

elde edlilir. Eşitlik (3.7) de

1
k!

(
(1+λ t)

1
λ −1

)k
=

1
k!

(
elog(1+λ t)

1
λ −1

)k

=
1
k!

(
e

1
λ

log(1+λ t)−1
)k

12



elde edilir. Son eşitlik dikkate alındığında Eşitlik (3.6) de t yerine 1
λ

log(1+λ t) gelmiş

halidir. O halde

1
k!

(
e

1
λ

log(1+λ t)−1
)k

=
∞

∑
n=k

S2(n,k)

( 1
λ

log(1+λ t)
)n

n!

=
∞

∑
n=k

S2(n,k)λ−n 1
n!

(log(1+λ t))n

elde edilir. Son eşitlikte dikkate alınırsa, Eşitlik (3.8) da k yerine n, n yerine m, t yerine de

λ t gelmiş halidir. O halde

∞

∑
n=k

S2(n,k)λ−n 1
n!

(log(1+λ t))n =
∞

∑
n=k

S2(n,k)λ−n
∞

∑
m=n

S1(m,n)
(λ t)m

m!
(3.10)

=
∞

∑
m=k

(
m

∑
n=k

S2(n,k)λ m−nS1(m,n)

)
tm

m!

elde edilir. Ayrıca Eşitlik (3.7) de n = m alınır ve Eşitlik (3.10) ile eşitlenirse,

∞

∑
m=k

S2,λ (m,k)
tm

m!
=

∞

∑
m=k

(
m

∑
n=k

S2(n,k)λ m−nS1(m,n)

)
tm

m!

elde edilir. Son ifadenin tm

m! katsayıları birbirine eşitlenirse;

S2,λ (m,k) =
m

∑
n=k

S2(n,k)λ m−nS1(m,n)

elde edilir.

Eşitlik (2.7) den biliyoruz ki

limλ→0 (1+λ t)1/λ = et

eşitliği sağlanıyordu. Eşitlik (3.3) den

1
1− y(et−1)

=
∞

∑
n=0

Fn(y)
tn

n!
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eşitliğini biliyoruz. Yukarıdaki Eşitlik (2.7) ve Eşitlik (3.3) göz önüne alındığında dejenere

Fubini polinomlarının

1

1− y((1+λ t)1/λ −1)
=

∞

∑
n=0

Fn,λ (y)
tn

n!
, (λ ∈ R) (3.11)

şeklinde tanımlandığını söyleyebiliriz. Buradan,

limλ→0

[
1

1− y((1+λ t)1/λ −1)

]
=

1
1− y(et−1)

limλ→0Fn,λ (y) =
∞

∑
n=0

Fn(y)
tn

n!

eşitlik elde edilir. Eşitlik (3.11) nin sol tarafınından,

1

1− y((1+λ t)1/λ −1)
=

∞

∑
n=0

yk
(
(1+λ t)1/λ −1

)k

yazılabilir. Eşitlik (3.7) göz önüne alındığında yukarıdaki toplam

∞

∑
n=0

ykk!
∞

∑
n=k

S2,λ (n,k)
tn

n!
=

∞

∑
n=0

(
n

∑
k=0

ykk!S2,λ (n,k)

)
tn

n!
(3.12)

şeklinde yazılabilir. Bu nedenle Eşitlik (3.11) ve Eşitlik (3.12) ile aşağıdaki teoremi elde

ederiz.

Teorem 3.1. n≥ 0 için

Fn,λ (y) =
n

∑
k=0

ykk!S2,λ (n,k).

eşitliği geçerlidir.

İspat.
1
k!

(
(1+λ t)

1
λ −1

)k
=

1
k!

k

∑
l=0

(
k
l

)
(−1)k−l (1+λ t)

l
λ

binom açılımını kullanarak ispata başlayalım.

Yukarıdaki eşitliğin sağ tarafındaki (1+λ t)
l
λ ifadesine Eşitlik (3.9) uygulanırsa,

1
k!

k

∑
l=0

(
k
l

)
(−1)k−l (1+λ t)

l
λ =

1
k!

k

∑
l=0

(
k
l

)
(−1)k−l

∞

∑
n=0

(
l
λ

)
n

λ
n tn

n!

=
∞

∑
n=0

(
1
k!

k

∑
l=0

(
k
l

)
(−1)k−l(l)n,λ

)
tn

n!
(3.13)
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elde edilir. Böylece Eşitlik (3.7) ve Eşitlik (3.13) den

1
k!

k

∑
l=0

(
k
l

)
(−1)k−l(l)n,λ =

 0, n < k

S2,λ (n,k), n≥ k

yazabiliriz.

Şimdi aşağıdaki farklı eşitlikler elde etmeye çalışalım.

1
1− y

(
1

1− y
1−y((1+λ t)1/λ −1)

)
=

1

1− y(1+λ t)1/λ

=
∞

∑
k=0

yk (1+λ t)k/λ

=
∞

∑
n=0

(
∞

∑
k=0

yk(k)n,λ

)
tn

n!
. (3.14)

Birinci eşitliğimiz yukarıdaki gibi olsun. Şimdi ikinci bir eşitlik yazmaya çalışalım.

1
1− y

(
1

1− y
1−y((1+λ t)1/λ −1)

)
=

1
1− y

∞

∑
n=0

Fn,λ

(
y

1− y

)
tn

n!
. (3.15)

eşitliğini yazabiliriz. Böylece Eşitlik (3.14) ve Eşitlik (3.15) eşitliklerinden gerekli

düzenlemeler yapılırsa ispat tamamlanır.

Teorem 3.2. n≥ 0 için

1
1− y

Fn,λ

(
y

1− y

)
=

∞

∑
k=0

yk(k)n,λ

eşitliği sağlanır.

Ayrıca

Fn,λ (1) = Fn,λ =
n

∑
k=0

(k)n,λ

2k

ve Teorem 3.2 den

Fn,λ =
1
2

∞

∑
k=0

(k)n,λ

2k

eşitliği yazılabilir.
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ FUBINI POLİNOMLARI

Bu bölümde genelleştirilmiş Fubini polinomları tanımını vereceğiz. Fn(x,y,z,q)

genelleştirilmiş Fubini polinomu D.S Kim, T.Kim, H,-I Kwon ve J.-W.Park yazarları

tarafından tanımlanmıştır [36]. Fn(x,y,z,q) genelleştirilmiş Fubini polinomları için

değişkenleri değiştirerek farklı toplamlar elde edeceğiz.

4.1. GENELLEŞTİRİLMİŞ FUBINI POLİNOMLARI

Fn(x,y,z,q) genelleştirilmiş Fubini Polinomları

ext

[z− y(et−1)]q
=

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
(x,q ∈ R) (4.1)

şeklinde tanımlanmıştır [16].

Yardımcı Teorem 4.1. Genelleştirilmiş Fubini polinomu için aşağıdaki toplam formülü

doğrudur.

Fn(x1 + x2,y,z,q1 +q2) =
n

∑
m=0

(
n
m

)
Fn−m(x1,y,z,q1)Fm(x2,y,z,q2). (4.2)

İspat. Eşitlik (4.1) ifadesinde x = x1 + x2 ve q = q1 +q2 yazılırsa;

∞

∑
n=0

Fn(x1 + x2,y,z,q1 +q2)
tn

n!
=

ex1t+x2t

[z− y(et−1)]q1+q2

∞

∑
n=0

Fn(x1 + x2,y,z,q1 +q2)
tn

n!
=

ex1t

[z− y(et−1)]q1

ex2t

[z− y(et−1)]q2

∞

∑
n=0

Fn(x1 + x2,y,z,q1 +q2)
tn

n!
=

∞

∑
n=0

Fn(x1,y,z,q1)
tn

n!

∞

∑
m=0

Fm(x2,y,z,q2)
tm

m!
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∞

∑
n=0

Fn(x1 + x2,y,z,q1 +q2)
tn

n!
=

∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

Fn(x1,y,z,q1)Fm(x2,y,z,q2)
tn+m

n!m!

elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin sağ tarafına Eşitlik (2.4) özdeşliği uygulanırsa

∞

∑
n=0

Fn(x1 + x2,y,z,q1 +q2)
tn

n!
=

∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(
n
m

)
Fn−m(x1,y,z,q1)Fm(x2,y,z,q2)

tn

n!

elde edilir. Son eşitliğin tn katsayıları birbirine eşitlenirse

Fn(x1 + x2,y,z,q1 +q2) =
n

∑
m=0

(
n
m

)
Fn−m(x1,y,z,q1)Fm(x2,y,z,q2)

elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur.

4.2. ÇOK DEĞİŞKENLİ GENELLEŞTİRİLMİŞ FUBINI POLİNOMLARI İÇİN

BİLİNEER VE BİLATERAL DOĞURUCU FONKSİYONLAR

Bu kısımda, genelleştirilmiş Fubini Fn(x,y,z,q) polinomlarının bilineer ve bilateral

doğurucu fonksiyonlarını veren bazı teoremler elde edilecek ve bu teoremlerin bazı

uygulamaları ele alınacaktır. Burada kullanılan yöntemler bir çok araştırmacı tarafından

kullanılmaktadır. [25], [26] ve [41] ıncı referanslarda benzer yöntemler kullanılmıştır.

Teorem 4.2. µ -üncü basamaktan s1, ...,sr (r ∈ N) kompleks değişkenli sıfıra denk

olmayan Ωµ (s1, ...,sr) fonksiyonu için

Λµ,ψ(s1, ...,sr;ζ ) :=
∞

∑
k=0

akΩµ+ψk(s1, ...,sr)ζ
k (ak 6= 0, µ,ψ ∈ C) (4.3)

ve

θ
µ ,ψ
n,p (x,y,z,q;s1, ...,sr;ξ ) :=

[n/p]

∑
k=0

akFn−pk(x,y,z,q)Ωµ+ψk(s1, ...,sr)
ξ k

(n− pk)!
(n, p ∈ N),

(4.4)

olsun. Burada [n/p] gösterimi, n/p den küçük veya ona eşit en büyük tamsayı anlamına

gelir. Bu durumda,

∞

∑
n=0

θ
µ ,ψ
n,p (x,y,z,q;s1, ...,sr;

η

t p )t
n =

ext

[z− y(et−1)]q
Λµ,ψ(s1, ...,sr;η) (4.5)

gerçekleşir.
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İspat. Eşitlik (4.5) ifadesinin sol tarafına T diyelim. Eşitlik (4.4) ifadesi, Eşitlik (4.5) de

yerine yazılırsa,

T =
∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

akFn−pk(x,y,z,q)Ωµ+ψk(s1, ...,sr)η
k tn−pk

(n− pk)!

elde edilir. Bu ifadeye, Eşitlik (2.5) özdeşliği uygulanır ve Eşitlik (4.3) ifadesi kullanılırsa,

T =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

akFn(x,y,z,q) Ωµ+ψk(s1, ...,sr)η
k tn

n!

=
∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

∞

∑
k=0

ak Ωµ+ψk(s1, ...,sr)η
k

=
ext

[z− y(et−1)]q
Λµ,ψ(s1, ...,sr;η)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.3. µ -üncü basamaktan s1, ...,sr (r ∈ N) kompleks değişkenli sıfıra denk

olmayan Ωµ (s1, ...,sr) fonksiyonu için

Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y,z,q1 +q2;s1, ...,sr; t) :=

[n/p]

∑
k=0

akFn−pk(x1 + x2,y,q1 +q2)Ωµ+ψk(s1, ...,sr)tk

(ak 6= 0, n, p ∈ N)

dir. O halde p ∈ N için,

n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

al

(
n− pl
k− pl

)
Fn−k(x1,y,z,q1)Fk−pl(x2,y,z,q2)Ωµ+ψl(s1, ...,sr)t l (4.6)

= Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y,z,q1 +q2;s1, ...,sr; t)

eşitliği sağlanır.

İspat. Eşitlik (4.6) ifadesinin sol tarafını kolaylık olması için T ile gösterelim. Bu ifadeye

Eşitlik (2.6) özdeşliği kullanılırsa

T =
[n/p]

∑
l=0

n−pl

∑
k=0

al

(
n− pl

k

)
Fn−k−pl(x1,y,z,q1)Fk(x2,y,z,q2)Ωµ+ψl(s1, ...,sr)t l

=
[n/p]

∑
l=0

al

(
n−pl

∑
k=0

(
n− pl

k

)
Fn−k−pl(x1,y,z,q1)Fk(x2,y,z,q2)

)
Ωµ+ψl(s1, ...,sr)t l
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=
[n/p]

∑
l=0

alFn−pl(x1 + x2,y,q1 +q2)Ωµ+ψl(s1, ...,sr)t l

= Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2;s1, ...,sr; t).

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

4.3. ÖZEL DURUMLAR

Çok değişkenli Ωµ+ψk(s1, ...,sr), k ∈ N0, r ∈ N fonksiyonu yerine bir ve daha fazla

değişkenli daha basit fonksiyonlar yazıldığında bir önceki bölümde bahsedilen teoremlerin

başka özel durumlarını verebiliriz.

Özellik 4.4. Eğer Teorem 4.2 de,

Ωµ+ψk(s1, ...,sr) = T (α1,α2,...,αr;α)
µ+ψk,λ ,l (s1, ...,sr;s)

Lagrange tabanlı Apostol-tipi polinom alınırsa,

Λµ,ψ(s1, ...,sr;s;ζ ) :=
∞

∑
k=0

akT (α1,α2,...,αr;α)
µ+ψk,λ ,l (s1, ...,sr;s)ζ k

(ak 6= 0 , µ,ψ ∈ C)

ve

∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

akFn−pk(x,y,z,q)T
(α1,α2,...,αr;α)
µ+ψk,λ ,l (s1, ...,sr;s)

ξ k

t pk
tn

(n− pk)!
(4.7)

=
ext

[z− y(et−1)]q
Λµ,ψ(s1, ...,sr;s;η)

elde edilir.

Not 4.5. Lagrange tabanlı Apostol-tipi polinomlar T (α1,α2,...,αr;α)
n,λ ,k (x1, ...,xr;x) için Eşitlik

(2.8) kullanılır ve Eşitlik (4.7) de ak = 1,µ = 0,ψ = 1 seçilirse,

∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

Fn−pk(x,y,z,q)T
(α1,α2,...,αr;α)

k,λ ,l (s1, ...,sr;s)
ξ k

t pk
tn−pk

(n− pk)!

=
ext

[z− y(et−1)]q
(
∏

r
j=1(1− s jη)−α j

)( 2lη

λeη +(−1)l+1

)α

esη , (λ , α j ∈C)
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elde edilir. Böylece çok değikenli genelleştirilmiş Fubini polinomları için bilateral

doğurucu fonksiyon bağıntisı elde edilmiş olur.

Eğer Teorem 4.2 de r = 4 için

Ωµ+ψk(s1,s2,s3,s4) = Fµ+ψk(s1,s2,s3,s4)

alınırsa, aşağıdaki özellik elde edilir.

Özellik 4.6.

Λµ,ψ(s1, ...,sr;s;ζ ) =
∞

∑
k=0

akFµ+ψk(s1,s2,s3,s4)ζ
k, (ak 6= 0,µ,ψ ∈C)

ve

∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

akFn−pk(x,y,z,q)Fµ+ψk(s1,s2,s3,s4)
ηk

t pk
tn

(n− pk)!
(4.8)

=
ext

[z− y(et−1)]q
Λµ,ψ (s1,s2,s3,s4;η)

elde edilir.

Not 4.7. Eşitlik (4.8) de ak =
1
k! , µ = 0, ψ = 1 alınırsa,

∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

1
k!

Fn−pk(x,y,z,q)Fk(s1,s2,s3,s4)η
k tn−pk

(n− pk)!

=
∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

∞

∑
k=0

Fk(s1,s2,s3,s4)
ηk

k!

=
ext

[z− y(et−1)]q
es1η

[s3− s2 (eη −1)]s4
.

elde edilir. Böylece çok değikenli genelleştirilmiş Fubini polinomları için bilinear doğurucu

fonksiyon bağıntisı elde edilmiş olur.

Eğer Teorem 4.3 de r = 4 ve

Ωµ+ψk(s1,s2,s3,s4) = Fµ+ψk(x3,y,z,q3)

alınırsa, aşağıdaki toplam ifadesi elde edilir.
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Özellik 4.8.

Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y,z,q1 +q2;x3,y,z,q3;η)

:=
[n/p]

∑
k=0

akFn−pk(x1 + x2,y,z,q1 +q2)Fµ+ψk(x3,y,z,q3)η
k, (ak 6= 0,µ,ψ ∈C)

ve

n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

al

(
n
k

)
Fn−k(x1,y,z,q1)Fk−pl (x2,y,z,q2)Fµ+ψl (x3,y,z,q3)η

l

= Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y,z,q1 +q2;x3,y,z,q3;η)

elde edilir.

Not 4.9. Özellik 4.8 de al =
(k

l

)
, µ = 0, ψ = 1, p = 1, η = 1 alınır ve Eşitilik (4.2)

kullanılırsa,

n

∑
k=0

k

∑
l=0

(
n
k

)(
k
l

)
Fn−k(x1,y,z,q1)Fk−l (x2,y,z,q2)Fl (x3,y,z,q3)

= Fn(x1 + x2 + x3,y,z,q1 +q2 +q3)

toplam ifadesi elde edilir.

Ayrıca, ak (k ∈ N0), katsayılarının her uygun seçimi için, çok değişkenli Ωµ+ψk(s1, ...,sr),

r ∈ N fonksiyonlarının birkaç basit fonksiyonun uygun bir çarpımı olarak ifade edilirse,

Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 ün iddiaları, çeşitli multilineer ve multilateral doğurucu

fonksiyonlarını türetmek için uygulanabilir ve Eşitlik (4.1) ile açıkça verilen çok değişkenli

genelleştirilmiş Fubini polinomlarının ailesi için birçok doğurucu fonksiyon ailesi elde

edilir.

4.4. GENELLEŞTİRİLMİŞ FUBINI POLİNOMLARININ REKÜRANS

BAĞINTILARI

Bu bölümde Fn(x,y,z,q) çok değişkenli genelleştirilmiş Fubini polinomları için bazı

rekürans bağıntıları elde edeceğiz.
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Eşitlik (4.1)ifadesinin her iki tarafının x e göre türevini alalım.

∂

∂x

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
=

∂

∂x

[
ext

[z− y(et−1)]q

]
∂

∂x

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
=

text

[z− y(et−1)]q

∂

∂x

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
= t

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
∞

∑
n=0

∂

∂x
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
=

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn+1

n!

elde edilir. Eşitliğin sağına Eşitlik (2.4) özdeşliği uygulanırsa ;

∂

∂x
Fn(x,y,z,q) = nFn−1(x,y,z,q)

elde edilir.

Eşitlik (4.1) ifadesinin her iki tarafının y ye göre türevini alalım:

∂

∂y

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
=

[
∂

∂y

[
ext [z− y(et−1)

]−q
]]

∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
= ext [−q

(
z− y

(
et−1

))]−q−1
(−1)(et−1)

∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
=

ext

[z− y(et−1)]q
q(et−1)

z− y(et−1)
∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
=

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
qet−q

z+ y− yet

(z+ y)
∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
− y

∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!

∞

∑
p=0

t p

p!

= q
∞

∑
n=0

∞

∑
p=0

Fn(x,y,z,q)
tn+p

n!p!
−q

∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!

(z+ y)
∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
− y

∞

∑
n=0

∞

∑
p=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn+p

n!p!

= q
∞

∑
n=0

∞

∑
p=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn+p

n!p!
−q

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
.

Yukarıdaki son eşitlikte Eşitlik (2.4) özdeşliği kullanılırsa,

(z+ y)
∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
− y

∞

∑
n=0

n

∑
p=0

∂

∂y
Fn−p(x,y,z,q)

tn+p

(n− p)!p!
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= q
∞

∑
n=0

n

∑
p=0

Fn−p(x,y,z,q)
tn

(n− p)!p!
−q

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

(z+ y)
∞

∑
n=0

∂

∂y
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
− y

∞

∑
n=0

n

∑
p=0

∂

∂y
Fn−p(x,y,z,q)

tn

n!

(
n
p

)
= q

∞

∑
n=0

n

∑
p=0

(
n
p

)
Fn−p(x,y,z,q)

tn

n!
−q

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

(z+ y)
∂

∂y
Fn(x,y,z,q)− y

n

∑
p=0

(
n
p

)
∂

∂y
Fn−p(x,y,z,q)

= q
∞

∑
p=0

(
n
p

)
Fn−p(x,y,z,q)−qFn(x,y,z,q)

(z+ y)
∂

∂y
Fn(x,y,z,q)+qFn(x,y,z,q) =

n

∑
p=0

(
n
p

)[
qFn−p(x,y,z,q)+ y

∂

∂y
Fn−p(x,y,z,q)

]

türev içeren rekürans bağıntısı elde edilir.

Şimdi Eşitlik (4.1) in z ye göre türevi alınırsa;

∂

∂ z

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
= ext

(
−q
[
z− y(et−1)

]−q−1
)

= −q
ext

[z− y(et−1)]q (z− y(et−1))

(z− y(et−1))
∞

∑
n=0

∂

∂ z
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
=−q

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

z
∞

∑
n=0

∂

∂ z
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
− y

∞

∑
n=0

∞

∑
p=0

∂

∂ z
Fn(x,y,z,q)

tn+p

n!p!
+ y

∞

∑
n=0

∂

∂ z
Fn(x,y,z,q)

tn

n!

=−q
∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
.
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elde edilir. Son eşitliğe Eşitlik (2.4) özdeşliği kullanılırsa,

z
∞

∑
n=0

∂

∂ z
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
− y

∞

∑
n=0

n

∑
p=0

∂

∂ z
Fn−p(x,y,z,q)

tn

(n− p)!p!
+ y

∞

∑
n=0

∂

∂ z
Fn(x,y,z,q)

tn

n!

=−q
∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

z ∂

∂ zFn(x,y,z,q)

n!
−

y∑
n
p=0

∂

∂ zFn−p(x,y,z,q)

(n− p)!p!
+

y ∂

∂ zFn(x,y,z,q)

n!
=
−qFn(x,y,z,q)

n!

z
∂

∂ z
Fn(x,y,z,q)− y

n

∑
p=0

(
n
p

)
∂

∂ z
Fn−p(x,y,z,q)+ y

∂

∂ z
Fn(x,y,z,q) =−qFn(x,y,z,q)

(z+ y)
∂

∂ z
Fn(x,y,z,q)+qFn(x,y,z,q) = y

n

∑
p=0

(
n
p

)
∂

∂ z
Fn−p(x,y,z,q)

türev içeren rekürans bağıntısı elde edilir.

Şimdi Eşitlik (4.1) in q ya göre türevini alalım:

∂

∂q

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
=

∂

∂q

[
ext(z− y(et−1))−q]

∞

∑
n=0

∂

∂q
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
= ext((−1)

[
z− y(et−1)

]−q ln(z− y(et−1)

∞

∑
n=0

∂

∂q
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
=

−ext

[z− y(et−1)]q
ln(z+ y)(1− yet

z+ y
)

∞

∑
n=0

∂

∂q
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
= −

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

[
ln(z+ y)+ ln(1− yet

z+ y
)

]
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∞

∑
n=0

∂

∂q
Fn(x,y,z,q)

tn

n!

= − ln(z+ y)
∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
− ln(1− yet

z+ y
)

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

∞

∑
n=0

∂

∂q
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
= − ln(z+ y)

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

−
[
− yet

z+ y
F(1,1;2;

yet

z+ y
)

]
∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

∞

∑
n=0

∂

∂q
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
= − ln(z+ y)

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

+
y

z+ y
et

∞

∑
n=0

(1)m(1)m

(2)m

( yet

z+y)
m

m!

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

∞

∑
n=0

∂

∂q
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
= − ln(z+ y)

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

+
∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

Fn(x,y,z,q)(
y

z+ y
)m+1 (e

t)m+1

m+1
tn

n!

∞

∑
n=0

∂

∂q
Fn(x,y,z,q)

tn

n!
= − ln(z+ y)

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!

+
∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

∞

∑
p=0

Fn(x,y,z,q)
m+1

(
y

z+ y
)m+1 t p(m+1)p

p!
tn

n!

türev içeren rekürans bağıntısı elde edilir.
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5. İKİ DEĞİŞKENLİ YÜKSEK MERETEBEDEN

GENELLEŞTİRİLMİŞ FUBINI POLİNOMLARI

Bu bölümde iki değişkenli yüksek mertebeli genelleştirilmiş Fubini polinomları tanımını

toplam ifadelerini, doğurucu fonksiyon ve rekürans bağıntılarını vereceğiz.

5.1. İKİ DEĞİŞKENLİ YÜKSEK MERETEBEDEN GENELLEŞTİRİLMİŞ

FUBINI POLİNOMU

İki değişkenli yüksek mertebeli genelleştirilmiş Fubini polinomları için toplam formülünü

elde ediyoruz. İki değişkenli yüksek mertebeli genelleştirilmiş Fubini polinomları şu

şekilde tanımlanır.

eλxt[
1− y(eλ t−1)

]r =
∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!
(r ∈ N). (5.1)

Şimdi Eşitlik (5.1) eşitliğinin bazı özel durumlarını inceleyelim.

λ = 1 alınırsa,

F(r)
n,1 (x,y) = F(r)

n (x,y)

elde edilir [36]. λ = 1 ve x = 0 alınırsa,

F(r)
n,1 (0,y) =

1
[1− y(et−1)]r

= F(r)
n,1 (y) = F(r)

n (y)

elde edilir. Eşitlik (5.1) eşitliğinin sol tarafında düzenleme yapılırsa,

∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!
=

[
1− y(eλ t−1)

]−r
eλxt

=
∞

∑
n=0

F(r)
n (y)

λ ntn

n!

∞

∑
k=0

(λxt)k

k!

=
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

F(r)
n (y)(λ )n+k xktn+k

n!k!
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elde edilir. Son eşitlikte Eşitlik (2.2) uygulanırsa;

∞

∑
n=0

n

∑
k=0

F(r)
n−k(y)(λ )

nxk tn

(n− k)!k!

=
∞

∑
n=0

[
n

∑
k=0

(
n
k

)
F(r)

n−k(y)(λ )
nxk

]
tn

n!

elde edilir ve tn

n! katsayıları eşitlenirse;

F(r)
n,λ (x,y) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
F(r)

n−k(y)(λ )
nxk

elde edilir.

Eşitlik (4.1) ile verilen bağıntının sol tarafında payda zq parantezine alınırsa,

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
=

ext

[z− y(et−1)]q

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
=

1
zq

ext

[1− (y/z)(et−1)]q

elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafı Eşitlik(5.1) daki bağıntı kullanılırsa,

∞

∑
n=0

Fn(x,y,z,q)
tn

n!
=

∞

∑
n=0

Fq
n (x,y/z)

zq
tn

n!

elde edilir. Son olarak tn

n! katsayıları eşitlenirse

Fq
n (x,y/z)

zq

zqFn(x,y,z,q) = Fq
n (x,y/z)

elde edlilir. Böylece genelleştirilmiş Fubini polinomları ile yüksek mertebeden iki

değiskenli genellestirilmiş Fubini polinomları arasında bir bağıntı elde edildi.

Teorem 5.1. İki değişkenli yüksek mertebeden Fubini polinomları için aşağıdaki formül

geçerlidir.

F(r1+r2)
n,λ (x1 + x2,y) =

n

∑
m=0

(
n
m

)
F(r1)

n−m,λ (x1,y)F
(r2)
m,λ (x2,y). (5.2)

27



İspat. Eşitlik (5.1) de r = r1 + r2 ve x = x1 + x2 alınırsa;

∞

∑
n=0

F(r1+r2)
n,λ (x1 + x2,y)

tn

n!
=

eλ (x1+x2)t[
1− y(eλ t−1)

](r1+r2)

∞

∑
n=0

F(r1+r2)
n,λ (x1 + x2,y)

tn

n!
=

eλ (x1)t[
1− y(eλ t−1)

]r1

eλ (x2)t[
1− y(eλ t−1)

]r2

∞

∑
n=0

F(r1+r2)
n,λ (x1 + x2,y)

tn

n!
=

∞

∑
n=0

F(r1)
n,λ (x1,y)

tn

n!

∞

∑
n=0

F(r2)
m,λ (x2,y)

tm

m!
∞

∑
n=0

F(r1+r2)
n,λ (x1 + x2,y)

tn

n!
=

∞

∑
n=0

∞

∑
n=0

F(r1)
n,λ (x1,y)F

(r2)
m,λ (x2,y)

tn+m

n!m!

elde edilir ve son eşitlikte Eşitlik (2.2) sağ tarafa uygulanırsa;

∞

∑
n=0

F(r1+r2)
n,λ (x1 + x2,y)

tn

n!
=

∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(
n
m

)
F(r1)

n−m,λ (x1,y)F
(r2)
m,λ (x2,y)

tn

n!
.

elde edilir. Son olarak tn

n! katsayıları eşitlenirse, ispat tamamlanır.

5.2. İKİ DEĞİŞKENLİ YÜKSEK MERETEBEDEN GENELLEŞTİRİLMİŞ

FUBINI POLİNOMU İÇİN TEOREMLER VE BAZI SONUÇLAR

Bu bölümde, iki değişkenli yüksek mertebeden genelleştirilmiş Fubini F(r)
n,λ (x,y)

polinomlarının bilinear ve bilateral doğurucu fonksiyonlarını veren bazı teoremler elde

edilecek ve bu teoremlerin bazı uygulamalarına yer verilecektir. Burada kullanılan

yöntemler bir çok araştırmacı tarafından kullanılmaktadır.

Teorem 5.2. µ -üncü basamaktan y1, ...,ys (s ∈ N) kompleks değişkenli sıfıra denk

olmayan Ωµ (y1, ...,ys) fonksiyonu için

Λµ,ψ(y1, ...,ys;ζ ) :=
∞

∑
k=0

akΩµ+ψk(y1, ...,ys)ζ
k (ak 6= 0, µ,ψ ∈ C)

ve

θ
µ ,ψ
n,p (x,y;y1, ...,ys;ξ ) :=

[n/p]

∑
k=0

akF(r)
n−pk,λ (x,y)Ωµ+ψk(y1, ...,ys)

ξ k

(n− pk)!
(n, p ∈N) (5.3)
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olsun. Bu durumda,

∞

∑
n=0

θ
µ ,ψ
n,p (x,y,y1, ...,ys;

η

t p )t
n =

eλxt[
1− y

(
eλ t−1

)]r Λµ,ψ(y1, ...,ys;η) (5.4)

doğuruvu fonksiyonu elde edilir.

İspat. Eşitlik (5.4) ifadesinin sol tarafına T diyelim. Eşitlik (5.3) ifadesi, Eşitlik (5.4) de

yerine yazılırsa,

T =
∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

akF(r)
n−pk,λ (x,y)Ωµ+ψk(y1, ...,ys)η

k tn−pk

(n− pk)!

elde edilir. Bu ifadeye, Eşitlik (2.5) özdeşliği uygulanır ve Eşitlik (5.3) ifadesi kullanılırsa,

T =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

akF(r)
n,λ (x,y) Ωµ+ψk(y1, ...,ys)η

k tn

n!

=
∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!

∞

∑
k=0

ak Ωµ+ψk(y1, ...,ys)η
k

=
eλxt[

1− y
(
eλ t−1

)]r Λµ,ψ(y1, ...,ys;η),

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.3. µ -üncü basamaktan y1, ...,ys (r ∈ N) kompleks değişkenli sıfıra denk

olmayan Ωµ (y1, ...,ys) fonksiyonu için

Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y;y1, ...,ys; t) :=

[n/p]

∑
k=0

akF(r1+r2)
n−pk,λ (x1 + x2,y)Ωµ+ψk(y1, ...,ys)tk (ak 6= 0,n, p ∈ N)

dir. O halde p ∈ N için,

n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

al

(
n− pl
k− pl

)
F(r1)

n−k,λ (x1;y)F(r2)
k−pl,λ (x2;y)Ωµ+ψl(y1, ...,ys)t l (5.5)

= Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y;y1, ...,ys; t)

toplam ifadesi elde edilir.
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İspat. Eşitlik (5.5) ifadesinin sol tarafını kolaylık olması için T ile gösterelim. Eşitlik (2.6)

özdeşliği uygulanırsa,

T =
[n/p]

∑
l=0

n−pl

∑
k=0

al

(
n− pl

k

)
F(r1)

n−k−pl,λ (x1,y)F
(r2)
k,λ (x2,y,z,q2)Ωµ+ψl(y1, ...,ys)t l

=
[n/p]

∑
l=0

al

(
n−pl

∑
k=0

(
n− pl

k

)
F(r1)

n−k−pl,λ (x1,y)F
(r2)
k,λ (x2,y)

)
Ωµ+ψl(y1, ...,ys)t l

=
[n/p]

∑
l=0

alF
(r1+r2)
n−pl,λ (x1 + x2,y,)Ωµ+ψl(y1, ...,ys)t l

= Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2;y1, ...,ys; t)

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Şimdi Teorem 5.2 ve Teorem 5.3 ün bazı uygulamalarını elde edeceğiz.

Örneğin Teorem 5.2 de

Ωµ+ψk(y1, ...,ys) = Φ
(α)
µ+ψk(y1, ...,ys)

alınırsa ve

∞

∑
n=0

Φ
(α)
n (x1, ...,xs)tn = (1− x1t)−αe(x2+...+xs)t , (a ∈ C,|t|<

{
|x1|−1})

doğuru fonksiyonu kullanılırsa [26], F(r)
n,λ (x,y) genelleştirilmiş iki değişkenli r. mertebeden

Fubini polinomları için bazı sonuçlar elde edilir.

Özellik 5.4. Bu durumda,

Λµ,ψ(y1, ...,ys;ζ ) :=
∞

∑
k=0

akΦ
(α)
µ+ψk(y1, ...,ys)ζ

k (ak 6= 0, µ,ψ ∈ C)

ve

θ
µ ,ψ
n,p (x,y;y1, ...,ys;ξ ) :=

[n/p]

∑
k=0

akF(r)
n−pk,λ (x,y)Ωµ+ψk(y1, ...,ys)

ξ k

(n− pk)!
(n, p ∈ N)
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olur. Buradan;

∞

∑
n=0

θ
µ ,ψ
n,p (x,y,y1, ...,ys;

η

t p )t
n =

eλxt[
1− y

(
eλ t−1

)]r Λµ,ψ(y1, ...,ys;η) (5.6)

doğurucu fonk bağıntısı elde edilir.

Not 5.5. Eşitlik (5.6) eşitliğinde ak = 1 (k ∈ N0),µ = 0 ve Ψ = 1 alınırsa;

∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

F(r)
n−pk,λ (x,y)Φ

(α)
µ+ψk(y1, ...,ys)η

ktn−pk

=
eλxt[

1− y
(
eλ t−1

)]r (1− y1η)−αe(y2+...+ys)η (|η |< |y1|−1)

elde edilir. Böylece F(r)
n,λ (x,y) genelleştirilmiş iki değişkenli r. mertebeden Fubini

polinomları için bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir.

Eğer Teorem 5.2 de r = 2 için

Ωµ+ψk(y1,y2) = F(r)
µ+ψk,λ (y1,y2)

seçilirse aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Özellik 5.6. Bu durumda

Λµ,ψ(y1,y2;ξ ) :=
∞

∑
k=0

akF(r)
µ+ψk,λ (y1,y2)ξ

k

(ak 6= 0, µ,ψ ∈ C)

ve

θ
µ ,ψ
n,p (x,y;y1,y2;ξ ) :=

[n/p]

∑
k=0

akF(r)
n−pk,λ (x,y)F

(r)
µ+ψk,λ (y1,y2)

ξ k

(n− pk)!
(n ∈ N0, p ∈ N)

olup,
∞

∑
n=0

θ
µ ,ψ
n,p (x,y;y1,y2;

η

t p )t
n =

eλxt[
1− y

(
eλ t−1

)]r Λµ,ψ(y1,y2;η) (5.7)

eşitliği elde edilir.
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Not 5.7. Özellik 5.6 da, ak = 1 (k ∈ N0), µ = 0 ve ψ = 1 alınırsa Eşitlik (5.7) ifadesi,

∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

F(r)
n−pk,λ (x,y)F

(r)
µ+ψk,λ (y1,y2)

ηktn−pk

(n− pk)!

=
eλxt[

1− y
(
eλ t−1

)]r eλy1η[
1− y2

(
eλη −1

)]r
elde edilir. Böylece iki değişkenli yüksek meretebeden genelleştirilmiş Fubini polinomları

için bilinear dogurucu fonksiyon bağıntısı elde edilmiş olur.

Teorem 5.3 de r = 2 için

Ωµ+ψk(y1,y2) = F(r3)
µ+ψk,λ (y1,y2)

alınırsa Eşitlik (5.5) ifadesi için aşağıdaki özellik elde edilir.

Özellik 5.8.

Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y;y1,y2; t) :=

[n/p]

∑
k=0

akF(r1+r2)
n−pk,λ (x1 + x2,y)F

(r3)
µ+ψk,λ (y1,y2)tk

(ak 6= 0,µ,ψ ∈ C)

seçilirse

n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

al

(
n− pl
k− pl

)
F(r1)

n−k,λ (x1;y)F(r2)
k−pl,λ (x2;y)F(r3)

µ+ψk,λ (y1,y2)t l =Λ
n,p
µ,ψ(x1+x2,y;y1,y2; t)

elde edilir.

Ayrıca Teorem 5.2 ve Teorem 5.3 den faydalanarak F(r)
n,λ (x,y) genelleştirilmiş r.

mertebeden iki değişkenli Fubini polinomları ak (k ∈ N0) katsayısının uygun seçimi ve

Ωµ (y1, ...,ys) ,s ∈ N yerine yazılarak uygun fonksiyonların çarpımı ile farklı sonuçlar elde

edilir.

Teorem 5.9. r ≥ 1 ve n≥ 1 için

∂

∂x
F(r)

n,λ (x,y) = λnF(r)
n−1,λ (x,y) (5.8)
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türev içeren rekürans bağıntısı elde edilir.

İspat. Eşitlik (5.1) eşitliğinin iki tarafına x e göre türevini alalım.

∂

∂x

(
∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!

)
=

∂

∂x

(
eλxt[

1− y(eλ t−1)
]r
)

∞

∑
n=0

∂

∂x
F(r)

n,λ (x,y)
tn

n!
= λ t

eλxt[
1− y(eλ t−1)

]r
= λ

∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn+1

n!

= λ

∞

∑
n=1

F(r)
n−1,λ (x,y)

tn

(n−1)!

elde edilir. Yüksek mertebeden iki değişkenli genelleştirilmiş Fubini polinomlarında, n = 0

için

F(r)
0,λ (x,y) = 1

olduğundan,

∂

∂x
F(r)

0,λ (x,y) = 0

dır. Dolayısıyla

∞

∑
n=1

∂

∂x
F(r)

n,λ (x,y)
tn

n!
= λ

∞

∑
n=1

F(r)
n−1,λ (x,y)

tn

(n−1)!

yazılabilir. Son olarak tn

n! katsayıları eşitlenirse ispat tamamlanır.

Teorem 5.10. r ≥ 1 ve n≥ 0 için

(1+ y)
∂

∂y
F(r)

n,λ (x,y)+ rF(r)
n,λ (x,y)

= r
n

∑
m=0

(
n
m

)
(λx)mF(r)

n−m,λ (x,y)+ y
n

∑
m=0

(
n
m

)
(λx)m ∂

∂y
F(r)

n−m,λ (x,y)

türev içeren rekürans bağıntısı elde edilir.
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İspat. Eşitlik (5.1) eşitliğinin iki tarafının y ye göre türevini alalım;

∂

∂y

(
∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!

)
=

∂

∂y

(
eλxt[

1− y(eλ t−1)
]r
)

(
∞

∑
n=0

∂

∂y
F(r)

n,λ (x,y)
tn

n!

)
= −r

eλxt(1− eλxt)[
1− y(eλ t−1)

]r+1

[
1− y(eλ t−1)

] ∞

∑
n=0

∂

∂y
F(r)

n,λ (x,y)
tn

n!

= −r
∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!
+ r

∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!
(λxt)m

m!

(1+ y)
∞

∑
n=0

∂

∂y
F(r)

n,λ (x,y)
tn

n!
− y

∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

∂

∂y
F(r)

n,λ (x,y)
tn

n!
(λxt)m

m!

= r
∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!
(λxt)m

m!
− r

∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!

(1+ y)
∞

∑
n=0

∂

∂y
F(r)

n,λ (x,y)
tn

n!
− y

∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(λx)m ∂

∂y
F(r)

n−m,λ (x,y)
tn

(n−m)!m!

= r
∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(λx)mF(r)
n−m,λ (x,y)

tn

(n−m)!m!
− r

∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!

(1+ y)
∞

∑
n=0

∂

∂y
F(r)

n,λ (x,y)
tn

n!
− y

∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(
n
m

)
(λx)m ∂

∂y
F(r)

n−m,λ (x,y)
tn

n!

= r
∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(
n
m

)
(λx)mF(r)

n−m,λ (x,y)
tn

n!
− r

∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!

elde edilir ve tn

n! katsayıları eşitlenirse;

(1+ y)
∂

∂y
F(r)

n,λ (x,y)+ rF(r)
n,λ (x,y)

= r
n

∑
m=0

(
n
m

)
(λx)mF(r)

n−m,λ (x,y)+ y
n

∑
m=0

(
n
m

)
(λx)m ∂

∂y
F(r)

n−m,λ (x,y)
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elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 5.11. İki değişkenli r. mertebeden F(r)
n,λ (x,y) Fubini polinomları için aşağıdaki

rekürans bağıntısı geçerlidir.

F(r)
n+1,λ (x,y) = λ

[
xF(r)

n,λ (x,y)+ yr
n

∑
m=0

(
n
m

)
F(r)

n−m,λ (x,y)Fm,λ (1,y)

]
.

İspat. Eşitlik (5.1) eşitliğinin iki tarafını t ye göre kısmi türevini alalım.

d
dt

(
∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!

)
=

d
dt

(
eλxt[

1− y(eλ t−1)
]r
)

∞

∑
n=1

F(r)
n,λ (x,y)

tn−1

(n−1!)

= λx
eλxt[

1− y(eλ t−1)
]r + yλ r

eλxt[
1− y(eλ t−1)

]r eλ t[
1− y(eλ t−1)

]

∞

∑
n=0

F(r)
n+1,λ (x,y)

tn

n!

= λx
∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!
+ yλ r

∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

F(r)
n,λ (x,y)Fm,λ (1,y)

tn

n!
tm

m!

∞

∑
n=0

F(r)
n+1,λ (x,y)

tn

n!

= λx
∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!
+ yλ r

∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

F(r)
n−m,λ (x,y)Fm,λ (1,y)

tn

(n−m)!n!

elde edilir ve Eşitlik (2.4) özdeşliği eşitliğin sağ tarafına uygulanırsa;

∞

∑
n=0

F(r)
n+1,λ (x,y)

tn

n!
= λx

∞

∑
n=0

F(r)
n,λ (x,y)

tn

n!
+ yλ r

∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(
n
m

)
F(r)

n,λ (x,y)Fm,λ (1,y)
tn

n!

elde edilir ve tn

n! katsayıları eşitlenirse ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 5.12. Aşağıdaki integral gösterimi doğrudur.

∫
β

α

F(r)
n,λ (x,y)dx =

F(r)
n+1,λ (β ,y)−F(r)

n+1,λ (α,y)

λ (n+1)
.

İspat. Eşitlik (5.8) eşitliği kullanılırsa;

∫
β

α

F(r)
n,λ (x,y)dx =

∫
β

α

1
λ (n+1)

∂

∂x
F(r)

n+1,λ (x,y)dx

=
1

λ (n+1)
F(r)

n+1,λ (x,y)

∣∣∣∣∣∣ β

α

=
1

λ (n+1)

[
F(r)

n+1,λ (β ,y)−F(r)
n+1,λ (α,y)

]
elde edilir ve ispat tamamlanır.
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6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu çalışmada genelleştirilmiş Fubini polinomları ve bu polinomun bazı uygulamaları

incelenmiştir. Ayrıca çok değişkenli genelleştirilmiş Fubini polinomunun bazı özellikleri

verildikten sonra bu polinomlar için multilineer ve multilateral doğurucu fonksiyon

bağıntılarını veren teoremler elde edilmiştir. Ayrıca bu teoremlerin özel durumları

incelendikten sonra bu polinomlar için yeni rekürans bağıntıları elde edilmiştir.

Bu tezde çalışılan konuların ışığı altında gelecekte farklı polinomların toplam formülleri,

doğurucu fonksiyon bağıntıları, rekürans bağıntıları gibi farklı özellikleri de elde edilebilir.

Bu tezde yapılan uygulamalar matematiğin bir çok alanında kullanılan farklı doğurucu

fonksiyonların çeşitlendirilmesi ve geliştirilmesi için yol gösterebilir.
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