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OZET

FUZZY CIZGELER

Cagla EKMEN
Matematik Anabilim Dal
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansist@iEm Enstitiisii, Temmuz, 2022

Danisman : Prof. Dr. Emrah AKYAR

Bu tezde fuzzy cizgeler ele alinmis ve bu konuda yapilansigallar cesitli
kaynaklardan derlenmistir. Cizge, genel olarak Wirkimesindeki farkl elemanlar
arasindaki belirli iligkileri temsil eder. Bu biz& kimesinin herhangi iki elemani
arasindaki iliskileri genellestirmek icin bir fikir velodir. Eger cizge girlikh bir ¢izge ise
ve herhangi iki kose arasindaki turgidiklar biliniyorsa,V kiimesindeki herhangi iki
eleman arasindaki iliski hakkinda bir yorum yapilabilkncak gercek hayatta bu
agirhklarin kesin olarak bilinebilmesi mimkin olmayip bgidiklar genelde bulanik
(fuzzy) bicimdedir. Dolayisiylay kimesinin elemanlari arasindaki iligkiler icin fuzzy
bagintilarin kullanilmasi daha uygun olur. Ogie, V kiimesinin elemanlari cesitli
bolgeleri gésteriyorsa ve bu bdlgeleri birbirinedtayan yollar insa edilmek istenirse, iki
bblge arasina bir yol inga etmenin maliyeti kesin bir sagnayip, bir fuzzy say! olur. Bu
nedenle gercek hayat problemlerinde fuzzy cizgelerinakulinasi ¢cok daha gercgekgi
olacaktir. Fuzzy gizgenin ilk tanimini Kaufman vermesiaegkn, fuzzy ¢izge kuraminin
temellerini atan Rosenfeld ile Yeh ve Bang olmustur.

Calismada ilk olarak fuzzy kimeler, fuzzydatilar ve klasik cizgeler ile ilgili 6n
bilgiler verildikten sonra fuzzy gizgelerin tanimi ve telnkavramlari siralanarak fuzzy
cizgelerde bglantihlik konusu incelenmistir. Daha sonra, fuzzy ontaa, fuzzy @aclar
ve fuzzy kesi kimeleri tanimlanarak temel Ozellikleri gdimigtir. Son olarak, fuzzy
kopruler, fuzzy kopma noktalari ve fuzzy bloklar ele aledabu kavramlari karakterize
eden cesitli sonuclar verilmigtir.

Anahtar Sozcukler: Fuzzy Cizge, Fuzzy 8acg, Fuzzy Kopri, Fuzzy Kopma Noktasi



ABSTRACT

FUZZY GRAPHS

Cajla EKMEN
Mathematics Department
Eskisehir Technical University, Institute of Graduatedreons, July, 2022

Supervisor : Prof. Dr. Emrah AKYAR

In this thesis, fuzzy graphs are discussed and importanitsesbtained on this
subject have been compiled from various sources. A grapbrghy represents certain
relationships between different elements in a\sethis gives an idea about the extent of
the relationships between any two elements of th&/ sétthe graph is a weighted graph
and all the weights between any two vertices are known, @rente can be made about
the relationship between any two elements in théVsdtowever, in real life, it is not
possible to know these weights precisely, and these weagbtgenerally in fuzzy form.
Therefore, it is more appropriate to use fuzzy relationstha relations between the
elements of the sé&f. For example, if V represents certain regions and a netwbrk o
roads is to be constructed between elements of V, then ttie obsonstruction of the
roads are not an exact number, but a fuzzy number. Hencd| liewnuch more realistic
to use fuzzy graphs in real-life problems. Although Kaufngawe the first definition of
fuzzy graph, it was Rosenfeld and Yeh and Bang who laid thedations of fuzzy graph
theory.

In the study, firstly, after giving preliminary informatioabout fuzzy sets, fuzzy
relations, and classical graphs, the definition and basnceyuts of fuzzy graphs are
listed and the concept of connectedness in fuzzy graphsamieed. Then, fuzzy forests,
fuzzy trees, and fuzzy cut sets are defined and their baspepres are studied. Finally,
fuzzy bridges, fuzzy cutvertex, and fuzzy blocks are disedsand various results
characterizing these concepts are given.

Keywords: Fuzzy Graph, Fuzzy Tree, Fuzzy Bridge, Fuzzy Cutvertex
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Bu tezin bana ait, 6zgln bir calisma ofunu; calismamin hazirlik, veri toplama,
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SIMGELER ve KISALTMALAR D IZINI
Cizgenin kose noktalari kimesi
Cizgenin kenarlar kiimesi
G fuzzy cizgesi

fuzzy kose noktalar kimeso ve fuzzy kenarlar
kimesiu olan fuzzy cizge
o fuzzy kiimesinin dayanak (support) kiimesi

o fuzzy kiimesinin dayanak (support) kiimesi

P C V tarafindan indirgenen fuzzy alt ¢izge
{xeo*|o(x) >t}

G cizgesinint-kesmesi

x ile y kdse noktalarini birlestiren en uzun yolun

uzunlwu,x,y € V kdse noktalarinin ¢ap!
P yolunun gticl

P yolunun gticl

x vey kose noktalarinin lgantihiliginin gict
x vey kose noktalarinin lgantihihginin gici
u fuzzy kenarlar kiimesinin derirji

u fuzzy kenarlar kiimesinin yuksegii
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1. GIRIS

Bu calismada fuzzy cizgeler ve fuzzy cizgeler ile ilgililydaglantililk, orman,
agag, dongl gibi temel kavramlar ele alinmigtir. Fuzzy kigmee klasik cizge kurami
ile ilgili temel kavramlarin bilindgi kabul edilerek sadece fuzzy cizgelerin temel
kavramlari Gzerine ygunlasiimigstir.

Lotfi Zadeh, 1965'te fuzzy kiime kavramini ortaya atarak @lggpinda birgok
arastirmacinin ygun olarak calisgi bir konuyu nasil ortaya cikardiysa, Azriel
Rosenfeld de benzer sekilde fuzzy cizge kuraminin en dnkambicusu sayilabilir.
Fuzzy cizge kuraminin ortaya ¢igti1975 yilindan bu yana bu konu bir¢ok arastirmaci
tarafindan ygun olarak calisiimaktadir.

Genel olarak cizge, biv kimesindeki bazi elemanlar arasindaki belirli iliskiler
temsil eder. Ber cizge girlikli bir ¢cizge ise ve tum @rliklar biliniyorsa, bu durumds
kimesinin herhangi iki elemani arasindaki iliskinin dm® hakkinda bir yorum
yapilabilir. Ancak gercek hayatta bgialiklarin kesin olarak bilinmesi mimkiin olmayip
bu &irliklar genelde “bulanik” (fuzzy) bigcimdedir. Dolayyda V kiimesinin elemanlari
arasindaki iligkiler icin bir fuzzy b@ntinin kullaniimasi daha uygun olur. Ogie, V
kimesinin elemanlari cesitli bolgeleri gostermek tzérepdlgeleri birbirine bglayan
yollar insa edilmek istenirse, iki bdlge arasina bir yokanetmenin maliyeti kesin
olmayip, fuzzy say! olur. Bu nedenle gercek hayat problenmde fuzzy cizgelerin
kullaniimasi daha gercgekgi olacaktir.

Fuzzy cizgenin ilk tanimini Kaufman (bkz. [5]) vermesinerda, fuzzy cizge
kuraminin temellerini atan Rosenfeld (bkz. [12]) ile YehBang (bkz. [15]) olmustur.
Rosenfeld, alt cizgeler de dahil olmak Uzere yolglatillik, klik, képrl, kopma
noktasi, orman ve @ga¢ gibi cesitli temel kavramlari vermistir. Yeh ve Bangg,i
Rosenfeld’den bgimsiz olarak bglantihlik ile ilgili birgcok kavrami vermistir.



2. ONBILGILER

Bu boélimde ilk olarak Kauffman tarafindan tanitilan Fuzegeler icin gerekli olan
fuzzy kiime ve fuzzy b@nti kavrami verilecektir (bkz. [5]). Fuzzy cizge teonsi
gelisimi, Rosenfeld ile Yeh ve Bang'in (bkz. [15]) temel ka#elerine dayanmaktadir.
Rosenfeld makalelerinde temel vedtentililik ile ilgili kavramlan tanitirken Yeh ve
Bang farkli bd@lantilihk parametrelerini tanitmis ve bunlarin uygukarini
vermiglerdir.

Rosenfeld, koprd, yol, dongulergaclar ve bglantililik gibi cizge teorisinin bazi
kavramlarinin fuzzy cizge kuramindaki karsiliklarinrwestir. Fuzzy ¢izge kurami her
gecen gun uygulamalarda daha fazla yer almaktadir. Fuzgelgr, kriptoloji, kime
analizi, éranta siniflandirmasi, veri tabani teorisi, sbgyilimler, sinir alari, karar
analizi, grup yapisi, portfoy yonetimi gibi bircok alandaullaniimaktadir (bkz.
[6, 9, 10, 11]).

2.1. Fuzzy Kimeler

Olasilik teorisi, 20. yuzyilin ortalarina kadar belirgi# bagsa cikabilen tek teori
olarak kabul ediliyordu. Aristoteles’in iki dgerli mantgi olarak bilinen “Evet” ya da
“Hayir” mantigina dayaniyordu. Aristotelesci mantik bir elemanin bimkgre ait olup
olmadginin bilgisini s@lar. insan icatlarinin birggu bu mantja dayalidir. 1965 yilinda
Lotfi A. Zadeh ¢gir acici makalesinde yeni bir kime tlri olan fuzzy kimegitraistir
ve sonrasinda ise fuzzy mantik olarak adlandirilan yeninbantik tarind ortaya
cikartmistir. Zadeh'in dugtince tarzi ¢ok farkhydi. @Y veya “Hayir” yerine bir
kiimede bir elemanin vag ile ilgili olarak bir elemanin kiimeye ait olma 6lgtsuni
belirleyen Uyelik derecesini kullanmistir. Yapay zekiak&onik, ulagim, érintl tanima,
robotik gibi konular fuzzy maninn biyik 6lgctde kullanildn alanlardan bazilaridir. Bu
bolimde ilk olarak fuzzy kiimeler ile ilgili temel kavramleerilecektir.

Tanim 2.1. X bir kiime olsun. X kimesindgf,1] arahgina tanimh fonksiyona X
kiimesinin bir fuzzy alt kimesi denir.

X kiimesinin biu fuzzy alt kimesi, X kiimesinin bir elemaninin X’in bir alt kéme
ait olma derecesgeklinde de yorumlanabilir.

Orngjin, X’in A fuzzy alt kiimesiX kiimesinde “yasli” olanlarin kiimesi olarak
disunulebilir. Elbette bu sekilde verilel kiimesi iyi tanimli dgildir. Buna karsilik,
X’in her &gesi icin|[0, 1] aralgina taniml birua Gyelik fonksiyonyardimiyla yashigin
derecesi belirlenerek kiimesi iyi tanimh hale getirilebilir. Bundan sonraki béilerde
gerekmedikge fuzzy alt kime yerine kisdaazy kim&adesi kullanilacaktir.



u vev X kiimesi Gzerinde iki fuzzy kiime olsungEr herx € X igin p(x) < v(x) ise
U C v seklinde gosterilir.

Tanim 2.2. u kiimesi X kiimesinin bir fuzzy alt kiimesi olsun.

Suppp) = {x € X[ u(x) > 0}

seklinde tanimlanan kiimeyefuzzy kiimesinin support (dayanak) kimesi d&upg i)
yerineu* gosterimi de kullanilr.

Tanim 2.3. X kiimesinin biru fuzzy alt kiimesinin t-kesim (t-seviye) kiimesi|0, 1]
olmak tzere

H = {xeX|u(x) >t}
seklinde tanimlanir.

Yukarida verilen kavramlar agada sunulan 6rnek yardimiyla daha kolay anlagilabilir.

Ornek 2.4. X ={1,2,3,...,10} olsun. X kiimesinip fuzzy alt kimesi, asagidaki sekilde
tanimlanan X'in “5’e yakin” olan elemanlarinin kiimesi ofsu

H(1) =0,u(2) =0.1,u(3) =0.5,u(4) =0.7, u(5) = 1,
u1(6) =0.8,u(7) =0.6,u(8) =0.2,u(9) = 0.1, u(10) = 0.

Buradan2'nin u fuzzy alt kimesine ait olma derecésiin ait olma derecesinden daha
kUcuktur seklinde yorumlanabilir. Diger taraftan

p* ={2,3,4,5,6,7,8,9}

ve
p°3 ={3,4,56,7}

olur.

2.2. Fuzzy Ba@intilar

Baginti, iki veya daha fazla kimenin elemanlari arasindagkiyi verirken fuzzy
baginti bu iliskinin iki fuzzy kimenin elemanlari arasinanggetiimesidir. Zadeh
1965'te fuzzy bgintiyr tanitmis, daha sonra Zadeh, Kaufman, Rosenfeldmdin
sonuglar elde etmistir (bkz. [16, 17, 12, 5]). Bu bélimdeilea bilgiler cajunlukla
Rosenfeld’in calismasina dayanmaktadir (bkz. [12]).

Tanim 2.5. S bir kime olsun & S kiimesinin her fuzzy alt kimesine S kiimesi Gzerinde
bir fuzzy baginti denir. Yani, hék,y) € Sx S i¢in0 < u(x,y) < 1 olacak sekildeky :



Sx S— [0, 1] fonksiyonuna S kiimesi tUzerinde bir fuzzy baginti deger B, S kiimesinin
bir fuzzy alt kiimesi ve S kiimesi Uzerindeluzzy bagintisi hex,y) € Sx Sigin

H(xy) <a(x)Ana(y)
kosulunu sagliyorsg’ye o fuzzy kiimesi Uizerinde bir fuzzy baginti denir.

Yukaridaki tanimdan bir fuzzy Igantida bir sirali ikilinin Gyelik derecesinin
bilesenlerin Uyelik derecelerinden buylk olamayaa®ylenebilir.

Tanim 2.6. g, S kiimesinin bir fuzzy alt kimesi peo Uzerinde bir fuzzy baginti olsun.
Eger her x€ S igin
H(X,X) = 0 (x)

ise u fuzzy bagintisina yansiyandir denir.

Tanim 2.7. g, S kiimesinin bir fuzzy alt kimesi pyeo Uzerinde bir fuzzy baginti olsun.
Eger her xy € S igin
H(X,Y) = H(Y,X)

ise u fuzzy bagintisina simetriktir denir.

Tanim 2.8. S, T iki kimeo ve 1 da sirasiyla bu kiimeler tzerinde iki fuzzy alt kiime
olsun.u : Sx T — [0,1] bagintisio dan 1'ya bir fuzzy baginti olsun. Benzer sekilde, U
bir kime ver, U’'nun bir fuzzy alt kimesi olsun. T Uzerindduzzy alt kiimesini alalim.
v:T xU — [0,1] fuzzy bagintisi da dann ya bir fuzzy baginti olsun. Bu durumda her
xe Sve zU icin

Hov:SxU —[0,1], (LoV)(X,2) =V{U(Xy)AV(Y,2):yeT}

seklinde tanimlanan fuzzy bagintigave v fuzzy bagintilarinin max-min bileskesi adi
verilir.

Yukaridaki tanimdan iki fuzzy antinin max-min bileskesinin de bir fuzzy gt
oldugu sonucu elde edilir. Bu calismada daha ¢ok ayni kiimericdetanimli olan fuzzy
bagintilarin max-min bilegkesi ele alinacaktir.

Tanim 2.9. g, S kiimesinin bir fuzzy alt kimesi neo Uzerinde bir fuzzy baginti olsun.
Eger

p*Cu
ise u fuzzy bagintisina geciskendir denir. Buragd,ile p fonksiyonunun kendisiyle max-
min bileskesi gésterilmektedir. Yapi? = p o u seklindedir.



Tanim 2.10. g, S kimesinin bir fuzzy alt kimesipngo Uzerinde bir fuzzy baginti olsun.
Eger u fuzzy bagintisi yansima, simetri ve geciskenlik otefiik sagliyorsau’ye fuzzy
denklik bagintisi denir.

Ornek 2.11. S= {a,b,c,d} kimesi uzerindes(a) = 0.2, g(b) = 0.4, g(c) = 0.6 ve

o(d) = 0.8 seklinde biro fuzzy alt kimesi tanimlansia.fuzzy kiimesi Uzeringefuzzy
bagintisi asagidaki tablo ile verilsin.

gl a b c d
a|02 02 02 0.2
b|02 04 04 04
c|02 04 06 05
d|02 04 05 0.8
u fuzzy bagintisinda
U(a,a)=0o(a)=0.2
u(b,b) =o(b)=0.4
u(c,c)=0(c)=0.6
u(d,d)=o(d)=0.8

oldugundanu yansiyandiru fuzzy bagintisinin simetrik oldugu tablodan gorilmekte
Son olaraku? max-min bileskesi asagidaki tablo ile verilebilir.

a b c d

a |02 02 02 0.2
b |02 04 04 04
c |02 04 06 05
d 02 04 05 0.8

Her iki tablo kargilastirildiginda her x S icin pu?(x) < u(x) oldugundanu? C u olur.
Yani u geciskendir. Bu nedenlg fuzzy bagintiso fuzzy kiimesi Uizerinde bir denklik
bagintisi olur.

Fuzzy kumeler ve fuzzy lgantilar ile ilgili daha fazla bilgi edinmek icin [2, 7]
referanslarindan yararlanilabilir.

2.3. Klasik Cizgeler

Bu bolumde, sonraki bolumler icin gerekli olan temel tanira gosterimler
verilecektir. Cizge kurami ile ilgili daha detayli bilgi ®onek icin [1, 14]
referanslarindan yararlanilabilir.

Cizge, farkl nesneler ve bu nesneler arasindaki iliskgjésteren bir yapidir. Cizgenin
tanimi asgidaki sekilde verilebilir.



Tanim 2.12. Bir G ¢izgesi, bos kimeden farkli, elemanlari kdse noktaarak
adlandirilan sonlu bir V kiimesiyle, V kiimesinin iki elemaitlkiimelerinden olusan ve
elemanlari kenar olarak adlandirilan E kiimesi yardimidaimlanir. Boylece, G ¢izgesi
G = (V,E) seklinde gosterilir.

G = (V,E) cizgesinin bir{a, b} € E kenarinaa ve b kdse noktalarini birlegtiriyor denir
ve bu kenar kisacab (veyaba) seklinde gosterilir.

Cizgeler genellikle kose noktalar dizlemde birer noldanarlar da bu noktalar
arasina gizilen@rilerle temsil edilir (bkz. Sekil 2.1).

g f

a b c

o e

Sekil 2.1.Bir gizge orngi

Tanim 2.13. G = (V,E) cizgesi verilsin. WC V ve FC E olmak lzere, H= (W,F)
cizgesine G cizgesinin bir alt ¢izgesi denir veHG ile gosterilir.

Tanim 2.14. G = (V,E) bir ¢izge olsun. Eger =W ise H= (W, F) alt ¢izgesine G
gizgesiningeren alt gizgesilenir.

Tanim 2.15. G = (V,E) bir ¢izge ve SC V olsun. Kdse noktalari kiimesi S olan ve
kenarlari ise G cizgesinde u¢ noktalari S kimesinde olankénarlardan olusan (5
cizgesine G cizgesinin S tarafindan indirgenen alt gizdesir.

Orngjin, Sekil 2.2 ile birG cizgesi ileG'nin Hy, Hy ve Hz alt gizgeleri verilmistir.
H; ve H; alt gizgelerindeb kdse noktasi bulunmagindan bu alt cizgele&'nin geren alt
cizgeleri dgildir. AncakH; alt ¢izgesiG'nin {a, c,d, e} kimesi tarafindan indirgenmis alt
cizgesidir.H, alt cizgesindeekenari bulunmadyndanH, alt ¢izgesiG'nin indirgenmis
alt cizgesi dgildir. Hz alt cizgesiG'nin geren alt ¢izgesi olmasinagmenad kenari
cizgede yer almadindan indirgenmis alt cizge didir.

Tanim 2.16. Herhangi iki kbse noktasi arasinda bir kenar bulundurazgglye tam cizge
denir. Koge noktalari sayisi n olan bir tam ¢izgg ${mgesiyle gosterilir.

Sekil 2.3 ilen = 4,5,6 i¢in K, tam ¢izgeleri verilmektedir.

Tanim 2.17. Bir G gizgesinde v kdse noktasindan ¢ikan kenar sayisigge ikoktasinin
derecesi denir veleqv) ile gosterilir.



X
S

Sekil 2.2.G cizgesi ileG'nin Hy, Hy ve Hs alt gizgeleri

4548

K, ¢ d

[ab)
[ fox
[ )
(@)
[ab)
[ ]

N
N

o C a °

Sekil 2.3.n=4,5,6 icin K, tam ¢izgeleri

Orngjin, Sekil 2.1 ile verilen gizgede
dega) =2, degb)=4 ve deqgc)=
olur.

Tanim 2.18. Eger n kése noktali baglantili bir ¢cizgenin sadddeése noktasinin derecesi
n—1, diger kdse noktalarinin derecekise bu gizge yildiz ¢izge olarak adlandirilir. n kdse
noktasi olan yildiz ¢izge,Simgesiyle gosterilir.

Orngjin, Sekil 2.4 ileS yildiz gizge verilmektedir.
Tanim 2.19. Bir G = (V,E) gizgesinde x X1, ..., X € V olmak Uzere,
XoX1, X1X2, - - -, Xk—1Xk

seklinde ardisik kenarlar bitisik veya 6zdes olacekilgleki kenarlarin sonlu dizisine G
icinde X ve % kose noktalarini birlestiren bir yolculuk denirg xe »x kdse noktalarini
birlestiren bir yolculuk,

X0 — X1 —> .o = X1 — Xk
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Sekil 2.4.5 yildiz gizge

biciminde gosterilir.
Bir yolculuktaki kenar sayisina o yolciun uzunlgu denir.

Tanim 2.20. G ¢izgesindeki bir yolculugun tim kenarlari farkli ise lguluga bir tur
denir. Eger turun tum kogse noktalari da farkliysa bu turayl denir.

Orngjin, Sekil 2.1 ile verilen gizgede
a—-b—-c—od—oe—-c—ob—f

yolculuguave f kése noktalarini birlestiren, uzurgu 7 olan bir yolculuk olur. Ancak bu
yolculuktabc kenari iki kez kullanildijindan bu yolculuk bir tur dgldir. Diger taraftan,

d—-e—-c—ob—-f—-g—b—a

yolculugunda ise her bir kenar farkli oldundan bu yolculuk Sekil 2.1 ile verilen gizge
icinde d ve a kdse noktalarini birlestiren bir tur olur. Fakbtkése noktasi iki kez
kullanildigindan bu tur bir yol dgildir. Son olarak,

a—>g—b—f

yolculugunda ise her bir kenar farkli oldundan Sekil 2.1 ile verilen cizge icindéle f
kose noktalarini birlestiren bir tur olur. Ayni zamandar hbir kose noktasi farkl
oldugundan bu tur gizge icindeile f kdse noktalarini birlestiren bir yol olur.

Tanim 2.21. Baglangi¢ ve bitig noktalari ayni olan yola déngu denir.
Ornejin,
a—b—-f—-g—a
a—b—>g—a
b—g— f—b,

ve
c—oe—d—c

Sekil 2.1 ile verilen gizge igerisindeki tim dongulerdir.
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Tanim 2.22. Herhangi iki kbse noktasi arasinda bir yol bulunan cizgegglantili veya
tek parca cizge denir.

Orngjin, Sekil 2.1 ile verilen ¢izge Waantili bir gizgedir. Ancak Sekil 2.5 ile verilen
G cizgesi bglantih deyildir. Bu cizgede 6rngin a kdse noktasi ilee kdse noktasini
birlestiren bir yol mevcut dgldir.

g f e

N4

a p ¢ d

Sekil 2.5.Baglantisiz bir gizge Orrig

Tanim 2.23. Baglantil bir cizgeden silindiginde cizgeyi baglasi yapan kenara kopri
denir.

Orngjin, Sekil 2.1 ile verilen gizgedec kenari bir kopri olur.

Tanim 2.24. Baglantili bir ¢izgeden silindiginde cizgeyi baglaiz yapan kenarlarin
kiimesine ayiran kenarlar kiimesi denir.

Tanim 2.25. Minimal ayiran kiimeye kesi kiimesi denir.

Ornejin, Sekil 2.1 ile verilen cizgedécd, ce} kenarlar kimesi bir ayiran kenarlar
kiimesi olur. Bu kime ayni zamanda bir kesi kiimesidir.

Kopru kavrami kesi kiimeleri yardimiyla da tanimlanab8iadece bir elemani olan
kesi kiimesindeki kenara kdpru denir.

Tanim 2.26. Baglantili bir cizgeden silindiginde ¢izgeyi baglai yapan kdse noktalar
kiimesine ayiran noktalar kiimesi denir.

Cizgeden bir kose noktasi silirginde o kdse noktasina@akenarlar da silinmelidir.

Tanim 2.27. EQer bir gizgenin ayiran nokta kiimesi tek elemanl ise kiiméu
elemanina ¢izgenin kopma noktasi denir.

Ornejin, Sekil 2.1 ile verilen gizgede ve ¢ kése noktalari birer kopma noktasi olur.

Tanim 2.28. Bir G ¢izgesinin baglantili ve kopma noktasi bulundurnragaaksimal alt
cizgesine G cizgesinde bir blok adi verilir. Eger G cizgeaglantili ve kopma noktasi
bulundurmuyorsa G’nin kendisi bir blok olur.

Orngjin, Sekil 2.1 ile verilen gizgedeki bloklar Sekil 2.6 erilmistir.

9



a b ¢ g

Sekil 2.6.Sekil 2.1 ile verilen ¢izgedeki bloklar

-\
~IN

Sekil 2.7.Bazi @ac¢ ornekleri

Tanim 2.29. D6ngu icermeyen baglantih ¢izgelere agag denir.

Orngjin yukarida tanimlanan yildiz cizgeler bigag olur. Sekil 2.7 ile bazigac
ornekleri verilmistir.

Tanim 2.30. Baglantil bir G gizgesinin bazi kenarlari silinerek G dgni kdse noktalara
sahip agaclar elde edilebilir. Bu sekilde elde edileraalaira G cizgesinin geren agaclari
denir. Yani G ¢izgesinin agac olan geren alt ¢izgelerina@i@'geren agaci denir.

Orngjin Sekil 2.8 ile birG gizgesi veG'nin bazi geren gagclari verilimektedir.
() G [ ] ] [ ] [ ] [ ] ] [ ]
Sekil 2.8.Bir G gizgesi veG'nin bazi geren gaclari

Tanim 2.31. D6ngu icermeyen gizgelere orman denir.
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3. FUzzy (;iZGELER
3.1. Temel Kavramlar

Bu bdlumde fuzzy cizge kuraminin temel kavramlari veriktceAncak fuzzy cizge
kavramindan 6nce cizgelerindatilar yardimiyla agadaki gibi bir tanimi verilebilir.

V bos kiimeden farkli bir kiime olsuvi.x V izerinde bir~ bagintisi asgidaki sekilde
tanimlansin:

(X,y) ~(uVv) < (X=uvey=yv)veya(x=vvey=u).

Bu sekilde tanimlanar bagintisininv xV kiimesi tizerinde bir denklik igantisi old@u
kolaylikla gosterilebilirx,y € V igin (x,y)'nin ~ bagintisina gére denklik sinif{x,y)] ile
gOsterilsin. Yani

(Y] ={(x¥), (v, %)}

olsun.

Diger taraftan,

& ={l(xy)] : xyeV,x#y}

olsun. Gosterimlerde kisalik acisind&hkimesini vurgulamaya gerek olm@aehndadsy
yerine & yazacgiz. SimdiE C & olsun. Bu durumddV, E) ikilisine bir ¢izgedenir.V
kimesinin elemanlarina gizgenkdse noktalarlE kiimesinin elemanlarina ise gizgenin
kenarlari denir.x,y € V icin [(x,y)] denklik sinifini kisacay seklinde yazilacaktir. Bu
durumdaxy = yxoldugu, ¢izgenin paralel kenarlar bulundurmgudre bir kdse noktasinin
kendinden kendine bir kenar bulundurm@idaciktir.

Tanim 3.1. Bos kiimeden farkli bir V kiimesiyle heyx V icin

H(xy) < a(x) Aa(y)

olacak sekildeko :V — [0,1] ve u : & — [0,1] fonksiyonlarindan olusan & (V, o, i)
uclusune birfuzzy gizgedenir.
Burada,o(x) A a(y) ile o(x) ve a(y) degerlerinin minimumu ifade edilmektedir.

o fuzzy kiimesines fuzzy cizgesinirfuzzy kdse noktalar kimesi fuzzy kimesine
ise G fuzzy cizgesinirfuzzy kenarlar kimesienir.

Aciktir ki, i, o Uzerinde bir fuzzy bgnti olur.

Bu calismada tersi belirtiimedik¢® kimesi sonlu bir kiime olarak alinacaktir.
Gosterimlerde kisalik agisinda®d = (V, o0, ) Uclusu yerine kisac& ya da (o, )
gosterimleri kullanilacaktir.

o* ve u* gosterimleri sirasiylac ve p fuzzy kimelerinin dayanak (support)
kiimelerini gOsterecektir. Dayanak kimeler S(pp ve Suppgu) seklinde de
gOsterilmektedir.
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Ornek 3.2. V = {a,b,c} olsun. V Ulzerindes fuzzy kiimeso(a) = 0.5, o(b) = 1 ve
o(c) = 0.8 seklinde tanimlansiu fuzzy kiimesi is€ Uzerindeu(ab) = 0.5, yu(ac) = 0.1

ve u(bc) = 0.7 seklinde tanimlansin. Bu durumda
0.5=pu(ab) < o(a)Ao(b)=min{0.5,1} =0.5
0.1=pu(ac) < o(a)Ao(c)=min{0.5,0.8} =0.5
(

0.7=pu(bc) < o(b)Ano(c)=min{1,0.8} =0.8

oldugundan G= (V, o, ) ya da kisaca G= (o, i) bir fuzzy ¢izge olur (bkz. Sekil 3.9).
Ancaky (ab) = 0.6 seklinde tanimlansaygi(ab) £ a(a) A o(b) olacagindan G= (o, u)
bir fuzzy ¢izge olmazdi.

(c,0.8)
0 1/ \0 7

(a,0.5) ./— 0.5 \. (b, 1)

Sekil 3.9.0rnek 3.2 ile verilen fuzzy cizgenin bir temsili

Tanim 3.1 yardimiyla, @rhkli olmayan) herhangi bifV, E) gizgesi, hex € V igin
o(X) =1 ve herx,y € V i¢in u(xy) = 0 veya 1 seklinde tanimlanmak uzere, bir fuzzy
cizge gibi de dusunulebilir. Hex € V igin g(x) = 1 seklinde tanimli olan fuzzy ¢izge
(V, 1) seklinde gosterilecektir.

Tanim 3.3. G= (V, 0, u) bir fuzzy cizge olsun. Bu durumdaC o vev C u olmak Uzere,
H = (V,1,v) fuzzy ¢izgesine G ¢izgesinin lkirsmi fuzzy alt gizgesdenir.

Benzer olarak, =V ve her xc P i¢in T(x) = o(x) ve her xy € P igin v(xy) = u(xy)
olmak Uzere H= (P, 1, V) fuzzy ¢izgesine G gizgesinin P tarafindadirgenmis fuzzy alt
cizgesidenir. P tarafindan indirgenen fuzzy alt ¢izg®) seklinde gosterilir.

Ornek 3.4. G = (1,v) fuzzy ¢izgesi verilsint ve v kiimelerinin dayanak kiimeleri ise
* = {a,b,c} vev* = {ab, bc} olsun. Ayricar(a) = 0.4, 1(b) = 0.8, 7(c) = 0.5, v(ab) =
0.3vev(bc) = 0.2 olsun. Bu durumda,

T(a)=04 < o(a)=0.5,
1(b)=08 < o(b)=1,
1(c) =05 < o(c)=0.8,
v(ab)=0.3 < pu(ab)=0.5,
v(ac) =0 < p(ac)=0.1,
v(bc)=0.2 < p(bc)=0.7



yaniT C g vev C u oldugundan G fuzzy cizgesi Ornek 3.2 ile verilen fuzzyegiagbir
kismi fuzzy alt gizgesi olur (bkz. Sekil 3.10).

Diger taraftan, P= {a,b} vet(a) = 0.5, 1(b) = 1 ve v(ab) = 0.5 olmak Uizere H=
(1,v) fuzzy cizgesi, Ornek 3.2 ile verilen fuzzy gizgenin P tadafn indirgenen fuzzy alt
cizgesi olur.

(C7 08) (C, 05)
/\ \
/0.1 0.7\ 0.2\
(a,0.5) .G :O(.?j,u). (b,1) (a,0.4) .G :0(3;_7 v). (b,0.8)
(a,0.5) e——05—-e (b, 1)

(P)

Sekil 3.10.0rnek 3.4 ile verilen kismi fuzzy alt gizge \R tarafindan indirgenen fuzzy alt gizgenin bir
temsili

Tanim 3.5. G = (o, u) bir fuzzy ¢izge olsun. Eges = 1 ise (1,v) kismi fuzzy alt
cizgesine G fuzzy gizgesirgeren fuzzy alt cizgesenir.

G = (o, u) fuzzy gizgesinirP C V kimesi tarafindan indirgenéh= (7, v) alt cizgesi
aslinda bir kismi fuzzy alt ¢izge olarak da dustinileb@iercekten de@er herx € P igin
T(X) = o(x) vex ¢ P i¢in 7(x) = 0 seklinde ve kenarlar kiimesinden alingngesiP
kiimesinden elemanlar bulunduruyonsgy) = p(xy) aksi haldev(xy) = 0 alinirsaH
fuzzy cizgesiG fuzzy cizgesinin bir kismi fuzzy alt gizgesi olur.

Tanim 3.6. G = (V, 0, u) bir fuzzy gizge olsurd <t < 1 olmak uzere,
o' ={xca*|o(x) >t}
ve
pt={uve p*|pu(uv) >t}
(t-kesme ya da t-seviye) kiimeleri tanimlansin. Agiktir ki,

H C {xylo(x) >tvea(y) >t}

olur. Yani H= (a', u') kdse noktalari kiimesit ve kenarlar kiimesit' olan bir fuzzy
cizge olur. H gizgesine G fuzzy gizgesinint'ye karsilikgesik ¢izges{threshold graph)
denir.
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Sekil 3.11 ile Ornek 3.2 ile veriles = (V, g, u) fuzzy cizgesinin sirasiyla= 0.2
vet = 0.6 dejerlerine karsilik geled = (022, u%2) ve H = (g%, u%®) esik cizgeleri
verilmektedir.

(c,0.8) (c,0.8)
\ \
0.7 0.7
(a,0.5) e— 05 AY (b, 1) \ (b, 1)
H= (00.2’ uO.Z) H = (00.6’ u0.6)

Sekil 3.11.0rnek 3.2 ile verilen fuzzy ¢izgenin= 0.2 vet = 0.6 dgjerlerine karsilik gelen esik cizgeleri

Onerme 3.7.G = (0, ) bir fuzzy gizge v@ < s<t < 1 olsun. Bu durumdéc?, u') esik
cizgesi(o®, u®) esik cizgesinin bir alt gizgesi olur. Ayrica H (1, v) fuzzy cizgesi G fuzzy
cizgesinin kismi fuzzy alt gizgesi ise her {0, 1] icin (1*,v!) esik gizgesiat, u') esik
cizgesinin alt gizgesi olur.

3.2. Fuzzy Cizgelerde Bglantililik

Bu kesimde esas olarak cizgelerdeki kopma noktasi (cuéxerve kopru
kavramlarinin fuzzy cizgelerdeki kargliolan fuzzy kopma noktasi ve fuzzy kopri
kavramlari Gzerinde durulacaktir.

G = (o, ) fuzzy cizgesindeki bilP yoly, i = 1,2,...,nigin p(x_1%) > 0 olmak
uzere, farklixg, X, . . ., Xn kOse noktalarinin bir dizisidirxg ile x, ayni olabilir). Buradan
sayising? yolununuzunlugudenir. Ardisik kdse noktalara iseyolununkenarlaridenir.
X,y € V kdse noktalarinigapidiam(x, y) ile gosterilir vexile y kdge noktalarini birlegtiren
en uzun yolun uzunf@u olarak tanimlanir.

Bir P, Xo, X1, ..., X, Yolunungucy

/\U(Xifl,xi)

i=1

seklinde yani en zayif kenarigaligi olarak tanimlanir ve(P) ya das(P) ile gosterilir.

x ve y kose noktalarininbaglantilihginin gici x ve y arasindaki tim yollarin
guglerinin maksimumu olarak tanimlanir y&°(x,y) veya CONNs(x,y) ile gosterilir.
Herhangi ikix ve y kdse noktalarini birlegstiren en gui¢li yolun gigeti(x,y) olur.

Eger (1,v), (o,u) fuzzy cizgesinin kismi fuzzy alt gizgesi ise® C u* oldugu
kolaylikla gosterilebilir.

Eger birP yolundaxg = x, ve n > 3 iseP yoluna birdénguadi verilir.

Bir yol ile birlestirilebilen kdse noktalarbaglantili kdse noktalar adi verilir. ger
fuzzy cizgenin keyfi iki kose noktasi gentili ise fuzzy cizgeye lggantili fuzzy cizge
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denir. Balantih olma b@intisinin kdse noktalar Gizerinde bir denklikginatisi old@u
hemen sodylenebilir. Kose noktalarin bug@tiyla belirlenen denklik siniflarina fuzzy
cizgenin (bglantil) bilesenleri adi verilir. O halde bilesen, verilen fuzzy c¢izgenin
maximal bglantili kismi fuzzy alt ¢izgesi olur.

G = (o,u) bir fuzzy cizge,x vey iki farkl kdse noktasi olsunG ¢izgesinderxy
kenarinin silinmesiyle elde edilen kismi fuzzy alt ciZgfdle gosterilsin. Yaniu'(xy) =0
ve diger kenarlar iginu’ = pu olmak tizereG' = (o, u’) olsun. Eer

w'(u,v) < u®(u,v)

olacak sekildeu,v € o* kdse noktalari varsay kenarinaG fuzzy cizgesinde bifuzzy
kopru adi verilir. Bir bagka ifadeylexy kenarinin silinmesG’'nin bazi nokta c¢iftlerinin
baglantilihginin glclind azaltiyorsay kenarina bir fuzzy kopri denir. O haldey
kenarinin fuzzy kopru olmasi icin gerek ve yeter kosul, kenarininu ve v kose
noktalarini birlegtiren her en gugli yolun bir kenar @llacsekildeu ve v kdse
noktalarinin var olmasidir.

Ornek 3.8. Sekil 3.12 ile verilen fuzzy cizgede
Pb:a—wb—-c—d—eveB:a—f—e

yollari a ve e kdse noktalarini birlegtiren iki farkli yhir. Buradandiam(a,e) = 4 olur.
AyricadPy) = 0.1ve dP,) = 0.2 oldugundarnu®(a,e) = 0.2 elde edilir. ab kenari harig
herhangi bir kenarin silinmesi silinen bu kenarin u¢ noéitatin baglantihihiginin gicini
azaltacagindan ab hari¢ tum kenarlar bir fuzzy képra olur.

(c,0.6) (b,0.4)

Sekil 3.12.0rnek 3.8 ile verilen fuzzy cizge

Teorem 3.9.G = (o, u) bir fuzzy ¢izge olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denk
() xy kenari bir fuzzy képruddr.
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(i) 1™ (xy) < p(xy) olur.
(iii) xy kenari bir dongiiniin en zayif kenari degildir.

Kanit. (ii) = (i) Tersine, kabul edelim kip'®(x,y) < p(xy) iken xy kenari bir fuzzy
kopru olmasin. Bu durumda

B (Y) = H™(Xy) > p(xy)

elde edilir. O haldexy kenari bir fuzzy kdpri olmak zorundadir.

(i) = (iii) Tersine, kabul edelim kky kenari bir kdpri ve bir donglnun en zayif
kenari olsun. Bu durumday kenarini bulunduran biP yolu xy kenari silinerek,
déngintn yardimiylay kenarini bulundurmayan biP’ yoluna dénustirilebilir. Bu
durumdaP’ yolunun giicii en a2 yolunun guci kadar olur. O zamaty kenarinin
silinmesi yolun glcinid azaltmagndan xy kenarinin bir fuzzy koépri olmasiyla
celisec@inden kabuliimiiz hataliday bir dongundn en zayif kenari olamaz.

(iii ) = (i) EGer ' (x,y) > p(xy) isex kose noktasindaykose noktasingy kenarini
icermeyen ve gucik p(xy) olan bir yol vardir. Bu yolaxy kenari da eklenirs& fuzzy
cizgesindexy kenarinin en zayif oldju bir dongi elde edilir. Bu is&y kenarinin bir
dongunun en zayif kenari olmamasi ile celigir. O

w kdse noktasG fuzzy cizgesinin herhangi bir kdse nokta&, cizgesi deG fuzzy
cizgesindenv kdse noktasinin silinmesiyle elde edilen kismi fuzzy edgjesi olsun. Yani,
o’(w) = 0, diger kdse noktalar igim’ = o ve timz kdse noktalari iginu’(wz) = 0, w
kdse noktasini bulundurmayargér kenarlar igir’ = p olmak tGizerez = (o’, ') olsun.
Ederu#£w#vigin

W (U,v) < p(uv)

olacak sekildai ve v kdse noktalari varsay kose noktasing fuzzy gizgesinin bifuzzy
kopma noktasdenir. Bir baska ifadeyley kdse noktasinin silinmesi iki kése noktasinin
baglantililginin gliciint azaltiyorsa kdse noktasina fuzzy kopma noktasi denir. O halde
w kose noktasinin fuzzy kopma noktasi olmasi igin gerek veryiosulw, u ve v kdse
noktalarini birlestiren her en gugclu yolun tzerinde okagakildew kdse noktasindan
farkli u ve v kése noktalarinin var olmasidir.

Bir G ¢izgesinin bglantili ve kopma noktasi bulundurmayan maksimal alt @i
G cizgesinde bir blok adi verilir. §r G cizgesi bglantih ve kopma noktasi
bulundurmuyors&’nin kendisi bir blok olur.

Eger G fuzzy cizgesinde hi¢ fuzzy kopma noktasi yok& fuzzy cizgesine
parcalanamaz(nonseparable) veyhlok adi verilir. Fuzzy cizgelerde bir blok fuzzy
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kopruler bulundurabilirken, cizgelerde bu durum s6z kandsjildir. Bazen bir fuzzy
cizgedeki bl@a fuzzy blok adi da verilir.

Ornek 3.10. Sekil 3.13 ile verilen fuzzy cizgede cizgelerde oldudiigkose noktasi bir
fuzzy kopma noktasi olur. Gergekten de, ¢ kdse noktaslimmesiyle

0=u'"(ae) < u”(a,e)=0.2

elde edilir. Diger taraftan e kose noktasi da bir fuzzy kapnoktasi olur. Gergekten de, e
kdse noktasi silinecek olursa,

0.1=p'"(a,d) < u®(a,d)=0.2

oldugundan e bir fuzzy kopma noktasi olur.

(a,0.2) ' o (e,0.8)
0.2\ / 0.4
0.1 o 0.6
0.3 /(0/70)7\ 0.1
(b,0.3) & . (d,0.6)

Sekil 3.13.0rnek 3.10 ile verilen fuzzy cizge

Her u,v € G icin, T icinde u ve v kdselerini birlegtiren tek en gugli yolun gucd,
U= (u,v) iseT = (o,v) fuzzy geren alt §acinaG = (o, i) baglantil fuzzy cizgesinin
bir maksimum geren agadenir. Orngin Sekil 3.14 ile birG fuzzy cizgesi ileG'nin bir
geren maksimumgaci verilmektedir.

X \0 5 N 0.6/ y X .\0.5 0.6/. y
0.2 \o{ 0.2 \o{
0.8/ \0.7 | 0.7/ \0.7
Wil Ny WS .z

Sekil 3.14.Bir G fuzzy cizgesi veG'nin maksimum gerengaci
Fuzzy kopma noktalari ve fuzzy kopruler, maksimum gerg@acéar yardimi ile
asdidaki gibi karakterize edilebilir.

Teorem 3.11.G = (g, ) bir fuzzy ¢izge olsun. w kdse noktasinin G’nin bir fuzzyap
noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w kbse noktassmin her maksimum geren
agacinda bir u¢ nokta olmamasidir.
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Kanit. (=:) w kdge noktasinirG'nin bir fuzzy kopma noktasi olsun. Bu durumda
kose noktasG'nin w kdse noktasindan farkl ve v kdse noktalarini birlestiren her en
gucli yolun tzerinde oluiG'nin her bir maksimum gerengaciu ve v kdse noktalarini
birlestiren bir tek glcli yol bulundurdundanw u¢ nokta olamaz.
(<:) w kdse noktasG'nin her maksimum gerengacinin bir u¢ noktasi olmasin. Bir
maksimum gerengacini ele alalimw ug nokta olmadjindan bu §actauwvewv seklinde
iki kenar mevcuttur.

Kabul edelim ki, tersinet — w — v yolu en gicliu— v yolu olsun ancakv bir kopma
noktasi olmasin.

O zaman hewu ve v nokta cifti icin u ile v yi birlestiren ancakw kdse noktasini
bulundurmayan en az bir tane en gugli yol vardir.

Bu yollardan kenarlafm de olmayan ve ile vkdgse noktalarini birlestiren bt yolunu
ele alalim.

Genellgi bozmaksizifir de pu*(u,v) = p(uw) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
P deki kenarlarin guc® p(uw) olur. uw kenarinin silinerel® nin T maksimum geren
agacina eklenmesi yeni bir maksimum geréa@verir ve bu durumda kdse noktasi bu
agacin bir u¢ noktasi olur. Bu ise varsayimimizla celisir. O

Teorem 3.11 yardimiylaG fuzzy c¢izgesinin maksimum gerefl agacinin ug
noktalarininG'nin fuzzy kopma noktalari olamayagasdylenebilir. Boylece agadaki
sonugclar elde edilir.

Sonug 3.12.Her G fuzzy cizgesi fuzzy kopma noktasi olmayan en az iki koktasi
bulundurur.

Sonug 3.13.G = (o, 1) fuzzy cizgesinin bir uv kenarinin fuzzy képri olmasi igirelge
ve yeter kosul uv kenarinin G’nin her maksimum geren a@aait olmasidir.

Kanit. (=) uvkenanG fuzzy cizgesinde bir fuzzy kdpru olsun. Bu durumga v yolu
G fuzzy cizgesindeki tek en guglu yol olur. O haldekenariG nin her maksimal geren
agacinda bulunur.

(«<:) Tersineuv kenar G fuzzy cizgesinin her maksimal geregacinda bulunsun
ancak kabul edelim kuv bir fuzzy kopri olmasinuv kenari G'de bir fuzzy képri
olmadgindanG'deki bir donginin en zayif kenari olur. O zamafi(u,v) > u(uv) olur.
Bu iseG'nin uv kenarini bulundurmayan en az bir maksimum ge@gcanin var oldgu
anlamina gelir. Bu is@iv kenarininG'nin her maksimal geren@acinda bulunmasi ile
celisir. O

Cizgelerde oldgu gibi fuzzy cizgelerde de fuzzy tam ¢izge kavrami meveuBu
kavram ilk olarak 1989 yilinda Bhutani tarafindan versitim (bkz. [3]).
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G = (g, ) bir fuzzy ¢izge olsun. Ber heru,v € o* igin
H(uv) =o(u) Ao (v)

ise G'ye fuzzy tam ¢izgad verilir. Eger G = (o, i) bir fuzzy tam ¢izge iseu” = u
olur ve G'de fuzzy kopma noktasi bulunmaz. Ancak @gtaki drnekte gosterildi gibi
bu ifadenin tersi d@ru olmayabilir.

Ornek 3.14.V = {a,b,c,d} ve X= {ab, bc,cd,da ac, bd} olsun. Ayrica,
o(a)=0.7, o(b)=o0(c)=0(d)=1
seklinde tanimlansin. X Gzeringefuzzy alt kiimesi de
u(ab) = u(da) = pu(ac) = 0.5, pu(bc) =1, veu(cd) = u(bd) =0.7

seklinde olsun (bkz. Sekil 3.15). Bu durumda= u oldugu kolayca gorulebilir. Ayrica
G’nin bir fuzzy kopma noktasi yoktur. Ancak

0.5=pu(ab) #o(a)No(b)=0.7A1=0.7

oldugundan G fuzzy tam gizge deqgildir.

(a,0.7) 05 (b,1)

AN /

0.5 0.7

(d,1) 07 (c,1)

Sekil 3.15.0rnek 3.14 ile verilen fuzzy gizge

Diger taraftan, Ornek 3.15 ile verifgigibi bir fuzzy tam gizgenin bir fuzzy koprisi
mevcut olabilir.
Ornek 3.15.V = {a,b,c,d} ve X= {ab,bc,cd,da ac, bd} olsun. Ayrica,
o(a)=0.7, o(b)=08, o(c)=1 o(d)=0.6
seklinde tanimlansin. X Gzeringefuzzy alt kiimesi de
p(ab) = u(ac) =0.7, p(cd) = pu(bd) = pu(ad)=0.6, veu(bc) =0.8

seklinde olsun (bkz. Sekil 3.16). G fuzzy tam ¢izge oligeDtaraftan, bc kenarinin
silinmesi b ve c kdse noktasini birlestiren yolun giicladalmasina yol actigindan bc
kenari G’nin fuzzy kdpriasu olur.
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(a,0.7) 07 (b,0.8)

0.7 0.6

(d,0.6) 0.6 (c,1)

Sekil 3.16.0rnek 3.15 ile verilen tam fuzzy ¢izge

Teorem 3.16.G = (o, ) fuzzy tam gizge ise herhangi bir evu* kenari iginu®(u,v) =
p(uv) olur.

Kanit.

HA(UY) = Vaeo{H(uz) Ap(2v)}
= V{ouAa(v)Ano(2)}
= o(uAc(v)=pu(uv)

olur. Benzer sekildep®(u,v) = p(uv) yazilabilir. Tumk pozitif tam sayilar icin ayni
yontem ilepX(u,v) = p(uv) oldugu da gésterilebilir.
Boylece,
K7 (u,v) = sup{p(u,v) [k > 1} = p(uv)

olur. O

Teorem 3.16 geig fuzzy tam cizgede herhangi iki kdse noktasiniglaatilihginin
gucu bu iki kdse noktasi arasindaki kenarin ait olma deieeeesit oldgundan fuzzy
tam cizgeden bir kdse noktasinin silinmesi herhangi ilgekiioktasinin gantiliiginin
gucinu etkilemeyecektir. Buradan gg#aki sonuc elde edilebilir.

Sonug 3.17.Tam fuzzy cizgede fuzzy kopma noktasi bulunmaz.

Teorem 3.16 gefg bir fuzzy tam cizgede heuv kenariu ile v kdse noktalarini
birlestiren en guclu yol oldju sdylenebilir. Ayrica bir fuzzy tam cizgede en fazla bir
tane fuzzy kopriiniin var oldw da soylenebilir. Orrigin, Sekil 3.16 ile verilen fuzzy tam
cizgenin tek fuzzy koprusbc kenari olur. Bu fuzzy képrinin nasil bulunabilgcese
Teorem 3.18 ile verilmektedir.

Teorem 3.18.G = (o, u) bir tam fuzzy ¢izge veo™| = n olsun. Bu durumda G fuzzy
tam cizgesinin bir fuzzy kopru bulundurmasi igin gerek veerykosul i=1,2,...,n
olmak Uzerejt= o(u;) ve h_2 < th_1 < t, olacak gsekilde{ty,to,...,ty} artan dizisinin
var olmasidir. Bu durumdagquiu, kenari G fuzzy tam cizgesinde bir fuzzy kopru olur.

20



Kanit. (=) Kabul edelim ki,G bir fuzzy tam cizge veiv kenari daG'de bir fuzzy kopri
olsun.G fuzzy tam cizge oldgundanu(uv) = o(u) A o(v) olur. Genellgi bozmaksizin
o(u) < og(v) yani u(uv) = o(u) oldugunu kabul edelimuv bir fuzzy kopri oldgundan
Gdeki herhangi bir donginun en zayif kenargddir. Bu durumda hew # vigin o(u) >
o(w) oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

Simdi tersine kabul edelim kg (u) < o(w) olacak sekilde biw +# v kdse noktasi var
olsun. O zaman,

Ciu=v—=w—u

déngiisi igin
u(uv) = p(uw) = o(u) ve eera(u) = a(v) ise u(vw) = a(v)
olur. Ya da
a(u) < o(v) < a(w) ve diera(u) < a(w) < o (V) ise u(vw) = o (w)

olur. Her iki durumda daivkenariC déngusunin en zayif kenari olur. Bu isekenarinin
fuzzy kopru olmasiyla celisir.

(«<)i=12,...,nicin tj = o(y;) olmak Uzeret; < tp < ... <th_1 <ty olsun. Bu
durumdaup_1u, kenarinin bir fuzzy képri oldjunu gdsterelimG bir fuzzy tam cizge
oldugundan

H(Up—1Un) = 0(Up—1) AO(Un) = 0(Un_1)

olur. Bu durumda djer kenarlarin ait olma derecelasi(u,_1) dejerinden kugulk olur.
O haldeun_1un kenariG’nin herhangi bir déngusinin en zayif kenargieir. Boylece
Teorem 3.9 ge un_1Un kenari bir fuzzy képri olur. O

Orngjin, Teorem 3.18 yardimiyla Sekil 3.16 ile verilen fuzzyntaizgede
ty=0(d), to=o0(a), tz3=o(b)vety=0a(c)

alinacak olurs#y <ty < t3 < t4 artan dizisi elde edilir véc kenari bir fuzzy képri olur.
Sekil 3.17 ile verilen fuzzy tam gizgede bir fuzzy kdpru yikkn Sekil 3.18 ile verilen
fuzzy cizgedébd kenari bir fuzzy kopra olur.

Teorem 3.19.G = (o, U) gizgesi(o™, u*) bir dongu olacak sekilde bir fuzzy cizge olsun.
Bu durumda G'nin bir kdse noktasinin fuzzy kopma noktasaesi icin gerek ve yeter
kosul bu kdse noktasinin iki fuzzy képrinin ortak kogeaso olmasidir.

Kanit. (=) (o*,u*) bir dongu vew kose noktasi bir kopma noktasi olsun. Dongu
Uzerindew kdse noktasindan farkli iki ve v kdseleri alindjindaw kdse noktasu ile v
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0.2
02 e(d,1
0.5/ \0.5
(b,0.5) « 05 * (,0.5)

0.5

/1 / 0.5
(b,1) Vd N, (c,0.5)

Sekil 3.18.Fuzzy képrii bulunduran bir fuzzy tam ¢izge

kose noktalarini birlestiren en gucli yolun GzerindeBu durumdaw kdse noktasinin
u¢ nokta oldgu kenarlar tanimi gegefuzzy kopru olmak zorundadir.

(<) wkdse noktasuwvevwfuzzy koprilerinin ortak kdse noktasi olsun. Bu durumda
uwvevwfuzzy képri oldgundanG gizgesinin en zayif kenari gédir. Ayricau vev kdse
noktalarini bulundurmayan her kenarin gie(uw) A p(wv) degerinden daha az gice
sahiptir (aksi haldeiw ve vw kdpru olmazdi). O halde en gugli+ v yoluu — w — v
yolu olur. Buradarw bir kopma noktasi olur. O

Teorem 3.20.w kdse noktasi en az iki fuzzy képrinin ortak kdse noldawibir fuzzy
kopma noktasi olur.

Kanit. ww vewu, kenarlari iki fuzzy képri olsun. Bu durumda,w ve wuwp, kenarlariu
ve v kbse noktalarini birlestiren her en gticli yolun Uzerioticak sekildeu ve v kose
noktalari vardir. gerw kose noktasu vev kdse noktalarindan farkli isgkdse noktasinin
bir fuzzy kopma noktasi oldju agiktir.

O zamarw kose noktasu ya dav kése noktalarindan birine esit olsun. Bu durumda
upw kenari,u ile w kdse noktalarini birlestiren her en gigcli yolun Uzerigdedawu,
kenari,w ile v kdse noktalarini birlestiren her en gucli yolun Gzeriotle.

Kabul edelim ki,w kése noktasi fuzzy kopma noktasi olmasin. Bu durumda hgrha
iki kOse noktasini birlestiren we noktasini bulundurmayan en az bir en gugclt yol vardir.
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Ozel olaraku, ve u, kdse noktalarini birlestiren we kose noktasini bulundurmayan bir
en gucliP yolunu ele alalim. BWP yolunau;w ve wuw, kenarlari eklenecek olursa bir
dongu elde edilir. Bu dongu igin iki durum s6z konusudur: iirsi, donginin
Uzerindekiu; — w — up yolu en gucli yol dgildir. Ancak Teorem 3.9 getg, fuzzy
kdprl bir donginin en zayif kenari olamaygealan celiski elde edilir.

Ikinci durum, déngtintin Gzerindeki, — w — u yolu en gucliu yol olsun. O zaman
P yolunun b@lantilihginin gici

UZ(ug, Uz) = H(Uuaw) A (W)

olur. Bu durumdaP yolunun her bir kenarinin gucu en gzu;w) ve u(wup) kadar olur.
Bu iseui;w ve wwp, kenarlarinin bir dénginiin en zayif kenarlar @duanlamina gelir.
Buradan yine Teorem 3.9 g&jie uyw ve wip kenarlari bir fuzzy képri olamaz. Bu ise
uw ve wup kenarlarinin fuzzy kdpri olmasiyla celisir.

O haldew kdse noktasi bir fuzzy kopma noktasi olmak zorundadir. O

Asagidaki 6rnek, Teorem 3.20 ile verilen kosulun yeter koglmhadgini, yani bir
fuzzy kopma noktasinin iki fuzzy koprinin ortak noktasi aymbilecgini
gostermektedir.

Ornek 3.21.V = {a,b,c,d} ve X= {ab,bc,cd,da, ac,db} olsun. Ayrica, tim x V igin
o(X) = 1ve X uzerindg: fuzzy alt kimesi de

p(ac) = u(bd) =0.9, p(da) = p(cd)=0.3, veu(ab) = u(bc) =0.8

seklinde olsun. Burada ac ve bd kenarlari fuzzy kopri dyrica u®(a,d) = 0.8 iken
b kdse noktasi silindigindg®(a,d) = 0.3 oldugundan b kdse noktasi bir fuzzy kopma
noktasidir. Ancak b iki fuzzy kdprinin ortak noktasi akgi{bkz. Sekil 3.19).

a 0.8 b

AN /

0.9 0.9

d 0.3 Cc

Sekil 3.19.1ki fuzzy képriiniin ortak noktasi olmayan bir fuzzy kopma task bulunduran bir gizge
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Ornek 3.22.V = {a,b,c,d, } ve X= {ab,bc, cd,ad} olmak tzere, G= (V,X) bir fuzzy
cizge olsun. Her x V i¢in o(x) = 1 olsun. X'inu fuzzy alt kimesi de

y(ab) = p(cd)=0.2 ve pu(bc)=pu(ad)=0.1

seklinde tanimlansin (bkz. Sekil 3.20). Burada ab ve cdutari fuzzy kopru iken fuzzy
cizgede bir fuzzy kopma noktasi yoktur. Bu ise fuzzy cizgatezgelerden bir diger
farkidir. Bir gizgede bir kdpruniin u¢ noktalari gizgenirpkoa noktalari olur.

a b
o—— (0.2 °
0.1 0.1

0.2 l
d C

Sekil 3.20.Fuzzy képri bulundurdyu halde fuzzy kopma noktasi bulundurmayan bir fuzzy cizge

Teorem 3.23.Eger uv kenar bir fuzzy kopri ig€°(u,v) = p(uv) olur.

Kanit. uvkenarinin bir fuzzy kopri ver®(u,v) > u(uv) oldugunu kabul edelim. Bu
durumdayu(uv)’ den daha buyuk bir guice sahip en guglé v yolu vardir ve bu en gugli
yolun tim kenarlaru(uv)’ den daha buyuk bir giice sahiptir. Bu en gucli yolekenari
da eklenirsaivkenarinin en zayif kenar oldu bir dongt elde edilir. Bu isev kenarinin
fuzzy kopru olmasiyla ¢eliseganden kabulimuiz hatahdir.Bu durumde kenari fuzzy
kopru ikenu®(u,v) < p(uv) oldugunu elde ederiz.

Fuzzy cizgede herhangi iki kdse noktasiniglaatilihginin gici bu iki kdse noktasi
arasindaki kenarin ait olma derecesinden biyuk esit y&i, v) > p(uv) oldugundan
dolayiuvkenar bir fuzzy kopri ikemu® (u,v) = p(uv) oldugu elde edelir. O
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4. ORMANLAR, A éA(;LAR VE KES | KUMELER |
4.1. Ormanlar ve Agaclar

Tanim 4.1. G = (o, ) bir fuzzy gizge olsun. Eger G fuzzy ¢izgesinin F de olmagain y
v(xy) = 0 seklindeki kenarlarp(xy) < v*(x,y) olmak tizere orman olan bir & (o,Vv)
kismi fuzzy geren alt gizgesi varsa G’ ye fuzzy orman adliv@ir baska ifadeyle, xy
kenari G'de iken F'de degilse F'de x ve y kdselerini bstiegn ve gliciu(xy) den daha
fazla olan bir yol vardir.

Aciktir ki, her orman bir fuzzy orman olur.

Ornek 4.2. G = (o,u) ve F= (1,u) fuzzy cizgeleri asagidaki gibi tanimlansin .=V
{X,y,u,v,w} olmak Uzere,

0,1:V —[0,1], herzeV i¢ino(z) = 1(2) =1,

KV xV —[01],

0.5,
= 09,
0.8,
= 07,
0.6
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olsun. G ve F fuzzy cizgeleri Sekil 4.21 ile gorsel olaratkwestir.

* F fuzzy cizgesi, G fuzzy cizgesinin bir kismi geren alt gizlje (0 = 1
oldugundan).

» G fuzzy cizgesi bir orman degildir (Sifirdan blyuk kenadéngu icerdiginden bir
orman ¢izge olusturmuyor).
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Sekil 4.21.Bir fuzzy orman 6rngi

» G fuzzy cizgesi bir fuzzy ormandir. Gergekten de, F bir ommasifirdan biyuk
kenarlar orman cizge olusturur) ve yu kenari G de mevcut iKele mevcut degildir
ve F’'de x ve y yi birlestiren yolun gict

min{0.9,0.8,0.7} = 0.7 > u(yu) = 0.6

esitsizligini saglar. Dikkat edilecek olursa G fuzzyr@ani (klasik) ormandan farkli
olarak bir dongu icermektedir.

Asagidaki teorem fuzzy ormanlarin bir karakterizasyonunumektedir.

Teorem 4.3. Bir G fuzzy ¢izgesinin fuzzy orman olmasi igin gerek ve yagul G’nin
her déngusunup(xy) < u'*(x,y) olacak sekilde bir xy kenari bulundurmasidir. Burada
G = (o, ile G fuzzy gizgesinden xy kenarinin silinmesiyle eldeerdilsmi fuzzy alt
cizge gosterilmektedir.

Kanit. (=) G bir fuzzy orman veP, G iginde keyfi bir dongu olsunP dongusunirF
ormaninda olmayan bity kenari vardirG bir fuzzy orman oldgundan

H(xy) <V=(xy)
olur. Buradan
H(xy) <VE(xy) < H(xy)
elde edilir.

(<) Eger G fuzzy cizgesinde hi¢ dongu yok<a bir orman dolayisiyla da fuzzy
orman olur.G fuzzy cizgesinde en az bir dongl mevcut olsunxyekenari G fuzzy
cizgesinin verilen kosullar1 ggayacak sekilde bir dénginin en zayif kenari olsujerE
xy kenariG gizgesinden silinecek olursa, elde edilen fuzzy alt ¢iegede y noktalarinin
baglantililginin guicixy kenarinin glicinden daha fazla olug€et elde edilen gizge hala
dongl bulunduruyorsa bu islem hi¢ déngu kalmayincaya kedagam ettirilebilir. Her
bir adimda silinen kenarin gict bir 6énceki adimda silinenmaken gicinden daha
fazladir. Bu sekilde elde edileR kismi fuzzy alt cizgesi dongl icermeajinden bir
orman olur ve xy kenarini bulundurmaz. Yapilan kenar silme islemi gere
H(xy) < vZ?(x,y) olacayindanG bir fuzzy orman olur. O
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Yukaridaki kanit G baglantili oldunda F nin nasil insa edile@ni de
gostermektedir. BUF agacinin insasi fuzzy gaclarin incelenmesinde énemli bir rol
oynamaktadir.

Onerme 4.4.Eger G fuzzy cgizgesinin herhangi iki kose noktasi araakindn guicli yol
en fazla bir tane ise G bir fuzzy orman olur.

Kanit. Ghir fuzzy orman olmasin. O zaman Teorem 4.3 ge€&deki bir P déngisunin
herxy kenari igin

p(xy) > p'”(xy)

olur. Yanixy kenarinin kendisk ile y'yi birlestiren en gu¢li yol olur. Ancaky kenariP
donglsunin en zayif kenari olarak secilikgekenar silindginde P’nin kalan kenarlari
x ile y yi birlestiren en guclu yol olur. Béyleceile y yi birlestiren iki tane en gugcli yol
elde edilmis olur. O

Yukaridaki 6nermenin tersi dou olmayabilir. YaniG bir fuzzy orman oldgu halde
keyfi iki kose nokta arasindaki en gugli yol birden fazlabdla Gergekten de,
Ornek 4.2 ile verilerG gizgesi bir fuzzy ormandir ancak— y — u — v yolunun giicl
min{0.5,0.6,0.7} = 0.5 ve x — y — w — Vv yolunun guct mif0.5,0.9,0.8} = 0.5
oldugundanx ve v kdse noktalarini birlestiren en gti¢li yol birden faztadi

Kanit. Egerxy kenariF'ye ait dajilse

p(xy) <ve(xy) < p(xy)

oldugundanG’nin bir fuzzy kdpriist olamazy, F’nin bir kenari olsun. erxy bir kdpri
dagilsex ile y'yi birlestiren ve glct en ag(xy) kadar olan birP yolu vardir.F orman
oldugundan déngu icermez dolayisiyaP yolunun tim kenarlarini bulundurama2.
yolununF de olmayanu;v; kenarlariG bir fuzzy orman oldgundan tim kenarlarf
icinde kalan vexy kenarini bulundurmayan bR yolu ile dgjistirilebilir. Bu durumda
H(uvi) < u*(R) olur. O haldeF de olmayan her bigv; kenariR yolu ile dgjistirilirse
F icinde x ile y'yi birlestiren yeni bir yol elde edilmig olur. Bu isE dongu icermesi
anlamina gelir véF nin orman olmasiyla ¢elisir. O haldey kenariF bir fuzzy kdpru
olmak zorundadir. 0J

Tanim 4.5. G = (g, u) bir fuzzy ¢izge olsun. Bu durumda
i. EQer(Supgo),Supdp)) bir agag ise G'ye bir agag denir.

ii. Eger G’nin her uve (Supg ) — SupgVv)) icin p(uv) < v®(u,v) olacak sekilde bir
fuzzy geren agac E (o, v) alt gizgesi varsa G'ye fuzzy agac adi verilir. Ya(w,, v)
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icinde guciu (uv) den daha biytk olan bir u ile v kése noktalarini birlegtitgr yol

vardir.
Tanim 4.6. G = (o, ) bir fuzzy ¢izge olsun. Bu durumda
i. Eger(Supgo),Supfdp)) bir dongl ise G’ye bir dongu denir.
ii. Eger (Supfgo),Supdu)) bir déngl ve
p(xy) = A{u(uv)|uve Suppu)}
olmak Uzere, x¢ Supf i) tek degil ise G'ye bir fuzzy dongl denir.

Ornek 4.7.V = {a,b,c,d} ve X= {ab,ac,ad, bc, cd,db} olsun. Her xc V icin g(x) = 1
olsun. X tzerindekit fuzzy kiimesi de

u(ab) =0.9, pu(bc)=pu(cd)=0.7, veu(bd) =0.3

seklinde tanimlansin (bkz. Sekil 4.22). Bu dururSdpg o) =V veSupfdo) = X olur.

Sekil 4.22.Agac olmayip, fuzzygag olan bir fuzzy gizge 6rige

* (Supfdo),Supfp)) bir aga¢ olmadigindan G bir agag degildir.

* G bir fuzzy agag olur. Gergekten de(ab) = 0.9, v(bc) = 0.7, v(cd) = 0.7 ve
v(bd) = 0 icin F = (o,v) bir fuzzy geren alt gizgesi bir agagctir. Ayrica
bd € (Supg ) — Supgv)) ikenu(bd) = 0.3 < v*(b,d) = 0.7 olur.

* (Supfo),Supfp)) bir dongu olmadigindan G bir fuzzy dongu degildir.
Diger taraftan, egeiu(bd) = 0.8 olsaydi G fuzzy gizgesi bir fuzzy agag olmazdi.

Ornek 4.8.V = {a,b,c,d} ve X= {ab,ad, bc,cd} olsun. Her xc V igin g(x) = 1 olsun.
X Uzerindekju fuzzy kimesi de

p(ab) =0.1, p(bc)=0.4, p(cd)=0.3, veu(ad)=0.2
seklinde tanimlansin (bkz. Sekil 4.23). Bu dururfwlgu) fuzzy gizgesi
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Sekil 4.23.Fuzzy @ac old@u halde fuzzy déngii olmayan bir fuzzy cizge dyne

» Fuzzy agag olur. Gergekten de(bc) = 0.4, v(cd) = 0.3, v(ad) = 0.2 vev(ab) =
0icin F = (o,v) geren fuzzy alt gizgesi bir agag olur. Ayrica, al(Supgu) —
SupgVv)) ikenp(ab) = 0.1 < v®(a,b) = 0.2 olur.

- AGac degildir.

* Fuzzy dongu degildir. G bir dongtdir ancak G’nin en zayrfde tek oldugundan
bir fuzzy dongi degildir.

Ornek 4.9. X = {a,b,c,d} ve her xc V igin d(x) = 1 olsun. X tizerindeKi’ fuzzy kiimesi
de
y'(ab)=0.2, u'(bc)=0.3, p'(cd)=0.2, vepy'(ad)=0.3
seklinde tanimlansin (bkz. Sekil 4.24).
Bu durumda o, i’) fuzzy cizgesi

» En zayif kenar tek olmadigindan (ab ve cd kenarlan) fuzingd olur.

* Fuzzy agac degildir. Gergekten de, G fuzzy cizgesindesiaa derecesd.2 olan
bir kenar silindiginde bu kenarin uc¢ noktalarini birlégin yolun gici0.2
oldugundan esitsizlik saglanmaz. Eger ait olma desed®3 olan bir kenar
silinirse bu kenarin u¢ noktalarini birlestiren yolun d@ii@.2 olacagindan esitsizlik

yine saglanmaz.

d c
o—— (0.2 °
0.3 0.3
o—— (0.2 °
a b

Sekil 4.24.Fuzzy dag olmayip, fuzzy dongu olan bir fuzzy gizge ogne

Teorem 4.10.G = (o, 1) bir dongi olsun. Bu durumda G’nin fuzzy déngi olmasi igin
gerek ve yeter kosul G'nin fuzzy aga¢ olmamasidir.
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Kanit. (=) G bir fuzzy déngi olsun. Bu durumdanin en zayif kenari tek dgldir. x;y;
ve x> kenarlanG'nin en zayif iki kenari olsun. Yaniyy;, Xoy2 € SUpg i) igin

H(xey1) = H(x2y2) = A{p(uv)|uv e Suppp)}

olsun. Eer (o,v), (o,u) fuzzy cizgesinin herhangi bir geren aljaci ise(o,u) bir
dongl old@undan

Supfp) — Suppv) = {uv}
olacak sekildes,v eV vardir. Buradario, v) igerisindeu ve V'yi birlestiren vep (uv)'den
daha gugcli olan bir yol bulunamaydpadan(o, () bir fuzzy eja¢ d@ildir.

(<) (o,u) bir fuzzy @ag¢ olmasin. Bu durumdgo, 1) bir dongu old@undan her
uv € Supdp) icin v(uv) = 0 ve herxy € Supgu) — {uv} igin v(xy) = p(xy) olacak
sekildeki(o,v) agag olan vev™(u,Vv) < u(uv) olacak sekilde bir fuzzy alt gizgesi vardir.
Buradan

N u(xy)|xy € Supd )}
olacak sekildeki kenar tek dédir. O halde(o, ) bir fuzzy dongu olur. O
Teorem 4.11.G = (o, u) bir fuzzy cizge olsun. EgeiSupgo), u') bir agac olacak
sekilde te (0,1] sayisi varsa G bir fuzzy agac olur. Tersine, G bir dongu #zyuagag
ise (Supf o), u') bir agag olacak sekilde& (0, 1] sayisi vardir.

Kanit. te (0,1] icin (Supd o), ut) bir ajag olsun. Bu durumdav € E veuv¢ it icin
ut(u,v) >t > p(uv)

olur. O halde(o, i) bir fuzzy aag olur.
Tersine,(o, 1) fuzzy gizgesi bir fuzzy §a¢ ve dongu oldjundan

H(xy) = A{p(uv)|uv e Suppp)}
olacak sekilde bir teky kenari vardir. Buna goére
p(xy) <t < A{u(uv)juve Supgu) —{xy} }
secilirse(Supf o), ut) bir ajac olur. O

Ornek 4.12.V = {a,b,c,d, e} ve X= {ab,bc, ac, cd,de ec} olsun. Her xc V igin g (x) =
1 olsun. X Uzerindekit fuzzy kiimesi de

p(ab) = p(de) =0.3, p(bc) = p(ac) = p(eq) = p(cd) =05

seklinde tanimlansin (bkz. Sekil 4.25). Bu durumgat4 icin (Supg o), u®4) bir ajag
oldugundan Teorem 4.11 gere@i, i) bir fuzzy agag olur.

30



a e a e
T\ - "~ "
0.5 C/ 0.5 | 0.5 C/ 0.5
0.3 ( 0.3 )

0.5 \ 0.5 0.5 \ 0.5
| ~ ,/ ~.
b d b d

Sekil 4.25.(g, ) fuzzy cizgesi vé = 0.4 iin (Supf o), u°*) cizgesi
Asagidaki drnek Teorem 4.11 ile verilen ifadenin tersiningdo olmayabilecgini
gostermektedir.

Ornek 4.13.V = {a,b,c,d, e} ve X= {ab,bc, ac, cd,de ec} olsun. Her xc V i¢in o (x) =
1 olsun. X tzerindeku fuzzy kiimesi de

p(ab) =0.3, u(bc)=p(ac)=0.5 pu(ec)=pu(cd)=1, veu(de)=0.9
seklinde tanimlansin (bkz. Sekil 4.26). Bu durumda
* (Supgo), ut) bir agac olacak sekilde & (0,1] sayisi yoktur.

* Ancak(a, u) fuzzy agagc olur.

a <
OL,\ ” \9/ ' /OL
| 057 >y
| ™~
b d

Sekil 4.26.(Supg o), u') bir ajag olacak sekildec (0,1] sayisi yoktur

Teorem 4.14.G = (o, u) bir fuzzy agag olsun. Egeéo™, u*) bir aga¢ degil iseu(uv) <
H1”(u,v) olacak sekilde en az bir uv Supg i) kenari vardir.

Kanit. Gbir fuzzy a&ag olsun. Bu durumd@’nin bir agag olanF = (o, v) fuzzy geren
alt ¢izgesi vardirF’'de olmayan timuv kenarlari iginp(uv) < v®(u,v) ve v®(u,v) <
¢ (u,v) olur. Boylelikle F bir agag olan fuzzy geren alt ¢izge olgundanF’de olmayan
en az biruvkenar vardir véd="de olmayan tinuv kenarlari i¢in

HWY) < B ()

esitsizlgini elde ederiz. O
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Teorem 4.15.G = (o, u), fuzzy dongl icermeyen baglantih bir fuzzy cizge olsun. B
durumda G bir fuzzy agac olur.

Kanit. Ggizgesinin dongu icermegiini kabul edelim. Boylec& bir agac olur. Her gag
bir fuzzy aja¢ old@undanG bir fuzzy &ac olur.

Simdi G fuzzy cizgesinde donguler oldunu ancak hicbir déngunin bir fuzzy déngu
olmadgini kabul edelim. Bu durumda fuzzy cizgesindeki her déngide tam olarak bir
tane en zayif kenar vard(@ fuzzy cizgesindekC dongisunum gibi bir en zayif kenarini
silelim. EjerG cizgesinde hala bir déngi varsa bu en zayif kenari silreeigli hic dong
kalmayincaya kadar devam edelim. Bu islemin sonucugda alan bir fuzzy gereh alt
cizgesine ulagiriz. Boyled8(o, i) istenen fuzzy gag olur. O

Fuzzy cizge yapilarindan bir kdpru silirinde farkli sonuglar elde edilir. Agadaki
teorem fuzzy gaclardan bir kopriinin silinmesi durumunda ortaya ¢ikarnuso ifade
etmektedir.

Teorem 4.16.G bir fuzzy agac olsun. Bu durumda G’den bir fuzzy képrurilimnsesi,
silinen koprunin iki u¢ noktasinin baglantilihginin gjinti ve bazi nokta ciftlerinin
baglantihliginin glictini azaltir.

Kanit. G(o,u) bir fuzzy aac veuv kenariG fuzzy aacinin bir fuzzy képrisi olsun.
Bu durumda Sonug 3.13 g&iaceuv kenariG'nin T maksimum gerengacinin kenari
olur. Bu durumda tanimi gege T iki farkl kose noktasi arasinda bir tek en gugclu yol
bulundurur. Dolayisiylauv kenarinin silinmesk ve y gibi iki kose nokta arasindaki
baglantilihgin gicunl azaltir. Buradaeruv kenariT nin u¢ olmayan bir kenari ise u

ile y dev ile komsu olur. Aksi haldel= xvey=volur. O

Eger G fuzzy cizgesiK; cizgesi iseK; tek kenari bir fuzzy kdpri olur. Bu kenarin
silinmesi noktalari izole birakagaicin bajlantihhigin giciini azaltir.

Teorem 4.17.Eger G= (o, V) bir fuzzy agag¢ ise G fuzzy tam cizge degildir.

Kanit. G= (o,v) bir fuzzy aag olsun ve tersin&'nin bir fuzzy tam ¢izge oldgunu
kabul edelim. O halde tim heu,v icin u®(u,v) = p(uv) olur. G bir fuzzy aag
oldugundanG = (o, u)’nin, F(o,v) fuzzy geren alt gizgesinde bulunmayan hev
kosesi iginp(uv) < v®(u,v) olur. Buradan d&s'yi bir fuzzy tam cizge olarak kabul
ettigimizden timu,v i¢in u®(u,v) = u(u,v) oldugundan dolayiu®(u,v) < v®(u,v)
oldugu elde edilir. Boyle bir durumun olmasi mimkin olamaypandan celiski elde
ederiz kabulumuiz hatalidir. O halde = (o, u) fuzzy &ag iken bir fuzzy tam cizge
olamaz. O
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Teorem 4.18. Eger G bir fuzzy aga¢ ise F’nin u¢ olmayan kdse noktalamtefnal
vertices) G’nin fuzzy kopma noktalari olur.

Kanit. wkose noktasic fuzzy aacinin bir kése noktasi v@'nin bir agag olan fuzzy
geren alt cizgedt'nin bir ug kdse noktasi olmasin.

O zamarw, F'de en az iki kenarin ortak kdse noktasi olur. Bir fuzgyaain, ag olan
geren alt gizgesinin kenarlari fuzzyacin fuzzy koprileri oldgundan dolayw kdse
noktasinin bgh oldugu kenarlarG'nin fuzzy kdprileri olur. Teorem 3.20 yardimiyla
en az iki fuzzy koprinin ortak kdse noktasi didadanw kése noktasinin fuzzy kopma
noktasi oldgu elde edilir.

Ayrica, w, F’nin uc kdse noktasi ise bir fuzzy kopma noktasi dgldir. Aksi halde,
w, u,vden farkl olacak sekilde heun — v yolunun Uzerinde olur ve bu yollardan biri
kesinlikle F'de bulunurdu. Fakatv, F’ nin bir u¢ kése noktasi oldyu icin bu durum
mumkun dgildir. O

Sonug 4.19.Bir fuzzy agacin fuzzy kopma noktasi en az iki fuzzy koproniak kdse
noktasi olur.

Asajida fuzzy @aclarin bir bagka karakterizasyonu veren bir sonuc yeakiadir
(bkz. [13]).

Teorem 4.20.G = (o, ) bir fuzzy gizge olsun. Bu durumda G’nin bir fuzzy aga¢ olmas
icin gerek ve yeter kosul herwe V icin asagidaki ifadelerin denk olmasidir.

i. uv bir fuzzy koprudar.

ii. p”(u,v) = u(uv).

Teorem 4.21.Bir fuzzy ¢izgenin fuzzy agag olmasi i¢in gerek ve yetsuldozzy ¢izgenin
bir tek maksimum fuzzy geren aga¢ bulundurmasidir.

EgerG fuzzy cizgesi icinG* ajac d@il ve T, G'nin maksimum fuzzy gerengaci ise
G'nin fuzzy kdpru olmayan en az bir kenari vardir. Ayridagde olmayan kenarla@’ nin
fuzzy koprisi dgildir. Boylece asgidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.22.Eger G= (o, 1) bir fuzzy gizge olsun. EQ8updo) =V ve|V| = p ise
G’nin en fazla p- 1 tane fuzzy kdpriasu vardir.

EgerG bir fuzzy cizge ver, G'nin tek maksimum fuzzy gerergaci iseT 'nin ug kose
noktalariG'nin kopma noktasi dgldir. Buradan her fuzzy cizgenin fuzzy kopma noktasi
olmayan en az iki kése noktasi bulundugdufade edilebilir.

Yildiz gizge bir tek u¢ olmayan nokta bulunduran 6zel igiagtir.n kése noktali yildiz
cizge§, ile gosterilir. Cizgelere benzer olarak fuzzy yildiz cizgagidaki tanimlanabilir.
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Tanim 4.23. G = (o, u) fuzzy aga¢ olmak Uzere G fuzzy agacinin tek maksimum geren
agaci bir yildiz gizge ise G'ye fuzzy yildiz ad1 verjlir*| = n+ 1 olmak tzere fuzzy yildiz
cizge F § ile gosterilir.

Ornek 4.24.V = {a,b,c,d, e} ve X= {ab,ae ac, bc, bd, cd,de ec} olsun. Her xc V igin
o(x) = 1olsun. X Uzerindeki fuzzy kimesi de

p(ab) = p(ae) = p(bd) = p(ed) =02, p(bc) =038,

p(ac) =05, p(cd)=0.7 vepu(ce)=0.6

seklinde tanimlansin (bkz. Sekil 4.27). Bu durumda Gteln maksimum geren agaci
Sekil 4.27 ile verilen agac olacagindan G fuzzy cizgedizzy yildiz olur.

a ? a e
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Sekil 4.27 .Bir fuzzy yildiz ve maksimum gerergaci

4.2. Kesi Kumeleri

Baglantil bir ¢izgeden silindjinde cizgeyi bglantisiz yapan kenarlar kiimesine
ayiran kenarlar kiimesi ya da kisaca ayiran kime adi vavilinimal yani higbir 6z alt
kiimesi ayiran kiime olmayan ayiran kiimeye kesi kiimesi denir.

Tanim 4.25. G = (o, ) bir fuzzy gizge ve 8 Supg i) olsun. Bu durumda
i. Eger S kimegiSupfo),Supgu)) cizgesinin bir kesi kimesi ise
{xylxye S}
kiimesine G= (o, 1) fuzzy gizgesinin bir kesi kimesi denir.

ii. ' fuzzy kenarlar kimesinin fuzzy alt kim&ipg ) Gzerindeu’ = p ve her xye S
icin u’(xy) = 0 olmak tizere, egau’” (u,v) < u®(u,v) olacak sekilde w € Supgo)
varsa{xy|xy € S} kimesine bir fuzzy kesi kiimesi denir.

S bir elemanli bir kime oldgunda, kesi kiimesinin elemani kopru olarak, bir fuzzy
kesi kiimesi oldgunda ise fuzzy képri olarak adlandirilir.
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Ornek 4.26. u sabit fonksiyon olmadiginda da & (o, i) fuzzy cizgesi fuzzy kopru
bulundurmayabilir.

Gergekten de, \= {a,b,c,d, } ve X={ab,bc,bd,cd,ad} olsun. Her xc V igin o (x) =
lve

p(ab) = p(bc) = p(cd) = p(ad) = 0.5ve u(bd) = 0.25

seklinde tanimlansin (bkz. Sekil 4.28).

u sabit bir fonksiyon degildir. G= (o, i) bir fuzzy kdpri bulundurmaz ¢inki -6
(o, u) fuzzy cizgesinde herhangi bir kdse cifti arasindaki baghgin gict herhangi bir
kenarin silinmesinden sonfha5 olarak kalir.

a b
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Sekil 4.28.Fuzzy koépri bulundurmayan bir fuzzy cizge

Asajidaki teorem Ornek 4.26 ile verilen durumun bir genelleigies

Teorem 4.27.G = (o, u) bir fuzzy cizge ve & 3 olmak tzere V= {vi,Vo,...,Vn} ve
C = {ViV2,VaV3,...,Vnh_1Vn,VnV1} Olsun.

i. C C Sup i) ve w41 = v1 olmak tizere tim;w, € Supp i) —C igin
H(vivk) < V{p(wviia)li = 1,...,n}

oldugunu kabul edelim. Bu durumda pgaC tzerinde bir sabit fonksiyondur ya da G
bir fuzzy kdprd bulundurur.

ii. Eger0+# Supdu) C C ise G bir fuzzy kdpriye sahiptir.
Kanit.

i. U, C uzerinde sabit bir fonksiyon olmasip(vaVhi1) = V{u(Vivis1]i = 1,...,n}
olacak sekildesyvh 1 € C olsun.p, C Uzerinde sabit fonksiyon olmagindanvy, ve
Vhi1 arasindakiC — {wyvh1} yolunun gucu kesinliklep(vhvhy1)'den kicuktar.
Herhangi birP yolu Supgu) — C'den bir kenar icere@@ndenvy, ve v, 1 arasindaki
herhangi birP yolunun giict kesinliklgu(vyvh1)'den kiguk olur. Boylece/,vi. 1
bir fuzzy kopruddr.

ii. Aciktir.
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5. KOPRULER, KOPMA NOKTALARI VE BLOKLAR

Onceki bolimlerde kgantililik ile ilgili kavramalari acgiklarken Rosenfeld’
tanimlamalari kullaniimigtir. Bu bélimde ise kopri, kapnoktasi ve blok kavramlarini
aciklarken Delgado, Verdegay ve Vila’nin tanimlari kullanaktir (bkz. [4]). Delgado,
Verdegay ve Vila Rosenfeld’den farkl olarak képru, kopnaktasi ve blok kavramlarini
tanimlamak igin seviye kimelerini kullanmiglardir. Sevikiimelerinin kullaniimasini
gerekcelendirirken 6rnek olarak bir fuzzy cizgenirglzatihhiginin farkh derecelerinin
olabilecdini ifade etmiglerdir. Orngin ikisi de bajlantili olan fuzzy gizgelerin birinin
baglantil olan birt-kesmesi mevcut iken gerinin balantili birt-kesmesi olmayabilir.

Mordeson ve Yao (bkz. [8]) seviye kiimeleri ile verilengentililik konusunda yeni
sonuclar elde etmistir. Bu boélimde verilen sonucglar Msade ve Yao'nun bu
calismasindan alinmistir.

5.1. Kopriler
Tanim 5.1.

d(p) = A{u(xy)lxye p}
ve

h(u) = v{u(xy)|xy € u*}

olmak tzere, tu) degeriu fuzzy kenarlar kimesinin derinligi vé fn) degeri iseu fuzzy
kenarlar kiimesinin yiksekligi olarak adlandirilir.
Egeru* =0ise d i) ve () tanimli degildir.

Tanim 5.2. xy € u* olsun.
i. EQger xy kenar(o*, u*) fuzzy ¢gizgesinde bir kdpru ise xy kenari bir kdpridir denir.
ii. ', u’'nin E— {xy} Gzerine kisitlanmigsi olmak tizere,
W (U,v) < B (U,V)
olacak sekilde u¢ u* kenari varsa xy kenari bir fuzzy kopri olarak adlandirilir.

iii. Eger xy kenari Gicin bir kopri olacak sekilde € (0,h(u)] sayisi varsa xy kenari
bir zayif fuzzy kopru olarak adlandirilir.

iv. Eger herte (d(p),h(u)]u{h(u)} icin xy kenari &de bir kopri ise xy kenarina bir
kismi fuzzy koépru denir.

Burada, du) = h(u) ise (d(u),h(u)] = 0 kabul edildiginden t degerleri
(d(u),h(p)]u{h(u)} kimesinden segilmektedir.
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v. Eger hertc (0,h(u)] icin xy kenari &nin bir kdpriisu ise xy kenari tam fuzzy kopri
olarak adlandirilir.
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0.6

Sekil 5.29.0rnek 5.3 ile verilen fuzzy cizge

Ornek 5.3. V = {a,b,c} olsun. V kose noktalar kiimesinin fuzzy alt kiinesie E =
{ab,bc} kenarlar kiimesinin fuzzy alt kimesblarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.29).

o(@a=0o(b)=0o(c)=1 ve pu(ab)=05 pu(bc)=0.6

olsun. Bu durumda @) = 0.5ve h(u) = 0.6 olur.
0<t<0.5i¢in Gt = (V,{ab,bc}) ve0.5 <t < 0.6icin G' = (V, {bc}) olur. Boylece,

i. bc tam fuzzy koprudur. Gercekten de, hee {0,0.6] icin elde edilen G fuzzy
cizgesinin t-kesimlerinden bc kenarinin silinmesi ¢izgaglantisiz yaptigindan bc
kenari her te (0,0.6] icin G' fuzzy cizgesinin bir koprisu olur. Bu yuizden bc kenari
tam fuzzy koprudar.

ii. ab bir zayif fuzzy koépru olur ¢unkid (0,0.6] i¢in en az bir t degeri ab kenari
G' icin kopri olacak sekilde mevcuttur. Ornegin:=10.5 icin elde edilen &° fuzzy
cizgesinden ab kenarinin silinmesi ¢izgeyi baglantigpay. O halde ab kenar &
icin bir kdpru olur. Bu yluzden ab kenari bir zayif fuzzy képiti

iii. ab kismi fuzzy kopri degildir. Clinku heet(0.5,0.6] U {0.6} igin ab kenari Gigin
kopru olmadigindan ab kenari bir kismi fuzzy kopri degild

iv. Hem ab hem de bc kenarlari kbpri ve fuzzy koprulerdir. Kpiab ve bc kenarlari
silindiginde cizge baglantisiz oldugundan ab ve bc kiemekopri olur ve ab ve bc
kenarlari silinmesi baglantilihgin giicini dugurdirglen ab ve bc kenarlar fuzzy
koprilerdir.

Ornek 5.4. V = {a,b,c} olsun. V kose noktalar kiimesinin fuzzy alt kiinesie E =
{ab,bc,ac} kenarlar kiimesinin fuzzy alt kimesblarak tanimlansin. Her ¥ V igin
o(x)=1 ve u(ab)=0.5 pu(bc)=0.2 ve u(bc)=0.6

olsun (bkz. Sekil 5.30).
d(u) =0.2ve () =0.60lur. 0 <t < 0.2icin Gt = (V,{ab,bc,ac}) ve0.2 <t < 0.5
icin Gt = (V, {ab,ac}), 0.5 <t <0.6icin G' = (V, {ac}) olur. Boylece,
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Sekil 5.30.0rnek 5.4 ile verilen fuzzy cizge

i. ac kenarinin silinmesi ¢izgeyi baglantisiz yapmaahlgn ac kenari kopru degildir.

ii. ac bir fuzzy kdpraduir ¢linkd ac kenari silindiginde adgl&bse noktalarini birlestiren
yolun giicii0.6’ dan 0.2’ ye duser.

iii. Hert € (0.2,0.6]U{0.6} igin elde edilen Gfuzzy cizgelerinde ac kenarinin silinmesi
G! fuzzy cizgesini baglantisiz yaptigindan ac kenari minkifuzzy kopradur.

iv. ac tam fuzzy kopru degildir. Her & (0,0.6] igin elde edilen t-kesimler icin ac
kenarinin silinmesi ¢izgeyi baglantisiz yapmaz. Yanietak bir kopru degildir.
Ornegin, t= 0.1 veya t= 0.2 icin elde edilen &fuzzy cizgesi icin ac kenari bir
kopru degildir. Dolayisiyla ac kenari bir fuzzy tam koprenddir.

v. bc kenari yukarida tanimlanan beg kopri tiriinden heghbimi degildir.

0.5/.\0.5

VAN

be 0.5 oC

Sekil 5.31.0rnek 5.5 ile verilen fuzzy cizge

Ornek 5.5. V = {a,b,c} olsun. V kose noktalar fuzzy kiimesinin alt kiineesie E =
{ab, bc,ac} kenarlar kimesinin fuzzy alt kimgsblarak tanimlansin. Her x V igin

o(x)=1 ve p(ab)= pu(bc)=pu(ac)=0.5

olsun (bkz. Sekil 5.31).

G = (o,u) fuzzy cizgesi yukarida tanimlanan bes kopru tiriinden dveghbirini
bulundurmaz.

Ornek 5.6. V = {a,b,c,d} olsun. V kése noktalar kiimesinin fuzzy alt kiineese E =
{ab, bc,ac, cd} kenarlar kimesinin fuzzy alt kimesblarak tanimlansin. Her x V igin

o(x)=1 ve u(ab)=p(bc)=03 ve pu(ac)=p(cd)=0.8
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Sekil 5.32.0rnek 5.6 ile verilen fuzzy cizge

olsun (bkz. Sekil 5.32).
d(u) =0.3ve hu) =0.8olur. 0 <t <0.3igin Gt = (V,{ab,bc,ac,cd}) ve0.3 <t <
0.8i¢in Gt = (V, {ac, cd}) olur. Boylece,

i. cd bir fuzzy tam koprudur.
ii. ac bir kismi fuzzy képruddar.
ii. ac bir tam fuzzy képru degildir.

Onerme 5.7. xy kenarinin bir fuzzy tam koprii olmasi icin gerek ve yetesukoy
kenarinin G fuzzy ¢izgesinde bir kdpri ygxy) = h(u) olmasidir.

Kanit. (=) xy kenariG fuzzy c¢izgesinin bir tam fuzzy képrisi olsun. O zamanther
(0,h(u)] icin xykenariG! gizgesi igin bir koprii olur. Buradaxy € u"(M) ve u(xy) = h(u)
olmak zorundadir. jer taraftany (xy) < o(x) A o(y) oldugundanc* = g%(H olur. u* =
pd™ ve 0< d(u) < h(u) oldugundarxy kenanG* = (o*, u*) fuzzy gizgesi icin de bir
kopra olur.

(«) Tersine,xy kenan G* fuzzy cizgesinde bir kopru ve(xy) = h(u) olsun. Bu
durumda het € (0,h(u)] icin xy kenariG! fuzzy cizgesinin bir koprisu olur. Boylece
hert € (0,h(u)] igin G gizgesiG* cizgesinin bir alt cizgesi oldjundanxy kenari G
cizgesinin bir fuzzy tam koprasu olur. O

Onerme 5.8.xy kenari G fuzzy ¢izgesinin hicbir dongusiinde bulunmasin. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir.

. p(xy) =h(u)
ii. xy kenari bir kismi fuzzy képruddr.
iii. Xy kenari bir fuzzy tam kopradar.

Kanit. xykenariG* fuzzy cizgesinin higbir dongisinde bulunm@didanxy kenariG*
cizgesinde bir kdpri olur. O zaman Onerme 5.7 yardimilyke iii . elde edilmis olur.
Tam fuzzy kopriu ve kismi fuzzy kopru tanimlarindan=-ii. elde edilir. Geriyai. = i.
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oldugunun gosterilmesi kalir.gerxy kismi fuzzy kopru ise here (d(u),h(u)]u{h(u)}
icin xy kenanG* gizgesinde képrii olur. Yaniy € u"#) olur. O zamaru(xy) = h(u) elde

edilir. O
X \ 1 / y
0.4 0.7
0.7 0.3
W e o Z

Sekil 5.33.0rnek 5.9 ile verilen fuzzy cizge

Ornek 5.9. G = (o, ) fuzzy cizgeg* = {x,y,z,w} ve u* = {xy,xz xw,wy,yz} olsun.
Fuzzy alt kimeleo ve u

ox)=0(y)=0(z=o(w)=1 ve

pH(xy)=1, u(xz2 =04, p(xw)=0.7, p(wy)=0.7 ve u(yz=0.3

olarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.33).
d(p) =0.3ve () =1olur. 0 <t <0.3igin G = (V, {xy,xz xw wy,yz}),
0.3<t<0.4igin G = (V, {xy,xz xwwy}), 0.4<t<0.7icin G' = (V, {xy,xwyz}),
ve 0.7<t<1licin Gt = (V,{xy}) olur. Boylece;

i. Xy G" fuzzy gizgesinde bir dénguniin kenaridir.

ii. u(xy) =h(u) esitligi gecerlidir. Yani xy kenari G fuzzy gizgesindeaina derecesi
en yuksek olan kenardir.

jii. xy kenari bir kismi fuzzy koépri degildir. Clnku hez (0.3, 1] U {1} icin xy kenari &
icin bir kopru degildir . Ornegin, t= 0.4 icin elde edilen &* fuzzy cizgesinden xy
kenarinin silinmesi gizgeyi baglantisiz yapmadigindakenari &4 icin bir kprii
degildir . Bu ylizden xy kenari bir kismi fuzzy kdpri degild

iv. xy kenari zayif fuzzy képridur ¢unké 10, 1] icin en az bir t degeri xy kenari 'G
icin kdprii olacak sekilde mevcuttur. Ornegin=t0.5 icin elde edilen &° fuzzy
cizgesinden xy kenarinin silinmesi ¢izgeyi baglantiapay. O halde xy kenari &
icin bir kdpri olur. Bu ytzden xy kenari bir zayif fuzzy kdagiti
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v. Xy kenari bir fuzzy kopridir ¢unkit xy kenarinin G fuzzgesinden silinmesi
baglantiih@in gicuni dusirir. Ornegin, G fuzzy ggmde xy kenar! silinirse x ile
y kdse noktalari arasindaki yolun gudtden 0.7 ye duser.

vi. Xy kenarinin silinmesi G fuzzy cizgesini baglantisprgadigindan xy kenari bir
kopra degildir.

Onerme 5.10.Eger xy kenari bir kopru ise xy kenari bir zayif fuzzy kopetbir fuzzy
koprudur.

Kanit. xykenariG fuzzy gizgesinde bir kdpri olsun. O zamapkenariG* fuzzy gizgesi
icin bir kdpra olur.
d(u) = A{u(xy)[xye p'}

olduwju icin G* = GY4(H) olur. Béylece,xy kenariGYH) fuzzy cizgesi icin de bir koprii
olur. xy kenariG! igin bir kopri olacak sekilde € (0,h(u)] sayisi varsay kenari bir

zayf fuzzy kopru olarak adlandiriigindant = d(u) olarak alinirsaxy kenariG fuzzy

cizgesi i¢in bir zayif kdpru olur.

Ayrica, xy kenari G fuzzy cizgesinin bir kdprusu oldiundanxy kenarininG fuzzy
cizgesinden silinmeds* fuzzy cizgesini bglantisiz yapfiindan aciktir ki herhangi iki
kose noktasi arasindakidfantilihgin glict diser boylecey kenari bir fuzzy kdpru olur.

O

Teorem 5.11.xy kenarinin bir fuzzy kopri olmasi igin gerek ve yeter keglkenarinin
bir zayif fuzzy kopri olmasidir.

Kanit. xykenarinin zayif fuzzy kopri oldunu kabul edelim. O haldey kenariGt igin

bir koprii olacak sekildec (0, h(u)] sayisi vardirxy kenarG' fuzzy cizgesi icin bir kdpri
oldujundanxy kenarinin silinmesG! fuzzy cizgesini bglantisiz yapar. Dolayisiyl&

fuzzy cizgesinde ve y kbse noktalarini birlestiren yol Uzerindguv) < t olan biruv

kenari vardir. Bu nedenbey kenarinin silinmesiyle

pExy) <t < p®(xy)

olur.
K (xy) < B2 (xY)
oldugundanxy kenari bir fuzzy képrudur.
Diger taraftanxy kenarinin fuzzy kopri oldjunu kabul edelinxy kenar fuzzy
cizgeden silindjinde
W (U,v) < p(uv)
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olacak sekildai ve v kbse noktalari vardir. Dolayisiybey kenariu ve v kdse noktalarini
birlestiren her en gucli yolun Uzerindedir v kenarinin fuzzy cizgeye ait olma
derecesi en giiclii yolun giicinden bilyiik veya esittir. Bigy®' ) fuzzy cizgesindexy
kenarindan bagka ve y kdse noktalarini birlestiren bir yol yoktur. Aksi takde, xy
kenarinin olmady bu dger yolun giict> p(xy) ve xy kenarinin olmady bu dger yolu
ve v kdse noktalarini birlestiren en guclu yolun bir parcdsirau. Bu durumlar isey
kenarinin her en gugli yol Gzerinde olmasiyla cgeligir. @é&® < p(xy) < h(u) ve xy
kenari GH™) icin bir képridiir.xy kenari Gt icin bir kdprii olacak sekilde en az bir
t € (0,h(u)] sayisi varsay kenari bir zayif fuzzy kopri olarak adlandirilir. Burada
U (xy) istenilent degeridir. O haldexy kenari bir zayif fuzzy képrududar. O

5.2. Kopma Noktalari

Tanim 5.12. x €V olsun.

1. Eger x kdse noktasr'Guzzy cizgesinin bir kopma noktasi ise x’e bir kopma noktasi
denir.

2. W, unin E— {{xz zx}|ze V} uzerine kisitlanmisi olmak tizere

' (u,v) < p®(u,v)

olacak sekilde v € V — {x} varsa x kdse noktasi bir fuzzy kopma noktasi olarak
adlandirir.

3. Eger x kose noktasI'@in bir kopma noktasi olacak sekilde biet(0,h(u)] sayisi
varsa x kdse noktasi bir zayif fuzzy kopma noktasi olarénaailr.

4. Eger herte (d(u),h(n)]Uu{h(u)} igin x kdse noktasi Gle bir kopma noktasi ise
x kbse noktasina bir kismi fuzzy kopma noktasi denir

5. Eger herte (0,h(u)] igin x kdse noktasi Ghin bir kopma noktasi ise x kose noktas
tam fuzzy kopma noktasi olarak adlandirilir.

0.5/.\0.4
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Sekil 5.34.0rnek 5.13 ile verilen fuzzy cizge
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Ornek 5.13. G = (o, u) fuzzy gizgeg* = {x,y,z} ve u* = {xy,xz yz} olsun. Fuzzy alt
kimelero ve u

ox)=0(y)=0(z)=1 ve pu(xy)=05 pu(y2 =03 ve u(xz =04

olarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.34).
d(u) =0.3ve () =0.50lur. 0 <t < 0.3icin G' = (V, {xy,xz yz}),
0.3<t<04icin G = (V,{xy,xz}) ve 0.4<t<0.5i¢inG" = (V,{xy}) olur.
Boylece,

i. X bir fuzzy kopma noktasidir. Cunkl x kdse noktasi sginde y ile z kbse
noktalarini birlestiren yolun giic0.4’ ten 0.3 e duger.

ii. x zayif fuzzy kopma noktasidir ¢iinkd t0,0.5] icin en az bir t degeri x kdse noktasi
G! icin kopma noktasi olacak sekilde mevcuttur. Ornegir, @.4 icin elde edilen
GP4 fuzzy cizgesinden x kdse noktasinin silinmesi cizgeyabtasiz yapar. O halde
x kdse noktasi &' icin bir kopma noktasi olur. Bu yiizden x kdse noktasi birfzay
fuzzy kopma noktasidir.

iii. x kopma noktasi degildir ¢iinkii x kbse noktasi silgidde x kdse noktasina bagh
kenarlar da silinir bu durumda x kése noktasinin silinmegsigeyi baglantisiz
yapmadigindan x kdse noktasi kopma noktasi degildir.

iv. x kismi fuzzy kopma noktasi degildir. Het {0.3,0.5] U {0.5} icin elde edilen &
fuzzy cizgelerinde x kdse noktasinin silinmédiu@zy cizgesini baglantisiz yapmaz.
Ornegin, t= 0.5 igin elde edilen Gfuzzy cgizgesinden x kose noktasi silindiginde x
kose noktasina bagl kenarlar da silinir bu durumda y&kagktasi tek nokta olarak
kalir ve baglantilidir. Yani &° fuzzy cizgesi icin x kdse noktasi bir kopma noktasi
deqildir. Bu yluizden x kdse noktasi bir kismi fuzzy kopnkéasodedgildir.

0 7/.\0 7
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Sekil 5.35.0rnek 5.14 ile verilen fuzzy gizge

Ornek 5.14. G = (V, 0, ) fuzzy cizge ve = {x,y,z} olsun. V kdse noktalar kiimesinin
fuzzy alt kimes¥y ve u kenarlar kimesi E= {xy, xz yz}'nin fuzzy alt kimesi olmak Uizere

ox)=0(y)=0(zy=1 ve pu(xy)=u(xz=0.7 ve u(yz=0.1
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olarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.35).

d(u) =0.1ve ) =0.70lur. 0 <t <0.1icin G' = (V,{xy,xzyz}),0.1 <t < 0.7
icin Gt = (V, {xy,xz}) olur.

Bdylece,

i. x bir fuzzy kopma noktasidir. Cunki x kdse noktasi sdinde y ile z kose
noktalarini birlestiren yolun giicQ.7 den 0.1’ e duger.

ii. Hert e (0.1,0.7)u{0.7} igin elde edilen &fuzzy cizgelerinde x kdse noktasinin
silinmesi G fuzzy gizgesini baglantisiz yaptigindan x kése nokiami fuzzy kopma
noktasidir.

iii. x kdgse noktasinin silinmesi gizgeyi baglantisiziyadigindan x kbse noktasi kopma
noktasi degildir.

iv. x tam fuzzy kopma noktasi degildir. Gercekten de@.05 € (0,0.7] igin x kdse
noktasinin & fuzzy cizgesinden silinmesi cizgeyi baglantisiz yapazi. x kose
noktasi &% icin bir kopma noktasi degildir. Dolayisiyla x kése naktair fuzzy
tam kopma noktasi degildir.

0.5/.\0.5
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Sekil 5.36.0rnek 5.15 ile verilen fuzzy gizge

Ornek 5.15.V = {x,y,z} olsun. V kose noktalar kiimesinin fuzzy alt kineesie E =
{xy,xz} kenarlar kimesinin fuzzy alt kimesblarak tanimlansin.

o(x)=0(y)=0(z)=1 ve pu(xy)=Hu(xz =05

olarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.15).
Burada d ) = h(u) = 0.5 olmak tizereQ < t < 0.5igin Gt = (V, {xy,xz}) olur.
Bdylece,

i. X bir kopma noktasidir.
ii. Xxfuzzy kopma noktasidir.

lii. xtam fuzzy kopma noktasidir.
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Sekil 5.37.0rnek 5.16 ile verilen fuzzy cizge

Ornek 5.16.V = {x,y,z} olsun. V kose noktalar kiimesinin fuzzy alt kinesie E =
{xy,xz} kenarlar kimesinin fuzzy alt kimesblarak tanimlansin.

ox)=0(y)=0(z=1 ve u(xy)=04 ve u(xz=0.3

olarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.37).

Bu durumda du) = 0.3 ve h i) = 0.4 olmak tizereQ < t < 0.3igin G' = (V, {xy,xz})
ve0.3 <t <0.4icin Gt = (V, {xy}) olur. Béylece,

i. X bir kopma noktasidir.
ii. xfuzzy kopma noktasidir.

lii. x zayif fuzzy kopma noktasidir.

iv. X kismi fuzzy kopma noktasi degildir. Gercekten de, @35 € (0.3,0.4] icin iki
bilesenli olan &3° fuzzy cizgesinden x kdse noktasinin silinmesi bilesgrsisa
arttirmadiyindan x kdse noktasi®& cizgesi icin bir kopma noktasi degildir. Bu
nedenle x kismi fuzzy kopma noktasi olamaz.

5.3. Bloklar

Tanim 5.17. i. Eger G' fuzzy cizgesi bir blok ise G fuzzy ¢izgesine blok denir.

ii. Eger G fuzzy gizgesi fuzzy kopma noktasi bulundurnsayGr bir fuzzy blok olarak
adlandirihr.

iii. Eger G' fuzzy ¢izgesi bir blok olacak sekilde olacak sekildg©, h(u)] sayisi varsa
G bir zayif fuzzy blok olarak adlandirilir.

iv. Eger herte (d(u),h(p)]u{h(u)} igin Gt bir blok ise G fuzzy gizgesine kismi fuzzy
blok denir.

v. Eger hertc (0,h(u)] igin G' bir blok ise G fuzzy cizgesine tam fuzzy blok denir.
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Sekil 5.38.0rnek 5.18 ile verilen fuzzy gizge

Ornek 5.18. G = (o, u) fuzzy gizgeg* = {x,y,z} ve u* = {xy,xz yz} olsun. Fuzzy alt
kimelero ve u

ox)=0(y)=0(zy=1 ve pu(xy)=u(yz =06 ve pu(xz=0.7

olarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.38).

d(u) =0.6ve Hu) =0.7olur. 0 <t < 0.6i¢in Gt = (V, {xy,xzyz}), 0.6 <t < 0.7
icin G' = (V, {xz}) olur.

Bdylece,

i. G fuzzy cizgesi kopma noktasi icermediginden bir bloktu

ii. G bir fuzzy bloktur ¢unki herhangi bir kose noktasiniinmesi iki kose cifti
arasindaki yolun gicuni dusurmediginden G fuzzy cingesiuzzy kopma noktasi
yoktur. Bu ylzden G bir fuzzy bloktur.

ii. G zayif fuzzy bloktur. £ (0,0.7] icin en az bir t degeri &blok olacak sekilde
mevcuttur. Ornegin, & 0.5 icin elde edilen &° fuzzy cizgesinden herhangi bir
kdse noktasinin silinmesi gizgeyi baglantisiz yapgiaden t= 0.5 igin elde edilen
G253 fuzzy cizgesinde kopma noktasi yoktur. O halfé fazzy cizgesi bir blok olur.
Bu ylzden G fuzzy cizgesi bir zayif fuzzy bloktur.

iv. Herte (0.6,0.7Ju{0.7} icin elde edilen &Gfuzzy cizgesi bir blok degildir. Ornegin
t = 0.7 icin G' fuzzy cizgesinden x kdse noktasinin silinmesi cizgeyiabasiz
yaptigindan x kése noktas®G fuzzy cizgesi icin bir kopma noktasidir bu yiizden
G°7 fuzzy cizgesi bir blok degildir. Dolayisiyla G fuzzy ¢iidar kismi fuzzy blok
deqildir.

Ornek 5.19. G = (o, u) fuzzy gizgeg* = {x,y,z} ve u* = {xy,xz yz} olsun. Fuzzy alt
kimelero ve u

ox)=0(y)=0(z)=1 ve pu(xy)=u(xz) =08 ve pu(yz=0.7
olarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.39).
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Sekil 5.39.0rnek 5.19 ile verilen fuzzy gizge

d(u) =0.7ve Hu) =0.8olur. 0 <t < 0.7 igin G = (V, {xy,xzyz}), 0.7 <t < 0.8
icin G' = (V, {xy,xz}) olur.
Bdylece,

i. G fuzzy cizgesi kopma noktasi icermediginden bir bloktu

ii. G zayif fuzzy bloktur. £ (0,0.8] icin en az bir t degeri &blok olacak sekilde
mevcuttur. Ornegin, & 0.4 icin elde edilen &* fuzzy cizgesinden herhangi bir
kdse noktasinin silinmesi gizgeyi baglantisiz yapgiaden t= 0.4 igin elde edilen
G%4 fuzzy cizgesinde kopma noktasi yoktur. O hal8é fazzy cizgesi bir blok olur.
Bu ylzden G fuzzy cizgesi bir zayif fuzzy bloktur.

iii. G fuzzy cizgesinden x kdse noktasi silindiginde yzile@dse noktalarini birlestiren
yolun giicit0.8' den 0.7’ ye dustigunden x kose noktasi G fuzzy gizgesi icin biryfu
kopma noktasi olur. Bu yliizden G fuzzy cizgesi bir fuzzy ldgidir.

iv. Herte (0.7,0.8)U{0.8} icin elde edilen &fuzzy cizgesi bir blok degildir. Ornegin
t = 0.8 icin G fuzzy cizgesinden x kose noktasinin silinmesi gizgeyliahasiz
yaptigindan x kése noktas®& fuzzy cizgesi icin bir kopma noktasidir bu yiizden
GP8 fuzzy cizgesi bir blok degildir. Dolayisiyla G fuzzy ciidair kismi fuzzy blok
degildir.

0.5/.\0.5

VAR

Ye 0.5 o Z

Sekil 5.40.0rnek 5.20 ile verilen fuzzy gizge

Ornek 5.20. G = (o, u) fuzzy gizgeg* = {x,y,z} ve u* = {xy,xz yz} olsun. Fuzzy alt
kimelero ve u

ox)=0a(y)=0(z)=1 ve p(Xy)=H(x2=pu(yz =05
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olarak tanimlansin (bkz Sekil 5.40).
d(u) =h(u) =0.50lur. 0 <t <0.5icin Gt = (V, {xy,xz yz}) olur. Boylece,

i. G bir bloktur.
ii. G fuzzy bloktur.
lii. G tam fuzzy bloktur.

Tanim 5.21. G = (o, 1) olmak Uzere eger

Mo(X)xeV} > v{u(xy)xye p*}

ise G= (o, 1) fuzzy cizgesine kesin (firm) fuzzy ¢izge denir.

(x,0.6)

/\

0.6 0.6

/ \ (z,0.8)

(y, 0.7) o 0.7 .

Sekil 5.41.0rnek 5.22 ile verilen fuzzy cizge

Ornek 5.22. G = (o, u) fuzzy gizgeg* = {x,y,z} ve u* = {xy,xz yz} olsun. Fuzzy alt
kimelero ve u

ve
p(xy) = p(xz) =06, p(yz =07
olarak tanimlansin (bkz. Sekil 5.41).

d(u) =0.6ve Hu) =0.7olur. 0 <t < 0.6i¢in G' = (V, {xy,xzyz}), 0.6 <t < 0.7
icin Gt = (V,{yz}) olur. Béylece,

i. G fuzzy cizgesinden herhangi bir kdse noktasinin sesintizgeyi baglantisiz
yapmadigindan G fuzzy cizgesinin kopma noktasi yoktuyiBden G fuzzy cizgesi
bir bloktur.

ii. G fuzzy gizgesinden X, y ve z kdse noktalari silindigimaglantililigin gtictinde
dusus olmadigindan G fuzzy cizgesinde fuzzy kopmasgkdktur. Bu yizden G
bir fuzzy bloktur.
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iii. G tam fuzzy bloktur.

iv. AMo(x)|[xeV}=0.6< Vv{u(xy)|xye u*}=0.7oldugundan Go, u) fuzzy gizgesi
bir kesin fuzzy c¢izge deqgildir.
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