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BOLUM 1

GIRIS

Fiziksel problemlerin matematiksel modelleri ortaya koyulurken, problemlerin dogrusal
oldugu veya zamanla degismedigi gibi baz1 basitlestirmeler veya kabuller yapilabilmek-
tedir. Ancak uygulamalarda karsilagilan bir¢ok problem hem dinamik hem de oldukca
karmagiktir. Bu nedenle ortaya konulan matematiksel modelin pratikte uygulanabilir ve

uygun bir ¢oziim yontemine sahip olmasi énemlidir.

Kullanilan matematiksel modelde istenilen ¢oziimiin analitik olarak elde edilmesi her za-
man miimkiin olmadigindan, ¢éziimlerin niimerik olarak hesaplanmasi i¢in dogrulugu yiik-
sek etkili yontemler aragtirilir. Fourier, Laplace, Radon, dalgacik (wavelet) doniigiimii gibi
cesitli doniisiimler matematiksel modellerin ortaya konulmasinda ve diferansiyel ya da
integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin teorik veya sayisal olarak arastirilmasinda
kullanilmaktadir. Perfilieva ve Chaldeeva 2001 yilinda, fuzzy déniigiimiiniin (' —d6niistimii)
tanimin vererek veri sikigtirma ve rekonstriiksiyonu, goriintii diizenleme, fiizyon giiriiltiisii-
niin yok edilmesi ve kontrol sistemleri konularinda fuzzy doniigiimiiniin uygulanabilirligini
ortaya koymustur (Perfilieva and Chaldeeva 2001). (Stepnicka and Valasek 2004a, 2004b)
calismalarinda fuzzy doniistimii kullanilarak 1s1 ve dalga denklemlerinin ¢oziimleri icin bir
siirekli fonksiyon yaklagimi verilmigtir. (Dankova and Valasek 2006) makalesinde goriintii
fiizyon probleminin ¢oziimiinde kullanilan dalgacik déniigiimiiniin yerine alternatif olarak

fuzzy doniisiimiiniin kullanilabilecegi gosterilmistir.

Fuzzy doniigiimii, kapali aralikta taniml siirekli fonksiyonlarin yaklagik olarak bir tem-
silini yapar ve bu yaklagim diger doniisiimlerde oldugu gibi direkt fuzzy doniisiim ile
ters fuzzy doniisiim ciftinden meydana gelir. Fuzzy doniigiimii temel anlamda, fuzzy
kiime teorisine bagl olarak kismi iiyeligi kabul eden bir doniigiim olarak ifade edilebilir.
Fuzzy kiime teorisi, klasik kiime teorisinden farkli olarak elemanlarin kismen kiimeye
dahil oldugu durumlari da dikkate alir. Buradan hareketle fuzzy kiime teorisine gore,

kiimedeki her bir elemana kargsilik, [0, 1] araliginda kiimedeki iiyelik derecesini temsil



eden bir reel say1 degeri verilir. Fuzzy kiime teorisi kavramini ilk olarak 1965 yilinda Lotfi

Zadeh tarafindan ortaya konulmustur (Zadeh 1965).

Mevcut matematiksel kavramlar onemli ¢lgiide ele alinan problemin evrensel kiimesine
ait elemanlar ve kiimeler bakimindan klasik kiime teorisine bagldir. Fakat, klasik kiime
teorisi ile tanimlanamayan ya da ele alinamayan bir ¢ok uygulamali problem mevcuttur.
Bu nedenle fuzzy kiime teorisi ve fuzzy modellerinin yaklagim ozelliklerini merkeze alan
fuzzy yaklasimi ve bu yaklagimin uygulama alanlar1 iizerine galigmalar énem kazanmak-

tadir.

1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMi

Bu tez kapsaminda fuzzy parcalans, fuzzy doniisiimii, ayrik fuzzy doniisiimii ve ters fuzzy
doniigiimii kavramlar: ele ahmmigtir. Bu kavramlar sirasiyla tek degiskenli, iki degiskenli
ve r € N degiskenli fonksiyonlar i¢in aciklanmistir. Fuzzy ve ters fuzzy doniigiimleri ile
bir fonksiyonun hangi 6lciide temsil edilebilecegi ve nasil bir yaklagim saglanabilecegi

incelenmigtir.

Fuzzy dontistimii ile ilgili uygulamalar kapsaminda, iki nokta sinir-deger problemi, parabo-
lik denklem i¢in birinci karigik problem, hiperbolik denklem icin birinci karisik problem ve
eliptik denklem i¢in Dirichlet probleminin yaklagik ¢oziimii fuzzy yaklagimi kullanilarak
aragtirilmigtir. Bu problemler icin verilen yaklagim yontemlerinin uygulanmasi ve deger-
lendirmesine yonelik gerekli program kodlar1 yazilmig ve problemlerde yer alan bilinen

fonksiyonlarin baz 6zel durumlar i¢in yaklagik ¢oziimler elde edilmistir.

Yaklagik ¢oziimlerin elde edilmesinde kullanilan yontem temel olarak sonlu farklar yon-
temi ile benzerlik gostermektedir. Ancak sonlu farklardan farkli olarak ele alinan tanim
kiimesi bir ag ile temsil edilmek yerine bu kiimenin fuzzy parcalanisi yardimiyla temsil
edilmektedir. Ayrica, fonksiyonun agin diigiim noktalarindaki degerleri yerine fonksiyonun
fuzzy bilegenleri kullanilmaktadir. Ele alinan érneklerde verilere etki eden giiriiltiiniin yak-
lagik ¢oziime etkisinin fuzzy doniigiimii kullanilarak yapilan yaklagimlarda sonlu farklar

kullanilarak yapilan yaklagimlara gére daha az oldugu goriilmiistiir.



1.2 FUZZY KUMELERIi VE TEMEL iSLEMLER

Bu kisimda, fuzzy kiimeleri tanimi ve bu kiimelerde tanimlanan iglemler ele alinacaktir.

Tanim 1.2.1 D evrensel kiime A C D olsun. Klasik kiime teorisinde D kiimesinin her
bir elemani A kiimesinin bir elemamdur ya da degildir. Bir klasik kiime x4, : D — {0,1}

olmak tizere

1, z€A
Xa(z) =
0, z¢A

olarak tanvmlanan karakteristik fonksiyon ile karakterize edilir (Zadeh 1965, s. 339).

Fuzzy kiime teorisinde ise kismi iiyelik gecerlidir. Karakteristik fonksiyonun genellesti-

rilmesi D nin her bir elemaninin iiyelik derecesi seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.2 D, z ile ifade edilen nesnelerin bir toplulugu olsun. D itizerinde A fuzzy

kimesi A :D — [0,1]| olmak tizere
A={(z,A(x))|ze D}

ile tanumly suraly ikililerin bir kiimesidir. Burada her © € D i¢in tanimlanan A (x) degerine
x in A fuzzy kiimesine ait olma (tyelik) derecesi ve A fonksiyonuna da tyelik fonksiyonu

denir (Chen and Pham 2000).
Ornek 1.2.1 D ={1,2,3, ..., 10} olsun. Klasik kiime teorisinde bir A C D kiimesi
A={2,5,8}

seklinde ifade edilirken, fuzzy kiime teorisinde A C D kiimesi, tyelik derecelerini de i¢eren

swraly ikililer yardimayla
A ={(1,0.1),(2,1),(3,0.6),(4,0.5),(5,1),(6,0),(7,0),(8,1),(9,0),(10,0.5)}
seklinde gosterilir.

Uyar: 1.2.3 1) A mn her bir elemans, birinci bileseni D den ve ikinci bileseni [0, 1]
araligindan olan bir swral ikili seklinde ifade edilir.
2) 0 degeri tam tiye olmamay, 1 degeri tam tiye olmay: ifade eder ve bunlarin arasindaki

degerler ara derece tiyeligini temsil eder.



Fuzzy kiimelerindeki iiyelik dereceleri agsagidaki gibi simiflandirilir.

Tanim 1.2.4 o € [0,1] olmak dizere, A fuzzy kiimesine ait tyelik derecesinin en az «

oldugu elemanlarin
A,={reD|A(z)>a}
kiimesine a—kesimi (a—cut veya a—level set) denir (Leondes 1998, s. 41).

7

Yukaridaki tanim 7 > 7 yerine ” > 7 sembolii kullanilarak da verilebilir.
Tanim 1.2.5 A C D olmak 1izere
Supp (A) ={zr € D| A(x) >0}

kiimesine A man destegi (support) denir (Zimmermann 2001, s. 14).

Ornek 1.2.2 Ornek 1.2.1 ele almirsa

Supp (A) = {1,2,3,4,5,8,10}
A0’5 - {2,3,4,5,8,10}

seklinde bulunur.

Tanim 1.2.6 A C D olmak tzere her x € D i¢in A (z) = 0 ise A fuzzy kiimesi bostur
denir (Feng 2010, s. 18).

Tamim 1.2.7 A,;B C D olmak tizere her x € D i¢in A (z) < B(z) <= A CB dir
(Zadeh 1965, s. 340).

Tanim 1.2.8 A,;B C D olsun. Her x € D i¢in A (z) = B(z) <= A = B dir (Zadeh
1965, 5. 340).

Tanim 1.2.9 A,B C D fuzzy kiimelerinin C = A U B C D birlesimi, her x € D i¢in

tiyelik fonksiyonu
C(z)=(AUB) (z) =maks{A (z),B(x)}

olarak tanimlanan fuzzy kimesidir (Zadeh 1965, s. 340).



Tanim 1.2.10 A, B C D fuzzy kiimelerinin C = ANB C D kesisimi, her x € D i¢in

tiyelik fonksiyonu
C(z)=(ANB)(z) =min{A(z),B(z)}
olarak tanvmlanan fuzzy kimesidir (Zadeh 1965, s. 341).

Tanim 1.2.11 A C D fuzzy kiimesinin A° C D timleyeni, her x € D i¢in tyelik fonksi-

yonu
A¢(z)=1-A(x)

olarak tamvmlanan fuzzy kimesidir (Feng 2010, s. 19).

Tamim 1.2.12 x1,29 € D ve A € [0,1] olmak tizere

A (Azy+ (1= X)) > min (A (Azy), A (Azg))

esitsizligi saglanyorsa A fuzzy kiimesi D dizerinde konvekstir denir (Feng 2010, s. 18).

Tanim 1.2.13 Her z, 2/, y,y" € [0,1] i¢in

T(2,9) =T (y,2) (defisme)
T(x,T(y,2)=T(T (z,y),2) (birlesme)
x <z vey <y iken T (x,y) <T(2,y')  (monotonluk)
T(x,1)==x (birim eleman 1)

ozelliklerini saglayan T : [0,1] x [0,1] — [0,1] dénisimine t—norm denir (Stepnicka

2007).

Tanim 1.2.14 Her z,2',y,y" € [0, 1] i¢in

S(x,y) =5 (y, ) (degisme)
S(x,S(y,2)) =5 (S(x,y),2) (birlesme)
<z vey <y tken S(zr,y) < S(2,y')  (monotonluk)
S(z,0)==x (birim eleman 0)

ozelliklerini saglayan S : [0,1] x [0,1] — [0,1] déondgimiine t—konorm denir (Stepnicka

2007).



Tanim 1.2.15 A C X, B C Y olsun. A x B C X XY fuzzy kartezyen carpima, her

xr € X vey €Y igin tyelik fonksiyonu
(A x B) (z,y) = min (A (z),B (y))
olarak tanvmlanan fuzzy kimesidir (Stepnicka 2007).

Bir R fuzzy bagmntis1 X X Y kartezyen ¢arpim uzayindan [0, 1] araligina tanimlanan ve

iki uzaydan alinan siral ikililerin iiyelik fonksiyonlariyla ifade edilen bir doniigiimdiir.

Tanim 1.2.16 R ve G, X XY kartezyen uzayinda iki fuzzy bagintist olsun. Bu durumda

(RUG) (z,y) = maks(R (z,y), G (z,y)) DBirlesim islemi

(RNG)(z,y) =min(R (z,y),G (x,y)) Kesisim islemi
Re(z,y) =1— R (z,y) Tiimleyen
RCG= R (z,y) < G(x,y) Kapsama

dur (Stepnicka 2007).
Tanim 1.2.17T R C X XY, G CY X Z fuzzy bagintilary olsun.
(RoG)(z,2) =supmin{R (z,y),G (y,2)}

yey

ifadesine R ve G fuzzy kiimelerinin sup —min bileskesi denir (Stepnicka 2007).
Tanim 1.2.18 T, t—normve R C X XY, G CY X Z fuzzy bagintilar: olsun.
(R or G) <$7 Z) - SupT {R (‘7:7 y) ’ G <y7 Z)}

yeyY

ifadesine R ve G fuzzy kiimelerinin sup —T bileskesi denir (Stepnicka 2007).



BOLUM 2
FUZZY DONUSUMU

Bir fonksiyonun fuzzy doniisiimiiniin tanimlanabilmesi icin 6ncelikle ele alinan fonksi-
yonun tanim kiimesinin fuzzy parcalanis olarak adlandirilan bir parcalanmisinin olustu-
rulmasi gerekir. Bolim 2.1’de, bir D C R kiimesi i¢in fuzzy parcalamg kavrami agik-
lanacak ve daha sonra tek degigkenli reel degerli fonksiyonlar icin direkt ve ters fuzzy
dontistim tanimlar: verilecektir. Boliim 2.2 ve 2.3’te bu tanimlarin daha yiiksek boyutlar-

daki genellestirmelerine yer verilecektir.
2.1 TEK DEGISKENLi FONKSIYONLAR iCiN FUZZY DONUSUMU

2.1.1 Fuzzy Parcalanig

Bu boéliimde D = [a, b] olarak alinacaktir. D kiimesi i¢in Z A;(z) = 1 kogulunu (Ruspini
i=1
kosulu) saglayan A; C D, i = 1,...,n, fuzzy kiimeleri yardimiyla bir fuzzy pargalanisi

olusturulacaktir (Perfilieva 2004, s. 4).

Tanim 2.1.1 n > 2 olmak tizere a = cg = ¢; < -+ < ¢, = Cpy1 = b, [a,b] araliginda
belirlenmis noktalar ve h; = c;1 — ¢;, © =0, ...,n advm biyiklikleri olsun.

1. Her biri=1,...,n i¢in A; : [a,b] — [0,1], Ai(¢;) =1,

2. x & [c1,02) ise Ay(z) = 0, & (cp_1,04) ise Ay(z) = 0 vei = 2,...,n— 1 igin
x & (ci1,civ1) 1se Ay(z) =0,

3. Her biri=1,...,n icin A;, D de stireklidir,

4. Ay i =2,...,n d¢in [¢_1, ¢] araliginda kesin artan ve i = 1,...,n — 1 i¢in [¢;, ¢;y1]
arahginda kesin azalandar,

5. ZAl(a:) =1 (her x € D igin)
i=1

/{:0§1;llam saglanirsa Aqi(x),..., A, (x) fonksiyonlarina temel fonksiyonlar ve bu fonksi-
yonlar yardimayla tamimlanan A+, ..., A, fuzzy kiimelerine de D nin bir fuzzy parcalanist
denar.



Eger cq,...,c, noktalart birbirlerine esit uzaklhikta ise, baska bir deyisle 1 = 1,...,n
(n>2)iginc;=a+h(i—1), h=122% olmak izere

6. A;(c; —x)=Ai(¢c;+x) herz€[0,h], i=2,...,n—1,

7. A1 (z) =A;(x—h) herx € [a+ hb], i=1,...,n—1,

kosullar: saglaniyorsa parcalamisa diizgiin fuzzy parcalanis ve temel fonksiyonlara da diizgiin

temel fonksiyonlar denir (Perfilieva 2004, s. 4).

Diizgiin fuzzy parcalang i¢in siklikla kullanilan temel fonksiyonlar iiggensel (triangular)

ve siniisoidal temel fonksiyonlardir. Ucgensel temel fonksiyonlar

A () = 25, 1w € o, ’

0o diger
A ([L’) o :;L__CTT:;E S [Cn—lacn]

N =
0 ) diger
vei=2,...,n—11i¢in
::67:11 , T € [ci, ¢l

A;(z) = CCZL% . T € [, ¢ipa]

0 , diger

seklinde tanimlanir. Siniisoidal temel fonksiyonlar ise

z (cos (%) + 1) , T € [e1, ¢

Al (l‘) _ 2 2—C1 7
0 , diger
1 (cos <M> + 1) , T € [cp_1,Cn
An (:L.) — 2 Cn—Cn—1 [ 1 ]
0 , diger
vei=2,...,n—1icin

(cos (Tf—;if) + 1) , T €1,
w(z—c;) s

(COS (m) + 1) ;T € o, ¢ipa]
0 , diger

A;(x)=

NI= N

seklinde tanimlanir (Perfilieva 2004, s. 5).



[0, 1] arahiginda, n = 6 i¢in h = 0.2 esgit adim biiyiikligi ile ¢; = 0.2(i — 1), i = 1,...,6

olup, ticgensel temel fonksiyonlar Sekil 2.1’de ve siniisoidal temel fonksiyonlar Sekil 2.2’de

verilmigtir.
1
= A, (X
05F Y= A 1
0 ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 08 1
1
y=AK)
0.5 1
0 ‘ : :
0 0.2 0.4 06 08 1
1
y =A(X)
05F |
0 ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 06 08 1
1
0.5 \ 1
0
0 0.2 04 0.6 038 1

Sekil 2.1 Uggensel temel fonksiyonlar (A;(x), Ax(z),. .., Ags(z)).

1 ‘
y=A (X
05 1
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
y=AKX)
051 1
0 1 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
y=A()
051 1
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
051 \ 1
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 2.2 Siniisoidal temel fonksiyonlar (A;(z), As(x),. .., Ag(x)).



Lemma 2.1.2 D nin bir dizgin fuzzy parcalanisi, Ay, ..., A, temel fonksiyonlar: ile

tamimlansin. Bu durumda,

/A1 (2)ds = g

h
/An(x)dx =35 (2.1)

/Ai (r)dx =h (2.2)
olur (Perfilieva 2006, s. 996).

Ispat. Temel fonksiyon tanimindan, her z ¢ (c;_1,c¢iq) icin A;(z) = 0, € D icin

ZAz(x) =1ve x € [¢;, ¢i11] icin
i=1

olup, son egitligin her iki tarafinin integrali alinirsa,

Cit+1 Cit1 Cit1

/ lde = / A;(x)dr + / A (z)dx
1 . i

elde edilir. Fuzzy parcalanis diizgiin oldugundan

Cit+1 Cit+1 Ci+1

h= /Ai(:)s)dm+/AiH(:c)dx:Z/Ai(x)dx

veya

Ci+1

Ci

olur. Benzer bi¢imde her x € [¢;_1, ¢;] i¢in
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oldugundan

¢ L

Ci—1

elde edilir. Bu durumda, Tanim 2.1.1’den her x ¢ [y, ¢5) i¢in A; (z) = 0 oldugundan

b C2
h
/Al(x)dx:/Al(x)da::§

ve Tanim 2.1.1°den her = ¢ (¢,-1,¢,] igin A, (z) = 0 oldugundan

b Cn
/An(x)da:: /An(x)dm:g

oldugu goriiliir. Son olarak, Tanim 2.1.1’den ¢ = 2,...,n — 1 ve her = ¢ (¢;_1,¢;11) igin

A, (z) = 0 oldugundan

b Ci+1
/Ai (r)dx = / A, (v)dx
a Ci—1
c; Ci+1
_ / A, () da + / A (z) dz
Ci—1 Ci

_h N h

202

= h
elde edilir. m
Tanim 2.1.3 a = ¢g =c¢; < -+ < ¢, = ¢pp1 = b, D de sabit noktalar ve Aq,... A,
temel fonksiyonlar olsun. h; = c;1 — ¢; olmak tizere, 1 =1,...,n— 1 i¢in
Ai(citx)=An(cip1—x), x€l0,h (2.3)

kosulunu saglayan fuzzy parcalamigi simetriktir denir (Stepnicka 2007, s. 39).

Simdi, simetrik bir fuzzy parcalanigin Lemma 2.1.2’deki 6zellige benzer bir 6zelligi sagla-

digr gosterilecektir.

Lemma 2.1.4 D nin bir simetrik fuzzy parcalanist Ay, ..., A,, n > 2, temel fonksiyon-
lary ile tanwmlansin. Bu durumda i =1,...,n i¢in

/ h h
/ A (z) dz = %

olur (Stepnicka 2007, s. 41).
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ispat. Integraller yardimiyla h; degeri asagidaki gibi ifade edilir:
Cit+1

Cq

- / (A (2) + Ay (1)) di

Ci

Ci+1 Cit+1
= /Al- (x) dm—l—/AiH (x) du. (2.4)

Simetri tanimindan,

Cit1 Ci+1
A;(x)dr = / A () dx

olur ve (2.4) esitliginden,

Cit+1
h;
A;(z)dr = 5

Ci

elde edilir. Benzer gekilde

/ A;(x)de = hi

—1
2

oldugu gosterilebilir. Boylece

b Ci+1
/Ai (x)de = /Ai (x) dx

C; Ci4+1
_ /Ai(:v)d:z:Jr/Ai(:v)dx
hi—1 + h;
2

elde edilir. m
Lemma 2.1.4, Lemma 2.1.2’nin bir genellestirilmesidir. Ciinkii, bir fuzzy parcalanigin
diizgiin olmas1 durumunda simetri 6zelligi saglanir. (2.3) iin sag tarafi diigiiniiliirse: Fuzzy

parcalanigin diizgiinliigii 6zelliginden
Ai+1 (Ci+1 — I) = Al (Ci+1 — X — h) = Al (Ci — .ZL') = Al (Ci =+ .’Jlf)
yazilabilir. Boylece, simetri 6zelligi de saglanmig olur.
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2.1.2 Direkt Fuzzy Do6niisiimii

Tanim 2.1.5 D nin bir fuzzy parcalanigt A4, ..., A,, n > 2, temel fonksiyonlar: ile

tamamlansin ve f: D — R, C (D) de keyfi bir fonksiyon olsun.

[P f(z) Ay (z) da

Fy=dal . i=1,....n (2.5)
[ A (z) dx

ile verilen reel saylarn ¥, [f] = [F1,...,F,] n—lisine f fonksiyonunun Aq,..., A,

parcalanisina gore direkt fuzzy dondsimi (F—dondigimi) denir. Fy, . .., F, reel sayilarina

f min fuzzy donisim bilegenleri denir (Perfilieva 2006 ).

Bir fuzzy parcalams diizgiin ise Lemma 2.1.2’den bir f fonksiyonunun direkt fuzzy doniistimii

bilesenleri agagidaki sekilde yazilabilir;

Fasz A (@)de [ () /f ) As (@

f Al d(L’ fCQ A1
[ f @) Ay (2)de Jo7 (2 (mx_Q \
' A @)de [ An (@dz _ h / f (@) A (2) dz
vei=2,...,n—11icin

btz () dx Cc_l:lf ) A; (z)dx Cit1
. : jb(A)‘j(&x)(dy)cd - flfci“(A)‘ (x)(d:l :% S @Ai(@)dr (2.6)

1

Eger fuzzy parcalanig simetrikse Lemma 2.1.4’ten direkt fuzzy doniigiim bilegenleri

2 2
Ro= h—l/q F(2) A (2) da
> [ fw

vei=2,...,n—1icin
F; 2 o A d
T ), T A

seklinde yazilir.

f fonksiyonunun degerleri sadece p1, ..., py € D noktalarinda biliniyorsa fuzzy doniistimii-

niin ayrik formu kullanilir.
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Tanim 2.1.6 D nin bir fuzzy parcalanist Ay, ..., A,, n > 2, temel fonksiyonlar: ile
tamimlansin ve f : D — R fonksiyonunun py,...,py € D noktalarinda degerleri bilinsin.

Eger, her i =1,...,n i¢in A; (px) > 0 olacak sekilde bir k € {1,..., N} varsa

f
k=1L .
== , 1=1,...,n (2.7)
> Ai(pr)
k=1
ile wverilen reel saylarin [Fy, ..., F,| n—lisine f fonksiyonunun ayrik fuzzy donisimi

denir (Perfilieva and Chaldeeva 2001).

Lemma 2.1.7 D nin bir fuzzy parcalanigt Ay, ..., A,, n > 2, temel fonksiyonlar: ile
tanamlansin. f,g,h, D de strekli fonksiyonlar ve o, € R olmak dizere h = af + PBg

olsun. Bu durumda,
[Hl,...,Hn] :O[[Fl,...?Fn]+5[G1,...,Gn]

esitligi gegerlidir, burada [Hy, ..., Hy,], [F1,..., F,| ve [Gy,...,G,] swraswla h, f ve g nin
fuzzy dondigimleridir (Perfilieva and Chaldeeva 2001 ).

ispat. 1=1,...,n i¢in

H, = fh x)dx
faAi
_ Jj(af($)4‘59($))A%(x)dx
fbA
_ f [z fg x)dz
fA fA
= oF; + pG;

yazilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Lemma 2.1.8 D nin bir dizgin fuzzy parcalanigt Ay, ..., A,, n > 2, temel fonksiyon-
lary ile tanimlansin ve f € C (D), (a,b) araliginda ikinci mertebeden sirekli diferansiyel-

lenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda i =1,...,n i¢in
F=f(c)+0 (1)
esitligi gecerlidir (Perfilieva 20006).
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ispat. i =2,...,n — 1 icin, trapez kurah kullamlarak

F = l/mlf(m)Ai(x)dm

Ci—1

(/C_cilf(x)Ai@)dH

T C/L

Ci+1

h
1

! ) Ao o)

1(h 3

= ﬁ By (f (Ci—l) A, (Ci—l) +2f (Cz) A; (Cz) +f (Ci—i—l) A; (Ci+1)) +0 (h )

yazilabilir, ayrica temel fonksiyon tanmmindan A; (¢;) = 1 ve A; (¢;i1) = A;(¢ip1) = 0

dir. Buradan;
Fy = f(c) + 0 (h?)

bulunur.

Benzer olarak, i = 1 i¢in

2 [
F = 7 ) f(z) Ay (7)dx
= % [g (f (c1) A (1) + £ (c2) As (c2)) + O (1)

ve Ay (¢1) =1, A; (c2) = 0 oldugundan
Fl = f (Cl) + O (h2)

bulunur. Son olarak ¢ = n igin

Fn = % " F @) A () da
— % {g (f (cn1) Ay (cno1) + f(en) Ay () + O (h3)
ve A, (c,) =1, Ay (co1) = 0 oldugundan

E, = f(ca) + O (I?)
elde edilir. m

Lemma 2.1.9 D nin bir simetrik fuzzy parcalanist Ay, ..., A,, n > 2, temel fonksi-
yonlart ile tanamlansin, ayrica f € C (D) fonksiyonu (a,b) araliginda ikinci mertebeden

stirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda v =1,...,n i¢in
F; = f(¢;) + O (maks (hi_y, h7))
dir (Stepnicka 2007, s. 44).
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ispat. =2,...,n—1icin

F o= 21+h (/ o d:n+/:i+1f(a:)Ai(x)da:)

7

L (f (1) As (1) + f () A () +0(h?1>}

hi—l +hi |: 2

+ﬁ [% (f (e;) Ay (¢;) + f (civ1) Ay (ciy1)) + O (h?)}

yazilabilir, ayrica temel fonksiyon tanimmindan A; (¢;) = 1 ve A; (¢;i1) = A;(¢ip1) = 0

oldugundan,
hi_y hi O (h?y) + O (h})
Fp = ——f(c)++——f(c;) +2
h171+hif(c>+hi71+hif(6)+ hi—1 + h;
O (h3 h3
= 5 CEEEE = )0 ks (02,10
bulunur.

Benzer olarak, : = 1 igin

2
F1 = h_l f( ) ( )d:L‘
= [f; (F () Arlen) + £ () A () + 0 (1)
= fla)+0(R)

ve ¢ = n igin
2 on
F, = f(z) A, (x)de

hn—l Cn—1

_ h"21 [hg_l (f (cno1) Ay (cno1) + f (cn) Ay (c0)) + O (hil):|

= fle)+0O (hi—1>

olur. m

Lemma 2.1.10 D nin bir simetrik fuzzy parcalanist Aq, ..., A,, n > 2, temel fonksi-

yonlary ile tanamlansin. Ayrica f € C (D) fonksiyonu (a,b) araliginda ikinci mertebeden

stirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. i =2,...,n — 1 i¢in
“ h hi+h hi—o + hi_ hi
/ f(z)de = 51F1+ 12 2F2+...+%F»_ 21

+0 (maks (h_y, h7))

ve buradan;

b 1 n—1 n
/af(x)d:c=§ ULED SUSE

yazilwr (Stepnicka 2007, s. 45).
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Ispat. i =2,....n—1icin z € [a, ¢;] olsun. Bu durumda, temel fonksiyon tammindan

%

ZAJ (@) =D A (@) + Ay () + Aiga (2) + - + Ay (2) = 1

Jj=1

ve her z € [a, ¢;] igin A () + Ao () + -+ + A, () = 0 oldugundan

ZAj(g;):1

olur. Yukaridaki esitligin her iki tarafi f (x) ile carpilarak

Fa) = F @) > A @) =31 (@) Ay (@)

yazilabilir, bu esitligin her iki tarafinin integrali alindiginda

[ @i - /:émmj(x)dw

- é/jf(fﬂ)Aj(x)dw
- /:f(x)Al(m)dm+/:f(x)Az(x)dfv
+...+/:2f(g;)A,._1 (:c)d:r:—l—/:_ilf(fﬂ)Ai (z) da

3

elde edilir. Lemma 2.1.4’ten,

/Zf(x)dx _ gty ety

2 2 2
+/1 f(2) A (2) dz

1

yazilabilir. Son esitligin sag tarafindaki son integrale trapez yontemi uygulanirsa ve

17



oldugu dikkate alinirsa, Lemma 2.1.9’dan;

“ h hi+h hi_o + hi_
/ f(x)dx = Ap o+ 1t 2F2+,,_+wpi_l
2 2 2
hi_
+ 5 - (f (cim1) Ai (cim) + [ (ci) Ai () + O (h?,l)
! by + hy hi—o + hi_y
= 7F1+ 5 F2+...+TF%1
hi—l 3
+ 5 f (CZ) -+ O (hifl)
. hy hi + hs hi—o + hi_y
= ?Fl-l- 5 F2+...+TFZ_1
h;
+ 21 (F; — O (maks (h?_1,h%))) + O (B3_,)
hy hy + hy hi—o + hi— hi—1
= =F 4. +——F_ »
2 1 + 92 2 + + 92 % 9 A
hi_
< -0 (maks (hi_y,h})) + O (h3,)
hy hy + ho hi—g + hi—y hi—y
= —F 4. ... +—F, ‘
N T aaY 4 2 2

+0 (mak:s (hf 1 hf))

elde edilir. Benzer olarak, her z € D i¢in 7| A; (¥) = 1 oldugundan

[r@a = [ rwawa

:/f YA, (z dm—l—/f ) Ay (2

e [ F@A @A+ [ f(0) A () de

Cn—2 Cn—1
hy hy + ho Boo + Py h,
- 'F Byt . -2 linlp g
g it T et 2 1t

n—1 n
1
= 3 (Z hiF; + Z hiIFi>
i=1 i=2
oldugu goriiliir. m

Lemma 2.1.10 dikkate alinarak diizgiin bir fuzzy parcalanig i¢in integral hesabi agagida

verilmigtir.
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Lemma 2.1.11 D nin bir dizgin fuzzy parcalanist Aq, ..., A,, n > 2, temel fonksi-
yonlary ile tanamlansin. Ayrica f € C (D) fonksiyonu (a,b) araliginda ikinci mertebeden

stirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda i =2,...,n — 1 i¢in

“ 1 1

ve
’ 1 1
olur (Perfilieva and Chaldeeva 2001).

Ispat. Ispat direkt olarak yapilabilecegi gibi, bir diizgiin fuzzy parcalanis ayni zamanda
simetrik fuzzy parcalanig oldugundan Lemma 2.1.10 dikkate alinarak verilecektir.

hi o hith hizs + hi_ hi
/ fa)dr = —F+ 1; 2F2+...+%Fm+ > b

+0 (maks (hi_y, h?))

olup parcalanis diizgiin oldugundan
hi=hy=---=hia=hi1=h
olarak alinirsa
“ h h 9
f(x)ds = §F1+hF2+...+hFi_1+§Fi+O(h )

1 1
= h<§F1+F2+...+Fi1+§Fi)+0(h2)

elde edilir. Lemma 2.1.10’daki ikinci egitlik kullanilirsa

/ab f (flf) dr = % (nz hle + i hi—lFi>

1 1

oldugu goriiliir. m

Lemma 2.1.10 ve Lemma 2.1.11, belirli integrallerin hesaplanmasi ve fuzzy doniigiim
arasindaki iligkiyi aciklar. Bu durum fuzzy doniistimiin sayisal hesaplamalarda nasil kul-
lanilabilecegini gosterir. Ozel olarak (2.7) formiiliine gére hesaplanan fuzzy doniistimiiniin

bilegenleri ve (2.8) formiilii f igin bir niimerik integral olur.
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2.1.3 Ters Fuzzy DoOniistimii

Tanim 2.1.12 [Fy,..., F,], Aq,...,A,, n > 2, temel fonksiyonlarina gore f nin fuzzy

doniistimii olsun. Bu durumda
fi@) =) FAi(x)
i=1

fonksiyonuna f fonksiyonunun ters fuzzy donisimi denir (Perfilieva et al. 2008).

Belirli bir fuzzy parcalanig icin ters fuzzy doniigiimii; reel sayilarin bir n—lisini, temel
fonksiyonlarin lineer kombinasyonlarimin lin, {A;} uzaymin bir elemanina eglegtiren bir

doniigiimdiir.

Lemma 2.1.13 D nin bir fuzzy parcalanist A+, ..., A,, n > 2, temel fonksiyonlar: ile

tanemlansin. Bu durumda her bir q € lin, {A;} fonksiyonu, yani
q(z) = ZQiAi (z),
i=1

(Q1, ..., Qn] n—lisiyle tek olarak belirlidir (Stepnicka 2007, s. 48).

Ispat. Kabul edelim ki, Q1,...,Q,, R1,..., R, € Ricin Q; # R; olacak sekilde bir i var

ve

Z QA (z) = Z RiA; (x)

egitligi saglansin. @; # R; sartim saglayan i indeksi i¢in A; (¢;) = 1 ve bu nedenle j # i
icin A; (¢;) = 0 olur. Bu son esitlik (); = R; olmasim gerektirir. Bu durum ispatin baginda

yer alan ); # R; olma durumu ile ¢eligir. Boylece ispat tamamlanir. m

Lemma 2.1.13’ten lin, {A;} uzayi ile reel sayilarin n—lilerinin kiimesi, yani R" arasinda
birebir eslesme vardir. Fuzzy doniisiimiiniin tersi siirekli bir fonksiyondur. Ters fuzzy
doniistimlerinin bir dizisi, f fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Bu durum asagidaki teorem

ve onu izleyen iki sonug ile gosterilmigtir.
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Teorem 2.1.14 f, D de herhangi bir stirekli fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi bire > 0

w¢in bir nge > 2 sayist ve D nin bir Ay, ..., A, fuzzy parcalanisi, her v € X igin

|f (2) = fo. (@) <

esitsizligi saglanacak sekilde vardwr. Burada ffg (x), A1, ..., A, fuzzy parcalanisina gore

f min ters fuzzy dondsiumidir (Perfilieva 2004, s. 11).

Ispat. f, D de siirekli bir fonksiyon oldugundan, her ¢ > 0 icin en az bir § > 0 vardir
oyle ki her z,y € D igin |x — y| < § iken |f(x) — f(y)| < € olur. Ay,..., A,_, D nin bir
diizgiin fuzzy pargalamsi ve h = fﬁ < 6 olsun. Ayrica z € [¢;, ¢iv1] € D, x € [¢i_1, Civ1],

1=1,...,n. igin
lz—2| <h<o

olur. i = 2,...,n — 1 igin (2.2), (2.6) esitlikleri ve f fonksiyonunun siirekliliginden

=Rl = |- [ 1Ak

Ci—1

IN

P e - ) A

Cit1
< 5 / eA;(x)dx

I BN
= E/C;_l Z(.T) xXr
9
)
h
€ (2.9)

olur. Benzer yolla ¢+ = 1 igin

ro-Al = |10 [ 1@ A0

2 [

< & [ rwiawe

< 2—; (:2 A (z)dz

2¢ h

72

. (2.10)

ve ¢ = n igin
f(2) — Fy| < e (2.11)
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olur. Bu durumda

f(2) = fo (2)] = ‘f(Z) - i:FjAj(Z>

j=1

< Y A - F
< i:Aj(z)g
= 62AJ(Z)

= £

elde edilir, son esitlikte temel fonksiyonlar igin Z?; Aj(z) =1 esitligi kullamlmigtir. 2

elemani keyfi olarak secildiginden, her x € D i¢in teorem ispatlanmig olur. m

Sonug 2.1.15 f, D de herhangi bir sirekli fonksiyon ve {A;}, , her bir n i¢in D nin
diizgiin fuzzy parcalanigy olan bir dizi olsun. { fr }n, verilen her bir fuzzy parcalanigina
gore ters fuzzy dontisiimlerinin bir dizisi olsun. Bu durumda keyfi bir € > 0 i¢in birn, > 2

sayist, her birn > n. ve her x € D i¢in
|f(x) = fi (@) <e

olacak sekilde vardwr (Perfilieva 2004, s. 12).

Sonug 2.1.16 Sonug¢ 2.1.15°deki varsayrmlar saglansin. Bu durumda, { fr }n ters fuzzy

dontigiimler dizisi f fonksiyonuna dizgiin yakinsar.

Sonug 2.1.15’deki fuzzy parcalaniglarin diizgiinliigiiniin varsayimi bir yeter sarttir. ¢ =
1,2,...,n—1ven — oo igin h; — 0 olacak sekildeki fuzzy parcalaniglari icin de sonug

gecerlidir.

Ornek 2.1.1 [0, 27] aralginda f(x) = cosx fonksiyonu i¢in fuzzy bilesenleri ve ters fuzzy

yaklasime grafiksel olarak Sekil 2.3 ve 2.4 ’te verilmaistir.
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y=cos(x)
Fuzzy bilegenleri
Ters fuzzy yaklagimi

5 6 7

) 1 2 3 4 5 6 7

y=00s(X)
®  Fuzzy blesenleri
Ters fuzzy yaklagimi

5 6 7

n=20
Lo=
08
06 -
04
02
ol
02
-04
06
\ y=cos(x)
08 F ®  Fuzzy bilesenleri
X A R Ters fuzzy yaklagimi
1 . . oo N T T .
0 1 2 3 4 5 6 7

Sekil 2.4 Siniisoidal temel fonksiyonlar ile fuzzy bilegenleri ve ters fuzzy yaklagima.
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2.2 IKi DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCiN FUZZY DONUSUMU

Bu kisim, iki degiskenli fonksiyonlar icin fuzzy doéniistimii tanimini icermektedir. Iki
degiskenli fonksiyonlar i¢in fuzzy doéniigiimii yontemi 2003 yilinda Stepnicka tarafindan
tanimlanmig ve bu yontem 2007 yilinda keyfi bir sonlu degigkene sahip fonksiyonlar icin

genellegtirilmistir (Stepnicka and Valasek 2003, Stepnicka 2007).

2.2.1 Fuzzy Parcalanis

Bu kisimda ele alinan fonksiyonlar i¢in ortak tamim kiimesi D? = [a, b] X [¢, d] dikdortgeni
olarak kabul edilecektir. [a, b] araligimin fuzzy parcalamg noktalari a = ¢ = ¢f < --- <

&k = ¢ = b ve [c,d| arahgmin fuzzy parcalams noktalari ¢ = ¢f = ¢f < --- < ¥, =

o1 = d ile gosterilsin. Ayrica, adim biiytiklikleri hf = ¢f,; —¢f, i = 0,...,n ve hf =
cfy —cj, j = 0,..,m olsun. Fuzzy parcalamslarm diizgiin olmasi durumunda h® =
(b—a)/(n—1)ve h¥ =(d—c)/(m —1) gosterimleri kullanilacaktur.

Tanim 2.2.1 [a,b] nin bir fuzzy parcalamist Ay, ..., A,, n > 2, temel fonksiyonlar, ve
le,d] nin bir fuzzy par¢alanist By, ..., By, m > 2, temel fonksiyonlar: ile tanimlan-
sin. Bu durumda, bu iki fuzzy par¢alanmisin ¢arpim t— normuna gore {Aq,..., A} Xo
{By,...,B,} fuzzy kartezyen carpyma, D* nin bir fuzzy parcalamsidir. Eger her iki ek-
senin fuzzy parcalamiglary diizginse (simetrikse) bu durumda olusturulan fuzzy par¢alanig

diizgtindiir (simetriktir) (Stepnicka 2007, s. 51).

Lemma 2.2.2 {A},..., A, }xo{B1,...,B.}, D? nin bir diizgiin fuzzy parcalanig: olsun.

Bu durumda

b
h*hY
/ A (z y)dxdy = ,

\&

b
Thy
/A1 dmdy:hh,
4
/b

\& o — \m. ®

zhy

A, (x y)dzdy = hh ,
4

/ h*hY
/ A, (z y)dxdy = 1
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vet=2,...n—1, j=2...m—1 i¢in

b

d
Tpy
[ [a@Biwdeay = *F
2
; he Ry
//AZ (y)dody = O
2
he Ry
//A1 y)dxdy = ,
2
he Ry
//A y)dxdy = 5

ve

//A y) dedy = h*hY

dir (Stepnicka and Valasek 2003).

o

Ispat.i=2,..,n—1, j=2,...m—1icin Lemma 2.1.2 yardimyla

d b d b
//& m@::/bﬂm/&ummy

d
= /Bj (y) h*dy
— hThY

ve

d b d b

//AZ- () B (y)dzdy = /B1 (y)/AZ () dxdy

d

= /Bl (y) h*dy
 hThY
2

bulunur. Benzer olarak ¢ =2,....n—1, j=2,....m — 1 icin

d b
h*hY
//AM@&@MMW=2,
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b
Thy
/ / AL (2) By (y) dady = "

vei € {l,n}, j€{l,m} icin

/d/bAZ y)dedy = /Bj (y)/Ai (x) dzdy

h?n”
2 2
hehy
1

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. m

Simetrik bir fuzzy pargalanig icin benzer esitlikler agsagida verilmistir.

Lemma 2.2.3 {A;,...,A,} xo {By1,...,B..}, D? nin bir simetrik fuzzy parcalans: ol-

sun. Bu durumdat=1,...,n, j=1,...,m i¢in

h® hz) (hY hY
//A dxdy—(zfl—'_l)(j_l—‘_ ])

4

olur (Stepnicka 2007, s. 54).

Ispat. Lemma 2.1.4 kullamlarak bir énceki lemmanin ispatina benzer olarak i = 1,...,n,

j=1...,micin

d b d b
/ / A () B, (y) dedy — / B, (y) / A, () dedy

d
hi_ + hi
= [Bw =

hi |+ hihi |+ hy
2 2
(hiy +hy) (RY_, +RY)
4

elde edilir. =
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2.2.2 Direkt Fuzzy Do6niisiimii

Tek boyutlu durumdakine benzer olarak bir direkt fuzzy doniistimii C' (D?) siirekli fonksi-

yonlar uzayindan n x m tipinde reel matrisler uzayina doniisiim olarak yani

F2 . C (DQ) — [M]

nxm
seklinde yazilabilir.
Tanim 2.2.4 {A;,..., A, }xo{B1,...,B,}, D* nin bir fuzzy parcalams: ve f € C (D?)

olsun.i=1,...n, j=1,....,m i¢in

/d /b [ (z,y) A (z) B; (y) dedy
F.—c0

” /d/bAi () B; (y) dady

ile verilen ¥2 [f] = [Fi;]
fuzzy déndistimiidiir. Fy; reel saylarina f fonksiyonunun fuzzy doniisiim bilesenleri denir

(Stepnicka and Valasek 2003).

e T€EL Matrisi, verilen fuzzy parcalamsa gore f fonksiyonunun

D? nin fuzzy parcalamsinin diizgiin olmasi durumunda Lemma 2.2.2 kullamlarak fuzzy

doniigiim bilegenleri

Fiy = —/d/bf(%y) A (z) By (y) dzdy,

h*hvy
4 d b
Fon = s | [ £00) A 2) By (9) oy
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d b

Fin = [ [ £00) A (@) By ) oy
9 d b

Fy= o | [ 1.0 A @) B, (5) dody,

d b
2
P = | [ 7@ A @B () dody

ve

d b
By = | [ 7@ A @B, ) dody

seklinde yazilir.

Fuzzy parcalanigin simetrik olmasi durumunda ¢ =1,...,n ve j = 1, ..., m i¢in

d b
R = G O T / /  (2,9) As (1) B (9) ddy

olur.

Siradaki lemmada tek boyutlu durumda verilen Lemma 2.1.8 ve Lemma 2.1.9’daki duruma
benzer olarak f € C (D?) fonksiyonunun fuzzy doniisiim bilesenlerinin belli bir dogruluga

kadar f fonksiyonunun degerine esit oldugu gosterilecektir.

Lemma 2.2.5 {A;,...,A,} xo {By,...,B}, D? nin bir dizgiin fuzzy parcalanig ve
f e C(D?), (a,b) x (c,d) fizerinde ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her biri=1,...,n ve j=1,...,m i¢in

Fij = f (cf,¢)) + O (maks ()%, (h)%))

olur (Stepnicka 2007, s. 56).
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ispat. Ispat i = 2,...,n—1, j = 2,...,m — 1 icin verilecek olup kalan durumlar benzer
yolla gosterilebilir. : = 2,....n — 1, j = 2,...,m — 1 igin, trapez kurali kullanilarak

Y x
Cj+1 Cit1

1
By = g | [ £ A B, () dady
ij',l C‘le
) i Ciy1
— o [ B [ 7 A ey
‘3;'171 01-171
11

— o | [Bj<y>7(f<cf_1,y)Ai (c) +2F (. 9) A () + F (cFir) As ()

ve temel fonksiyonun tammindan A; (¢f_,) = A, (c?,;) =0, A; (¢?) = 1 oldugundan

Y
Gi+1

Py = o (B0 0 (0 dy

7 (el ) By () +2f (F,6)) By () + £ (e, 611a) By ()

Y
Cjt+1

oL O o,

y
ci_q

f(eisef) + O ((h)7) + %}Zy)g)hlj
= £, ) + O (maks (h)?, (h*)?))

elde edilir. m

Lemma 2.2.6 {A,..., A, }xo{By,...,B,,} ile verilen D* nin bir simetrik fuzzy parcalanis
ve f € C(D?), (a,b) x (c,d) iizerinde ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her biri=1,....n ve j =1,....m i¢in
Fy = [ (¢, ¢l) + 0 (maks (h0)", (00, (W2,)°, (1))
olur (Stepnicka 2007, s. 57).
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Ispat. Lemma 2.2.3’ten

d b
R e / /  (.9) A (2) B, (y) ddy

yazilir. Buradan

€41 1
4
Jc—yl i-1
1 T he 4 R ;
_ ‘ i—1 i x z z\3
] 1
) ) cj+1]3 ) f 0 <(hf_1)2 n (hf)2> Cj+1B ]
= m/ i () f(ciy)dy + T i (y)dy

ci_q

elde edilir. Lemma 2.1.4 ve Lemma 2.1.9’daki esitlikler kullanilirsa

Fy = (c.¢}) + 0 (maks (h)° . (D) (h50)" . (12)°))

bulunur. =

f fonksiyonunun sadece baz1 (pg,q.) € D? noktalarimdaki degerlerinin bilinmesi duru-

munda direkt fuzzy doniigiimiiniin ayrik formu agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.2.7 {Ay,..., A} xo{By,...,B.}, D? nin bir fuzzy parcalansi ve f : D* — R
fonksiyonunun (p1,q1), ..., (pn, qn) noktalarindaki degerleri bilinsin.

Eger, heri = 1,....n ve j = 1,...,m i¢in A; (px) B; (qx) > 0 olacak sekilde bir k €
{1,..., N} varsa

g:f(pk,%) Ai(p )BJ(Qk)

k=1 , .
F,; = , t=1,....n, g=1,...m

5 A () B (a)

ile verilen [ F;]

2007, s. 59).

xm Te€l matrisine [ fonksiyonunun ayrk fuzzy dondisiimii denir (Stepnicka
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2.2.3 Ters Fuzzy DoOniistimii

Tanim 2.2.8 F2_[f], {A1,...,A,} Xo {By,...,B,.} ile verilen fuzzy parcalams i¢in

f € C(D?) fonksiyonunun fuzzy doniigiimii olsun. Bu durumda

fr(@y) =Y FyA;(x)B; (y)

i=1 j=1

fonksiyonuna [ fonksiyonunun ters fuzzy donisimi denir (Stepnicka and Valasek 2003).

Bir fonksiyonun ters fuzzy doniisiimiiniin bu fonksiyona diizgiin yakinsaklig ile ilgili deger-

lendirmeler bir sonraki boliimde genel durum igin ifade edilecektir.

2.3 r e N DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCiN FUZZY DONUSUMU

Bu kisimda, yukaridaki boliimlerde verilen fuzzy doniigiimii kavraminin keyfi sonlu degis-

kenli fonksiyonlar i¢in genellestirilmesine yer verilecektir.

2.3.1 Fuzzy Parcalanis

Bu kisimda, r € N degiskenli fonksiyonlar i¢in ortak tanim kiimesi D" = [a1,b1] X -+ X

[a,, b,] olarak alimacak ve D" nin elemanlar1 da x = (x!, ..., 2") vektorleri ile gosterilecektir.

Jj =1,...,ri¢in [a;, b;] nin fuzzy pargalanisinin noktalari a; = cé = c{ <. < szj = C%Hl =
b; seklinde gosterilecektir. Ayrica her i; = 0,...,n;, j = 1,...,r icin adim biiyiikliikleri
h{j = 1 ¢ ve fuzzy pargalanigin diizgiin olmasi durumunda h? = (b; — a;) / (n; — 1)

J ]

gosterimi kullanilacaktir.

Tanim 2.3.1 j = 1,....r i¢in [a;,b;] araliklarimn birer fuzzy parcalanig A{, e ,A%j,
n; > 2, temel fonksiyonlar: ile tanamlansin. Bu durumda D" nin fuzzy parcalamisi, bu r
fuzzy parcalanigin carpim t— normuna gore {A%, s =A1111} X {A%, e ,A%2} Xo - Xa
{A{, e ,A’,"W} fuzzy kartezyen carpiyma ile verilir. Eger her bir eksenin fuzzy parcalanigt

diizgiinse (simetrikse) bu durumda olusturulan fuzzy parcalams dizgindir (simetriktir)

(Stepnicka 2007, s. 60).

31



2.3.2 Direkt Fuzzy Do6niisiimii

Tamm 2.3.2 f € C (D) ve {A},... AL } xo {A}, ... A2 } xo---xo {A],... AL },

D" nin bir fuzzy parcalanisy olsun. Her bir iq - - -1,., r—1isi i¢in

by b1
[ [ Al e ALt e

Py = = b, bl
/ e /A}l(xl) - AT (a7)dxt.. . dar
ile verilen v = (ny - ng - ... - n,) reel saylarman ¥ [f] = [Fy, . 4] v—lisine [ fonksiyonunun

verilen fuzzy par¢alamisa gore direkt fuzzy dondigimi denir (Stepnicka and Valasek 2004b).

Tanim 2.3.3 {A%,...,A}M}x@{A%,...,Aiz}x@---x@{A’i,... r }, D" nan bir fuzzy
par¢alanist olsun ve ayrica f : D™ — R fonksiyonunun (pi,...,p}),- -+, (pk, ..., ply) nokta-
larinda degerleri bilinsin. Eger, heri; = 1,...,n; ve j = 1,...,r i¢in A} (py) ...A] (p},) >0

olacak sekilde bir k =1,..., N varsa

Z f (Prs s ph) A (pp) -+ - AT (PR)

];1 Al (pr) -+~ AT (Ph)

ile verilen [F;, ;.| v—lisine [ fonksiyonunun verilen fuzzy parcalamisa gore ayrik fuzzy

dontigtimi denir (Stepnicka 2007, s. 63).

2.3.3 Ters Fuzzy Doniistimii

Tamm 2.3.4 F!, [f] dondisimi, f € C (D") fonksiyonunun {A},... AL }xo{A} ... A2}

Xo s Xg {A’{, e ,AILT} fuzzy parcalanisina gore verilen direkt fuzzy dondsimi olsun.
Buna gore
A Z Z e A A] (2)

i1=1 ir=1

fonksiyonuna f fonksiyonunun ters fuzzy doniisimi denir (Stepnicka and Valasek 2004b).

Teorem 2.3.5 f € C (D") olsun. Keyfi bir ¢ > 0 verildiginde, j = 1,...,7 igin bir n; ()
sayist ve D" nin bir {Af,... AL } xo {A}, ... A2} xo oo xo {A], .. AL} fuzzy
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parcalanist, her x € D" i¢in

.....

olacak sekilde vardir (Stepnicka and Valasek 2004b).

Sonug 2.3.6 f € C(D") fonksiyonu ve her bir n i¢in D" nin dizgin fuzzy parcalanise
olan bir dizi {{A1,..., A} } xo {A,... A2 } Xo - %o {A],... ,A;T}}(mﬂ12 ny OF

.....

F

s m} (n1 ) verilen her bir fuzzy parcalanigina gore ters fuzzy dondtisim-

sun. {
lerinin bir dizisi olsun. Bu durumda keyfi bir € > 0 sayst verildiginde, j = 1,...,7 i¢in

bir n; (¢) sayust, her bir n; > n; () ve her x € D" ig¢in

,,,,,

olacak sekilde vardur (Stepnicka 2007).

Sonug 2.3.7 Sonug¢ 2.3.6°daki varsayimlar saglansin. Bu durumda, { 4

ters fuzzy dondisiimler dizisi f fonksiyonuna diizgin yakinsar.
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BOLUM 3

FUZZY DONUSUMUNUN BAZI UYGULAMALARI

Diferansiyel denklemler sivi akigi, 1s1 transferi, kati mekanigi ve biyolojik siiregler gibi
onemli uygulama alanlarina sahiptir. Diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimiiniin elde
edilmesi miimkiin olmadig1 veya zor oldugu durumlarda uygun sayisal yontemler kul-

lanilarak ¢oziim i¢in bir yaklagim aragtirilir.

Bu boliimde, adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢in bazi sinir-deger veya baslangic-sinir
deger problemlerinin yaklagik ¢oziimii icin fuzzy yaklagimi ele alinacaktir. Bu yaklagimin
temeli sonlu farklar yontemine dayanmakla birlikte, verilerdeki giiriiltiiniin (noise) yak-

lagik coziime etkisini azaltmada avantajli olabilmektedir.

Boliim 3.1’de iki nokta sinir-deger problemi, Boliim 3.2’de parabolik denklem icin bi-
rinci karigik problem, Boliim 3.3’te hiperbolik denklem igin birinci karisik problem ve
Boliim3.4’te eliptik denklem icin Dirichlet probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in fuzzy yak-
lagimui (Perfilieva et al. 2017) ve (Stepnicka 2007) galigmalar: temel alinarak ifade edile-
cektir. Bu problemlerde yer alan denklemlerin sag tarafinda yer alan (bilinen) fonksi-
yonlarin degerlerine Gauss beyaz giiriiltii (Gaussian white noise) eklenmesi durumunda
fuzzy yaklagimi ve sonlu farklar yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimlerin hangi olgiide
etkilendigine iligkin 6rneklere yer verilmistir. Ele alinan problemler i¢in sonlu farklar yon-
temi kullanilirken (Burden et al. 2014) ¢aligmasinda verilen algoritmalardan yararlanilmsg
olup bu problemlerle ilgili fuzzy yaklagimlar: igin yakinsaklik analizi (Perfilieva et al. 2017)

ve (Stepnicka 2007) calismalarinda ortaya konulmustur.

Boliim 3.1°de kesin ¢oziim ile yaklagik ¢oziimlerin karsilagtirilmasi grafiksel olarak verilmis
olup Bolim 3.2, 3.3 ve 3.4’te ise ¢oziim fonksiyon degerleri ile yaklagim sonuglarinin
karsilagtirilmas: R? te grafiksel olarak detayl bir sekilde ifade edilemediginden yapilan

yaklagimlar icin hata degerlendirmeleri tablolar kullanilarak verilmistir.
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3.1 IKi NOKTA SINIR-DEGER PROBLEMININ YAKLASIK COZUMU

Fuzzy doniigiimiiniin ikinci mertebeden baglangig-deger problemlerine uygulanigi (Chen
and Schen 2014), (Khastan et al. 2016) ve (Perfilieva et al. 2017) galigmalarinda ve-
rilmigtir. Aym problem icin daha yiiksek mertebeden fuzzy doniisiimii uygulanan sayisal

¢oziim (Zeinali et al. 2018) caligmasinda ele alimmugtar.

Dirichlet siir kogullariyla ikinci mertebeden bir siir-deger problemini ¢ozmek igin bir
fuzzy doniigiim tabanli sayisal yontem aragtirilacaktir. Bilinen fonksiyonlarin (sag taraf)
farkli bazi durumlar igin ikinci mertebeden sinir-deger problemlerinin fuzzy doniigiimii
uygulanarak elde edilen niimerik ¢oziimlerine yer verilecektir. Amag, fuzzy doniisiimiiniin
ikinci mertebeden sinir-deger problemine uygulanabilirligini gostermek ve kullanilan yon-

temi klasik sonlu farklar yontemi ile karsilagtirmaktur.

Siir-deger probleminin ¢oziimii i¢in fuzzy donitigtimii yaklagiminin ana fikri, verilen dife-
ransiyel denkleminin her iki tarafina fuzzy doniigiimiiniin uygulanmasidir. Daha sonra
sonlu farklar yontemine benzer olarak ilgili fonksiyonlarin ve onlarin tiirevlerinin kesin

degerleri fuzzy doniisiim bilesenleriyle yer degistirilir (Khastan et al. 2016).

Iki nokta sinir-deger problemi, f fonksiyonu (a, b) iizerinde bir reel fonksiyon, y fonksiyonu
(a, b) araliginda bilinmeyen reel fonksiyon, d, dy, ya, y» reel sayilar ve y,, y, ise y nin sinir

degerleri olmak {iizere

y' +diy +doy = f(z), € (a,b) (3.1)
y(a) =va, y(b) =u (3.2)

seklinde ifade edilir.

la,b] araligimin bir diizgiin fuzzy pargalamgi, A4, ..., A, temel fonksiyonlarn ile tamimh

ve h = % olmak tizere, y,vy’,y"” ve f fonksiyonlarinin fuzzy doniisiim bilegenleri sirasiyla

F.ly = Y1,..,Y.],
F.ly] = Y., Y.,
F.ly"] = .Y
F.[f] = [F, . F)
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seklinde gosterilsin. (3.1) denkleminin her iki yanina fuzzy déniistimii uygulanir ve (3.2)

sinir kogullar1 dikkate alinirsa

Y/ +dY +doYi=F, i=2..,n-1 (33)

3/1 = Ya, Yn = (34)
elde edilir.

Sonlu farklar yontemi uygulanarak sirasiyla bilinmeyen Y, ve Y;” bilegenleri i¢in

Yign —Yig

V! & s i=2,.m—1
Yign —2Yi + Vi
Y;Il ~ +1 h2+ 1’ :27' ,n—l

yaklagimlar: kullanilabilir.

F, [y], y nin fuzzy déniigiim bilegenlerinin bilinmeyen vektorii, F, [f] ise F,, [f] nin birinci
ve sonuncu koordinatlarinin degistirildigi

- Ya Yb
F,[f] = [—, Fy o F\y, —]
vektorii olmak iizere (3.3) denklem sistemi ve (3.4) smur sartlarindan matris formunda

(Dy + dy Dy + doDo) FZ [y] = BT [f] (3.5)

esitligi elde edilir. Burada, Dy, Dy ve D,

(000 0 ... 0 (0 0 0 ... 0]

01 0 ...0 10 1 0
Dy = D=y

0 0 1 0 0 10 1

0 0 0 0] K 0 0 0
ve

(h 0 0 ... 0]

-2 1 0
DQZ%

0 1 -2 1

0 0 0 h
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seklinde n x n tipinde matrislerdir. (3.5) esitligi

14 9 1 4
“=12 T o 0T Tty

olmak tizere

/b 00 0 O 0
a b c 0 O 0
D = Dy + di Dy + dyDy =
0 00 a b ¢
I 0o 00 0 ... 0 1/h_

tridiagonal matrisi yardimiyla
DF; [y] = ¥y [] (36)
olarak da yazilabilir.

(3.6) denkleminin F,, [y] = [Y1, ..., Y,] ¢oziim vektorii ile, Ay, ..., A, fuzzy parcalanis ile
belirli ¢4, ..., ¢, noktalarmin y(¢;) =~ Y;, i = 1,...,n anlammda (3.1), (3.2) simr-deger

probleminin tek ¢oziimii i¢in bir yaklagim elde edilir.

Son olarak, F,, [y| = [Y1,...,Y,] ¢oziim vektoriine ters fuzzy doniigiimii uygulandiginda,

(3.1), (3.2) probleminin y yaklagik ¢oziimii

7J(x) = Z}QAi (z), x€la,b] (3.7)

fonksiyonu seklinde elde edilir.

Asagidaki orneklerde denklemin sag tarafi olan f(z) fonksiyonunun bazi 6zel durumlar
i¢in giiriiltii eklenmemis degerleri ile %10 ve %20 giiriiltii eklenmis degerleri kullanilarak
fuzzy yaklagimi ve sonlu farklar yontemi ile yaklagim yapilmigtir. n = 20 olmak {izere,
diizgiin parcalanig ve iiggensel temel fonksiyonlar kullanilarak elde edilen yaklagik ¢oziim-

lerin kesin ¢oziim ile kargilastirilmasi grafiksel olarak verilmigtir.
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Ornek 3.1.1
y'—y —2y=2* y(0)=0, y(m)=0 (3.8)

simar-deger probleminin ¢ozimi i¢in guriltisiz ve giriltili ver: ile yaklasim sonuglar

Sekil 3.1°de verilmistir.

Girliltiisuz veri ile yaklagim Griiltult (%10) veri ile yaklagim Gurtiltali (%20) veri ile yaklasim
0.5 0.5 0.5
= = = Fuzzy yaklagimi = = = Fuzzy yaklagimi = = = Fuzzy yaklagimi
~~~~~~~ Sonlu farklar eeeee++ Sonlu farklar eee+e++ Sonlu farklar
Kesin ¢ozim 0 Kesin ¢éziim 0 Kesin ¢6ziim
0
-0.5 -0.5
-0.5
-1 -1
-1
15 -1.5
15 . . . . ! . 2 . . . . . . 2 . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 3.1 (8.8) sinar-deger problemi igin giiriltisiz ve giriltili veri ile yaklagim.

Ornek 3.1.2
y'—y —2y=sinz, y(0)=0, y(r)=0 (3.9)

stmar-deger probleminin ¢éziimi i¢in glriultisiiz ve guriltili veri ile yaklasim sonuglar:

Sekil 3.2°de verilmistir.

Guriiltistiz veri ile yaklagim Guriltult (%10) veri ile yaklagim Guraltult (%20) veri ile yakagim

0.05 0.05 0.05
= = = Fuzzy yaklagimi = = = Fuzzy yakagimi = = = Fuzzy yakagImi
[0 R XL Sonlu farkar ON  [eeeeees Sonlu farkar ON [ eeeeeee Sonlu farkdar
Kesin ¢6ziim Kesin ¢6ziim Kesin ¢6ziim
-0.05 -0.05
-0.1 -0.1
0.15 0.15
-0.2 -0.2
-0.25 -0.25
-0.3 -0.3
-0.35 -0.35
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3 0

Sekil 3.2 (8.9) smur-deger problemi i¢in giiriiltiisiiz ve giiriiltiilii veri ile yaklagim.

Ornek 3.1.3
y'—y —2y=¢€", y(0)=0, y(r)=0 (3.10)

stmar-deger probleminin ¢oziimi i¢in glriltisiiz ve guriltili veri ile yaklagim sonuglar:

Sekil 3.3’te verilmistir.
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Guraltult (%10) veri ile yaklagim Guraltult (%20) veri ile yaklagim

Girliltisuiz veri ile yaklagim
0 0 O,
= = = Fuzzy yaklagI mi = == = Fuzzy yaklagimi "\ = = = Fuzzy yaklagimi
N Sonlu farkar o5 N | Sonlu farkiar 05 NN, [ eeeeeee Sonlu farkar
e Kesin ¢oziim e Kesin ¢oziim Kesin ¢oziim
-1 -,
-1
1.5
1.5
-2
-2
-2.5
25 3
3 E Teeant 35
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 3.3 (3.10) simir-deger problemi i¢in giiriiltiisiiz ve giiriiltiilii veri ile yaklagim.

Ornek 3.1.4 Yukarida verilen érneklerdeki denklemlerin saj tarafindaki fonksiyonlarin

toplamu alinarak
' —y —2y=2a"+sinx+e, y(0)=0, y(r)=0 (3.11)

stnar-deger probleminin ¢ozimi i¢in glriultisiz ve guriltili ver: ile yaklasim sonuglar:

Sekil 3.4 ’te verilmaistir.

Gurilttlt (%10) veri ile yaklasim Gurltult (%20) veri ile yaklagim

Gurtltustz veri ile yaklagim
1 1 1
= = = Fuzzy yaklagi mi = = = Fuzzy yaklagimi = = = Fuzzy yaklagimi
~~~~~~~ Sonlu fardar eeeeee+ Sonlu farkar eee++++ Sonlu farkar
o Kesin ¢6ziim 0 Kesin ¢6ziim 0 Kesin ¢6zim

.~

0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 3.4 (3.11) simur-deger problemi igin giiriiltiisiiz ve giiriiltiilii veri ile yaklagim.

Yukarida verilen iki nokta siir-deger problemlerinde yer alan denklemlerin sag tarafi
sirastyla polinom fonksiyon, trigonometrik fonksiyon, iistel fonksiyon ve en son olarak bu
fonksiyonlarin toplami olarak alimmustir. Bu fonksiyonlarin giiriiltiisiiz degerleri ile %10 ve
%20 giiriiltii eklenmis degerleri kullanilarak fuzzy yaklagimi ve sonlu farklar yontemi ile

yapilan yaklagimlarda, fuzzy yaklasiminin sonlu farklar yontemine gore verilen giiriiltiiden

daha az etkilendigi goriilmektedir.
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3.2 PARABOLIK DENKLEM iCIN BiRINCi KARISIK PROBLEMIN YAK-
LASIK COZUMU

Parabolik tipten kismi diferansiyel denklemler 1s1 yayilimi ve difiizyon gibi 6nemli uygu-
lamalara sahiptir. (Stepnicka and Valasek 2004a) galigmasinda diizgiin fuzzy parcalams

kullanilarak 1s1 denklemi i¢in fuzzy yaklagimi ortaya konulmustur.

X =[0,L) ve T = [0, d] olmak iizere D? = X xT bolgesi tanimlansim ve D2 = (0, L)% (0, d)

olsun.
0 02
a—? (z,1) — aa—;j (z,8) =q(z,t), a€R*, (a,t)€ D> (3.12)

parabolik denkleminin

u(z,0)=f(z), z€X (3.13)
baglangic kogulu ve

w(0,t) =Ty (t), wu(L,t)=Ty(t), teT (3.14)

stnir kogullar1 altinda v : X X T' — R ¢oziimiiniin bulunmasi problemi verilsin. Bu

baglangic-sinir deger problemi parabolik denklem icin birinci karigik problem olarak ad-

landirilir.
O=xg=21 < Ty < -+ < T, =Tp1 =L veh® = % olmak {izere, [0, L] araliginin
bir diizgiin fuzzy pargalanist Ay, ..., A, temel fonksiyonlari ile tanimlansin. Ayrica, 0 =

to =11 <tog < -+ <ty =rtn1 =dveh!= ﬁ olmak iizere, [0, d] araliginin bir diizgiin

fuzzy parcalamigi By, ..., B,, temel fonksiyonlar: ile tanimlansin.
(3.12) denkleminin her iki yanina fuzzy doéniigiimii uygulanirsa,
Fr o [u] — oF5, [uee] = Fr, (] (3.15)

cebirsel denklemine ulagilir. Burada,

Uy Uy -+ Ul

Ut Ut Ut
B2, )= " " i

U Uy o Upp
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Uit U - U
P | UEOUE o UR
U U U
ve
Qu Q2 - Qum
Rn G2 - Qo
_in Qn? Qnm_
sirastyla ?, ga}j ve ¢ (z,y) i¢in fuzzy doniisiim bilegenlerinin matrisleridir. Buna gore
(3.15) esitligi fuzzy bilegenleri kullamlarak, i =1,...,n ve j =1,...,m igin
Uj; — aUT = Qy; (3.16)

seklinde yazilabilir.

ou

S ve 2 tiirevleri bilinmediginden U, ¢. ve U/’ bilegenleri direkt olarak hesaplanamaz. Ufj

ve U* b11e§enler1ne Ui; degerleri yardimiyla bir yaklasim yapabilmek amamyla ve g 5

kismi tiirevleri icin

ou w(x,t+ht) —wu(x;,t))
E (l’,t) ~ })Lt ’ )
pre (x t) =~ )
sonlu fark yaklagimlar1 kullamlabilir. Bu durumda UJ" bilesenleri igin bir yaklagim
d L82
u
xTxT _ 0 0
Uj = d L
/ / A: (2) B, (t) dudt
00
d L
[ [ D A ) B, (1) e
(h7)? T
~ 00
//A t) dzdt
1
T [Ui-1)5 = 2Uij + Ugisryy] (3.17)
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seklinde bulunur. Benzer yolla Ufj bilesenleri icin

1
U ~ 7 (Ui — Uy) (3.18)

elde edilir.

(3.17) ve (3.18) yaklagimlar1 kullamilarak (3.16) esitliklerinden, r = % olmak iizere,

1=2,....n—1vej=1,...,m—1i¢in
Uigiv1) = rUgi—1y; + (1 = 2r) Uy + rUqa); + h'Qij (3.19)

elde edilir.

Uyar1 3.2.1 Nimerik ¢oziimiin kararlilgs ve kesin ¢ozime yakinsakhgs icin 0 < r < %

kosulu saglanmalidir (Burden et al. 2014).

(3.19) esitliklerini kullanarak ¢oziim elde edebilmek i¢in ¢ = 1,...,n i¢in Uy ve j =

1,...,m ic¢in Uy;, U,; bilegenlerinin bilinmesi gereklidir. (3.13) baslangi¢ kosulundan,

1=1,...,n icin

Ui = f (2:) (3-20)
ve (3.14) smur kosullarindan, j = 1,...,m igin

Uy = Ti(t;) (3.21)
Ui = T(t)) (3.22)

olarak kabul edilecektir.

Boylece (3.20)-(3.22) kullanilarak (3.19) formiiliinden

Unr U - U
F2 ] Un Usy -+ Uspy
Unl Un2 e Unm
matrisinin tiim bilesenleri bulunur ve w(x;,t;) ~ U, i = 2,...,n— 1, j = 2,...,m,

anlaminda (3.12)-(3.14) probleminin ¢oziimii i¢in bir yaklagim saglanir.

(3.12)-(3.14) probleminin u ¢oziimiine bir siirekli fonksiyon yaklagimi elde edebilmek igin,

bulunan F?  [u] doniisiimiine Tamm 2.2.8’de ifade edilen ters fuzzy déniisiimii uygulanir.
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Ornek 3.2.1 D? = [0,2] x [0, 1] bélgesi iizerinde

2
% — % = sin (mz) (7t + 1)

parabolik denkleminin

u(z,0) =sin(rz), x€]0,2]
baslangi¢ kosulu ve

w(0,t) =u(2,t) =0, tel0,1]

swmr kosullar altinda kesin ¢ozimii u (z,t) = sin (7x) <e‘”2t + t) olur. h* = 0.2 ve h* =
0.02 igin, denklemin sag tarafi olan q(z,y) = sin (7z) (7%t + 1) fonksiyonunun giirilti
eklenmemis degerleri ile %5, %10 ve %20 girilti eklenmis degerleri kullamlarak, fuzzy
yaklasime ve sonlu farklar yontemi ile problemin ¢éziimii i¢in yaklasim yapilmastir. Elde
edilen yaklasik ¢oziimlerin kesin ¢ozim ile kargilastirilmast maksadiyla hata matrislerinin

2-normu hesaplanmag ve sonuclar Tablo 3.1°de verilmistir.

Tablo 3.1 Hata matrisinin 2-normu (Ornek 3.2.1 igin).

Giiriiltiistiz =~ %5 giiriiltiilic %10 giirtiltiilic %20 giiriiltiilii

Fuzzy Yaklagimi (Ucgensel) 0.2189 0.2894 0.4399 0.7945
Fuzzy Yaklagimi (Siniisoidal) 0.2344 0.3105 0.4662 0.8146
Sonlu Fark Yaklagimi 0.2953 0.4303 0.6305 1.1064

Tablo 3.1°de, fuzzy yaklagimi ve sonlu farklar yontemi ile yapilan yaklagimlarda verilere ek-
lenen giiriiltii oraninin artmasiyla yaklagimlarda ortaya ¢ikan hatanin da arttigi goriillmek-
tedir. Bununla birlikte fuzzy yaklagiminin, sonlu fark yaklagimina gore verilere etki eden
giiriiltiiden daha az etkilendigi goriilmektedir. Ayrica, iiggensel temel fonksiyonlar kul-
lanilarak yapilan fuzzy yaklagimlarinda siniisoidal temel fonksiyonlar kullanilarak yapilan
fuzzy yaklagimlar: ve sonlu farklar yontemi ile yapilan yaklagimlara gore daha kiiciik hata
degerleri elde edilmigtir. Kesin ¢oziim degerleri ile yaklagik ¢oziim degerleri arasindaki
farklarin kiigiikliigiinden dolay1 grafiksel karsilagtirma yerine hesaplanan hata matris-

lerinin 2-normlar1 sadece tablo kullanilarak verilmigtir.
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3.3 HIPERBOLIK DENKLEM iCiN BIRINCi KARISIK PROBLEMIN
YAKLASIK COZUMU

Bu kisimda hiperbolik denklemlere fuzzy doniigiimii uygulanacaktir. Bu tiirde denklem-
ler, akigskanlar dinamigi, kat1 mekanigi ve astrofizik gibi farkli alanlarda bir dizi problem-
lerde kullanilan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerdir. (Stepnicka and Valasek 2004b)
calismasinda diizgiin fuzzy parcalanig kullanilarak dalga denklemi i¢in fuzzy yaklagimi

verilmistir.

X =[0,L] ve T = [0,d] olmak tizere D* = X xT bolgesi tanumlansin ve D3 = (0, L)X (0, d)

olsun.
2 2
% (z,t) — @2% (z,t) =q(z,t), a€R, (x,t)€Dj (3.23)

hiperbolik denkleminin,

u(z,0)=f(z), %(z,O):g(x), reX (3.24)

baglangic kosullar1 ve
w(0,t) =Ty (t), w(L,t)=Ty(t), teT (3.25)

stnir kogullar1 altinda v : X X T' — R ¢oziimiiniin bulunmasi problemi verilsin. Bu

baglangic-sinir deger problemi hiperbolik denklem icin birinci karigik problem olarak ad-

landirilir.
O=xg=21 < Ty < -+ < Ty, =Tp1 = L veh” = % olmak {izere, [0, L] araliginin
bir diizgiin fuzzy pargalanist A4, ..., A, temel fonksiyonlari ile tanimlansin. Ayrica, 0 =

to=11 <tog <-++ <ty =rtn1 =dveh!= ﬁ olmak iizere, [0, d] araliginin bir diizgiin

fuzzy parcalamigi By, ..., B,, temel fonksiyonlar: ile tanimlansin.
(3.23) denkleminin her iki yanina fuzzy doéniigiimii uygulanirsa,
Fo ] — &°F7, [uee] = F, [d] (3.26)

cebirsel denklemine ulagilir. Burada F2 | [u,,] ve F2  [q] matrisleri bir énceki boliimde
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ifade edilmis olup,

tt tt tt
Ull U12 T Ulm
tt tt tt
F2 . U. 21 U. 22 U2m
nm [utt] - . . .
tt tt tt
L Unl Un2 o Unm

matrisi % i¢in fuzzy doniisiim bilegsenlerinin matrisidir. Bu durumda (3.26) esitligi fuzzy

bilesenleri kullanilarak, s =1,...,nve 7 =1,...,m i¢in
Ul — U = Qi (3.27)

olarak yazilabilir.

%tg ve a 2 tiirevleri bilinmediginden U; -“ ve U/* bilegenleri direkt olarak hesaplanamaz ve

bu bilesenlere U;; degerleri yardimiyla bir yaklagim yapabilmek amaciyla 2 tQ ve gx%; kismi

tirevleri icin

@(m b~ u(x,t —h') — 2u(z,t) +u(x,t+ ht)
o (ht)? |
0u (l‘ t) o u(:v—h””,t)—2u(x,t)+u(gc+hx,t)
da? - (he)?

sonlu fark yaklagimlar1 kullanilabilir. Bu durumda Ufjt bilegenleri icin bir yaklagim

d La
00

d L
/ t) dxdt
0

d L

//u (x,t — h') —21;}52t)+u(xt+ht)

/ / A ( t) dxdt
1

= Wy Uiy = 2Uij + Uigjn)) (3.28)

seklinde bulunur. Benzer yolla

o _

o

A, (2)B; (t) dedt
0 0

Q

[Uti-1); — 2Ui; + Uiy (3.29)
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elde edilir.

(3.28) ve (3.29) yaklagimlar: kullanilarak (3.27) esitliklerinden, r = "‘h—’f olmak iizere,

1=2,....n—1vej=1,...,m—1i¢in

2
Uity = U1y + 2 (1 = 1%) Uy + r* Uiy — Uiy + (B)” Qi (3.30)
elde edilir.
Uyar1 3.3.1 Nimerik ¢oziimiin kararbilige ve kesin ¢oziime yakinsaklhgr icin 0 < r < 1
kosulunun saglanmasu gereklidir (Burden et al. 2014).

u(z,0) = f(x), x € X, baglangi¢ kosulu ve (3.25) sinir kosullar1 dikkate alinarak ¢ =

1,...,nigin

U = f (20 (331)
ve j=1,...,m icin

Uy = Ti(t) (3.32)
Uy = T5(t;) (3.33)

olarak alinir. Ayrica

ou
M) =g(@). rex

baslangic kogulunda, esitligin her iki yanina fuzzy doniistimii uygulanir ve % kismi tiirevi
icin

ou u(z,t+ ht) —u(z,t — h)

E<x7t) ~ 2ht

sonlu fark yaklagimi dikkate alindiginda ¢ = 1,...,n i¢in
olarak kabul edilebilir.

Boylece (3.31)-(3.34) kosullar1 ve (3.30) formiiliinden

Ull U12 U Ulm
B2, = | ;
Unl Un2 e Unm
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matrisinin tiim U;; bilesenleri bulunur ve u(x;,t;) = U, i =2,...,n—1,j=2,...,m,

anlaminda (3.23)-(3.25) probleminin ¢oziimii i¢in bir yaklagim saglanir.

(3.23)-(3.25) probleminin u ¢oziimiine bir siirekli fonksiyon yaklagimi elde edebilmek igin,

bulunan F?  [u] déniigiimiine ters fuzzy doniisiimii uygulanir.

Ornek 3.3.1 D? = [0,1] x [0, 1] bélgesi iizerinde
0? 0?
a—;; — 48—;26 = (1 + 4n?) sin (7z) €'

hiperbolik denkleminin,

u(x,0) = 2sin (1z), % (,0) =sin(rz), z€]0,1]

baslangi¢ kosullar:, ve
uw(0,t) =u(1l,t) =0, telo0,1]

sinar kosullar altinda kesin ¢éziimi u (x,t) = sin (wx) (cos (27t) + €') olur. h* = 0.1 ve
ht = 0.02 i¢in, denklemin sag tarafi olan q(x,y) = (1 + 47%)sin (7)€’ fonksiyonunun
gtrilti eklenmemis degerleri ile %5, %10 ve %20 giirilti eklenmis degerleri kullanilarak,
fuzzy yaklasima ve sonlu farklar yontemi ile problemin ¢ézimi i¢in yaklasim yapilmaster.
Elde edilen yaklasik ¢oziimlerin kesin ¢ozim ile karsilastiriimast maksadiyla hata matris-

lerinin 2-normu hesaplanmas ve sonuclar Tablo 3.2°de verilmaistir.

Tablo 3.2 Hata matrisinin 2-normu (Ornek 3.3.1 igin ).

Giirtiltiistiz =~ %5 giirtiltiilic %10 giirtiltiili %20 giiriltiilii

Fuzzy Yaklagimi (Uggensel) 0.6041 0.7593 0.9877 1.5272
Fuzzy Yaklagimi (Siniisoidal) 0.6141 0.7782 1.0104 1.55518
Sonlu Fark Yaklagimi 0.6967 0.8580 1.1676 1.9317

Tablo 3.2’de, verilere eklenen giiriiltii oraninin artmasiyla yaklagimlarda ortaya g¢ikan
hatanin da arttig1 goriilmektedir. Bununla birlikte giiriiltiisiiz veya giiriiltiilii verilerle,
fuzzy yaklagimlarindaki hata degerlerinin sonlu farklar yontemi ile yapilan yaklagimlarda

elde edilenlere gore daha kiigiik oldugu goriilmektedir.
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3.4 ELIPTIiK DENKLEM iCiN DIRICHLET PROBLEMININ YAKLASIK
CcOzZUMU

Eliptik tip kismi diferansiyel denklemler, potansiyel teori, akigkanlar mekanigi ve elastikiyet
gibi alanlarda uygulamalara sahiptir. Bu boliimde bir eliptik denklem icin Dirichlet prob-

leminin ¢oziimii icin fuzzy yaklagimi ifade edilecektir.

X = [a,b] ve T = [c,d] olmak iizere D? = X x T bolgesi tamimlansin ve D2 = (a,b) X (c, d)

olsun.
0*u 0*u
52 (1) + a2 (z,y) =q(z,y), (2,9) € Dj (3.35)

eliptik denkleminin

u(a,y) = fi(y), uby =rfy, yeld
u(x,c) = fs(x), u(z,d)=fi(z), =z€]la,b]

Dirichlet sinir kogullar altinda u : X X T" — R ¢oziimiiniin bulunmasi problemi verilsin.

(3.36)

a=x9g=o1 < Ty < < Ty ==Tpi1 =0bveh® = fﬁ olmak iizere, [a,b] araligimin bir
diizgiin fuzzy pargalanigt Ay, ..., A, temel fonksiyonlari ile tamimlansin. Ayrica, ¢ = yg =

Y1 <Y < < Y = Y = d ve BY = <

olmak iizere, [c,d] aralhigimin bir diizgiin
fuzzy pargalamis1 By, ..., B, temel fonksiyonlar ile tammlansin. (3.35) denkleminin her

iki yanina fuzzy doniisiimii uygulanirsa,

cebirsel denklemine ulagilir. Burada, F2 [u,,] ve F2  [¢] matrisleri Boliim 3.2’de ifade

edilmis olup

Uy Uiy - Ul
Uyy Uyy . Uy,%
Fo o uy] = . :
o v U,
matrisi giyg i¢in fuzzy doniigiim bilegenlerinin matrisidir. Bu durumda (3.37) esitliginden
fuzzy bilegenleri kullanilarak, ¢ =1,... nve j=1,...,m igin
Ui + Uiyjy = Qy (3.38)
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esitlikleri elde edilir. % ve 327?; tiirevleri bilinmediginden Uj* ve U} bilesenleri direkt

olarak hesaplanamaz ve bu bilegsenlere U;; degerleri yardimiyla bir yaklagim yapabilmek

2 2 o L. e .
amactyla % ve 273 kismi tiirevleri icin

@(x y) u(z—h*y)—2u(z,y)+u(z+h*y)
dx? (he)? ’
Pu o Wy =) = 2u(@y) tulay L)
By Y= (h)?

sonlu fark yaklagimlar: kullanilirsa

1

1
Uy = ) [Uig—1) = 2Ui; + Usjn)] (3.40)

elde edilir.

(3.39) ve (3.40) yaklagimlar: kullanilarak (3.38) esitliklerinden i = 2,...,n — 1 ve j =

2,...,m—1 i¢in

Ui-1)j — 2Us; + Urny; | Ui-1) — 2Ui5 + Ui

(h)? () = Qi (3.41)

denklem sistemi elde edilir.

3.36) smur kosullarindan, i =1,....nve j=1,...,m icin
(3.36) $ : RR j=1,...,mig

Uyj = file+(—1))

Uy = fale+ (= 1) a2
Uzl = f3 ((I + (Z — 1))

Ulm = f4 (G+ (Z — 1))

olarak alinir.

(3.42) kosullar1 ve (3.41) denklem sisteminden, U;; degerleri hesaplanarak (Burden et al.
2014, Yang et al. 2020)

Ull U12 e Ulm
=] ?
Unl Un2 e Unm
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matrisi elde edilir ve boylece u(x;,y;) =~ Usj, i =2,...,n—1vej =2,...,m—1 anlaminda

(3.35)-(3.36) probleminin ¢dziimii i¢in bir yaklagim saglanmis olur.

(3.35)-(3.36) probleminin u ¢dziimiine bir siirekli fonksiyon yaklagimi elde edebilmek i¢in,

bulunan F?  [u] doniigiimiine ters fuzzy doniigiimii uygulanir.

Ornek 3.4.1 D? = [1,3] x [1, 3] bolgesi dizerinde
0*u  *u
+ — = xe!

02 Oy?

eliptik denkleminin
u(ly)=e’, u(dy) =3¢, yell3

u(x,1) =mve, wu(z,3)=uxze®, x€]l,3

Dirichlet sinur kosullar altinda kesin ¢ozimi u (x,y) = xe? olur. h* = h¥Y = 0.2 i¢in, den-
klemin sag tarafi olan q (z,y) = xe¥ fonksiyonunun gurilti eklenmemis degerleri ile %5,
%10 ve %20 giirilti eklenmig degerleri kullamlarak, fuzzy yaklasima ve sonlu farklar yon-
temi ile problemin ¢oziimii i¢in yaklasim yapilmastir. Ortaya ¢ikan denklem sistemlerinin
¢oziimi i¢in Gauss-Seidel yontemi (100 iterasyon adima ile) kullamlarak elde edilen yak-
lasik ¢oziimlerin kesin ¢oziim ile karsilastirilmast maksadiyla hata matrislerinin 2-normu

hesaplanmas ve sonucglar Tablo 3.3’te verilmistir.

Tablo 3.3 Hata matrisinin 2-normu (Ornek 3.4.1 igin).

Giriiltiistiz =~ %5 giiriiltiili %10 giiriiltilic %20 giiriiltiili

Fuzzy Yaklagimi (Uggensel) 0.0012 0.1944 0.3891 0.7786
Fuzzy Yaklagimi (Siniisoidal) 0.0143 0.2046 0.4021 0.7973
Sonlu Fark Yaklagimi 0.0852 0.5289 0.9899 1.9142

Ornek 3.2.1 ve 3.3.1 icin verilen Tablo 3.1 ve 3.2’de oldugu gibi Tablo 3.3’te de giiriiltii
orani arttirildikca fuzzy yaklasimi ve sonlu farklar yontemi ile yapilan yaklagimlarla elde
edilen hatalarin artmakta oldugu, ancak fuzzy yaklasiminin sonlu fark yaklagimina gore

verilere etki eden giiriiltiiden daha az etkilendigi goriilmektedir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, (Perfilieva and Chaldeeva 2001) ¢alismasinda ortaya konulan fuzzy doniigiimii
(F'—doniigiimii) ele alimmig olup fuzzy parcalams, fuzzy doniisiimii, ayrik fuzzy dontigtimii

ve ters fuzzy doniistimii kavramlar1 agiklanmigtir.

Fuzzy doniisiimii ve ters fuzzy doniisiimiiniin uygulanmasi kapsaminda iki nokta sinir-
deger problemi, parabolik denklem icin birinci karigik problem, hiperbolik denklem igin
birinci karigik problem ve eliptik denklem i¢in Dirichlet probleminin yaklagik ¢oziimii igin
fuzzy yaklagimi ifade edilmistir. Bu problemlerde yer alan bilinen fonksiyonlarin bazi 6zel
durumlar i¢in fuzzy yaklagimi ve klasik bir yontem olan sonlu farklar yontemi ile elde

edilen yaklagim sonuglar1 grafikler ve tablolar yardimiyla kargilagtirilmigtir.

Incelenen 6rneklerde denklemlerin sag taraflarina eklenen giiriiltiiniin artmasi ile her iki
yontemde de yaklagim sonucu ortaya ¢ikan hatanin da artmakta oldugu, bununla beraber
fuzzy yaklagimi ile elde edilen sonuclarin sonlu farklar yontemine gore giiriiltii artisindan
daha az etkilendigi goriilmiistiir. Ayrica, iiggensel temel fonksiyonlar kullanilarak yapilan
fuzzy yaklagimlarinda siniisoidal temel fonksiyonlar kullanilarak yapilan fuzzy yaklagim-
lar1 ve sonlu farklar yontemi ile yapilan yaklasimlara gore daha kiigiik hata degerlerine

ulagilmigtir.

Bu ¢alisma kapsaminda kullanilan fuzzy yaklagimi ele alinan ¢rnekler haricinde diger adi
diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler ve integral denklemlerin ¢oziimiinii
gerektiren uygulamali matematigin gesitli problemlerinde kullanimi miimkiin olan 6nemli

ve etkili bir yaklagimdir.
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