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BÖLÜM 1

GİRİŞ

Fiziksel problemlerin matematiksel modelleri ortaya koyulurken, problemlerin doğrusal

olduğu veya zamanla deği̧smediği gibi bazıbasitleştirmeler veya kabuller yapılabilmek-

tedir. Ancak uygulamalarda kaŗsılaşılan birçok problem hem dinamik hem de oldukça

karmaşıktır. Bu nedenle ortaya konulan matematiksel modelin pratikte uygulanabilir ve

uygun bir çözüm yöntemine sahip olmasıönemlidir.

Kullanılan matematiksel modelde istenilen çözümün analitik olarak elde edilmesi her za-

man mümkün olmadı̆gından, çözümlerin nümerik olarak hesaplanmasıiçin doğruluğu yük-

sek etkili yöntemler araştırılır. Fourier, Laplace, Radon, dalgacık (wavelet) dönüşümü gibi

çeşitli dönüşümler matematiksel modellerin ortaya konulmasında ve diferansiyel ya da

integro-diferansiyel denklemlerin çözümünün teorik veya sayısal olarak araştırılmasında

kullanılmaktadır. Perfilieva ve Chaldeeva 2001 yılında, fuzzy dönüşümünün (F−dönüşümü)

tanımınıvererek veri sıkı̧stırma ve rekonstrüksiyonu, görüntü düzenleme, füzyon gürültüsü-

nün yok edilmesi ve kontrol sistemleri konularında fuzzy dönüşümünün uygulanabilirliğini

ortaya koymuştur (Perfilieva and Chaldeeva 2001). (Stepnicka and Valasek 2004a, 2004b)

çalı̧smalarında fuzzy dönüşümü kullanılarak ısıve dalga denklemlerinin çözümleri için bir

sürekli fonksiyon yaklaşımıverilmi̧stir. (Dankova and Valasek 2006) makalesinde görüntü

füzyon probleminin çözümünde kullanılan dalgacık dönüşümünün yerine alternatif olarak

fuzzy dönüşümünün kullanılabileceği gösterilmi̧stir.

Fuzzy dönüşümü, kapalıaralıkta tanımlısürekli fonksiyonların yaklaşık olarak bir tem-

silini yapar ve bu yaklaşım diğer dönüşümlerde olduğu gibi direkt fuzzy dönüşüm ile

ters fuzzy dönüşüm çiftinden meydana gelir. Fuzzy dönüşümü temel anlamda, fuzzy

küme teorisine bağlıolarak kısmi üyeliği kabul eden bir dönüşüm olarak ifade edilebilir.

Fuzzy küme teorisi, klasik küme teorisinden farklı olarak elemanların kısmen kümeye

dahil olduğu durumları da dikkate alır. Buradan hareketle fuzzy küme teorisine göre,

kümedeki her bir elemana kaŗsılık, [0, 1] aralı̆gında kümedeki üyelik derecesini temsil
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eden bir reel sayıdeğeri verilir. Fuzzy küme teorisi kavramınıilk olarak 1965 yılında Lotfi

Zadeh tarafından ortaya konulmuştur (Zadeh 1965).

Mevcut matematiksel kavramlar önemli ölçüde ele alınan problemin evrensel kümesine

ait elemanlar ve kümeler bakımından klasik küme teorisine bağlıdır. Fakat, klasik küme

teorisi ile tanımlanamayan ya da ele alınamayan bir çok uygulamalıproblem mevcuttur.

Bu nedenle fuzzy küme teorisi ve fuzzy modellerinin yaklaşım özelliklerini merkeze alan

fuzzy yaklaşımıve bu yaklaşımın uygulama alanlarıüzerine çalı̧smalar önem kazanmak-

tadır.

1.1 TEZİN KAPSAMI VE ÖNEMİ

Bu tez kapsamında fuzzy parçalanı̧s, fuzzy dönüşümü, ayrık fuzzy dönüşümü ve ters fuzzy

dönüşümü kavramlarıele alınmı̧stır. Bu kavramlar sırasıyla tek deği̧skenli, iki deği̧skenli

ve r ∈ N deği̧skenli fonksiyonlar için açıklanmı̧stır. Fuzzy ve ters fuzzy dönüşümleri ile

bir fonksiyonun hangi ölçüde temsil edilebileceği ve nasıl bir yaklaşım sağlanabileceği

incelenmi̧stir.

Fuzzy dönüşümü ile ilgili uygulamalar kapsamında, iki nokta sınır-değer problemi, parabo-

lik denklem için birinci karı̧sık problem, hiperbolik denklem için birinci karı̧sık problem ve

eliptik denklem için Dirichlet probleminin yaklaşık çözümü fuzzy yaklaşımıkullanılarak

araştırılmı̧stır. Bu problemler için verilen yaklaşım yöntemlerinin uygulanmasıve değer-

lendirmesine yönelik gerekli program kodlarıyazılmı̧s ve problemlerde yer alan bilinen

fonksiyonların bazıözel durumlarıiçin yaklaşık çözümler elde edilmi̧stir.

Yaklaşık çözümlerin elde edilmesinde kullanılan yöntem temel olarak sonlu farklar yön-

temi ile benzerlik göstermektedir. Ancak sonlu farklardan farklıolarak ele alınan tanım

kümesi bir ağ ile temsil edilmek yerine bu kümenin fuzzy parçalanı̧sıyardımıyla temsil

edilmektedir. Ayrıca, fonksiyonun ağın düğüm noktalarındaki değerleri yerine fonksiyonun

fuzzy bileşenleri kullanılmaktadır. Ele alınan örneklerde verilere etki eden gürültünün yak-

laşık çözüme etkisinin fuzzy dönüşümü kullanılarak yapılan yaklaşımlarda sonlu farklar

kullanılarak yapılan yaklaşımlara göre daha az olduğu görülmüştür.
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1.2 FUZZY KÜMELERİ VE TEMEL İŞLEMLER

Bu kısımda, fuzzy kümeleri tanımıve bu kümelerde tanımlanan i̧slemler ele alınacaktır.

Tanım 1.2.1 D evrensel küme A ⊆ D olsun. Klasik küme teorisinde D kümesinin her

bir elemanıA kümesinin bir elemanıdır ya da dĕgildir. Bir klasik küme χA : D → {0, 1}

olmak üzere

χA(x) =

 1, x ∈ A

0, x /∈ A

olarak tanımlanan karakteristik fonksiyon ile karakterize edilir (Zadeh 1965, s. 339).

Fuzzy küme teorisinde ise kısmi üyelik geçerlidir. Karakteristik fonksiyonun genelleşti-

rilmesi D nin her bir elemanının üyelik derecesi şeklinde tanımlanır.

Tanım 1.2.2 D, x ile ifade edilen nesnelerin bir toplulŭgu olsun. D üzerinde A fuzzy

kümesi A :D → [0, 1] olmak üzere

A = {(x,A (x)) | x ∈ D}

ile tanımlısıralıikililerin bir kümesidir. Burada her x ∈ D için tanımlananA (x) dĕgerine

x in A fuzzy kümesine ait olma (üyelik) derecesi ve A fonksiyonuna da üyelik fonksiyonu

denir (Chen and Pham 2000).

Örnek 1.2.1 D = {1, 2, 3, ..., 10} olsun. Klasik küme teorisinde bir A ⊆ D kümesi

A = {2, 5, 8}

şeklinde ifade edilirken, fuzzy küme teorisinde A ⊂
∼
D kümesi, üyelik derecelerini de içeren

sıralıikililer yardımıyla

A = {(1, 0.1) , (2, 1) , (3, 0.6) , (4, 0.5) , (5, 1) , (6, 0) , (7, 0) , (8, 1) , (9, 0) , (10, 0.5)}

şeklinde gösterilir.

Uyarı1.2.3 1) A nın her bir elemanı, birinci bileşeni D den ve ikinci bileşeni [0, 1]

aralı̆gından olan bir sıralıikili şeklinde ifade edilir.

2) 0 dĕgeri tam üye olmamayı, 1 dĕgeri tam üye olmayıifade eder ve bunların arasındaki

dĕgerler ara derece üyelĭgini temsil eder.
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Fuzzy kümelerindeki üyelik dereceleri aşağıdaki gibi sınıflandırılır.

Tanım 1.2.4 α ∈ [0, 1] olmak üzere, A fuzzy kümesine ait üyelik derecesinin en az α

oldŭgu elemanların

Aα = {x ∈ D | A (x) ≥ α}

kümesine α−kesimi (α−cut veya α−level set) denir (Leondes 1998, s. 41).

Yukarıdaki tanım ” ≥ ” yerine ” > ” sembolü kullanılarak da verilebilir.

Tanım 1.2.5 A ⊂
∼
D olmak üzere

Supp (A) = {x ∈ D | A (x) > 0}

kümesine A nın destĕgi (support) denir (Zimmermann 2001, s. 14).

Örnek 1.2.2 Örnek 1.2.1 ele alınırsa

Supp (A) = {1, 2, 3, 4, 5, 8, 10}

A0,5 = {2, 3, 4, 5, 8, 10}

şeklinde bulunur.

Tanım 1.2.6 A ⊂
∼
D olmak üzere her x ∈ D için A (x) = 0 ise A fuzzy kümesi boştur

denir (Feng 2010, s. 18).

Tanım 1.2.7 A,B ⊂
∼
D olmak üzere her x ∈ D için A (x) ≤ B (x) ⇐⇒ A ⊂

∼
B dir

(Zadeh 1965, s. 340).

Tanım 1.2.8 A,B ⊂
∼
D olsun. Her x ∈ D için A (x) = B (x) ⇐⇒ A = B dir (Zadeh

1965, s. 340).

Tanım 1.2.9 A,B ⊂
∼
D fuzzy kümelerinin C = A ∪ B ⊂

∼
D birleşimi, her x ∈ D için

üyelik fonksiyonu

C (x) = (A ∪B) (x) = maks {A (x) ,B (x)}

olarak tanımlanan fuzzy kümesidir (Zadeh 1965, s. 340).
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Tanım 1.2.10 A,B ⊂
∼
D fuzzy kümelerinin C = A ∩ B ⊂

∼
D kesişimi, her x ∈ D için

üyelik fonksiyonu

C (x) = (A ∩B) (x) = min {A (x) ,B (x)}

olarak tanımlanan fuzzy kümesidir (Zadeh 1965, s. 341).

Tanım 1.2.11 A ⊂
∼
D fuzzy kümesinin Ac ⊂

∼
D tümleyeni, her x ∈ D için üyelik fonksi-

yonu

Ac (x) = 1−A (x)

olarak tanımlanan fuzzy kümesidir (Feng 2010, s. 19).

Tanım 1.2.12 x1, x2 ∈ D ve λ ∈ [0, 1] olmak üzere

A (λx1 + (1− λ)x2) ≥ min (A (λx1) ,A (λx2))

eşitsizlĭgi săglanıyorsa A fuzzy kümesi D üzerinde konvekstir denir (Feng 2010, s. 18).

Tanım 1.2.13 Her x, x′, y, y′ ∈ [0, 1] için

T (x, y) = T (y, x) (dĕgişme)

T (x, T (y, z)) = T (T (x, y) , z) (birleşme)

x ≤ x′ ve y ≤ y′ iken T (x, y) ≤ T (x′, y′) (monotonluk)

T (x, 1) = x (birim eleman 1)

özelliklerini săglayan T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] dönüşümüne t−norm denir (Stepnicka

2007).

Tanım 1.2.14 Her x, x′, y, y′ ∈ [0, 1] için

S (x, y) = S (y, x) (dĕgişme)

S (x, S (y, z)) = S (S (x, y) , z) (birleşme)

x ≤ x′ ve y ≤ y′ iken S (x, y) ≤ S (x′, y′) (monotonluk)

S (x, 0) = x (birim eleman 0)

özelliklerini săglayan S : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] dönüşümüne t−konorm denir (Stepnicka

2007).
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Tanım 1.2.15 A ⊂
∼
X, B ⊂

∼
Y olsun. A × B ⊂

∼
X × Y fuzzy kartezyen çarpımı, her

x ∈ X ve y ∈ Y için üyelik fonksiyonu

(A×B) (x, y) = min (A (x) ,B (y))

olarak tanımlanan fuzzy kümesidir (Stepnicka 2007).

Bir R fuzzy bağıntısıX × Y kartezyen çarpım uzayından [0, 1] aralı̆gına tanımlanan ve

iki uzaydan alınan sıralıikililerin üyelik fonksiyonlarıyla ifade edilen bir dönüşümdür.

Tanım 1.2.16 R ve G, X×Y kartezyen uzayında iki fuzzy băgıntısıolsun. Bu durumda

(R ∪G) (x, y) = maks(R (x, y) ,G (x, y)) Birleşim işlemi

(R ∩G) (x, y) = min(R (x, y) ,G (x, y)) Kesişim işlemi

Rc (x, y) = 1−R (x, y) Tümleyen

R ⊂
∼
G⇒ R (x, y) ≤ G (x, y) Kapsama

dır (Stepnicka 2007).

Tanım 1.2.17 R ⊂
∼
X × Y, G ⊂

∼
Y × Z fuzzy băgıntılarıolsun.

(R ◦G) (x, z) = sup
y∈Y

min {R (x, y) ,G (y, z)}

ifadesine R ve G fuzzy kümelerinin sup−min bileşkesi denir (Stepnicka 2007).

Tanım 1.2.18 T, t−norm ve R ⊂
∼
X × Y, G ⊂

∼
Y × Z fuzzy băgıntılarıolsun.

(R ◦T G) (x, z) = sup
y∈Y

T {R (x, y) ,G (y, z)}

ifadesine R ve G fuzzy kümelerinin sup−T bileşkesi denir (Stepnicka 2007).
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BÖLÜM 2

FUZZY DÖNÜŞÜMÜ

Bir fonksiyonun fuzzy dönüşümünün tanımlanabilmesi için öncelikle ele alınan fonksi-

yonun tanım kümesinin fuzzy parçalanı̧s olarak adlandırılan bir parçalanı̧sının oluştu-

rulması gerekir. Bölüm 2.1’de, bir D ⊆ R kümesi için fuzzy parçalanı̧s kavramıaçık-

lanacak ve daha sonra tek deği̧skenli reel değerli fonksiyonlar için direkt ve ters fuzzy

dönüşüm tanımlarıverilecektir. Bölüm 2.2 ve 2.3’te bu tanımların daha yüksek boyutlar-

daki genelleştirmelerine yer verilecektir.

2.1 TEK DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLAR İÇİN FUZZY DÖNÜŞÜMÜ

2.1.1 Fuzzy Parçalanı̧s

Bu bölümde D = [a, b] olarak alınacaktır. D kümesi için
n∑
i=1

Ai(x) = 1 koşulunu (Ruspini

koşulu) sağlayan Ai ⊂
∼
D, i = 1, ..., n, fuzzy kümeleri yardımıyla bir fuzzy parçalanı̧sı

oluşturulacaktır (Perfilieva 2004, s. 4).

Tanım 2.1.1 n ≥ 2 olmak üzere a = c0 = c1 < · · · < cn = cn+1 = b, [a, b] aralı̆gında

belirlenmiş noktalar ve hi = ci+1 − ci, i = 0, ..., n adım büyüklükleri olsun.

1. Her bir i = 1, . . . , n için Ai : [a, b]→ [0, 1], Ai(ci) = 1,

2. x /∈ [c1, c2) ise A1(x) = 0, x /∈ (cn−1, cn] ise An(x) = 0 ve i = 2, . . . , n − 1 için

x /∈ (ci−1, ci+1) ise Ai(x) = 0,

3. Her bir i = 1, . . . , n için Ai, D de süreklidir,

4. Ai, i = 2, . . . , n için [ci−1, ci] aralı̆gında kesin artan ve i = 1, . . . , n − 1 için [ci, ci+1]

aralı̆gında kesin azalandır,

5.
n∑
i=1

Ai(x) = 1 (her x ∈ D için)

koşulları săglanırsa A1(x), . . . ,An(x) fonksiyonlarına temel fonksiyonlar ve bu fonksi-

yonlar yardımıyla tanımlanan A1, . . . ,An fuzzy kümelerine de D nin bir fuzzy parçalanı̧sı

denir.
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Ĕger c1, . . . , cn noktaları birbirlerine eşit uzaklıkta ise, başka bir deyişle i = 1, . . . , n

(n > 2) için ci = a+ h (i− 1) , h = b−a
n−1 olmak üzere

6. Ai (ci − x) = Ai (ci + x) her x ∈ [0, h] , i = 2, . . . , n− 1,

7. Ai+1 (x) = Ai (x− h) her x ∈ [a+ h, b] , i = 1, . . . , n− 1,

koşullarısăglanıyorsa parçalanı̧sa düzgün fuzzy parçalanı̧s ve temel fonksiyonlara da düzgün

temel fonksiyonlar denir (Perfilieva 2004, s. 4).

Düzgün fuzzy parçalanı̧s için sıklıkla kullanılan temel fonksiyonlar üçgensel (triangular)

ve sinüsoidal temel fonksiyonlardır. Üçgensel temel fonksiyonlar

A1 (x) =

 c2−x
c2−c1 , x ∈ [c1, c2]

0 , diğer
,

An (x) =


x−cn−1
cn−cn−1 , x ∈ [cn−1, cn]

0 , diğer

ve i = 2, . . . , n− 1 için

Ai (x) =


x−ci−1
ci−ci−1 , x ∈ [ci−1, ci]

ci+1−x
ci+1−ci , x ∈ [ci, ci+1]

0 , diğer

şeklinde tanımlanır. Sinüsoidal temel fonksiyonlar ise

A1 (x) =


1
2

(
cos
(
π(x−c1)
c2−c1

)
+ 1
)

, x ∈ [c1, c2]

0 , diğer
,

An (x) =


1
2

(
cos
(
π(x−cn)
cn−cn−1

)
+ 1
)

, x ∈ [cn−1, cn]

0 , diğer

ve i = 2, . . . , n− 1 için

Ai (x) =


1
2

(
cos
(
π(x−ci)
ci−ci−1

)
+ 1
)

, x ∈ [ci−1, ci]

1
2

(
cos
(
π(x−ci)
ci+1−ci

)
+ 1
)

, x ∈ [ci, ci+1]

0 , diğer

şeklinde tanımlanır (Perfilieva 2004, s. 5).
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[0, 1] aralı̆gında, n = 6 için h = 0.2 eşit adım büyüklüğü ile ci = 0.2(i − 1), i = 1, ..., 6

olup, üçgensel temel fonksiyonlar Şekil 2.1’de ve sinüsoidal temel fonksiyonlar Şekil 2.2’de

verilmi̧stir.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

y = A1(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

y = A2(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

y = A6(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

Şekil 2.1 Üçgensel temel fonksiyonlar (A1(x),A2(x), . . . ,A6(x)).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1
y = A1(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

y = A2(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

y = A6(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

Şekil 2.2 Sinüsoidal temel fonksiyonlar (A1(x),A2(x), . . . ,A6(x)).
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Lemma 2.1.2 D nin bir düzgün fuzzy parçalanı̧sı, A1, . . . ,An temel fonksiyonları ile

tanımlansın. Bu durumda,

b∫
a

A1 (x) dx =
h

2
,

b∫
a

An (x) dx =
h

2
(2.1)

ve i = 2, . . . , n− 1 (n > 2) için

b∫
a

Ai (x) dx = h (2.2)

olur (Perfilieva 2006, s. 996).

İspat. Temel fonksiyon tanımından, her x /∈ (ci−1, ci+1) için Ai (x) = 0, x ∈ D için
n∑
i=1

Ai(x) = 1 ve x ∈ [ci, ci+1] için

1 = Ai (x) +Ai+1 (x)

olup, son eşitliğin her iki tarafının integrali alınırsa,

ci+1∫
ci

1dx =

ci+1∫
ci

Ai (x) dx+

ci+1∫
ci

Ai+1 (x) dx

h =

ci+1∫
ci

Ai (x) dx+

ci+1∫
ci

Ai+1 (x) dx

elde edilir. Fuzzy parçalanı̧s düzgün olduğundan

h =

ci+1∫
ci

Ai (x) dx+

ci+1∫
ci

Ai+1 (x) dx = 2

ci+1∫
ci

Ai (x) dx

veya

ci+1∫
ci

Ai (x) dx =
h

2
, i = 1, . . . , n− 1

olur. Benzer biçimde her x ∈ [ci−1, ci] için

1 = Ai−1 (x) +Ai (x)
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olduğundan
ci∫

ci−1

Ai (x) dx =
h

2
, i = 2, . . . , n

elde edilir. Bu durumda, Tanım 2.1.1’den her x /∈ [c1, c2) için A1 (x) = 0 olduğundan
b∫

a

A1 (x) dx =

c2∫
c1

A1 (x) dx =
h

2

ve Tanım 2.1.1’den her x /∈ (cn−1, cn] için An (x) = 0 olduğundan
b∫

a

An (x) dx =

cn∫
cn−1

An (x) dx =
h

2

olduğu görülür. Son olarak, Tanım 2.1.1’den i = 2, . . . , n − 1 ve her x /∈ (ci−1, ci+1) için

Ai (x) = 0 olduğundan
b∫

a

Ai (x) dx =

ci+1∫
ci−1

Ai (x) dx

=

ci∫
ci−1

Ai (x) dx+

ci+1∫
ci

Ai (x) dx

=
h

2
+
h

2

= h

elde edilir.

Tanım 2.1.3 a = c0 = c1 < · · · < cn = cn+1 = b, D de sabit noktalar ve A1, . . . ,An

temel fonksiyonlar olsun. hi = ci+1 − ci olmak üzere, i = 1, . . . , n− 1 için

Ai (ci + x) = Ai+1 (ci+1 − x) , x ∈ [0, hi] (2.3)

koşulunu săglayan fuzzy parçalanı̧sısimetriktir denir (Stepnicka 2007, s. 39).

Şimdi, simetrik bir fuzzy parçalanı̧sın Lemma 2.1.2’deki özelliğe benzer bir özelliği sağla-

dı̆gıgösterilecektir.

Lemma 2.1.4 D nin bir simetrik fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksiyon-

larıile tanımlansın. Bu durumda i = 1, . . . , n için
b∫

a

Ai (x) dx =
hi−1 + hi

2

olur (Stepnicka 2007, s. 41).
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İspat. İntegraller yardımıyla hi değeri aşağıdaki gibi ifade edilir:

hi =

ci+1∫
ci

1dx

=

ci+1∫
ci

(Ai (x) +Ai+1 (x)) dx

=

ci+1∫
ci

Ai (x) dx+

ci+1∫
ci

Ai+1 (x) dx. (2.4)

Simetri tanımından,

ci+1∫
ci

Ai (x) dx =

ci+1∫
ci

Ai+1 (x) dx

olur ve (2.4) eşitliğinden,

ci+1∫
ci

Ai (x) dx =
hi
2

elde edilir. Benzer şekilde

ci∫
ci−1

Ai (x) dx =
hi−1

2

olduğu gösterilebilir. Böylece

b∫
a

Ai (x) dx =

ci+1∫
ci−1

Ai (x) dx

=

ci∫
ci−1

Ai (x) dx+

ci+1∫
ci

Ai (x) dx

=
hi−1 + hi

2

elde edilir.

Lemma 2.1.4, Lemma 2.1.2’nin bir genelleştirilmesidir. Çünkü, bir fuzzy parçalanı̧sın

düzgün olmasıdurumunda simetri özelliği sağlanır. (2.3) ün sağ tarafıdüşünülürse: Fuzzy

parçalanı̧sın düzgünlüğü özelliğinden

Ai+1 (ci+1 − x) = Ai (ci+1 − x− h) = Ai (ci − x) = Ai (ci + x)

yazılabilir. Böylece, simetri özelliği de sağlanmı̧s olur.
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2.1.2 Direkt Fuzzy Dönüşümü

Tanım 2.1.5 D nin bir fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksiyonları ile

tanımlansın ve f : D → R, C (D) de keyfi bir fonksiyon olsun.

Fi =

∫ b
a
f (x)Ai (x) dx∫ b
a
Ai (x) dx

, i = 1, . . . , n (2.5)

ile verilen reel sayıların Fn [f ] = [F1, . . . , Fn] n−lisine f fonksiyonunun A1, . . . ,An

parçalanı̧sına göre direkt fuzzy dönüşümü (F−dönüşümü) denir. F1, . . . , Fn reel sayılarına

f nin fuzzy dönüşüm bileşenleri denir (Perfilieva 2006).

Bir fuzzy parçalanı̧s düzgün ise Lemma 2.1.2’den bir f fonksiyonunun direkt fuzzy dönüşümü

bileşenleri aşağıdaki şekilde yazılabilir;

F1 =

∫ b
a
f (x)A1 (x) dx∫ b
a
A1 (x) dx

=

∫ c2
c1
f (x)A1 (x) dx∫ c2
c1
A1 (x) dx

=
2

h

∫ c2

c1

f (x)A1 (x) dx,

Fn =

∫ b
a
f (x)An (x) dx∫ b
a
An (x) dx

=

∫ cn
cn−1

f (x)An (x) dx∫ cn
cn−1

An (x) dx
=

2

h

∫ cn

cn−1

f (x)An (x) dx

ve i = 2, . . . , n− 1 için

Fi =

∫ b
a
f (x)Ai (x) dx∫ b
a
Ai (x) dx

=

∫ ci+1
ci−1

f (x)Ai (x) dx∫ ci+1
ci−1

Ai (x) dx
=

1

h

∫ ci+1

ci−1

f (x)Ai (x) dx. (2.6)

Eğer fuzzy parçalanı̧s simetrikse Lemma 2.1.4’ten direkt fuzzy dönüşüm bileşenleri

F1 =
2

h1

∫ c2

c1

f (x)A1 (x) dx,

Fn =
2

hn−1

∫ cn

cn−1

f (x)An (x) dx

ve i = 2, . . . , n− 1 için

Fi =
2

hi−1 + hi

∫ ci+1

ci−1

f (x)Ai (x) dx

şeklinde yazılır.

f fonksiyonunun değerleri sadece p1, . . . , pN ∈ D noktalarında biliniyorsa fuzzy dönüşümü-

nün ayrık formu kullanılır.
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Tanım 2.1.6 D nin bir fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksiyonları ile

tanımlansın ve f : D → R fonksiyonunun p1, . . . , pN ∈ D noktalarında dĕgerleri bilinsin.

Ĕger, her i = 1, . . . , n için Ai (pk) > 0 olacak şekilde bir k ∈ {1, . . . , N} varsa

Fi =

N∑
k=1

f (pk)Ai (pk)

N∑
k=1

Ai (pk)

, i = 1, . . . , n (2.7)

ile verilen reel sayıların [F1, . . . , Fn] n−lisine f fonksiyonunun ayrık fuzzy dönüşümü

denir (Perfilieva and Chaldeeva 2001).

Lemma 2.1.7 D nin bir fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksiyonları ile

tanımlansın. f, g, h, D de sürekli fonksiyonlar ve α, β ∈ R olmak üzere h = αf + βg

olsun. Bu durumda,

[H1, . . . , Hn] = α [F1, . . . , Fn] + β [G1, . . . , Gn]

eşitlĭgi geçerlidir, burada [H1, . . . , Hn] , [F1, . . . , Fn] ve [G1, . . . , Gn] sırasıyla h, f ve g nin

fuzzy dönüşümleridir (Perfilieva and Chaldeeva 2001).

İspat. i = 1, . . . , n için

Hi =

∫ b
a
h (x)Ai (x) dx∫ b
a
Ai (x) dx

=

∫ b
a

(αf (x) + βg (x))Ai (x) dx∫ b
a
Ai (x) dx

= α

∫ b
a
f (x)Ai (x) dx∫ b
a
Ai (x) dx

+ β

∫ b
a
g (x)Ai (x) dx∫ b
a
Ai (x) dx

= αFi + βGi

yazılır. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 2.1.8 D nin bir düzgün fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksiyon-

larıile tanımlansın ve f ∈ C (D) , (a, b) aralı̆gında ikinci mertebeden sürekli diferansiyel-

lenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda i = 1, . . . , n için

Fi = f (ci) +O
(
h2
)

eşitlĭgi geçerlidir (Perfilieva 2006).
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İspat. i = 2, . . . , n− 1 için, trapez kuralıkullanılarak

Fi =
1

h

∫ ci+1

ci−1

f (x)Ai (x) dx

=
1

h

(∫ ci

ci−1

f (x)Ai (x) dx+

∫ ci+1

ci

f (x)Ai (x) dx

)
=

1

h

[
h

2
(f (ci−1)Ai (ci−1) + 2f (ci)Ai (ci) + f (ci+1)Ai (ci+1)) +O

(
h3
)]

yazılabilir, ayrıca temel fonksiyon tanımından Ai (ci) = 1 ve Ai (ci−1) = Ai (ci+1) = 0

dır. Buradan;

Fi = f (ci) +O
(
h2
)

bulunur.

Benzer olarak, i = 1 için

F1 =
2

h

∫ c2

c1

f (x)A1 (x) dx

=
2

h

[
h

2
(f (c1)A1 (c1) + f (c2)A1 (c2)) +O

(
h3
)]

ve A1 (c1) = 1, A1 (c2) = 0 olduğundan

F1 = f (c1) +O
(
h2
)

bulunur. Son olarak i = n için

Fn =
2

h

∫ cn

cn−1

f (x)An (x) dx

=
2

h

[
h

2
(f (cn−1)An (cn−1) + f (cn)An (cn)) +O

(
h3
)]

ve An (cn) = 1, An (cn−1) = 0 olduğundan

Fn = f (cn) +O
(
h2
)

elde edilir.

Lemma 2.1.9 D nin bir simetrik fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksi-

yonları ile tanımlansın, ayrıca f ∈ C (D) fonksiyonu (a, b) aralı̆gında ikinci mertebeden

sürekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda i = 1, . . . , n için

Fi = f (ci) +O
(
maks

(
h2i−1, h

2
i

))
dir (Stepnicka 2007, s. 44).
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İspat. i = 2, . . . , n− 1 için

Fi =
2

hi−1 + hi

(∫ ci

ci−1

f (x)Ai (x) dx+

∫ ci+1

ci

f (x)Ai (x) dx

)
=

2

hi−1 + hi

[
hi−1

2
(f (ci−1)Ai (ci−1) + f (ci)Ai (ci)) +O

(
h3i−1

)]
+

2

hi−1 + hi

[
hi
2

(f (ci)Ai (ci) + f (ci+1)Ai (ci+1)) +O
(
h3i
)]

yazılabilir, ayrıca temel fonksiyon tanımından Ai (ci) = 1 ve Ai (ci−1) = Ai (ci+1) = 0

olduğundan,

Fi =
hi−1

hi−1 + hi
f (ci) +

hi
hi−1 + hi

f (ci) + 2
O
(
h3i−1

)
+O (h3i )

hi−1 + hi

= f (ci)
O
(
h3i−1 + h3i

)
hi−1 + hi

= f (ci) +O
(
maks

(
h2i−1, h

2
i

))
bulunur.

Benzer olarak, i = 1 için

F1 =
2

h1

∫ c2

c1

f (x)A1 (x) dx

=
2

h1

[
h1
2

(f (c1)A1 (c1) + f (c2)A1 (c2)) +O
(
h31
)]

= f (c1) +O
(
h21
)

ve i = n için

Fn =
2

hn−1

∫ cn

cn−1

f (x)An (x) dx

=
2

hn−1

[
hn−1

2
(f (cn−1)An (cn−1) + f (cn)An (cn)) +O

(
h3n−1

)]
= f (cn) +O

(
h2n−1

)
olur.

Lemma 2.1.10 D nin bir simetrik fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksi-

yonlarıile tanımlansın. Ayrıca f ∈ C (D) fonksiyonu (a, b) aralı̆gında ikinci mertebeden

sürekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. i = 2, . . . , n− 1 için∫ ci

a

f (x) dx =
h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hi−2 + hi−1

2
Fi−1 +

hi−1
2
Fi

+O
(
maks

(
h2i−1, h

2
i

))
ve buradan;∫ b

a

f (x) dx =
1

2

(
n−1∑
i=1

hiFi +
n∑
i=2

hi−1Fi

)
yazılır (Stepnicka 2007, s. 45).
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İspat. i = 2, . . . , n− 1 için x ∈ [a, ci] olsun. Bu durumda, temel fonksiyon tanımından

n∑
j=1

Aj (x) =
i∑

j=1

Aj (x) +Ai+1 (x) +Ai+2 (x) + · · ·+An (x) = 1

ve her x ∈ [a, ci] için Ai+1 (x) +Ai+2 (x) + · · ·+An (x) = 0 olduğundan

i∑
j=1

Aj (x) = 1

olur. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafıf (x) ile çarpılarak

f (x) = f (x)
i∑

j=1

Aj (x) =
i∑

j=1

f (x)Aj (x)

yazılabilir, bu eşitliğin her iki tarafının integrali alındı̆gında

∫ ci

a

f (x) dx =

∫ ci

a

i∑
j=1

f (x)Aj (x) dx

=
i∑

j=1

∫ ci

a

f (x)Aj (x) dx

=

∫ c2

c1

f (x)A1 (x) dx+

∫ c3

c1

f (x)A2 (x) dx

+ · · ·+
∫ ci

ci−2

f (x)Ai−1 (x) dx+

∫ ci

ci−1

f (x)Ai (x) dx

elde edilir. Lemma 2.1.4’ten,

∫ ci

a

f (x) dx =
h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hi−2 + hi−1

2
Fi−1

+

∫ ci

ci−1

f (x)Ai (x) dx

yazılabilir. Son eşitliğin sağ tarafındaki son integrale trapez yöntemi uygulanırsa ve

Ai (ci) = 1, Ai (ci−1) = 0
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olduğu dikkate alınırsa, Lemma 2.1.9’dan;∫ ci

a

f (x) dx =
h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hi−2 + hi−1

2
Fi−1

+
hi−1

2
(f (ci−1)Ai (ci−1) + f (ci)Ai (ci)) +O

(
h3i−1

)
=

h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hi−2 + hi−1

2
Fi−1

+
hi−1

2
f (ci) +O

(
h3i−1

)
=

h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hi−2 + hi−1

2
Fi−1

+
hi−1

2

(
Fi −O

(
maks

(
h2i−1, h

2
i

)))
+O

(
h3i−1

)
=

h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hi−2 + hi−1

2
Fi−1 +

hi−1
2
Fi

−hi−1
2
O
(
maks

(
h2i−1, h

2
i

))
+O

(
h3i−1

)
=

h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hi−2 + hi−1

2
Fi−1 +

hi−1
2
Fi

+O
(
maks

(
h2i−1, h

2
i

))

elde edilir. Benzer olarak, her x ∈ D için
∑n

j=1Aj (x) = 1 olduğundan∫ b

a

f (x) dx =

∫ b

a

n∑
j=1

f (x)Aj (x) dx

=

n∑
j=1

∫ b

a

f (x)Aj (x) dx

=

∫ c2

c1

f (x)A1 (x) dx+

∫ c3

c1

f (x)A2 (x) dx

+ · · ·+
∫ cn

cn−2

f (x)An−1 (x) dx+

∫ cn

cn−1

f (x)An (x) dx

=
h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hn−2 + hn−1

2
Fn−1 +

hn
2
Fn

=
1

2

(
n−1∑
i=1

hiFi +
n∑
i=2

hi−1Fi

)

olduğu görülür.

Lemma 2.1.10 dikkate alınarak düzgün bir fuzzy parçalanı̧s için integral hesabıaşağıda

verilmi̧stir.
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Lemma 2.1.11 D nin bir düzgün fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksi-

yonlarıile tanımlansın. Ayrıca f ∈ C (D) fonksiyonu (a, b) aralı̆gında ikinci mertebeden

sürekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda i = 2, . . . , n− 1 için∫ ci

a

f (x) dx = h

(
1

2
F1 + F2 + . . .+ Fi−1 +

1

2
Fi

)
+O

(
h2
)

ve∫ b

a

f (x) dx = h

(
1

2
F1 + F2 + . . .+ Fn−1 +

1

2
Fn

)
(2.8)

olur (Perfilieva and Chaldeeva 2001).

İspat. İspat direkt olarak yapılabileceği gibi, bir düzgün fuzzy parçalanı̧s aynızamanda

simetrik fuzzy parçalanı̧s olduğundan Lemma 2.1.10 dikkate alınarak verilecektir.∫ ci

a

f (x) dx =
h1
2
F1 +

h1 + h2
2

F2 + . . .+
hi−2 + hi−1

2
Fi−1 +

hi−1
2
Fi

+O
(
maks

(
h2i−1, h

2
i

))
olup parçalanı̧s düzgün olduğundan

h1 = h2 = · · · = hi−2 = hi−1 = h

olarak alınırsa∫ ci

a

f (x) dx =
h

2
F1 + hF2 + . . .+ hFi−1 +

h

2
Fi +O

(
h2
)

= h

(
1

2
F1 + F2 + . . .+ Fi−1 +

1

2
Fi

)
+O

(
h2
)

elde edilir. Lemma 2.1.10’daki ikinci eşitlik kullanılırsa∫ b

a

f (x) dx =
1

2

(
n−1∑
i=1

hiFi +

n∑
i=2

hi−1Fi

)

=
h

2

(
n−1∑
i=1

Fi +

n∑
i=2

Fi

)

= h

(
1

2
F1 + F2 + . . .+ Fn−1 +

1

2
Fn

)
olduğu görülür.

Lemma 2.1.10 ve Lemma 2.1.11, belirli integrallerin hesaplanması ve fuzzy dönüşüm

arasındaki ili̧skiyi açıklar. Bu durum fuzzy dönüşümün sayısal hesaplamalarda nasıl kul-

lanılabileceğini gösterir. Özel olarak (2.7) formülüne göre hesaplanan fuzzy dönüşümünün

bileşenleri ve (2.8) formülü f için bir nümerik integral olur.
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2.1.3 Ters Fuzzy Dönüşümü

Tanım 2.1.12 [F1, . . . , Fn] , A1, . . . ,An, n > 2, temel fonksiyonlarına göre f nin fuzzy

dönüşümü olsun. Bu durumda

fFn (x) =

n∑
i=1

FiAi (x)

fonksiyonuna f fonksiyonunun ters fuzzy dönüşümü denir (Perfilieva et al. 2008).

Belirli bir fuzzy parçalanı̧s için ters fuzzy dönüşümü; reel sayıların bir n−lisini, temel

fonksiyonların lineer kombinasyonlarının linn {Ai} uzayının bir elemanına eşleştiren bir

dönüşümdür.

Lemma 2.1.13 D nin bir fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksiyonları ile

tanımlansın. Bu durumda her bir q ∈ linn {Ai} fonksiyonu, yani

q (x) =
n∑
i=1

QiAi (x) ,

[Q1, . . . , Qn] n−lisiyle tek olarak belirlidir (Stepnicka 2007, s. 48).

İspat. Kabul edelim ki, Q1, . . . , Qn, R1, . . . , Rn ∈ R için Qi 6= Ri olacak şekilde bir i var

ve

n∑
i=1

QiAi (x) =

n∑
i=1

RiAi (x)

eşitliği sağlansın. Qi 6= Ri şartınısağlayan i indeksi için Ai (ci) = 1 ve bu nedenle j 6= i

için Aj (ci) = 0 olur. Bu son eşitlik Qi = Ri olmasınıgerektirir. Bu durum ispatın başında

yer alan Qi 6= Ri olma durumu ile çeli̧sir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 2.1.13’ten linn {Ai} uzayıile reel sayıların n−lilerinin kümesi, yani Rn arasında

birebir eşleşme vardır. Fuzzy dönüşümünün tersi sürekli bir fonksiyondur. Ters fuzzy

dönüşümlerinin bir dizisi, f fonksiyonuna düzgün yakınsar. Bu durum aşağıdaki teorem

ve onu izleyen iki sonuç ile gösterilmi̧stir.
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Teorem 2.1.14 f, D de herhangi bir sürekli fonksiyon olsun. Bu durumda keyfibir ε > 0

için bir nε > 2 sayısıve D nin bir A1, . . . ,Anε fuzzy parçalanı̧sı, her x ∈ X için∣∣f (x)− fFnε (x)
∣∣ < ε

eşitsizlĭgi săglanacak şekilde vardır. Burada fFnε (x) , A1, . . . ,Anε fuzzy parçalanı̧sına göre

f nin ters fuzzy dönüşümüdür (Perfilieva 2004, s. 11).

İspat. f, D de sürekli bir fonksiyon olduğundan, her ε > 0 için en az bir δ > 0 vardır

öyle ki her x, y ∈ D için |x− y| < δ iken |f(x)− f(y)| < ε olur. A1, . . . ,Anε, D nin bir

düzgün fuzzy parçalanı̧sıve h = b−a
n−1 ≤ δ olsun. Ayrıca z ∈ [ci, ci+1] ⊆ D, x ∈ [ci−1, ci+1],

i = 1, ..., nε için

|x− z| ≤ h < δ

olur. i = 2, ..., n− 1 için (2.2), (2.6) eşitlikleri ve f fonksiyonunun sürekliliğinden

|f(z)− Fi| =

∣∣∣∣f(z)− 1

h

∫ ci+1

ci−1

f (x)Ai(x)dx

∣∣∣∣
≤ 1

h

∫ ci+1

ci−1

|f(z)− f(x)|Ai(x)dx

<
1

h

∫ ci+1

ci−1

εAi(x)dx

=
ε

h

∫ ci+1

ci−1

Ai(x)dx

=
ε

h
h

= ε (2.9)

olur. Benzer yolla i = 1 için

|f(z)− F1| =

∣∣∣∣f(z)− 2

h

∫ c2

c1

f (x)A1(x)dx

∣∣∣∣
≤ 2

h

∫ c2

c1

|f(z)− f(x)|A1(x)dx

<
2ε

h

∫ c2

c1

A1(x)dx

=
2ε

h
.
h

2

= ε (2.10)

ve i = n için

|f(z)− Fn| < ε (2.11)
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olur. Bu durumda

∣∣f (z)− fFnε (z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣f(z)−
nε∑
j=1

FjAj(z)

∣∣∣∣∣
≤

nε∑
j=1

Aj(z) |f(z)− Fj|

<
nε∑
j=1

Aj(z)ε

= ε
nε∑
j=1

Aj(z)

= ε

elde edilir, son eşitlikte temel fonksiyonlar için
∑nε

j=1Aj(z) = 1 eşitliği kullanılmı̧stır. z

elemanıkeyfi olarak seçildiğinden, her x ∈ D için teorem ispatlanmı̧s olur.

Sonuç 2.1.15 f, D de herhangi bir sürekli fonksiyon ve {Ai}n , her bir n için D nin

düzgün fuzzy parçalanı̧sı olan bir dizi olsun.
{
fFn
}
n
, verilen her bir fuzzy parçalanı̧sına

göre ters fuzzy dönüşümlerinin bir dizisi olsun. Bu durumda keyfi bir ε > 0 için bir nε > 2

sayısı, her bir n > nε ve her x ∈ D için

∣∣f (x)− fFn (x)
∣∣ < ε

olacak şekilde vardır (Perfilieva 2004, s. 12).

Sonuç 2.1.16 Sonuç 2.1.15’deki varsayımlar săglansın. Bu durumda,
{
fFn
}
n
ters fuzzy

dönüşümler dizisi f fonksiyonuna düzgün yakınsar.

Sonuç 2.1.15’deki fuzzy parçalanı̧sların düzgünlüğünün varsayımıbir yeter şarttır. i =

1, 2, . . . , n − 1 ve n → ∞ için hi → 0 olacak şekildeki fuzzy parçalanı̧slarıiçin de sonuç

geçerlidir.

Örnek 2.1.1 [0, 2π] aralı̆gında f(x) = cos x fonksiyonu için fuzzy bileşenleri ve ters fuzzy

yaklaşımıgrafiksel olarak Şekil 2.3 ve 2.4’te verilmiştir.
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Şekil 2.3 Üçgensel temel fonksiyonlar ile fuzzy bileşenleri ve ters fuzzy yaklaşımı.
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Şekil 2.4 Sinüsoidal temel fonksiyonlar ile fuzzy bileşenleri ve ters fuzzy yaklaşımı.
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2.2 İKİ DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLAR İÇİN FUZZY DÖNÜŞÜMÜ

Bu kısım, iki deği̧skenli fonksiyonlar için fuzzy dönüşümü tanımını içermektedir. İki

deği̧skenli fonksiyonlar için fuzzy dönüşümü yöntemi 2003 yılında Stepnicka tarafından

tanımlanmı̧s ve bu yöntem 2007 yılında keyfi bir sonlu deği̧skene sahip fonksiyonlar için

genelleştirilmi̧stir (Stepnicka and Valasek 2003, Stepnicka 2007).

2.2.1 Fuzzy Parçalanı̧s

Bu kısımda ele alınan fonksiyonlar için ortak tanım kümesi D2 = [a, b]× [c, d] dikdörtgeni

olarak kabul edilecektir. [a, b] aralı̆gının fuzzy parçalanı̧s noktalarıa = cx0 = cx1 < · · · <

cxn = cxn+1 = b ve [c, d] aralı̆gının fuzzy parçalanı̧s noktalarıc = cy0 = cy1 < · · · < cym =

cym+1 = d ile gösterilsin. Ayrıca, adım büyüklükleri hxi = cxi+1 − cxi , i = 0, ..., n ve hyj =

cyj+1 − cyj , j = 0, ...,m olsun. Fuzzy parçalanı̧sların düzgün olması durumunda hx =

(b− a) / (n− 1) ve hy = (d− c) / (m− 1) gösterimleri kullanılacaktır.

Tanım 2.2.1 [a, b] nin bir fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An, n > 2, temel fonksiyonlarıve

[c, d] nin bir fuzzy parçalanı̧sıB1, . . . ,Bm, m > 2, temel fonksiyonları ile tanımlan-

sın. Bu durumda, bu iki fuzzy parçalanı̧sın çarpım t− normuna göre {A1, . . . ,An} ×�
{B1, . . . ,Bm} fuzzy kartezyen çarpımı, D2 nin bir fuzzy parçalanı̧sıdır. Ĕger her iki ek-

senin fuzzy parçalanı̧slarıdüzgünse (simetrikse) bu durumda oluşturulan fuzzy parçalanı̧s

düzgündür (simetriktir) (Stepnicka 2007, s. 51).

Lemma 2.2.2 {A1, . . . ,An}×�{B1, . . . ,Bm}, D2 nin bir düzgün fuzzy parçalanı̧sıolsun.

Bu durumda

d∫
c

b∫
a

A1 (x)B1 (y) dxdy =
hxhy

4
,

d∫
c

b∫
a

A1 (x)Bm (y) dxdy =
hxhy

4
,

d∫
c

b∫
a

An (x)B1 (y) dxdy =
hxhy

4
,

d∫
c

b∫
a

An (x)Bm (y) dxdy =
hxhy

4

24



ve i = 2, ..., n− 1, j = 2, ...,m− 1 için

d∫
c

b∫
a

Ai (x)B1 (y) dxdy =
hxhy

2
,

d∫
c

b∫
a

Ai (x)Bm (y) dxdy =
hxhy

2
,

d∫
c

b∫
a

A1 (x)Bj (y) dxdy =
hxhy

2
,

d∫
c

b∫
a

An (x)Bj (y) dxdy =
hxhy

2

ve

d∫
c

b∫
a

Ai (x)Bj (y) dxdy = hxhy

dir (Stepnicka and Valasek 2003).

İspat. i = 2, ..., n− 1, j = 2, ...,m− 1 için Lemma 2.1.2 yardımıyla

d∫
c

b∫
a

Ai (x)Bj (y) dxdy =

d∫
c

Bj (y)

b∫
a

Ai (x) dxdy

=

d∫
c

Bj (y)hxdy

= hxhy

ve

d∫
c

b∫
a

Ai (x)B1 (y) dxdy =

d∫
c

B1 (y)

b∫
a

Ai (x) dxdy

=

d∫
c

B1 (y)hxdy

=
hxhy

2

bulunur. Benzer olarak i = 2, ..., n− 1, j = 2, ...,m− 1 için

d∫
c

b∫
a

A1 (x)Bj (y) dxdy =
hxhy

2
,

25



d∫
c

b∫
a

An (x)Bj (y) dxdy =
hxhy

2
,

d∫
c

b∫
a

Ai (x)Bm (y) dxdy =
hxhy

2

ve i ∈ {1, n} , j ∈ {1,m} için
d∫
c

b∫
a

Ai (x)Bj (y) dxdy =

d∫
c

Bj (y)

b∫
a

Ai (x) dxdy

=

d∫
c

Bj (y)
hx

2
dy

=
hy

2

hx

2

=
hxhy

4

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Simetrik bir fuzzy parçalanı̧s için benzer eşitlikler aşağıda verilmi̧stir.

Lemma 2.2.3 {A1, . . . ,An}×� {B1, . . . ,Bm}, D2 nin bir simetrik fuzzy parçalanı̧sıol-

sun. Bu durumda i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m için

d∫
c

b∫
a

Ai (x)Bj (y) dxdy =

(
hxi−1 + hxi

) (
hyj−1 + hyj

)
4

olur (Stepnicka 2007, s. 54).

İspat. Lemma 2.1.4 kullanılarak bir önceki lemmanın ispatına benzer olarak i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . ,m için

d∫
c

b∫
a

Ai (x)Bj (y) dxdy =

d∫
c

Bj (y)

b∫
a

Ai (x) dxdy

=

d∫
c

Bj (y)
hxi−1 + hxi

2
dy

=
hxi−1 + hxi

2

hyj−1 + hyj
2

=

(
hxi−1 + hxi

) (
hyj−1 + hyj

)
4

elde edilir.
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2.2.2 Direkt Fuzzy Dönüşümü

Tek boyutlu durumdakine benzer olarak bir direkt fuzzy dönüşümü C (D2) sürekli fonksi-

yonlar uzayından n×m tipinde reel matrisler uzayına dönüşüm olarak yani

F2nm : C
(
D2
)
→ [M ]n×m

şeklinde yazılabilir.

Tanım 2.2.4 {A1, . . . ,An}×�{B1, . . . ,Bm}, D2 nin bir fuzzy parçalanı̧sıve f ∈ C (D2)

olsun. i = 1, ..., n, j = 1, ...,m için

Fij =

d∫
c

b∫
a

f (x, y)Ai (x)Bj (y) dxdy

d∫
c

b∫
a

Ai (x)Bj (y) dxdy

ile verilen F2nm [f ] = [Fij]n×m reel matrisi, verilen fuzzy parçalanı̧sa göre f fonksiyonunun

fuzzy dönüşümüdür. Fij reel sayılarına f fonksiyonunun fuzzy dönüşüm bileşenleri denir

(Stepnicka and Valasek 2003).

D2 nin fuzzy parçalanı̧sının düzgün olmasıdurumunda Lemma 2.2.2 kullanılarak fuzzy

dönüşüm bileşenleri

F11 =
4

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)A1 (x)B1 (y) dxdy,

F1m =
4

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)A1 (x)Bm (y) dxdy,

Fn1 =
4

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)An (x)B1 (y) dxdy,

Fnm =
4

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)An (x)Bm (y) dxdy

ve i = 2, ..., n− 1, j = 2, ...,m− 1 için

Fi1 =
2

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)Ai (x)B1 (y) dxdy,
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Fim =
2

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)Ai (x)Bm (y) dxdy,

F1j =
2

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)A1 (x)Bj (y) dxdy,

Fnj =
2

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)An (x)Bj (y) dxdy

ve

Fij =
1

hxhy

d∫
c

b∫
a

f (x, y)Ai (x)Bj (y) dxdy

şeklinde yazılır.

Fuzzy parçalanı̧sın simetrik olmasıdurumunda i = 1, ..., n ve j = 1, ...,m için

Fij =
4(

hxi−1 + hxi
) (
hyj−1 + hyj

) d∫
c

b∫
a

f (x, y)Ai (x)Bj (y) dxdy

olur.

Sıradaki lemmada tek boyutlu durumda verilen Lemma 2.1.8 ve Lemma 2.1.9’daki duruma

benzer olarak f ∈ C (D2) fonksiyonunun fuzzy dönüşüm bileşenlerinin belli bir doğruluğa

kadar f fonksiyonunun değerine eşit olduğu gösterilecektir.

Lemma 2.2.5 {A1, . . . ,An} ×� {B1, . . . ,Bm} , D2 nin bir düzgün fuzzy parçalanı̧sıve

f ∈ C (D2), (a, b) × (c, d) üzerinde ikinci mertebeden sürekli diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her bir i = 1, ..., n ve j = 1, ...,m için

Fij = f
(
cxi , c

y
j

)
+O

(
maks

(
(hx)2 , (hy)2

))
olur (Stepnicka 2007, s. 56).
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İspat. İspat i = 2, ..., n − 1, j = 2, ...,m − 1 için verilecek olup kalan durumlar benzer

yolla gösterilebilir. i = 2, ..., n− 1, j = 2, ...,m− 1 için, trapez kuralıkullanılarak

Fij =
1

hxhy

cyj+1∫
cyj−1

cxi+1∫
cxi−1

f (x, y)Ai (x)Bj (y) dxdy

=
1

hxhy

cyj+1∫
cyj−1

Bj (y)

cxi+1∫
cxi−1

f (x, y)Ai (x) dxdy

=
1

hxhy

cyj+1∫
cyj−1

[
Bj (y)

hx

2

(
f
(
cxi−1, y

)
Ai

(
cxi−1

)
+ 2f (cxi , y)Ai (c

x
i ) + f

(
cxi+1, y

)
Ai

(
cxi+1

))
+O

(
(hx)3

) ]
dy

ve temel fonksiyonun tanımından Ai

(
cxi−1

)
= Ai

(
cxi+1

)
= 0, Ai (c

x
i ) = 1 olduğundan

Fij =
1

hxhy

cyj+1∫
cyj−1

Bj (y)
(
hxf (cxi , y) +O

(
(hx)3

))
dy

=
1

hy

cyj+1∫
cyj−1

Bj (y) f (cxi , y) dy +
1

hxhy

cyj+1∫
cyj−1

Bj (y)O
(
(hx)3

)
dy

=
1

hy

[
hy

2

(
f
(
cxi , c

y
j−1
)
Bj

(
cxj−1

)
+ 2f

(
cxi , c

y
j

)
Bj

(
cyj
)

+ f
(
cxi , c

y
j+1

)
Bj

(
cyj+1

))]

+
O
(
(hy)3

)
hy

+
O
(
(hx)3

)
hxhy

cyj+1∫
cyj−1

Bj (y) dy

= f
(
cxi , c

y
j

)
+O

(
(hx)2

)
+
O
(
(hy)3

)
hxhy

hy

= f
(
cxi , c

y
j

)
+O

(
maks

(
(hx)2 , (hy)2

))
elde edilir.

Lemma 2.2.6 {A1, . . . ,An}×�{B1, . . . ,Bm} ile verilenD2 nin bir simetrik fuzzy parçalanı̧sı

ve f ∈ C (D2), (a, b) × (c, d) üzerinde ikinci mertebeden sürekli diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her bir i = 1, ..., n ve j = 1, ...,m için

Fij = f
(
cxi , c

y
j

)
+O

(
maks

((
hxi−1

)2
, (hxi )

2 ,
(
hyj−1

)2
,
(
hyj
)2))

olur (Stepnicka 2007, s. 57).
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İspat. Lemma 2.2.3’ten

Fij =
4(

hxi−1 + hxi
) (
hyj−1 + hyj

) d∫
c

b∫
a

f (x, y)Ai (x)Bj (y) dxdy

yazılır. Buradan

Fij =
4(

hxi−1 + hxi
) (
hyj−1 + hyj

) cyj+1∫
cyj−1

Bj (y)

 cxi∫
cxi−1

f (x, y)Ai (x) dx+

cxi+1∫
cxi

f (x, y)Ai (x) dx

 dy

=
4(

hxi−1 + hxi
) (
hyj−1 + hyj

) cyj+1∫
cyj−1

Bj (y)

(
hxi−1 + hxi

2
f (cxi , y) +O

((
hxi−1

)3
+ (hxi )

3
))

dy

=
2

hyj−1 + hyj

cyj+1∫
cyj−1

Bj (y) f (cxi , y) dy +
O
((
hxi−1

)2
+ (hxi )

2
)

hyj−1 + hyj

cyj+1∫
cyj−1

Bj (y) dy

elde edilir. Lemma 2.1.4 ve Lemma 2.1.9’daki eşitlikler kullanılırsa

Fij = f
(
cxi , c

y
j

)
+O

(
maks

((
hxi−1

)2
, (hxi )

2 ,
(
hyj−1

)2
,
(
hyj
)2))

bulunur.

f fonksiyonunun sadece bazı (pk, qk) ∈ D2 noktalarındaki değerlerinin bilinmesi duru-

munda direkt fuzzy dönüşümünün ayrık formu aşağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 2.2.7 {A1, . . . ,An}×�{B1, . . . ,Bm}, D2 nin bir fuzzy parçalanı̧sıve f : D2 → R

fonksiyonunun (p1, q1) , ..., (pN , qN) noktalarındaki dĕgerleri bilinsin.

Ĕger, her i = 1, . . . , n ve j = 1, ...,m için Ai (pk)Bj (qk) > 0 olacak şekilde bir k ∈

{1, . . . , N} varsa

Fij =

N∑
k=1

f (pk, qk)Ai (pk)Bj (qk)

N∑
k=1

Ai (pk)Bj (qk)

, i = 1, . . . , n, j = 1, ...,m

ile verilen [Fij]n×m reel matrisine f fonksiyonunun ayrık fuzzy dönüşümü denir (Stepnicka

2007, s. 59).
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2.2.3 Ters Fuzzy Dönüşümü

Tanım 2.2.8 F2nm [f ] , {A1, . . . ,An} ×� {B1, . . . ,Bm} ile verilen fuzzy parçalanı̧s için

f ∈ C (D2) fonksiyonunun fuzzy dönüşümü olsun. Bu durumda

fFn,m (x, y) =

n∑
i=1

m∑
j=1

FijAi (x)Bj (y)

fonksiyonuna f fonksiyonunun ters fuzzy dönüşümü denir (Stepnicka and Valasek 2003).

Bir fonksiyonun ters fuzzy dönüşümünün bu fonksiyona düzgün yakınsaklı̆gıile ilgili değer-

lendirmeler bir sonraki bölümde genel durum için ifade edilecektir.

2.3 r ∈ N DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLAR İÇİN FUZZY DÖNÜŞÜMÜ

Bu kısımda, yukarıdaki bölümlerde verilen fuzzy dönüşümü kavramının keyfi sonlu deği̧s-

kenli fonksiyonlar için genelleştirilmesine yer verilecektir.

2.3.1 Fuzzy Parçalanı̧s

Bu kısımda, r ∈ N deği̧skenli fonksiyonlar için ortak tanım kümesi Dr = [a1, b1] × · · · ×

[ar, br] olarak alınacak veDr nin elemanlarıda x = (x1, ..., xr) vektörleri ile gösterilecektir.

j = 1, ..., r için [aj, bj] nin fuzzy parçalanı̧sının noktalarıaj = cj0 = cj1 < ... < cjnj = cjnj+1 =

bj şeklinde gösterilecektir. Ayrıca her ij = 0, ..., nj, j = 1, ..., r için adım büyüklükleri

hjij = cjij+1− c
j
ij
ve fuzzy parçalanı̧sın düzgün olmasıdurumunda hj = (bj − aj) / (nj − 1)

gösterimi kullanılacaktır.

Tanım 2.3.1 j = 1, ..., r için [aj, bj] aralıklarının birer fuzzy parçalanı̧sıA
j
1, . . . ,A

j
nj
,

nj > 2, temel fonksiyonlarıile tanımlansın. Bu durumda Dr nin fuzzy parçalanı̧sı, bu r

fuzzy parçalanı̧sın çarpım t− normuna göre
{
A1
1, . . . ,A

1
n1

}
×�
{
A2
1, . . . ,A

2
n2

}
×� · · · ×�{

Ar
1, . . . ,A

r
nr

}
fuzzy kartezyen çarpımıile verilir. Ĕger her bir eksenin fuzzy parçalanı̧sı

düzgünse (simetrikse) bu durumda oluşturulan fuzzy parçalanı̧s düzgündür (simetriktir)

(Stepnicka 2007, s. 60).
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2.3.2 Direkt Fuzzy Dönüşümü

Tanım 2.3.2 f ∈ C (Dr) ve
{
A1
1, . . . ,A

1
n1

}
×�
{
A2
1, . . . ,A

2
n2

}
×� · · ·×�

{
Ar
1, . . . ,A

r
nr

}
,

Dr nin bir fuzzy parçalanı̧sıolsun. Her bir i1 · · · ir, r−lisi için

Fi1...ir =

br∫
ar

· · ·
b1∫

a1

f (x1, ..., xr)A1
i1

(x1) · · ·Ar
ir(x

r)dx1...dxr

br∫
ar

· · ·
b1∫

a1

A1
i1

(x1) · · ·Ar
ir

(xr)dx1...dxr

ile verilen ν = (n1 · n2 · ... · nr) reel sayılarının Frν [f ] = [Fi1...ir ] ν−lisine f fonksiyonunun

verilen fuzzy parçalanı̧sa göre direkt fuzzy dönüşümü denir (Stepnicka and Valasek 2004b).

Tanım 2.3.3
{
A1
1, . . . ,A

1
n1

}
×�
{
A2
1, . . . ,A

2
n2

}
×�· · ·×�

{
Ar
1, . . . ,A

r
nr

}
, Dr nin bir fuzzy

parçalanı̧sıolsun ve ayrıca f : Dr → R fonksiyonunun (p11, ..., p
r
1) , · · · , (p1N , ..., prN) nokta-

larında dĕgerleri bilinsin. Ĕger, her ij = 1, ..., nj ve j = 1, ..., r için A1
i1

(p1k) ...A
r
ir (prk) > 0

olacak şekilde bir k = 1, . . . , N varsa

Fi1...ir =

N∑
k=1

f (p1k, ..., p
r
k)A

1
i1

(p1k) · · ·Ar
ir (prk)

N∑
k=1

A1
i1

(p1k) · · ·Ar
ir

(prk)

ile verilen [Fi1...ir ] ν−lisine f fonksiyonunun verilen fuzzy parçalanı̧sa göre ayrık fuzzy

dönüşümü denir (Stepnicka 2007, s. 63).

2.3.3 Ters Fuzzy Dönüşümü

Tanım 2.3.4 Frν [f ] dönüşümü, f ∈ C (Dr) fonksiyonunun
{
A1
1, . . . ,A

1
n1

}
×�
{
A2
1, . . . ,A

2
n2

}
×� · · · ×�

{
Ar
1, . . . ,A

r
nr

}
fuzzy parçalanı̧sına göre verilen direkt fuzzy dönüşümü olsun.

Buna göre

fFn1,...,nr(x
1, ..., xr) =

n1∑
i1=1

· · ·
nr∑
ir=1

Fi1...irA
1
i1

(
x1
)
· · ·Ar

ir (xr)

fonksiyonuna f fonksiyonunun ters fuzzy dönüşümü denir (Stepnicka and Valasek 2004b).

Teorem 2.3.5 f ∈ C (Dr) olsun. Keyfi bir ε > 0 verildĭginde, j = 1, ..., r için bir nj (ε)

sayısı ve Dr nin bir
{
A1
1, . . . ,A

1
n1

}
×�

{
A2
1, . . . ,A

2
n2

}
×� · · · ×�

{
Ar
1, . . . ,A

r
nr

}
fuzzy
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parçalanı̧sı, her x ∈ Dr için

∣∣f (x)− fFn1(ε),...,nr(ε)(x)
∣∣ < ε

olacak şekilde vardır (Stepnicka and Valasek 2004b).

Sonuç 2.3.6 f ∈ C (Dr) fonksiyonu ve her bir n için Dr nin düzgün fuzzy parçalanı̧sı

olan bir dizi
{{
A1
1, . . . ,A

1
n1

}
×�

{
A2
1, . . . ,A

2
n2

}
×� · · · ×�

{
Ar
1, . . . ,A

r
nr

}}
(n1,n2,...,nr)

ol-

sun.
{
fFn1,n2,...,nr

}
(n1,n2,...,nr)

verilen her bir fuzzy parçalanı̧sına göre ters fuzzy dönüşüm-

lerinin bir dizisi olsun. Bu durumda keyfi bir ε > 0 sayısıverildĭginde, j = 1, ..., r için

bir nj (ε) sayısı, her bir nj > nj (ε) ve her x ∈ Dr için

∣∣f (x)− fFn1,n2,...,nr (x)
∣∣ < ε

olacak şekilde vardır (Stepnicka 2007).

Sonuç 2.3.7 Sonuç 2.3.6’daki varsayımlar săglansın. Bu durumda,
{
fFn1,n2,...,nr

}
(n1,n2,...,nr)

ters fuzzy dönüşümler dizisi f fonksiyonuna düzgün yakınsar.
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BÖLÜM 3

FUZZY DÖNÜŞÜMÜNÜN BAZI UYGULAMALARI

Diferansiyel denklemler sıvı akı̧sı, ısı transferi, katımekaniği ve biyolojik süreçler gibi

önemli uygulama alanlarına sahiptir. Diferansiyel denklemlerin analitik çözümünün elde

edilmesi mümkün olmadı̆gı veya zor olduğu durumlarda uygun sayısal yöntemler kul-

lanılarak çözüm için bir yaklaşım araştırılır.

Bu bölümde, adi ve kısmi diferansiyel denklemler için bazısınır-değer veya başlangıç-sınır

değer problemlerinin yaklaşık çözümü için fuzzy yaklaşımıele alınacaktır. Bu yaklaşımın

temeli sonlu farklar yöntemine dayanmakla birlikte, verilerdeki gürültünün (noise) yak-

laşık çözüme etkisini azaltmada avantajlıolabilmektedir.

Bölüm 3.1’de iki nokta sınır-değer problemi, Bölüm 3.2’de parabolik denklem için bi-

rinci karı̧sık problem, Bölüm 3.3’te hiperbolik denklem için birinci karı̧sık problem ve

Bölüm3.4’te eliptik denklem için Dirichlet probleminin yaklaşık çözümü için fuzzy yak-

laşımı(Perfilieva et al. 2017) ve (Stepnicka 2007) çalı̧smalarıtemel alınarak ifade edile-

cektir. Bu problemlerde yer alan denklemlerin sağ tarafında yer alan (bilinen) fonksi-

yonların değerlerine Gauss beyaz gürültü (Gaussian white noise) eklenmesi durumunda

fuzzy yaklaşımıve sonlu farklar yöntemi ile elde edilen yaklaşık çözümlerin hangi ölçüde

etkilendiğine ili̧skin örneklere yer verilmi̧stir. Ele alınan problemler için sonlu farklar yön-

temi kullanılırken (Burden et al. 2014) çalı̧smasında verilen algoritmalardan yararlanılmı̧s

olup bu problemlerle ilgili fuzzy yaklaşımlarıiçin yakınsaklık analizi (Perfilieva et al. 2017)

ve (Stepnicka 2007) çalı̧smalarında ortaya konulmuştur.

Bölüm 3.1’de kesin çözüm ile yaklaşık çözümlerin kaŗsılaştırılmasıgrafiksel olarak verilmi̧s

olup Bölüm 3.2, 3.3 ve 3.4’te ise çözüm fonksiyon değerleri ile yaklaşım sonuçlarının

kaŗsılaştırılmasıR3 te grafiksel olarak detaylıbir şekilde ifade edilemediğinden yapılan

yaklaşımlar için hata değerlendirmeleri tablolar kullanılarak verilmi̧stir.
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3.1 İKİ NOKTA SINIR-DEĞER PROBLEMİNİN YAKLAŞIK ÇÖZÜMÜ

Fuzzy dönüşümünün ikinci mertebeden başlangıç-değer problemlerine uygulanı̧sı(Chen

and Schen 2014), (Khastan et al. 2016) ve (Perfilieva et al. 2017) çalı̧smalarında ve-

rilmi̧stir. Aynıproblem için daha yüksek mertebeden fuzzy dönüşümü uygulanan sayısal

çözüm (Zeinali et al. 2018) çalı̧smasında ele alınmı̧stır.

Dirichlet sınır koşullarıyla ikinci mertebeden bir sınır-değer problemini çözmek için bir

fuzzy dönüşüm tabanlısayısal yöntem araştırılacaktır. Bilinen fonksiyonların (sağ taraf)

farklıbazıdurumlarıiçin ikinci mertebeden sınır-değer problemlerinin fuzzy dönüşümü

uygulanarak elde edilen nümerik çözümlerine yer verilecektir. Amaç, fuzzy dönüşümünün

ikinci mertebeden sınır-değer problemine uygulanabilirliğini göstermek ve kullanılan yön-

temi klasik sonlu farklar yöntemi ile kaŗsılaştırmaktır.

Sınır-değer probleminin çözümü için fuzzy dönüşümü yaklaşımının ana fikri, verilen dife-

ransiyel denkleminin her iki tarafına fuzzy dönüşümünün uygulanmasıdır. Daha sonra

sonlu farklar yöntemine benzer olarak ilgili fonksiyonların ve onların türevlerinin kesin

değerleri fuzzy dönüşüm bileşenleriyle yer deği̧stirilir (Khastan et al. 2016).

İki nokta sınır-değer problemi, f fonksiyonu (a, b) üzerinde bir reel fonksiyon, y fonksiyonu

(a, b) aralı̆gında bilinmeyen reel fonksiyon, d1, d0, ya, yb reel sayılar ve ya, yb ise y nin sınır

değerleri olmak üzere

y′′ + d1y
′ + d0y = f(x), x ∈ (a, b) (3.1)

y(a) = ya, y(b) = yb (3.2)

şeklinde ifade edilir.

[a, b] aralı̆gının bir düzgün fuzzy parçalanı̧sı, A1, . . . ,An temel fonksiyonlarıile tanımlı

ve h = b−a
n−1 olmak üzere, y, y

′, y′′ ve f fonksiyonlarının fuzzy dönüşüm bileşenleri sırasıyla

Fn [y] = [Y1, ..., Yn] ,

Fn [y′] = [Y ′1 , ..., Y
′
n] ,

Fn [y′′] = [Y ′′1 , ..., Y
′′
n ]

Fn [f ] = [F1, ..., Fn]
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şeklinde gösterilsin. (3.1) denkleminin her iki yanına fuzzy dönüşümü uygulanır ve (3.2)

sınır koşullarıdikkate alınırsa

Y ′′i + d1Y
′
i + d0Yi = Fi, i = 2, ..., n− 1 (3.3)

Y1 = ya, Yn = yb (3.4)

elde edilir.

Sonlu farklar yöntemi uygulanarak sırasıyla bilinmeyen Y ′i ve Y
′′
i bileşenleri için

Y ′i ≈
Yi+1 − Yi−1

2h
, i = 2, ..., n− 1

Y ′′i ≈ Yi+1 − 2Yi + Yi−1
h2

, i = 2, ..., n− 1

yaklaşımlarıkullanılabilir.

Fn [y] , y nin fuzzy dönüşüm bileşenlerinin bilinmeyen vektörü, F̃n [f ] ise Fn [f ] nin birinci

ve sonuncu koordinatlarının deği̧stirildiği

F̃n [f ] =
[ya
h
, F2, ..., Fn−1,

yb
h

]
vektörü olmak üzere (3.3) denklem sistemi ve (3.4) sınır şartlarından matris formunda

(D2 + d1D1 + d0D0)F
T
n [y] = F̃Tn [f ] (3.5)

eşitliği elde edilir. Burada, D0, D1 ve D2

D0 =



0 0 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0
. . .

0 . . . 0 1 0

0 . . . 0 0 0


, D1 =

1

2h



0 0 0 . . . 0

−1 0 1 . . . 0
. . .

0 . . . −1 0 1

0 . . . 0 0 0


ve

D2 =
1

h2



h 0 0 . . . 0

1 −2 1 . . . 0
. . .

0 . . . 1 −2 1

0 . . . 0 0 h


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şeklinde n× n tipinde matrislerdir. (3.5) eşitliği

a =
1

h2
− d1

2h
, b = d0 −

2

h2
, c =

1

h2
+
d1
2h

olmak üzere

D = D2 + d1D1 + d0D0 =



1/h 0 0 0 0 . . . 0

a b c 0 0 . . . 0
. . .

0 0 0 . . . a b c

0 0 0 0 . . . 0 1/h


tridiagonal matrisi yardımıyla

DFTn [y] = F̃Tn [f ] (3.6)

olarak da yazılabilir.

(3.6) denkleminin Fn [y] = [Y1, ..., Yn] çözüm vektörü ile, A1, . . . , An fuzzy parçalanı̧sıile

belirli c1, . . . , cn noktalarının y (ci) ≈ Yi, i = 1, ..., n anlamında (3.1), (3.2) sınır-değer

probleminin tek çözümü için bir yaklaşım elde edilir.

Son olarak, Fn [y] = [Y1, ..., Yn] çözüm vektörüne ters fuzzy dönüşümü uygulandı̆gında,

(3.1), (3.2) probleminin ŷ yaklaşık çözümü

ŷ (x) =

n∑
i=1

YiAi (x) , x ∈ [a, b] (3.7)

fonksiyonu şeklinde elde edilir.

Aşağıdaki örneklerde denklemin sağ tarafıolan f(x) fonksiyonunun bazıözel durumları

için gürültü eklenmemi̧s değerleri ile %10 ve %20 gürültü eklenmi̧s değerleri kullanılarak

fuzzy yaklaşımıve sonlu farklar yöntemi ile yaklaşım yapılmı̧stır. n = 20 olmak üzere,

düzgün parçalanı̧s ve üçgensel temel fonksiyonlar kullanılarak elde edilen yaklaşık çözüm-

lerin kesin çözüm ile kaŗsılaştırılmasıgrafiksel olarak verilmi̧stir.
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Örnek 3.1.1

y′′ − y′ − 2y = x2, y (0) = 0, y (π) = 0 (3.8)

sınır-dĕger probleminin çözümü için gürültüsüz ve gürültülü veri ile yaklaşım sonuçları

Şekil 3.1’de verilmiştir.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­1.5

­1

­0.5

0

0.5
Gürültüsüz veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­2

­1.5

­1

­0.5

0

0.5
Gürültülü (%10) veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­2

­1.5

­1

­0.5

0

0.5
Gürültülü (%20) veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

Şekil 3.1 (3.8) sınır-dĕger problemi için gürültüsüz ve gürültülü veri ile yaklaşım.

Örnek 3.1.2

y′′ − y′ − 2y = sinx, y (0) = 0, y (π) = 0 (3.9)

sınır-dĕger probleminin çözümü için gürültüsüz ve gürültülü veri ile yaklaşım sonuçları

Şekil 3.2’de verilmiştir.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­0.35

­0.3

­0.25

­0.2

­0.15

­0.1

­0.05

0

0.05
Gürültüsüz veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­0.35

­0.3

­0.25

­0.2

­0.15

­0.1

­0.05

0

0.05
Gürültülü (%10) veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­0.35

­0.3

­0.25

­0.2

­0.15

­0.1

­0.05

0

0.05
Gürültülü (%20) veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

Şekil 3.2 (3.9) sınır-değer problemi için gürültüsüz ve gürültülü veri ile yaklaşım.

Örnek 3.1.3

y′′ − y′ − 2y = ex, y (0) = 0, y (π) = 0 (3.10)

sınır-dĕger probleminin çözümü için gürültüsüz ve gürültülü veri ile yaklaşım sonuçları

Şekil 3.3’te verilmiştir.
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­3

­2.5

­2

­1.5

­1

­0.5

0
Gürültüsüz veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­3

­2.5

­2

­1.5

­1

­0.5

0
Gürültülü (%10) veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­3.5

­3

­2.5

­2

­1.5

­1

­0.5

0
Gürültülü (%20) veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

Şekil 3.3 (3.10) sınır-değer problemi için gürültüsüz ve gürültülü veri ile yaklaşım.

Örnek 3.1.4 Yukarıda verilen örneklerdeki denklemlerin săg tarafındaki fonksiyonların

toplamıalınarak

y′′ − y′ − 2y = x2 + sinx+ ex, y (0) = 0, y (π) = 0 (3.11)

sınır-dĕger probleminin çözümü için gürültüsüz ve gürültülü veri ile yaklaşım sonuçları

Şekil 3.4’te verilmiştir.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­5

­4

­3

­2

­1

0

1
Gürültüsüz veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­5

­4

­3

­2

­1

0

1
Gürültülü (%10) veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
­5

­4

­3

­2

­1

0

1
Gürültülü (%20) veri ile yaklaşım

Fuzzy yaklaşımı
Sonlu farklar
Kesin çözüm

Şekil 3.4 (3.11) sınır-değer problemi için gürültüsüz ve gürültülü veri ile yaklaşım.

Yukarıda verilen iki nokta sınır-değer problemlerinde yer alan denklemlerin sağ tarafı

sırasıyla polinom fonksiyon, trigonometrik fonksiyon, üstel fonksiyon ve en son olarak bu

fonksiyonların toplamıolarak alınmı̧stır. Bu fonksiyonların gürültüsüz değerleri ile %10 ve

%20 gürültü eklenmi̧s değerleri kullanılarak fuzzy yaklaşımıve sonlu farklar yöntemi ile

yapılan yaklaşımlarda, fuzzy yaklaşımının sonlu farklar yöntemine göre verilen gürültüden

daha az etkilendiği görülmektedir.
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3.2 PARABOLİKDENKLEM İÇİN BİRİNCİ KARIŞIK PROBLEMİNYAK-

LAŞIK ÇÖZÜMÜ

Parabolik tipten kısmi diferansiyel denklemler ısıyayılımıve difüzyon gibi önemli uygu-

lamalara sahiptir. (Stepnicka and Valasek 2004a) çalı̧smasında düzgün fuzzy parçalanı̧s

kullanılarak ısıdenklemi için fuzzy yaklaşımıortaya konulmuştur.

X = [0, L] ve T = [0, d] olmak üzereD2 = X×T bölgesi tanımlansın veD2
0 = (0, L)×(0, d)

olsun.

∂u

∂t
(x, t)− α∂

2u

∂x2
(x, t) = q (x, t) , α ∈ R+, (x, t) ∈ D2

0 (3.12)

parabolik denkleminin

u (x, 0) = f (x) , x ∈ X (3.13)

başlangıç koşulu ve

u (0, t) = T1 (t) , u (L, t) = T2 (t) , t ∈ T (3.14)

sınır koşulları altında u : X × T → R çözümünün bulunması problemi verilsin. Bu

başlangıç-sınır değer problemi parabolik denklem için birinci karı̧sık problem olarak ad-

landırılır.

0 = x0 = x1 < x2 < · · · < xn = xn+1 = L ve hx = L
n−1 olmak üzere, [0, L] aralı̆gının

bir düzgün fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An temel fonksiyonlarıile tanımlansın. Ayrıca, 0 =

t0 = t1 < t2 < · · · < tm = tm+1 = d ve ht = d
m−1 olmak üzere, [0, d] aralı̆gının bir düzgün

fuzzy parçalanı̧sıB1, . . . ,Bm temel fonksiyonlarıile tanımlansın.

(3.12) denkleminin her iki yanına fuzzy dönüşümü uygulanırsa,

F2nm [ut]− αF2nm [uxx] = F2nm [q] (3.15)

cebirsel denklemine ulaşılır. Burada,

F2nm [ut] =


U t
11 U t

12 · · · U t
1m

U t
21 U t

22 · · · U t
2m

...
...

. . .
...

U t
n1 U t

n2 · · · U t
nm

 ,
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F2nm [uxx] =


Uxx
11 Uxx

12 · · · Uxx
1m

Uxx
21 Uxx

22 · · · Uxx
2m

...
...

. . .
...

Uxx
n1 Uxx

n2 · · · Uxx
nm

 ,
ve

F2nm [q] =


Q11 Q12 · · · Q1m

Q21 Q22 · · · Q2m
...

...
. . .

...

Qn1 Qn2 · · · Qnm

 ,

sırasıyla ∂u
∂t
, ∂2u
∂x2

ve q (x, y) için fuzzy dönüşüm bileşenlerinin matrisleridir. Buna göre

(3.15) eşitliği fuzzy bileşenleri kullanılarak, i = 1, . . . , n ve j = 1, . . . ,m için

U t
ij − αUxx

ij = Qij (3.16)

şeklinde yazılabilir.

∂u
∂t
ve ∂2u

∂x2
türevleri bilinmediğinden U t

ij ve U
xx
ij bileşenleri direkt olarak hesaplanamaz. U

t
ij

ve Uxx
ij bileşenlerine Uij değerleri yardımıyla bir yaklaşım yapabilmek amacıyla

∂u
∂t
ve ∂2u

∂x2

kısmi türevleri için

∂u

∂t
(x, t) ≈ u (x, t+ ht)− u (xi, tj)

ht
,

∂2u

∂x2
(x, t) ≈ u (x− hx, t)− 2u (x, t) + u (x+ hx, t)

(hx)2

sonlu fark yaklaşımlarıkullanılabilir. Bu durumda Uxx
ij bileşenleri için bir yaklaşım

Uxx
ij =

d∫
0

L∫
0

∂2u

∂x2
Ai (x)Bj (t) dxdt

d∫
0

L∫
0

Ai (x)Bj (t) dxdt

≈

d∫
0

L∫
0

u (x− hx, t)− 2u (x, t) + u (x+ hx, t)

(hx)2
Ai (x)Bj (t) dxdt

d∫
0

L∫
0

Ai (x)Bj (t) dxdt

=
1

(hx)2
[
U(i−1)j − 2Uij + U(i+1)j

]
(3.17)
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şeklinde bulunur. Benzer yolla U t
ij bileşenleri için

U t
ij ≈

1

ht
(
Ui(j+1) − Uij

)
(3.18)

elde edilir.

(3.17) ve (3.18) yaklaşımlarıkullanılarak (3.16) eşitliklerinden, r = αht

(hx)2
olmak üzere,

i = 2, . . . , n− 1 ve j = 1, . . . ,m− 1 için

Ui(j+1) = rU(i−1)j + (1− 2r)Uij + rU(i+1)j + htQij (3.19)

elde edilir.

Uyarı3.2.1 Nümerik çözümün kararlılı̆gıve kesin çözüme yakınsaklı̆gı için 0 < r ≤ 1
2

koşulu săglanmalıdır (Burden et al. 2014).

(3.19) eşitliklerini kullanarak çözüm elde edebilmek için i = 1, . . . , n için Ui1 ve j =

1, . . . ,m için U1j, Unj bileşenlerinin bilinmesi gereklidir. (3.13) başlangıç koşulundan,

i = 1, . . . , n için

Ui1 = f (xi) (3.20)

ve (3.14) sınır koşullarından, j = 1, . . . ,m için

U1j = T1 (tj) (3.21)

Unj = T2 (tj) (3.22)

olarak kabul edilecektir.

Böylece (3.20)-(3.22) kullanılarak (3.19) formülünden

F2nm [u] =


U11 U12 · · · U1m

U21 U22 · · · U2m
...

...
. . .

...

Un1 Un2 · · · Unm


matrisinin tüm bileşenleri bulunur ve u(xi, tj) ≈ Uij, i = 2, . . . , n − 1, j = 2, . . . ,m,

anlamında (3.12)-(3.14) probleminin çözümü için bir yaklaşım sağlanır.

(3.12)-(3.14) probleminin u çözümüne bir sürekli fonksiyon yaklaşımıelde edebilmek için,

bulunan F2nm [u] dönüşümüne Tanım 2.2.8’de ifade edilen ters fuzzy dönüşümü uygulanır.
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Örnek 3.2.1 D2 = [0, 2]× [0, 1] bölgesi üzerinde

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= sin (πx)

(
π2t+ 1

)
parabolik denkleminin

u (x, 0) = sin (πx) , x ∈ [0, 2]

başlangıç koşulu ve

u (0, t) = u (2, t) = 0, t ∈ [0, 1]

sınır koşullarıaltında kesin çözümü u (x, t) = sin (πx)
(
e−π

2t + t
)
olur. hx = 0.2 ve ht =

0.02 için, denklemin săg tarafı olan q (x, y) = sin (πx) (π2t+ 1) fonksiyonunun gürültü

eklenmemiş dĕgerleri ile %5, %10 ve %20 gürültü eklenmiş dĕgerleri kullanılarak, fuzzy

yaklaşımıve sonlu farklar yöntemi ile problemin çözümü için yaklaşım yapılmı̧stır. Elde

edilen yaklaşık çözümlerin kesin çözüm ile karşılaştırılmasımaksadıyla hata matrislerinin

2-normu hesaplanmı̧s ve sonuçlar Tablo 3.1’de verilmiştir.

Tablo 3.1 Hata matrisinin 2-normu (Örnek 3.2.1 için).

Gürültüsüz %5 gürültülü %10 gürültülü %20 gürültülü

Fuzzy Yaklaşımı(Üçgensel) 0.2189 0.2894 0.4399 0.7945

Fuzzy Yaklaşımı(Sinüsoidal) 0.2344 0.3105 0.4662 0.8146

Sonlu Fark Yaklaşımı 0.2953 0.4303 0.6305 1.1064

Tablo 3.1’de, fuzzy yaklaşımıve sonlu farklar yöntemi ile yapılan yaklaşımlarda verilere ek-

lenen gürültü oranının artmasıyla yaklaşımlarda ortaya çıkan hatanın da arttı̆gıgörülmek-

tedir. Bununla birlikte fuzzy yaklaşımının, sonlu fark yaklaşımına göre verilere etki eden

gürültüden daha az etkilendiği görülmektedir. Ayrıca, üçgensel temel fonksiyonlar kul-

lanılarak yapılan fuzzy yaklaşımlarında sinüsoidal temel fonksiyonlar kullanılarak yapılan

fuzzy yaklaşımlarıve sonlu farklar yöntemi ile yapılan yaklaşımlara göre daha küçük hata

değerleri elde edilmi̧stir. Kesin çözüm değerleri ile yaklaşık çözüm değerleri arasındaki

farkların küçüklüğünden dolayı grafiksel kaŗsılaştırma yerine hesaplanan hata matris-

lerinin 2-normlarısadece tablo kullanılarak verilmi̧stir.

44



3.3 HİPERBOLİK DENKLEM İÇİN BİRİNCİ KARIŞIK PROBLEMİN

YAKLAŞIK ÇÖZÜMÜ

Bu kısımda hiperbolik denklemlere fuzzy dönüşümü uygulanacaktır. Bu türde denklem-

ler, akı̧skanlar dinamiği, katımekaniği ve astrofizik gibi farklıalanlarda bir dizi problem-

lerde kullanılan kısmi türevli diferansiyel denklemlerdir. (Stepnicka and Valasek 2004b)

çalı̧smasında düzgün fuzzy parçalanı̧s kullanılarak dalga denklemi için fuzzy yaklaşımı

verilmi̧stir.

X = [0, L] ve T = [0, d] olmak üzereD2 = X×T bölgesi tanımlansın veD2
0 = (0, L)×(0, d)

olsun.

∂2u

∂t2
(x, t)− α2∂

2u

∂x2
(x, t) = q (x, t) , α ∈ R, (x, t) ∈ D2

0 (3.23)

hiperbolik denkleminin,

u (x, 0) = f (x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = g (x) , x ∈ X (3.24)

başlangıç koşullarıve

u (0, t) = T1 (t) , u (L, t) = T2 (t) , t ∈ T (3.25)

sınır koşulları altında u : X × T → R çözümünün bulunması problemi verilsin. Bu

başlangıç-sınır değer problemi hiperbolik denklem için birinci karı̧sık problem olarak ad-

landırılır.

0 = x0 = x1 < x2 < · · · < xn = xn+1 = L ve hx = L
n−1 olmak üzere, [0, L] aralı̆gının

bir düzgün fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An temel fonksiyonlarıile tanımlansın. Ayrıca, 0 =

t0 = t1 < t2 < · · · < tm = tm+1 = d ve ht = d
m−1 olmak üzere, [0, d] aralı̆gının bir düzgün

fuzzy parçalanı̧sıB1, . . . ,Bm temel fonksiyonlarıile tanımlansın.

(3.23) denkleminin her iki yanına fuzzy dönüşümü uygulanırsa,

F2nm [utt]− α2F2nm [uxx] = F2nm [q] (3.26)

cebirsel denklemine ulaşılır. Burada F2nm [uxx] ve F2nm [q] matrisleri bir önceki bölümde
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ifade edilmi̧s olup,

F2nm [utt] =


U tt
11 U tt

12 · · · U tt
1m

U tt
21 U tt

22 · · · U tt
2m

...
...

. . .
...

U tt
n1 U tt

n2 · · · U tt
nm


matrisi ∂

2u
∂t2
için fuzzy dönüşüm bileşenlerinin matrisidir. Bu durumda (3.26) eşitliği fuzzy

bileşenleri kullanılarak, i = 1, . . . , n ve j = 1, . . . ,m için

U tt
ij − α2Uxx

ij = Qij (3.27)

olarak yazılabilir.

∂2u
∂t2
ve ∂2u

∂x2
türevleri bilinmediğinden U tt

ij ve U
xx
ij bileşenleri direkt olarak hesaplanamaz ve

bu bileşenlere Uij değerleri yardımıyla bir yaklaşım yapabilmek amacıyla ∂2u
∂t2
ve ∂2u

∂x2
kısmi

türevleri için

∂2u

∂t2
(x, t) ≈ u (x, t− ht)− 2u (x, t) + u (x, t+ ht)

(ht)2
,

∂2u

∂x2
(x, t) ≈ u (x− hx, t)− 2u (x, t) + u (x+ hx, t)

(hx)2

sonlu fark yaklaşımlarıkullanılabilir. Bu durumda U tt
ij bileşenleri için bir yaklaşım

U tt
ij =

d∫
0

L∫
0

∂2u

∂t2
Ai (x)Bj (t) dxdt

d∫
0

L∫
0

Ai (x)Bj (t) dxdt

≈

d∫
0

L∫
0

u (x, t− ht)− 2u (x, t) + u (x, t+ ht)

(ht)2
Ai (x)Bj (t) dxdt

d∫
0

L∫
0

Ai (x)Bj (t) dxdt

=
1

(ht)2
[
Ui(j−1) − 2Uij + Ui(j+1)

]
(3.28)

şeklinde bulunur. Benzer yolla

Uxx
ij ≈

1

(hx)2
[
U(i−1)j − 2Uij + U(i+1)j

]
(3.29)
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elde edilir.

(3.28) ve (3.29) yaklaşımları kullanılarak (3.27) eşitliklerinden, r = αht

hx
olmak üzere,

i = 2, . . . , n− 1 ve j = 1, . . . ,m− 1 için

Ui(j+1) = r2U(i−1)j + 2
(
1− r2

)
Uij + r2U(i+1)j − Ui(j−1) +

(
ht
)2
Qij (3.30)

elde edilir.

Uyarı3.3.1 Nümerik çözümün kararlılı̆gıve kesin çözüme yakınsaklı̆gı için 0 < r ≤ 1

koşulunun săglanmasıgereklidir (Burden et al. 2014).

u (x, 0) = f (x) , x ∈ X, başlangıç koşulu ve (3.25) sınır koşullarıdikkate alınarak i =

1, . . . , n için

Ui1 = f (xi) (3.31)

ve j = 1, . . . ,m için

U1j = T1 (tj) (3.32)

Unj = T2 (tj) (3.33)

olarak alınır. Ayrıca

∂u

∂t
(x, 0) = g (x) , x ∈ X

başlangıç koşulunda, eşitliğin her iki yanına fuzzy dönüşümü uygulanır ve ∂u
∂t
kısmi türevi

için

∂u

∂t
(x, t) ≈ u (x, t+ ht)− u (x, t− ht)

2ht

sonlu fark yaklaşımıdikkate alındı̆gında i = 1, . . . , n için

Ui0 = Ui2 − 2htg (xi) (3.34)

olarak kabul edilebilir.

Böylece (3.31)-(3.34) koşullarıve (3.30) formülünden

F2nm [u] =


U11 U12 · · · U1m

U21 U22 · · · U2m
...

...
. . .

...

Un1 Un2 · · · Unm


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matrisinin tüm Uij bileşenleri bulunur ve u(xi, tj) ≈ Uij, i = 2, . . . , n − 1, j = 2, . . . ,m,

anlamında (3.23)-(3.25) probleminin çözümü için bir yaklaşım sağlanır.

(3.23)-(3.25) probleminin u çözümüne bir sürekli fonksiyon yaklaşımıelde edebilmek için,

bulunan F2nm [u] dönüşümüne ters fuzzy dönüşümü uygulanır.

Örnek 3.3.1 D2 = [0, 1]× [0, 1] bölgesi üzerinde

∂2u

∂t2
− 4

∂2u

∂x2
=
(
1 + 4π2

)
sin (πx) et

hiperbolik denkleminin,

u (x, 0) = 2 sin (πx) ,
∂u

∂t
(x, 0) = sin (πx) , x ∈ [0, 1]

başlangıç koşullarıve

u (0, t) = u (1, t) = 0, t ∈ [0, 1]

sınır koşullarıaltında kesin çözümü u (x, t) = sin (πx) (cos (2πt) + et) olur. hx = 0.1 ve

ht = 0.02 için, denklemin săg tarafı olan q (x, y) = (1 + 4π2) sin (πx) et fonksiyonunun

gürültü eklenmemiş dĕgerleri ile %5, %10 ve %20 gürültü eklenmiş dĕgerleri kullanılarak,

fuzzy yaklaşımıve sonlu farklar yöntemi ile problemin çözümü için yaklaşım yapılmı̧stır.

Elde edilen yaklaşık çözümlerin kesin çözüm ile karşılaştırılmasımaksadıyla hata matris-

lerinin 2-normu hesaplanmı̧s ve sonuçlar Tablo 3.2’de verilmiştir.

Tablo 3.2 Hata matrisinin 2-normu (Örnek 3.3.1 için ).

Gürültüsüz %5 gürültülü %10 gürültülü %20 gürültülü

Fuzzy Yaklaşımı(Üçgensel) 0.6041 0.7593 0.9877 1.5272

Fuzzy Yaklaşımı(Sinüsoidal) 0.6141 0.7782 1.0104 1.55518

Sonlu Fark Yaklaşımı 0.6967 0.8580 1.1676 1.9317

Tablo 3.2’de, verilere eklenen gürültü oranının artmasıyla yaklaşımlarda ortaya çıkan

hatanın da arttı̆gıgörülmektedir. Bununla birlikte gürültüsüz veya gürültülü verilerle,

fuzzy yaklaşımlarındaki hata değerlerinin sonlu farklar yöntemi ile yapılan yaklaşımlarda

elde edilenlere göre daha küçük olduğu görülmektedir.
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3.4 ELİPTİK DENKLEM İÇİN DİRİCHLET PROBLEMİNİN YAKLAŞIK

ÇÖZÜMÜ

Eliptik tip kısmi diferansiyel denklemler, potansiyel teori, akı̧skanlar mekaniği ve elastikiyet

gibi alanlarda uygulamalara sahiptir. Bu bölümde bir eliptik denklem için Dirichlet prob-

leminin çözümü için fuzzy yaklaşımıifade edilecektir.

X = [a, b] ve T = [c, d] olmak üzere D2 = X×T bölgesi tanımlansın ve D2
0 = (a, b)×(c, d)

olsun.

∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y) = q (x, y) , (x, y) ∈ D2

0 (3.35)

eliptik denkleminin

u (a, y) = f1 (y) , u (b, y) = f2 (y) , y ∈ [c, d]

u (x, c) = f3 (x) , u (x, d) = f4 (x) , x ∈ [a, b]
(3.36)

Dirichlet sınır koşullarıaltında u : X × T → R çözümünün bulunmasıproblemi verilsin.

a = x0 = x1 < x2 < · · · < xn = xn+1 = b ve hx = b−a
n−1 olmak üzere, [a, b] aralı̆gının bir

düzgün fuzzy parçalanı̧sıA1, . . . ,An temel fonksiyonlarıile tanımlansın. Ayrıca, c = y0 =

y1 < y2 < · · · < ym = ym+1 = d ve hy = d−c
m−1 olmak üzere, [c, d] aralı̆gının bir düzgün

fuzzy parçalanı̧sıB1, . . . ,Bm temel fonksiyonlarıile tanımlansın. (3.35) denkleminin her

iki yanına fuzzy dönüşümü uygulanırsa,

F2nm [uxx] + F2nm [uyy] = F2nm [q] (3.37)

cebirsel denklemine ulaşılır. Burada, F2nm [uxx] ve F2nm [q] matrisleri Bölüm 3.2’de ifade

edilmi̧s olup

F2nm [uyy] =


Uyy
11 Uyy

12 · · · Uyy
1m

Uyy
21 Uyy

22 · · · Uyy
2m

...
...

. . .
...

Uyy
n1 Uyy

n2 · · · Uyy
nm


matrisi ∂

2u
∂y2

için fuzzy dönüşüm bileşenlerinin matrisidir. Bu durumda (3.37) eşitliğinden

fuzzy bileşenleri kullanılarak, i = 1, . . . , n ve j = 1, . . . ,m için

Uxx
ij + Uyy

ij = Qij (3.38)
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eşitlikleri elde edilir. ∂2u
∂x2

ve ∂2u
∂y2

türevleri bilinmediğinden Uxx
ij ve Uyy

ij bileşenleri direkt

olarak hesaplanamaz ve bu bileşenlere Uij değerleri yardımıyla bir yaklaşım yapabilmek

amacıyla ∂2u
∂x2

ve ∂2u
∂y2

kısmi türevleri için

∂2u

∂x2
(x, y) ≈ u (x− hx, y)− 2u (x, y) + u (x+ hx, y)

(hx)2
,

∂2u

∂y2
(x, y) ≈ u (x, y − hy)− 2u (x, y) + u (x, y + hy)

(hy)2

sonlu fark yaklaşımlarıkullanılırsa

Uxx
ij ≈ 1

(hx)2
[
U(i−1)j − 2Uij + U(i+1)j

]
, (3.39)

Uyy
ij ≈ 1

(hy)2
[
Ui(j−1) − 2Uij + Ui(j+1)

]
(3.40)

elde edilir.

(3.39) ve (3.40) yaklaşımlarıkullanılarak (3.38) eşitliklerinden i = 2, . . . , n − 1 ve j =

2, . . . ,m− 1 için

U(i−1)j − 2Uij + U(i+1)j

(hx)2
+
Ui(j−1) − 2Uij + Ui(j+1)

(hy)2
= Qij (3.41)

denklem sistemi elde edilir.

(3.36) sınır koşullarından, i = 1, . . . , n ve j = 1, . . . ,m için

U1j = f1 (c+ (j − 1))

Unj = f2 (c+ (j − 1))

Ui1 = f3 (a+ (i− 1))

Uim = f4 (a+ (i− 1))

(3.42)

olarak alınır.

(3.42) koşullarıve (3.41) denklem sisteminden, Uij değerleri hesaplanarak (Burden et al.

2014, Yang et al. 2020)

F2nm [u] =


U11 U12 · · · U1m

U21 U22 · · · U2m
...

...
. . .

...

Un1 Un2 · · · Unm


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matrisi elde edilir ve böylece u(xi, yj) ≈ Uij, i = 2, . . . , n−1 ve j = 2, . . . ,m−1 anlamında

(3.35)-(3.36) probleminin çözümü için bir yaklaşım sağlanmı̧s olur.

(3.35)-(3.36) probleminin u çözümüne bir sürekli fonksiyon yaklaşımıelde edebilmek için,

bulunan F2nm [u] dönüşümüne ters fuzzy dönüşümü uygulanır.

Örnek 3.4.1 D2 = [1, 3]× [1, 3] bölgesi üzerinde

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= xey

eliptik denkleminin

u (1, y) = ey, u (3, y) = 3ey, y ∈ [1, 3]

u (x, 1) = xe, u (x, 3) = xe3, x ∈ [1, 3]

Dirichlet sınır koşullarıaltında kesin çözümü u (x, y) = xey olur. hx = hy = 0.2 için, den-

klemin săg tarafıolan q (x, y) = xey fonksiyonunun gürültü eklenmemiş dĕgerleri ile %5,

%10 ve %20 gürültü eklenmiş dĕgerleri kullanılarak, fuzzy yaklaşımıve sonlu farklar yön-

temi ile problemin çözümü için yaklaşım yapılmı̧stır. Ortaya çıkan denklem sistemlerinin

çözümü için Gauss-Seidel yöntemi (100 iterasyon adımıile) kullanılarak elde edilen yak-

laşık çözümlerin kesin çözüm ile karşılaştırılmasımaksadıyla hata matrislerinin 2-normu

hesaplanmı̧s ve sonuçlar Tablo 3.3’te verilmiştir.

Tablo 3.3 Hata matrisinin 2-normu (Örnek 3.4.1 için).

Gürültüsüz %5 gürültülü %10 gürültülü %20 gürültülü

Fuzzy Yaklaşımı(Üçgensel) 0.0012 0.1944 0.3891 0.7786

Fuzzy Yaklaşımı(Sinüsoidal) 0.0143 0.2046 0.4021 0.7973

Sonlu Fark Yaklaşımı 0.0852 0.5289 0.9899 1.9142

Örnek 3.2.1 ve 3.3.1 için verilen Tablo 3.1 ve 3.2’de olduğu gibi Tablo 3.3’te de gürültü

oranıarttırıldıkça fuzzy yaklaşımıve sonlu farklar yöntemi ile yapılan yaklaşımlarla elde

edilen hataların artmakta olduğu, ancak fuzzy yaklaşımının sonlu fark yaklaşımına göre

verilere etki eden gürültüden daha az etkilendiği görülmektedir.
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BÖLÜM 4

SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde, (Perfilieva and Chaldeeva 2001) çalı̧smasında ortaya konulan fuzzy dönüşümü

(F−dönüşümü) ele alınmı̧s olup fuzzy parçalanı̧s, fuzzy dönüşümü, ayrık fuzzy dönüşümü

ve ters fuzzy dönüşümü kavramlarıaçıklanmı̧stır.

Fuzzy dönüşümü ve ters fuzzy dönüşümünün uygulanmasıkapsamında iki nokta sınır-

değer problemi, parabolik denklem için birinci karı̧sık problem, hiperbolik denklem için

birinci karı̧sık problem ve eliptik denklem için Dirichlet probleminin yaklaşık çözümü için

fuzzy yaklaşımıifade edilmi̧stir. Bu problemlerde yer alan bilinen fonksiyonların bazıözel

durumlarıiçin fuzzy yaklaşımıve klasik bir yöntem olan sonlu farklar yöntemi ile elde

edilen yaklaşım sonuçlarıgrafikler ve tablolar yardımıyla kaŗsılaştırılmı̧stır.

İncelenen örneklerde denklemlerin sağ taraflarına eklenen gürültünün artmasıile her iki

yöntemde de yaklaşım sonucu ortaya çıkan hatanın da artmakta olduğu, bununla beraber

fuzzy yaklaşımıile elde edilen sonuçların sonlu farklar yöntemine göre gürültü artı̧sından

daha az etkilendiği görülmüştür. Ayrıca, üçgensel temel fonksiyonlar kullanılarak yapılan

fuzzy yaklaşımlarında sinüsoidal temel fonksiyonlar kullanılarak yapılan fuzzy yaklaşım-

larıve sonlu farklar yöntemi ile yapılan yaklaşımlara göre daha küçük hata değerlerine

ulaşılmı̧stır.

Bu çalı̧sma kapsamında kullanılan fuzzy yaklaşımıele alınan örnekler haricinde diğer adi

diferansiyel denklemler, kısmi diferansiyel denklemler ve integral denklemlerin çözümünü

gerektiren uygulamalımatematiğin çeşitli problemlerinde kullanımımümkün olan önemli

ve etkili bir yaklaşımdır.
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