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Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; fuzzy mantigin ortaya ¢ikma sebebi, tarihgesi ve kullanim alanlar1 hakkinda

bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde; tez ile ilgili 6n bilgilere, temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde; farkli fuzzy metrik uzay tanimlari ele alinmustir. Ozellikle; Kramosil ve
Michalek Anlaminda Fuzzy Metrik Uzaylar, Kaleva ve Seikkela Anlaminda Fuzzy Metrik
Uzaylar, George ve P. Veeramoni Anlaminda Fuzzy Metrik Uzaylar, Non- Archimedean Fuzzy
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 FUZZY (BULANIK) MANTIGIN DOGUSU

"Hamza ¢ok uzun boyludur", "Zeynep giizel bir kizdir", "Galerideki koyu mavi araba ¢ok pahali
bir arabadir" gibi ciimleler; goreceli kavramlar igerdiginden herkeste ayni etkiyi birakmaz, yani
herkes i¢in ayni dogruluk degeriyle nitelendirilmez. (Unutulmamalidir ki klasik mantik
sistemleri kesin dogruluk degerlerini icerir. Yani klasik mantik sistemlerinde dogruluk degeri
ya “0” dir, ya da “1”. Dolayisiyla s6z konusu eleman ya kiimeye aittir, ya da ait degildir.) Yani
Hamza bazilar tarafindan ¢ok uzun boylu olarak nitelendirilebilirken, bazilari tarafindan orta
boylu ve hatta kisa olarak bile nitelendirilebilir. Benzer sekilde ‘giizellik’, ‘cirkinlik’;
‘ucuzluk’, ‘pahalilik’; ‘agiklik’, ‘koyuluk’ gibi kavramlar net bir sekilde tanimlanmamis ve hep
muglak ifadeler olarak kalmistir. Fakat 6te yandan her ne kadar goreceli olsa da, insanlarin bu
tiir climlelere olan ihtiyac1 kacinilmazdir. Mutlak siyah ve mutlak beyazin arasinda grinin
binlerce tonu vardir ve bunlara giinliik hayatta illa ki bu tonlara da ihtiyag duyulmaktadir.
Kisiler arasindaki bu iletisim sorununu ¢6zmek; bu tarz belirsiz kavramlar1 herkeste ayni etkiyi
birakacak sekilde tanimlamaktan geciyordu. Iste bu belirsizligi ortadan kaldirma gabalari fuzzy
mantik olarak adlandirilan yeni bir mantik sisteminin kapilarini agmistir. Peki bu tarz
kavramlara tek anlam ihtiva edecek sekilde nasil dogruluk verilebilirdi? Bu sorunun yanit1 ise,
stirekli veya dereceli bi¢imde bir dogruluk, yani ‘bulanik’ dogruluk kavramini kullanmakta
gizlidir. Yani klasik mantik sistemlerindeki gibi dogruluk degeri sadece “0” ya da “1” den ibaret
degil; 0 ile 1 dahil olmak {izere arasindaki tiim degerleri de icermektedir. Bulanik dogruluk
kavraminin, klasik (siradan) dogruluk kavramiyla benzerlikleri vardir, fakat daha geneldir, ve
uygulama alam1 daha genistir, belirsizligin, dogruluk Ol¢iitiintin keskin bir sekilde
tanimlanamamasindan kaynaklanan durumlardaki problemlerle ugragmak i¢in giizel bir olanak

saglar.



1.2 FUZZY MANTIGIN TARIHCESI

Mantiksal paradokslar ve Heisenberg’in belirsizlik ilkesi, 1920’ler ve 1930’larda ¢ok degerli
mantik sistemlerinin gelismesine yol ac¢ti. Kuantum teorisyenleri, iki degerli mantik
sistemlerinin ‘dogru’ ve ‘yanlig’tan olusan deger kiimesine, bir iigiincii veya orta dogruluk
degeri ekleyerek ‘belirlenemezlik’in ifade edilebilmesine imkan sagladilar. Bundan sonraki
asamada, ‘dogru’ ve ‘yanlis’, ‘belirlenemezlik’ tayfinin sinir kosullar1 olarak goriiliip

belirlenemezlik derecelendirildi.

Heisenberg’in belirsizlik ilkesi, ‘belirlenemezlik’inin siirekliligiyle, bilimi ¢ok degerlilige
zorladi. Pek az batili filozof ¢ok degerliligi benimsemesine ragmen, Lukasiewicz, Gddel, ve

Black, ilk ¢ok-degerli ya da bulanik mantik ve kiime sistemlerini gelistirdiler.

1930’larin baslarinda Polonyali mantik¢i Jan Lukasiewicz ilk {ig-degerli mantik sistemini

gelistirdi. Lukaziewicz, daha sonra dogruluk degerlerinin kiimesini tiim sayilara genellestirdi.

1930’larda kuantum filozofu Max Black, siirekli degerlere sahip mantigi, eleman diizeyinde
kiimelere uyguladi. Black, bulanik-kiime {iyelik fonksiyonlarindan bahseden ilk kisi oldu.
Black, ifade etmeye calistig1 yapilardaki belirsizligi ‘miiphemlik’ olarak adlandirdi. Zadeh’in
bulanik-kiime teorisinin aksine, Black’in ¢ok degerli kiimelerindeki her bir eleman, siirekli

degerlere sahip bir mantik ¢gergevesinde ele alinan bir ciimleyle es-degerdi.

Fuzzy kavrami ilk kez 1965°te, Azerbaycan dogumlu Lotfi Askar Zadeh (Liitfii Askerzade)
Fuzzy Kiimeler (Fuzzy Sets) basliklt bir makalesinde ele alindi. Berkeley Kaliforniya
Universitesi’nde profesor olan L. Askerzade, bu tarihin doért yil oncesinde, 1961°de,
yayimmladigir bir makalesinde “olasilik dagilimiyla tanimlanamayan bulanik ya da belirsiz
nicelikler i¢in farkli bir matematige” gereksinim oldugunu yaziyordu. Ciinkii, Askerzade
dogadaki goriingiiler ile siireglerin sonlu degerli mantikla agiklanamayacagini diisiiniiyordu.
1960’larin sonlarinda Askerzade’nin makalesi kesinlik vurgusundan vazgegmeyen bilimsel
cevreler tarafindan kabul gérmemis, dahast ABD Kongresi’nde ABD Ulusal Bilim Vakfi (NSF
— National Science Foundation) kaynaklarinin bosa harcanmasia 6rnek olarak anilmisti.
70’lerde ise Avrupali, ve 6zellikle Japonyali bilim adamlarinin bu konuda artan arastirmalari
ile mithendislik uygulamalar1 nedeniyle fuzzy mantik ile fuzzy kiimeler kurami artan hizla
gelisti. Gliniimiizde fuzzy mantik otomobillerin vites kutularindan bulasik makinelerine,
elektronik devreleri ile yapay zekanin karar verme algoritmalarina kadar olduk¢a kapsaml
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teknik uygulamalara sahip; dahast Tokyo monorail sistemi fuzzy metro temelli bilgisayar ile
mihendislik sistemleriyle islemekte. Bilgisayar ile enformatik bilimleri, kontrol sistemleri,

karar-alma algoritmalar1 fuzzy mantigin yogun olarak kullanildig: alanlar olarak beliriyor.

Fuzzy mantigin baslica 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir:

2 2 2 2

i) “dogru”, ”cok dogru”, ”az ¢ok dogru” v.b. gibi sozel olarak ifade edilen (linguistik-dilsel-

degiskenli)dogruluk derecelerine sahip olmasi,

ii) Gecerliligi kesin degil fakat yaklasik olan ¢ikarim kurallarina sahip olmasi,

iii) Her kavramin bir derecesi olmasi,

iv) Her mantiksal sistemin fuzzy sistemine aktarilabilmesi,

v) Fuzzy mantikta bilginin, fuzzy kisitlara ait degiskenlerin esnekligi veya denkligiyle

yorumlanmasi.

1.3 FUZZY MANTIGIN AVANTAJ VE DEZAVANTAJLARI

Fuzzy mantiktan yola ¢ikilarak kullanilan fuzzy denetleyicilerle ilgili baglica iistiinliikler, zayif

noktalar ve elestiriler agagida agiklanmustir.

1.3.1 Avantajlar

Glinliik hayatta oldugu gibi belirsiz, zamanla degisen, karmasik, iyi tanimlanmamuis sistemlerin

denetimine basit ¢ozlimler getirir.

Sistem basit bir matematiksel modelle tanimlanabilen bir sistemse o zaman geleneksel bir
denetim yeterli olacaktir. Ama karmasik bir sisteme geleneksel bir mantik uygulamak hem
cok zor hem de yiiksek maliyetlidir. Buna karsilik fuzzy mantik denetimi geleneksel mantiga

gore sistemi daha 1yi analiz edebilecegi gibi ayn1 zamanda da ekonomiktir.



Fuzzy mantikta isaretlerin bir 6n isleme tabi tutulmalar1 ve olduk¢a genis bir alana yayilan
degerlerin az sayida iiyelik fonksiyonlarina indirgenmeleri nedeni ile fuzzy denetim genellikle

daha kiiciik bir yazilimla daha hizli bir sekilde sonuglanir.

S6z edilen az sayida degerler {izerinde uygulanacak kural sayisi da az oldugundan sonuca

ulasmak daha da ¢abuklasacaktir.

Bu durum geleneksel bilgisayar ortaminda bdyledir.Ozel gelistirilmis bir donanimla sonuca
daha da hizli ulagsmak olasidir. Ornegin Sanyo-Fisher firmasi miihendisleri, video kayit
cihazinda kullanmay1 diisiindiikleri mikro bilgisayarin yetersiz kalmasindan dolayi, fuzzy
denetim kullanmaya karar vermislerdir. Fuzzy denetim yazilim boyutlarinin daha kiigiik

olmasini sagladigindan, dis bellek kullanimina gerek kalmamuistir.

Fuzzy mantik denetiminin sagladigi bir diger avantaj ise dogrudan kullanici girislerine ve

kullanicinin deneyimlerinden yararlanabilmesine olanak saglamasidir.

Bilindigi gibi otomatik vites degisimi motorun belli hizlara ulagsmasi sonucunda otomatik olarak
gerceklesir. Buna karsilik manuel vitesli bir arabada ise siiriicii, yol, yiik ve kendi araba kullanig
tarzina gore belli durumlarda vites degistirir. Subaru tarafindan iiretilen justy tipi otomobilde
kullanilan aktarim organinin degistirilmesi, bir kayisin konumunun fuzzy mantik kullanilarak
degistirilmesi ile saglanir. Boylece arabanin ivmesi ve performansi siirekli olarak ayarlanir hale
gelir. Subaru, bu otomobilde kullandig1 fuzzy mantik iiyelik fonksiyonlarini, otomobili test
soforlerine kullandirarak ve onlardan ivme ve performans agisindan en iyi aktarim oranini

ogrenerek ayarlamistir. Bu konuda Honda ve Nissan da benzer ¢aligmalar yapmislardir.

1.3.2 Dezavantajlar

Fuzzy denetimde kullanilan kurallar deneyime ¢ok baghdir.

Uyelik fonksiyonlarinin segiminde belirli bir yéntem yoktur.En uygun fonksiyon deneme ile

bulunur. Bu da olduk¢a uzun bir zaman alabilir.

Denetlenen sistemin bir kararlilik analizi yapilamaz ve sistemin nasil cevap verecegi dnceden

kestirilemez. Yapilacak tek sey benzetim ¢aligmasidir.



1.4 FUZZY MANTIGIN UYGULAMA ALANLARI

Fuzzy mantik uygulamalar1 ilk olarak ¢imento sektoriinde kullanilmaya baslanmistir. Bu
sektorde kireg tasi ve kil 1000-1400 derece sicaklikta reaksiyona girmektedir. Firin i¢indeki
sicaklik ve oksijen orani ¢imentonun kalitesini dogrudan etkilemektedir. Sadece bu konuda
uzman operatorler istenilen limitler dahilinde iirlin elde edebilmektedirler. Ama vardiyali bir
sistemle ¢alisan bu fabrikada ¢ok sayida operatdr vardir ve her operatdriin uzmanliklarinin
farkli olmasi nedeniyle farkli niteliklerde ve verimlilikte iiriin elde edilmektedir. Istenilen
kalitede iiriin sadece bu iste yillardir ¢alisan uzmanlar tarafindan saglanabilmektedir. Zira
cimento liretimi fuzzy bir yapiya sahiptir ve siire¢ kontroliinii fuzzy kurallar saglamaktadir.
Ornegin 1s1y1 10 derece yiikselt veya 5 derece azalt gibi kesin kurallar degil biraz azalt , biraz
yiikselt gibi bulanik terimlerle ifade edilen kurallarla kontrol edilmektedir. Bir Danimarka
firmasi bu siirecin kontrolil i¢in uzman operatdrlerin kullandigi 50-60 pratik kuraldan hareketle
bir mikro kontrolor olusturmuslar ve sonug olarak sabit iirlin kalitesi ve yakitta biiyiik tasarruf

elde etmislerdir.

Daha sonralar1 fuzzy mantik; Miihendislik, T1ip, Sosyoloji, Psikoloji, Isletme, Ulastirma, Yapay
Zeka, Kavsak Sinyalizasyonu gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaya baslandi. Giliniimiizde
Fuzzy Mantik hemen hemen her alanda kendine kolaylikla uygulama alani bulabilmektedir.

Asagidaki ¢izelgede Fuzzy Mantig1 kullanan iirlinler ve fuzzy mantigin triindeki islevi

belirtilmistir.
Cizelge 1.1 Fuzzy mantiin bazi iiriinlerdeki islevi

URUN FUZZY MANTIGIN ISLEVI

Yolcu trafigini degerlendirir.
Asansor Denetimi Yolcu trafigini degerlendirir.

Ekranda birka¢ obje olmasi durumunda en iyi fokusu ve
SLR Fotograf Makinesi aydinlatmay1 belirler

Cihazin elle tutulmasi nedeniyle ¢ekim sirasinda olusan
Video Kayit Cihazi sarsintilar1 ortadan kaldirir.




Cizelge 1.1 (devam ediyor)

Camasirin ~ kirliligini, agirhigini, kumas
cinsini sezer, ona gore yikama programini
Camagsir Makinesi seger.

Yerin durumun ve kirliligini sezer ve motor
Elektrik Siiptirgesi giiciinii uygun ayarlar.

Isitmayr  kullanilan suyun miktar ve
Su Isiticisi sicakligina gore ayarlar.

Ortam kosullarin1 degerlendirerek en iyi
calisgma durumunu algilar, odaya birisi
Klima girerse sogutmay arttirir.

Tekerleklerin kilitlenmeden frenlenmesini
ABS Fren Sistemi saglar.

El yazis1 ile veri ve komut girisine olanak
El Bilgisayar1 tanir.

Hizlanma ve yavaslamay1 ayarlayarak rahat
bir yolculuk saglanmasinin yani sira durma
Sendai Metro Sistemi konumunu iyi ayarlar, giigten tasarruf saglar.

Ekran kontrastini,parlakligini  ve rengini
Televizyon ayarlar




BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TOREMLER
2.1 FUZZY KUME KAVRAMI VE iLGIiLi TANIM VE TEOREMLER

2.1.1 Tamim (Karakteristik Fonksiyon)

X herhangi bir kiime olmak {izere A € X olsun.

1,x € Aise
Xa(x) = {O,x ¢ Aise (2.1)

seklinde tanimli y,(x): X — {0,1} fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

2.1.2 Tanmim (Fuzzy Kiime)
X herhangi bir kiime, A € X ve I = [0,1] € R olsun. Bu durumda pu,: X — [0,1] fonksiyonu

tarafindan karakterize edilen
A={(us(x))|xeX}cXxI (2.2)

kiimesine X de bir fuzzy kiime denir. Burada p, ya A fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu ve

Her x € X igin u,(x) € I degerine de x in A ya ait olma derecesi denir (Zadeh,1965).
R tizerindeki tiim fuzzy kiimelerin ailesi F(R) ile gosterilecektir.

Klasik kiime teorisinde A bir kiime olmak iizere; A nin iiyelik (karakteristik) fonksiyonu
ps(x),x € A iken 1 ve x & A iken 0 olmak iizere iki deger almaktadir. Uyelik fonksiyonu

sadece 0 ve 1 degerini alan bu kiimelere adi veya basit kiime denir.
Ozel olarak;

X Fuzzy kiimesi; py(x) = 1 olmak tizere X = {(x,1)|x € X},

@ Fuzzy kiimesi; pugy(x) = 0 olmak tizere @ = {(x, 0)|x € X}

seklinde gosterilir.



4 Ha (x)

Sekil 2.1 Klasik bir A kiimesi

v

v

Sekil 2.2 R de bir A fuzzy kiimesi

2.1.2.1 Ornek

Uyelik fonksiyonu p,: R = [0,1] olan ve

seklinde tanimlanan A = {(x, t4(x))|x € R} kiimesi bir fuzzy kiimedir.



pa(x)s

»

\4

Sekil 2.3 A fuzzy kiimesi

2.1.2.2 Tamim (Sabit Fuzzy Kiime)

Her x € X igin iiyelik derecesi 4 (x) = a € [0,1] olan kiimelere sabit fuzzy kiime denir (Zadeh
1965).

2.1.2.3 Ornek

X =N ve puy(x) =0.7 olsun. A ={(x,0.7)|x € N} fuzzy kiimesi agik¢a sabit bir fuzzy
kiimedir (Zadeh 1965).

2.1.3 Tamim (Esit Fuzzy Kiimeler)
X bostan farkli herhangi bir kiime, A ve B; X kiimesinde iki fuzzy kiime olsun. Her x € X i¢in

pa(x) = ug(x) ise A ve B ye esit fuzzy kiimeler denir (Zadeh 1965).

2.1.3.1 Ornek

X = {0,1} olmak iizere A ve B fuzzy kiimelerinin iiyelik fonksiyonlari sirasiyla u,(x) = x ve

pg(x) = x? olsun. Bu durumda A ve B esit fuzzy kiimelerdir.
Gergekten; her x € X i¢in u,(x) = ug(x) dir. Yani

A ={(0,0),(1,1)},B ={(0,0),(1,1)}

dir. Dolayisiyla A ve B esit fuzzy kiimelerdir.

2.1.4 Tamim
Kiimeler teorisinde kullanilan kapsama, birlesim ve kesisim sembolleri yerine fuzzy kiimelerde

<, V, A sembolleri kullanilir.

X # @ herhangi bir kiime ve A, B, C fuzzy kiimeler olsun.



ii)

iii)

vi)

Her x € X igin pu,(x) < pg(x) ise B fuzzy kiimesi, A fuzzy kiimesini kapstyor denir ve
A < B ile gosterilir.

AV B = {(x, ttayp(x)): Her x € X igin p15(x): = max{u, (x), up (x)}}

seklinde tanimlanan kiimeye A ve B fuzzy kiimelerinin birlegsimi denir ve AV B ile

gosterilir.

ANB = {(x, kars (x)): Her x € X icin papp (x): = min{p, (x), s (X)}}

seklinde tanimlanan kiimeye A ve B fuzzy kiimelerinin kesigsimi denir ve AAB ile
gosterilir.

A = {(x, ,uAf(x)) :Herx € Xicinp, (x) :==1—py (x)} seklinde tanimlanan A" fuzzy
kiimesine A nmin tiimleyeni denir.

X teki fuzzy kiimelerinin bir ailesi {4;|i € N} olsun. Bu durumda V;ecy A4; ve Ajey 4; fuzzy

kiimeleri sirasiyla

C = \/Ai = {(x, ,uc(x)): Her x € X igin pc(x): = maxieN{uAi(x)}}

ieN

D = /\Ai = {(x, uD(x)): Her x € X igin up(x): = miniEN{,uAi(x)}}
ieN

seklinde tanimlidir.

A\ B = {(x, Ha\B (x)) :Her x € X igin pig\ p(x) = min{uA(x),,uB'(x)}}

seklinde tanimlanan kiimeye A, B fuzzy kiimelerinin fark: denir (Chang 1968).

2.1.4.1 Not

Yukaridaki tanimlar1 somut hale getirmek i¢in asagida sekilli 6rneklere yer verilmistir.

1

0.5

UA VB

<Y

Sekil 2.4 A nin B yi kapsamast

10
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Sekil 2.6 C ve D fuzzy kiimelerinin birlesimi ~ Sekil 2.5 C ve D fuzzy kiimelerinin kesisimi

<Y

Sekil 2.9 C ve D fuzzy kiimelerinin birlesimi ~ Sekil 2.8 C ve D fuzzy kiimelerinin kesisimi

11



2.1.4.2 Ornek

X ={a,b}ve A ={(a0.1),(b,0.5)}, B={(a,0.2),(b,0.7)} seklinde taniml iki fuzzy kiime
olmak iizere; AV B,AANB,A A \ B fuzzy kiimeleri asagidaki sekilde belirlenir.

i)

ii)

iiif)

iv)

Her x € X igin pu,(x) < ug(x) oldugundan B, A fuzzy kiimesini kapsar. Yani A < B dir.
AV B =:C olsun. Her x € X i¢in max {u4(x), ug(x)} = uc(x) dir. Dolayisiyla

pc(a) =0.1,uc(b) =0

olacagindan

AV B ={(a,0.2),(b,0.7)}

olur.

A A B =:D olsun. Bu durumda

up(a) = 0.1, up(b) = 0.5

olur. Béylece A A B = {(a, 0.1), (b, 0.5)} olacaktir.

A' fuzzy kiimesinin tiyelik derecesi p7(x) = 1 — pu(x)
oldugundan

MAI(CI) = 0.9, #A’(b) = 0.5
A" = {(a,0.9),(b,0.5)}
bulunur.

A\ B = AAB' seklinde tanimhi oldugundan A\ B fuzzy kiimesinin iyelik derecesi
tavg = min{u, (x), upr (x)} yazilir. Boylece
tavg(a) = 0.1 ve uy\p(b) = 0.3

oldugundan
A\ B = {(a,0.1), (b, 0.3)}

bulunur.

2.1.4.3 Teorem

X # @ bir kiime ve 4, B c X iki fuzzy kiime olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir
(Chang 1968):

12



i 4 =4 (2.3)
i) ASBo B <A.

iii) (AVB) =A'AB,(AAB) = A'VE'. 2.4)

iv) (i\e/l Ai) = M4/ 2.5)

V) /\Al =V Ai’ (26)
i€l i€l

Ispat:

A fuzzy kiimesinin iyelik fonksiyonu u,, B fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu up olmak

Uzere;

) () =1—pa(x) ve p,y () = 1= (1= pa(@)) = pa(x)

oldugundan
Aan' =4
dir.

i) 10 (0) = 1 p1y(x) ve prgr () = 1 — i (x)
dir. Dolayisiyla
A<B & puyu(x) < pp(x)
S 1—pp(x) =1 —ppx)
S 1—pup(x) <1 —pu(x)
& 1y (0 < (1)
©B' <A
elde edilir.
iii) (AV B)' = A’ A B esitligini gostermek igin;

her x € X olmak tizere p(aypy (x) = pyrppr (%) esitligi gosterilmelidir.

ta g X = [0,1],

A" A B' fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu; min{1 — u,, 1 — ug},
AV B fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu; max{u,, Uz},

(A Vv B)' fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu da; 1 — max{uy, uz}
dir.

1 —max{uy, pp} = min{l — py, 1 — pp}

esitligi gbz Online alinirsa;

(A v B)' fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu; min{1 — u,, 1 — g} olur. Dolayisiyla
13



her x € X i¢in p4ypy (X) = pgrppr(x), yani (AV B)' = A" A B’

dir. Benzer sekilde;

A' Vv B' fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu; max{1 — p4, 1 — ug},

(A A B)' fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu; 1 — min{uy,, ug} dir. Burada

1 —min{u,, ug} = max{l — u,, 1 — up} esitligi géz oniine alinirsa;

(A A B)' fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu; max{1 — 4, 1 — pg} olur. Dolayisiyla
her x € X igin pyp gy (x) = parypr (x) dir.

(i\(/EIAi) = max{,uAl.(x)} ve (i\éIAi) =1- max{,uAi(x)}
oldugundan

(i\‘/EIAi) = min{l - ,uAi(x)}

dir. Tiimleyen alma 6zelliginden

(i\éIAi) - min{,uAri(x)} - i/e\IAli

olur.

i{E\IAi = min{,uAi(x)} ve (i/E\IAi) =1- min{,uAl.(x)}
oldugundan

(i{E\IAi) = max{l — ,uAi(x)}

= max{u,, (x)}

LA

bulunur.m

2.1.4.4 Uyan

Fuzzy kiimelerde birlesim, kesisim ve tiimleyen islemleri asagidaki 6zeliklere sahiptir.

Cizelge 2.1 Fuzzy kiimelerde bazi 6zellikler

Tek kuvvet ozelligi Degisme ozelligi
AVA=A AVB=BVA
ANA=A ANB=BAA

14




Cizelge 2.1 (devam ediyor)

Yutma 6zelligi
AvX =X
AV(AAB)=A
AND =0
ANAVB)=A
Ozdeslik 6zelligi Birlesme 6zelligi
ANX =A Av(BvC)=(AvB)vC
Avp=A ANBAC)=(AAB)ANC
Dagilma ozelligi De Morgan kurali 6zelligi
B A (4 40) = %y (4 AB) (g 4) = A
Bv (t/e\TAt) - té\T(At v B) (té\TAt) :th A

2.1.4.5 Teorem

A ve B, X kiimesinde herhangi iki fuzzy kiime olsun.

i) AV B fuzzy kiimesi A ve B yi i¢eren en kiiclik fuzzy kiimedir.

ii) A A B fuzzy kiimesi A ve B tarafindan igerilen en biiyiik fuzzy kiimedir.
Kanit.
i) A, B fuzzy kiimelerinin liyelik fonksiyonlar1 sirastyla p4 ve g olsun. Her x € X igin
tave (x) = max{u, (x), up(x)}
oldugundan
A<AVBveB<AVB
dir.

Ote yandan A ve Byi iceren herhangi bir fuzzy kiimesi D olsun. Yani A<D ve B <D
olsun. O halde her x € X i¢in puy(x) < up(x) ve ug(x) < up(x) dir. Dolayisiyla her x € X
i¢in

max{p, (x), up ()} < pp (¥) & pavp(x) < pp(x)

dir. YaniAvB <D

15



dir. Dolayisiyla A V B fuzzy kiimesi; A ve B yi i¢ceren herhangi bir D fuzzy kiimesi tarafindan

igerildiginden, A ve B yi i¢eren en kiiciik fuzzy kiime A vV B dir.
ii) A, B fuzzy kiimelerinin {iyelik fonksiyonlari sirastyla 4 ve pg; ve her x € X icin
tang (x) = min{p, (x), pp (x)}
oldugundan
ANB<A,ANB<B
dir.

Ote yandan A ve B tarafindan igerilen herhangi bir fuzzy kiime D olsun. Yani D < A ve
D < B olsun. O halde her x € X i¢in up(x) < pus(x) ve up(x) < ug(x) dir. Dolayisiyla her

x € X i¢in
pp(x) < min{p, (), up(x)} © up(x) < pgpp(x)

dir. Yani D < AA B dir. Dolayistyla A AB fuzzy kiimesi; A ve B tarafindan igerilen
herhangi bir D fuzzy kiimesini igerdiginden, A ve B tarafindan igerilen en biiyiik fuzzy kiime

A A B dir.

2.1.4.6 Uyan

X herhangi bir kiime ve A bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda

i) AANA" = @ olmak zorunda degildir.
ii) AV A" = X olmak zorunda degildir.

Dolayisiyla klasik kiimelerden farkli olarak;
Bava’ (X) = px (x) ve pynar (x) = pg(x)
esitlikleri gegerli olmak zorunda degildir.

Asagida bu duruma aksi bir 6rnek verilmistir.

2.1.4.7 Ornek

X ={a,b},A =1{(a,02),(b,09)} olsun. ANA' =0 ve AVA =X olup olmadigim

arastiriniz.

16



Coziim.
A" ={(a,0.8),(b,0.1)} dir. gy () = min{py(x), 1y (x)} seklinde tanimlandigindan
ANA" ={(a,02),(h,01)} # @

bulunur. Ayrica

Havar (x) = max {p, (x), par (x)}

oldugundan

AV A" ={(a,0.8),(b,09)} £ X

bulunur.

2.1.5 Tamim (Fuzzy Kiimenin Kuvveti)

A= {(x, Uy (x)): x€eX } fuzzy kiimesinin n. Kuvveti

A" = {(x, (uA(x))n):x € X} 2.7)
seklinde tanimlanir.

2.1.5.1 Ornek

A ={(3,0.7), (5,0.8), (6,0.9), (7,1) Huzzy kiime olsun. A fuzzy kiimesi i¢in A%, A3, A"
A2 = {(3,0.49), (5,0.64), (6,0.81), (7,1)}

A% = {(3,0.343), (5,0.512), (6,0.729), (7,1)}

A" ={(3,(0.7)"),(5,(0.8)"), (6,(0.9)™), (7,1)}

olarak elde edilir.

2.1.6 Tanmim (a — kesim, Kesin a — kesim)
A bir fuzzy kiime ve a € ]0,1] olsun. A fuzzy kiimesinin a —kesimi ve kesin o —kesimi

sirasiyla A, ve A, ile gosterilir ve
Ag={xeXipp(x) = a}ve Ay ={x € X:pp(x) > a'} (2.8)

seklinde tanimlanir.

17
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ta(x) 1

v

Sekil 2.10 A kiimesinin a ve a' kesimleri

2.1.7 Tanmim (Normallik)
A c X bir fuzzy kiime olsun. Eger en az bir x, € X i¢in pyu(x) = 1 ise A fuzzy kiimesine

normaldir denir.

2.1.7.1 Ornek

X = E, 12—5], A c X bir fuzzy kiime ve A nin iiyelik fonksiyonu
== el
pa(¥) =9 Zpiias 15 (2.9)
) [SI _]

olarak verilsin. t4(5) = 1 oldugundan A fuzzy kiimesi normaldir.

2.1.8 Tamim (Dayanak)
A bir fuzzy kiime olsun. A min dayanag lyelik derecesi sifir olmayan biitiin noktalarin

kiimesidir. Yani
day(4) = {x € X:pp(x) > 0} (2.10)

seklinde tanimlanir.

18



2.1.8.1 Ornek

X = R, A c R bir fuzzy kiime ve A nin iiyelik fonksiyonu

x2

pa(x) = {m x#0 @.11)
0, x=0

olarak verilsin. Bu durumda
day(4) = R\ {0}
dir.

2.1.9 Tanim (Boy)

A bir fuzzy kiime olsun. A nin boyu

h(A) = sup ps(x) (2.12)

xeX
bi¢iminde tanimlanir ve h(A) ile gosterilir.
2.1.9.1 Ornek

X =17, A c Z bir fuzzy kiime ve A nin iiyelik fonksiyonu

ua(x) = = (2.13)

X

olarak verilsin. u,(1) = uy(—=1) = 1veherx € Z \ {—1,1} i¢in p4(x) < 1 oldugundan
h(A) =suppa(x) =1
xeX

dir. Dolayisiyla 4 nin boyu 1 dir.

2.1.10 Tanmim (Cekirdek)

A bir fuzzy kiime olsun. ps(x) = 1 kosulunu saglayan tiim x € X lerin olusturdugu kiimeye,
A nin ¢ekirdegi denir. Core(A) ile gosterilir ve
Core(A) ={x € X:up(x) = 1} (2.14)

seklinde tanimlanir.
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2.1.10.1 Ornek

X =17, A c Z bir fuzzy kiime ve A nin iiyelik fonksiyonu

a(x) = = (2.15)
olarak verilsin. 4 fuzzy kiimesinin ¢ekirdegi

Core(A) = {—1,1}

dir.

2.1.11 Tamim (Konvekslik)

Her A € [0,1] ve her x4, x, € X i¢in iiyelik derecesi

ta(Ax; + (1 = Dxz) = min{uy (xq), pa(x2)} (2.16)

esitsizligini saglayan A fuzzy kiimesine konvekstir denir.

Ua
A
. pua(Axy + (1 = A)x3)
wa(x2)
pa(x1)
x1 XZ Vx

Sekil 2.11 Konveks fuzzy kiime
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pa(xz)
ta(xo) // \ /
ta(x1)
X4 X X, " x

Sekil 2.12 Konveks olmayan fuzzy kiime

2.1.11.1 Sonuc¢

A c X fuzzy kiimesinin konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul her a € ]0,1] igin

A, = {x € X: up(x) = a} kiimesinin klasik anlamda konveks olmasidir.

Kanit:

=: A fuzzy kiimesi konveks olsun. Yani, her A € [0,1] igin ve her x;, x, € X i¢gin
pa(Axy + (1= Dxz) = minfp, (1), g (x2)}

olsun.

X1,%X, € A, ve a = uy(x;) olarak segilsin. O zaman her x, € X icin ps(x;) = pa(x;) = a

olur. Ax; + (1 — A)x, € X oldugundan her 0 < A < 1 igin
pa(Axy + (1 = Dxz) = min{p, (1), ua(x2)} = pa(xy) =
dir. Yani

Ha(dxy + (1= Dxy) 2

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla

Axi +(1—Dx, €A,

olur. Yani A, klasik anlamda konvekstir.
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<: A, kiimesi klasik anlamda konveks olsun. A, nin tanimina gore
pa(xz) = puy(xy) = a

sartin1 saglayacak sekilde x4, x, € X elemanlar se¢ilsin.

pa(x) =«

oldugundan A, nin tanim1 geregince x4, x, € A, dir.

A, klasik anlamda konveks oldugundan her A € [0,1] igin Ax; + (1 — A)x, € A, , yani
pUa(Ax; + (1 — )x,) = a elde edilir. Dolayisiyla

pa(Axy + (1= Dxz) = a = min{u, (x1), ua(x2)}
esitsizligine ulasilir. Yani A fuzzy kiimesi konveks olur.

2.1.11.2 Teorem

A ve B fuzzy kiimeleri konveks ise A A B fuzzy kiimesi de konvekstir.
Ispat

C = A A B olsun. Bu takdirde

pe(Axy + (1 — Dxy) = min{uy (Axg + (1 — Dxy), up(Axg + (1 — Dxy)}
olur. Simdi de A ve B nin konveksliginden,

pa(Axy + (1 = A)xz) = minp, (), pa(x2)}

ve

up(Axy + (1 = Dxz) = min{up (xq), up(x2)}

esitsizlikleri gegerlidir. Boylece

pe(Axy + (1 = A)xz) = min{min{p, (1), paCxz)}, min{pup (1), up (x2) 1}
= min{min{u, (x;), up (x1)}, minfu, (x2), pp(x2)}}

= min{pgnp (1), ftans (x2)}

> min{uc(x1), pe(x2)}
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yazilabilir. Bu ise

/Jc(/bﬁ +(1- A)xz) = min{lic(xﬂ;#c(xz)}
esitsizligini verir. Bu ise ispati tamamlar.
2.2 FUZZY SAYI KAVRAMI VE iLGILi TANIM VE TEOREMLER

2.2.1 Fuzzy Say1 ve Cesitleri

2.2.1.1 Tamm (Fuzzy say1)

Ua: R — [0,1] tiyelik fonksiyonu ile belirli R nin bir A fuzzy alt kiimesi asagidaki 6zellikleri

saglarsa A ya bir fuzzy sayr denir:

i) A normaldir:

Yani py(xy) = 1 olacak sekilde en az bir x, € R mevcuttur.
ii) A fuzzy konvekstir:

Yaniherx,y E Rve 0 <1 <1 i¢in

pa(Ax + (1 = A)y) = minfu, (x), ua ()}

dir.
iii) p, tst-yar stireklidir:

Yani her t € [0,1] i¢in {x: us(x) < t} kiimesi agik olmalidir.
A 4 4

/ /

Sekil 2.13 Ust-yar1 siirekli ~ Sekil 2.14 Ust-yart siirekli Sekil 2.15 Ust-yart siirekli
degil

[
»

»
»

vi) Ay = {x € R:uy(x) > 0} kiimesinin kapanisi kompakt kiimedir.

A A

»
»

Sekil 2.17 Kompakt Sekil 2.16 Kompakt degil
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Bundan sonraki boliimlerde tiim fuzzy sayilarin kiimesi L(R) ile gosterilecektir.

pa(x) a

/

a a; as

v
=

Sekil 2.18 Bir A = [a4, a,, az] fuzzy sayisi

Onerme

0 < a <1 olan her « i¢in bir A fuzzy sayisinin @ kesimi [af, a§] seklinde kapali bir araliktir

(Diamond and Kloeden1994).
Kanit.

A, bir fuzzy say1 olsun. Konveks bir fuzzy saymnin a kesimi de konvekstir. Yani bir araliktir.
Ayrica A normal oldugundan p,(t,) = 1 olacak sekilde bir t, € R vardir. py st yari-siirekli

oldugundan u,(s) = a olmak iizere her t € R ve € > 0 igin

|s —t|] < ¢ =c(t) iken uy(t) < a + € olacak sekilde bir ¢ > 0 vardir. @ € [0,1] olmak iizere,

a—pa(s)

SEA,veeg = olsun. Boylece s € R \ A, ifadesi dogrudur.

¢ > 0 olmak tlizere;

—c < s — t < c olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul - s — ¢ < —t < ¢ — s olmasidir. Agikga bu

esitsizlik s + ¢ > t > s — ¢ seklinde de yazilabilir. 4 (s) < a ve A st yari siirekli oldugundan

a— S
.UA()<a

pa(t) < pa(s) + >

esitsizligi elde edilir. Yani u,(t) < a dir. Dolayisiyla t, A, araliginin elemani degildir. O halde
te R\ A,olurve (s —c,s+c)NA, = 0 esitligi elde edilir. Boylece

(s—c,s+c)c R\ A, olup R\ A, aciktr.
Dolayisiyla A, kapalidir.
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Not
i) Bir fuzzy kiimenin konvekslik sart1 agagidaki sekilde de verilebilir.

A fuzzy sayismin  a — kesim kiimesi A, = [af, a] asagidaki sart1 sagliyorsa ve A fuzzy

kiimesinin tiyelik fonksiyonu siirekli ise A fuzzy kiimesi konvekstir denir.
a' <a=>A, Ay

yani

@ <a=al <al,af =af

dir.

ii) Bir fuzzy sayimnin her @ — kesimine karsilik gelen araliklar, ayrik araliklarin birlesimi olarak

degil yalniz bir aralik olarak ifade edilebiliyorsa o fuzzy say1 fuzzy konveks olur.
Ornek
x—2, x € [2,3] ise

pa(x) =3 —x+4, x €[3,5]ise (2.17)
0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan p,: R — [0,1] fonksiyonu ile karakterilize edilen A bir fuzzy sayidir ve

grafigi asagidaki gibidir.

»

pa(x) 4

v
=

Sekil 2.19 A fuzzy sayisi
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Not

a € ]0,1] i¢in herhangi bir fuzzy saymin @ — kesimi kapali bir aralik oldugu i¢in her fuzzy say1
bir konveks fuzzy kiimedir. Fakat baz1 konveks fuzzy kiimelerin @ — kesimi agik ya da yari-

acik bir aralik olabilecegi i¢in tersi dogru degildir.

2.2.1.2 Tammm (Ucgensel Fuzzy Say1)
Uyelik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanan A fuzzy sayisina ii¢gensel fuzzy sayi denir ve

A = (a4, ay, a3) uglisii ile gosterilir.

0, x<aveyax>as
X—aq

—, a4, <x<a
pa(x) =4  ap—a;’ 1 2 (2.18)
as—x
<
p— a, <x < as
A
pa(x)
A
> X
a, a, as

Sekil 2.20 A ticgensel fuzzy sayisi

Uyan

Her a € [0,1] igin A fuzzy sayisina & — kesimi,

ai —a; ag — ds

= q, =
a — az — az
esitliklerinden

af = (a; —a))a+a;
a3 = —(az —az)a +az

elde edilir. Buradan 4, aralig
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Ag = [af,a5] = [(az — ay)a + ay, —(az — az)a + a;]
olur.

Ornek

A = (=5,—1,1) tiggensel fuzzy sayisi i¢in iiyelik fonksiyonu

0, x<—-5veyax >1

+5
=, -5<x<-1

1-x

pa(x) =
T, -1<x<1

dir. A fuzzy sayisiin a — kesim aralig1

x+5
=a=>x=4a—5
4
1—x
> =a=>x=—-2a+1

A, = [af,af] = [4a — 5, —2a + 1]
olarak bulunur.

Ornegin a = 0.5 igin,

Aps = [a?®, ag®] = [-3,0]

araligi elde edilir.

2.2.1.3 Tamim (Yamuk Fuzzy Sayilar)

Uyelik fonksiyonu
0, x < aqiveyax > ay
X—a
—2L, aq; <x<a,
(X) — az—a,
Ha 1, a, <x <a,
as—X
<
e B <x<a,

seklinde tanimh A fuzzy sayisina yamuk fuzzy sayist denir ve
A = (ay,a3,a3,a4)

seklinde gosterilir.
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pa(x) 1

/

a1 az a3 a4_

v

Sekil 2.21 Yamuk A Fuzzy Sayisi
Uyan

Yamuk A fuzzy sayilari igin @ — kesim aralig1 asagidaki sekilde elde edilir. Her @ € [0,1] igin
Ay =[(ay —a)a+ay, —(ay, — az)a + a4 (2.21)
olur. Eger a, = a3 olursa, yamuk fuzzy sayisi, bir liggensel fuzzy say1 belirtir.

2.2.2 Fuzzy Sayilarda Aritmetik Islemler
Fuzzy sayilardaki aritmetik islemler, araliklardaki aritmetik islemler genellestirilerek elde

edilir. Bu yiizden 6ncelikle araliklardaki aritmetik iglemler hatirlatilacaktir.

2.2.2.1 Klasik Anlamdaki Arahklarda Aritmetik Islemler

Herhangi bir A = [a,, a,] igin uzunluk, biiyiikliik, yansima ve ters kavramlar1 asagidaki sekilde
tanimlanir.
Uzunluk (W(A)): W(A):=Wlay,a,] =a, —a,

Bayiik (141)  141:= I[ay, a1l = max(lar] la;) = {1711 = 12

Yansitma (A~ ) : A":=[—ay —a,]

Ters (A™1) : A L= [a,a,]t = [min (ail,aiz),max (ail,a—t)],(al # 0,a, #0)
Ornek

[3,7] aralig1 igin;

Uzunluk: WA)=WI[3,7]=7—3=4
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Biiyiiklitk : Al =1[3,7]| = max(|3],|7]) =7

Yansima : A" =[-7,-3]

Ters : A1 =[37]"t= E,ﬂ

a, a,, by, b, € R olmak tizere A = [a,,a,],B = [by, b,] araliklar1 igin asagidaki islemler
tanimlanabilir.

Toplama:

a € [a4,a,] ve b € [by, by] olsun. O halde a + b € [a; + by, a, + b,] dir. Clinkii a € [a,, a,]
ve b € [by, b,] ise

a; <a<a,veb; <b<b,di. Dolayisiylaa; + b, <a+ b < a, + b, dir.

Sembolik olarak

A® B:= [ay,a;] @ [by, by]: = [ay + by, a; + by] (2.22)
seklinde gosterilir.

Cikarma:

a € [ay,a,] ve b € [by,b,] olsun. Dolayisiyla a —b € [a; — b,,a, — by] dir. O halde

sembolik olarak

AS B:=[ay,a,] © [by,b,]: = [a; — by, a; — by] (2.23)

seklinde gosterilir.

Carpma:

a € [a,,a,] ve b € [by, by] olsun. Dolayisiyla

ab € [min(a, by, a,b,, a1b,, a,b;), max(a, by, azb,, arb,, aby)]

dir. O halde sembolik olarak

AQ® B:=[ay,a,] ® [by, b,]: = [min(a, by, ayb,, a;b,, a,b,) ,max(a, by, a,b,, a,b,, a,b;)]
(2.24)

seklinde gosterilir.
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Bolme:
a € [ay,a,] ve b € [by, b,] olsun. Carpma 6zelliginden yararlanarak; b; # 0,b, # 0

olmak tzere

g: =AQ® B 1:=[a;,a,] @ [by,b,]: = [ay,a,] [min (i,b—t),max (bl,bi)] (2.25)

1 2

gosterimi kullanilir.

Minumum: A A B:= [ay,a,] A [by, b,]: = [min(a,, b;), min(a,, b,)]
Maksimum: AV B:= [ay,a,]V [by, b,]: = [max(a,, b;), max(a,, b,)]
Sabit ile Carpma: k € Rise k ® A: = k Q [a,, a,]: = [kay, ka,]

Not

Eger A ve B araliklar1 pozitif gergel sayilarda tanimli ise yukaridaki esitlikler basitlestirilerek;

Carpma:
A Q® B:=[ay,a,] @ [by, b,]: = [ay by, ayb,] (2.26)
Ters:

1. _ -1._ |1 1
A= [a, a,] = [az,al (2.27)
Bolme:
2 =ilan,a,] @ [y, byli= [, 2 (2.28)

olarak tanimlanabilir.

Not

Sirasiyla 0 = [0,0] ve 1 = [1,1] araliklar1; araliklar tizerindeki toplama ve ¢arpma islemleri

icin etkisiz (birim) elemanlardir.
Yani

ADO=0DA=4
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AR1=1RKA=A
dir.

Ornek
A =[4,8], B =[—2,3] olsun. O halde;

i) A@B=[4-28+3]=[211]

ii) AOB=[4-38-(-2)] =[1,10]

iii) A ® B = [4,8] ® [-2,3]
= [min(4. (-2),8.3,4.3,8.(-2)), max(4. (-2),8.3,4.3,8.(-2))]
= [min(—8,24,12, —16), max(—8,24,12, —16)] = [—16,24

|
0408 481 2] - (2.5 ~¢)max (22,30 = [+
v) AAB = [min(4,—2),min(8,3)] = [-2,3]
vi) AV B = [max(4,—2),max(8,3)] = [4,8]

vii) k =%isek ®RA=1®[48] = E.4,§.8] = [1,2]

4

Aritmetik Islemlerde Baz1 Ozellikler
A ve B herhangi iki kapali aralik olmak iizere;

i) A@B=B®A
i) AGBDOO=ABB)DC
iii) Her 4, B c R* i¢in
AQRB=BQRA
dir.
iv) Her 4, B, C c R* i¢in
AQ®BRC=4AQ(B&C)
dir. Gergekten
([a1, az] ® [b1, b2])  [c1, ¢;] = [aiby, azb;] ® [cq, ¢2] = [aghycq, azbycs]
= [ay, a;] ® [by¢y, boc,] = [ay, a,] @ ([by, b2] ® [¢4, c2])
dir.

31



2.2.2.2 Fuzzy Sayilarda Aritmetik islemler (Kaufmann and Gupta 1991)

A ve B iki fuzzy sayi1 ise A ve B nin toplami da bir fuzzy say1 midir ? Diger bir deyisle A ve B

nin toplam1 da konveks ve normal midir? Bu bdliimde bu sorularin cevaplari arastirilacaktir.

Bu kesimde A @ B gosterimi a —kesimi A, @ B, = [af + b, a5 + b¥] ile belirli A ve B

fuzzy sayilariin toplamin temsil edecektir.

Teorem

A ve B, R de iki fuzzy say1 ise A @ B fuzzy kiimesi R de konvekstir.
Kamt:
A ve B nin a —kesim kiimeleri sirasiyla
Ay = [af, a7]
= [bf, b7 ]
a' — kesim kiimeleri sirasiyla
Ay =[af’,af |
B = [bf, bf']
dir. A ve B konveks oldugundan
(a<a)= [af",a%’] c [af, a¥]
(@ <a’) = [bf,bg] c [bf, bE]
olur.
Ay @ By = [af + bY, a3 + by]
Ay ® By = [af + b, ag + b¥']
dir. Dolayisiyla
(@<a)= [af +b¢,af + bS] c [af +bE, af + bS]
elde edilir. Yani A @ B konvekstir. m
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Teorem
A ve B, R de iki fuzzy sayisi ise A @ B de R de bir fuzzy alt kiimedir ve normaldir.
Kanit:

A ve B, R de iki fuzzy sayisi oldugundan p,(x,) = 1 ve ug(y,) = 1 olacak sekilde en az bir

Xy € Rve y, € R mevcuttur. Yani A ve B fuzzy sayilarinin ¢ = 1 kesimi
Ay =laj,a3] # @

By = [bi,b3] # @

dir. O halde

AL ®B; =[al +bl,al+bi]+0

dir. Boylece A @ B normaldir. m

Fuzzy Sayilarda Toplama Islemi

A ve B iki fuzzy say1 ve a € [0,1] i¢in A ve B nin a — kesim kiimeleri sirasiyla
Ay ={x e Ripy(x) = a}

B, = {x € Riug(x) = a}

olsun.

Her @ € [0,1] igin A, @ B, = [a¥,a¥] @ [bf, bS] = [af + b, ad + bY]
esitligi gegerlidir.

Her x,y,z € Ri¢in A @ B nin iiyelik fonksiyonu

tags(2) =Z=\X/+y (.UA(X) A Up (3’))

ile belirlidir.

Ornek

Her x € R igin iiyelik fonksiyonu
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( 0, x<-5
1242, 5<x<-2
#A(x)={ f 1 g (2.29)
|—§+§,— <x<
k 0, x=>1
ve
( 0, x<-3
242, -3<x<4
HB(X)=4 < 12 (2.30)
s+ =, 4<x<12
0, x>12

seklinde tanimhi A ve B fuzzy sayilan igin A, @ B, kiimesini belirleyerek p,qp yi

hesaplayiniz.

Coziim:

Sekil 2.22 4, B ve A+B kiimeleri

a¥ 5
a:—;+§:>af=3a—5
ay a
a=—?+§:>a2 =-3a+1

A, =[af,a¥] =[3a —5,—3a + 1]

dir.
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a
1

b 12
a=—§+§=b2 =12 — 8«

B, = [b% b¥] = [7a — 3,12 — 8a]
dir.
A, ®B,=[3a¢—5-3a+1] D [7a — 3,12 — 8a] = [10a — 8,13 — 11|
0, x<-8
© T4, —8<x<2
Hagp(x) =
AS8 X By cx<13
11 11
k 0, x =13
bulunur.

Ornek

Asagidaki tabloda bazi x degerlerine ait liyelik dereceleri verilen A ve B fuzzy sayilar i¢in

Uagp (x) 1 belirleyiniz.

Cizelge 2.2 x in A4 ya ait olma derecesi

X 0 1 2 3 4 5
py(x) 0.1 0.5 0.9 1 0.6 0.2
Cizelge 2.3 x in B ye ait olma derecesi
X 0 1 2 3 4 5 6
ug(x) 0.2 0.3 1 0.8 0.7 0.1 0.1
Coziim:

Her x,y,z € Rigin

tags(2) :Z=\x/+y (.UA(x) AUg (}’))

oldugundan
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Cizelge 2.4 x in A @ B ye ait olma derecesini belirleme ¢izelgesi

B
0 1 2 3 4 5 6
0 0,2 0,3 1 0,8 0,7 0,1 ,
O’ 0, OI 0’ 0, O: O:
. 0,2 0,3 1 0,8 0,7 o, | <01
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0,2 0,3 1 0,8 , 0,1 ,1
2
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0,2 0,3 1 : 0,7 ) 1
3
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
092 073 b b 2 )]‘
Yoo, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0,2 0,3 1 , 0,7 0,1 0,1
>, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
Bu tablodan yararlanarak p,q(x) asagidaki gibi elde edilir.
Cizelge 2.5 x in A © B ye ait olma derecesi
x 0 1 2 3 4 | 5| 6 7 8 9 10 | 11
Pagp(x) [ 01 102]03|05[09|1|08|07|06]02]01]0.1
Fuzzy Sayilarda Cikarma Islemi
A ve B iki fuzzy say1 ve a € [0,1] i¢in A ve B nin a — kesim kiimeleri sirasiyla
Ay ={x e Ripy(x) = a} (2.31)
B, = {x € Riug(x) = a} (2.32)
olsun. Her x,y,z € R i¢in
tacp(z) =V (.UA(X) A llB()’)) (2.33)

Z=X-Yy

seklinde tanimlidir ve

her a € [0,1] i¢in A, © B, = [af,a5] © [b{, bs] = [a¥ — by, a§ — bf] arahig1 ile belirlidir.
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Ornek

Yukaridaki 6rnekte verilen bilgileri kullanarak p145p yi belirleyiniz.

Coziim:

Her x,y,z € Rigin

maos(@) =, V_ (1aCO) A pp ()

oldugundan
Cizelge 2.6 x in A © B ye ait olma derecesini belirleme ¢izelgesi
0 1 2 4 5 6

0 0,2 0,3 1 0.8 0,7 0,1 0,1

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
1 0.2 0.3 R NN 0,7 0,1 0,1

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
, 0,2 0,3 1 0.8 |\ 07 0,1 0,1

0, 0, O, O, 09 0) 0’
5 0,2 0,3 1 0,8 0,7  NN_0,1 N~ 0,1

0, 0, 1 1 0, 1 1
. 0.2 03 1 0.8 N0 0,1 IN_01

0, 0, 0, 0, 0, 0, L 0,
0,2 0,3 1 0,8 0,7 1N 0,1 0,1

5
0, 0, 0, 0, 0, k 0, 0,
Boylece pygp liyelik fonksiyonu
Cizelge 2.7 x in A © B ye ait olma derecesi

x -6 | -5|—-4|-3|-2|-1|0 1] 1| 2|3 ]|4]°5

tacp() | 0.1 [01]01[05]07[08|09| 1 [06]03]|02]02

seklinde belirlenir.
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Fuzzy Sayilarda Carpma islemi

A ve B, R da iki fuzzy kiime olmak {izere
Ay ® By = [af,a7] @ [bf, b7 ] = [ai'by, a3 bs]
seklinde tanimhidir. Ayrica her x,y,z € R i¢in

tags(2) =Z=\{(_y (llA(x) A Up ()’))

seklinde de gosterilebilir.

Fuzzy Sayilarda Bolme Islemi

iki fuzzy kiimenin boliimii R* da tanimli olup b¢, b$ > 0 ve her a € [0,1] i¢in

Ay @ By = [af' /b7, a3 /b1] (2.34)
ve

Her x,y,z € R* i¢in
mags(@ =V (aG) As () (2.35)

olacak sekilde tanimlanir.

2.2.3 Iki Fuzzy Say1 Arasindaki Uzakhk

2.2.3.1 Arnold Kaufman ve Madan M. Gupta Anlaminda Fuzzy Sayilar Arasindaki
Uzakhk

Tanim

E; R de bir aralik, * bir islem ve (X,Y) € E X E olmak tlizere d(X,Y) € R, fonksiyonu her
X,Y,Z € E i¢in

i) d(X,Y) >0, (2.36)
i) X=Y=dX,Y) =0, (2.37)
ii)d(X,Y) = d(¥,X), (2.38)
ivd(X,2) < d(X,Y) = d(Y,Z) (2.39)

ozelliklerini saglarsa d(X,Y) ye uzaklik denir.
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Buradaki uzaklik kavrami klasik metrik kavramindan farklidir. (Ciink{i metrik tanimindaki

X =Y & d(X,Y) = 0 kosulu saglanmaz.)

Tanmm

A =[aq,a,], B = [by,b,], C = [cy, 5], R de ii¢ aralik olsun.

A(A,B) = |la; — by|,A-(4,B) = |a; — by| (2.40)
farklar1 sirasiyla sola olan uzaklik ve saga olan uzaklik olarak adlandirilacaktir.

Not

Yukarida tanimlanan A; ve A, uzaklik kavramlar1 (2.36-2.39) kosullarini saglar. Gergekten
Her A, B, C c R i¢in

1) A;(A,B) = 0, glinkii |a; — by| = 0 dir.

2) A=B = A;(A,B) =0 dir. Ciinkiia; = b; = |a; — by| =0

3) A(A,B) = A(B, A) giinkii |a; — by| = |by — a4

4) A;(A,C) < A(A B) + Ai(B,C) glinkii |a; — ¢1| < lay — byl + |by — ¢4
dir.

A, nin ispat1 da benzer sekilde yapilabilir.

Uyan

A; ve A, uzaklik kavramlari ile belirli,

A (a,b):=A7,(AB)+A.(AB) (2.41)
seklinde tanimli A (a, b) bir uzakliktir.

(2.36-2.39) kosullarinin bu kabul i¢in saglandigini gostermek kolaydir.

Tanim

A =[a,a;], B =[by,b,],C = [cy,c,], keyfiaraliklar, By, 8, ; Ay ve By kesimlerini

cevrelemek i¢in uygun keyfi degerler ve [B;, B2] € R olsun. Bu durumda

1
2(B2—-B1)

5(4,B) = d(A, B) (2.42)
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normallestirilmis uzaklik olarak tanimlanir.

0<68(4,B)<1 (2.43)

yazilabilir.

Asagidaki sekildeki gibi R de iki A ve B fuzzy sayilar ele alinsin.

_ 1
5(Aar Ba) = {5557} 4 (Aar B) (2.44)
yazilabilir.
‘u, A
1 A B
a I
By B2

Sekil 2.23 A ve B fuzzy sayilar

8(Ag, By) nin @ = 0 den @ = 1 e integrali alinirsa; (2.43) denklemini saglayan uzakliklarin

toplam uzaklig1 elde edilir.

5(A,B) = [,Z) 8(Aus B de = 5075 fomy & (Ae B) da (2.45)

a=1
|

1
T Jooo laf = bf| + |ag — b¥ | da (2.46)

Bu denklem iki fuzzy say1 arasindaki uzakligi verir.

Ornek

Her x € Rigin

40



- 4 §—§,23xs10,
HalX) =
—§+13—3,10SxS13,
0, x > 13,
ve
( 0,x <5,
© ! f-Ss5<x<7,
Hp(X) =
—X427<x<15
0,x =15

(2.47)

(2.48)

tiyelik fonksiyonlari ile belirlenen A ve B fuzzy sayilar1 arasindaki uzakligi hesaplayiniz.

U A

1.0

0.5

0.0

v

P 5.0

Sekil 2.24 A ve B fuzzy sayilar

41

10.0

15.0 B,



" oa
E

1.0 b

-~ 1

L
0.5 ¢

F
0.0 . . NN\ >
P 5.0 10.0 G 15.0 B,

Sekil 2.25 §(4, B) mesafesi (alan metodu ile)
Her a € [0,1] i¢in
A, = [2 +8a,13 — 3a]
B, =[5+ 2a,15 — 8]
dir.
24+8ax=54+2a0a=>a=05vex=6
dir.
13—3a=15—-8a=>a=04vex =118
dir.
Ohalde af —=bf =2+4+8a—5—-2a=-3+6a
ay —by =13 -3a—-15+8a =5a -2

0,5 1 0,4 1

a a=0,5 a a=0,4

Eger f; = 2 ve §, = 16 segilirse
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f (=3 + 6a)da + f (6a — 3)da + f (-2 + 5a)da + f (5a — 2)da = 2,8.
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5(A,B) = (2,8) = 0,1

2(16 — 2)

olur. Yukandaki sekildeki ABC, CDE, DEF, FGH {i¢genlerin alanlar1 toplanarak uzaklik

Ol¢timiiniin dogrulugu kontrol edilebilir.

3.05 305 306 204

A(ABC) + A(CDE) + A(DEF) + A(FGH) = ==+ =+ ==+ =

2,8

dir.

2.2.3.2 Fuzzy Sayilar Arasindaki Uzakhk

L(R), R deki tiim fuzzy sayilarin ailesi olmak iizere, A, B € L(R) olsun. A ve B fuzzy sayilar

arasindaki uzaklig1 hesaplamak i¢in bir sonraki boliimde
d:L(R) x L(R) » R

d(A,B) = sup dy(Ag By) = sup max{laf — b{|,|as — bg |} (2.49)
a€l0,1] a€l0,1]

metrigi kullanilacaktir.
2.2.4 Fuzzy Say1 Dizileri

2.2.4.1 Tamim (Fuzzy Say Dizisi)

Bir u = {u;} fuzzy sayi dizisi, u: N - L(R) seklinde tanimlanan bir u déntistimiidiir. u; fuzzy
sayist fonksiyonun k € N deki degerini gosterir ve dizinin k —yinci terimi olarak adlandirilir

(Matloka 1986).

2.2.4.2 Tamim (Fuzzy Yakinsaklik)

£ > 0 keyfi olmak iizere k > n, iken d(uy, ug) < € olacak sekilde bir n, sayist mevcutsa

u = {u;} fuzzy say1 dizisi bir u, fuzzy sayisina yakinsakur denir ve klim U, = Ug seklinde

gosterilir. klim u;, mevcutsa {u,,} dizisi yakinsaktir, aksi halde raksaktir denir.
—00

Biitiin yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesi c¢(F) ile gosterilecektir.
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Ornek

k 2-2k 2k—2 )
(—x+ ,xE[—,B] ise
k+2 k+2 k

— k 4k+2 ak+2] .
u (x) ——x+ X E [3, ] ise
Kk+2 k+2 K

0, diger durumlarda

tiyelik fonksiyonu ile belirli u = {u;} fuzzy say1 dizisinin limiti
x—2,x €[2,3]ise
ug(x) =<{—x+4,x € [3,4] ise

0,diger durumlarda

iiyelik fonksiyonuna sahip bir fuzzy sayisidir.

U 4

. u2

(2.50)

(2.51)

Sekil 2.26 u,, fuzzy sayisinin u, fuzzy sayisina yakinsamasi

v
=

Asagidaki iki teoremin ispati klasik anlamdaki ispata benzer oldugundan teoremler ispatina

deginilmeden verilecektir.

Teorem

Yakinsak bir u = {u; } fuzzy say1 dizisinin limiti tektir.
Teorem

Eger klirguk = U, ve klirgvk = v, ise

i) kliT!.}(uk + Vi) = Ug + Vg,

i) lim(u, —vy) = ug — vy,
k—co
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iii) klim(ukvk) = UyVy, (2.54)
iv) lim (%) = 2% (her k € N i¢in 0 € day(v) ve 0 & day(v,))
k—oo \Vf Vo

ozellikleri gegerlidir (Matloka 1986).

2.2.4.3 Tamim (Fuzzy Cauchy Dizisi)

Her € > 0 ve her k > ky icin d(uy, u,,) < € olacak sekilde bir k, pozitif tamsayist mevcut ise

u = {u, } fuzzy dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Gergel say1 dizilerinde oldugu gibi yakinsak her fuzzy say1 dizisi ayn1 zamanda fuzzy Cauchy
dizisidir.

2.2.4.4 Tamim (Fuzzy Alt Dizi)

u = {uy} bir fuzzy sayi dizisi ve {k,,} dogal sayilarin artan bir dizisi olsun. Bu durumda {ukn}
dizisine {u; } fuzzy dizisinin bir fuzzy alt dizisi denir.

2.2.4.5 Teorem

Yakinsak bir u = {u; } fuzzy say1 dizisinin her alt dizisi de yakinsaktir ve alt dizisinin limiti de
u = {u;} fuzzy say1 dizisinin limiti ile aymdir.

2.2.4.6 Tamim (Sirhhk)

Eger {u: k € N} fuzzy sayilar ciimlesi simirli ise u = {u;,} fuzzy say1 dizisine sintrlidir denir.
Yani sinirh dizi; herhangi bir k sayisi icin K < u, < M olacak sekilde K ve M gibi iki fuzzy

sayisinin mevcut olmasidir.

Tim sinirh fuzzy say dizileri m(F) ile gosterilecektir.

Ornek
_(S1, ktekise
uge(x) = {Sz, k cift ise (2:55)
seklinde tanimli
2x — 1, xe |3 1]
510 =9 —2x+3, x €1 (2.56)

k 0, diger durumlarda
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2% — 7, xEE,éL]

$2(%) =9 —2x +9, xe 4] (2.57)

0, diger durumlarda
tiyelik fonksiyonlari ile belirli {u;,} dizisi sinirhdir.
2.3 FUZZY NOKTA

2.3.1 Tamim (Fuzzy Nokta)
X+ @,1€[0,1] ve her y € X igin

ALy=x

0y % x (2.58)

x(y) = {

olarak tanimlanan fuzzy kiimelere fuzzy nokta denir (Ming and Ying-Ming 1980).

Yani X # @ olmak iizere X in herhangi bir fuzzy alt kiimesi; y = x € X noktas1 hari¢ diger

biitiin noktalarda 0 degerini aliyorsa bu fuzzy kiimeye X de fuzzy nokta denir.

Bu tezde fuzzy noktalar (x, ) ile, X tlizerindeki tiim fuzzy noktalarin kiimesi ise Pp(X) ile
gosterilecektir. Ozel olarak X = R ise fuzzy noktalar, fuzzy skalerler olarak adlandirilacak tiim

fuzzy skalerlerin kiimesi de Sz (R) ile gosterilecektir.

Bir A fuzzy kiimesi kendisine ait olan fuzzy noktalarin kiimesi olarak;

A={(x,1):uy(x) = 2} (2.59)
seklinde diistiniilebilir.

2.3.1.1 Tamim

(a, 1) ve (b, A) iki fuzzy skaler olsun.

i) a>byada(a,1) = (b,y)ise (a, ) skalerine (b, y) skalerinden biiyiiktiir denir ve kisaca
(a, ) = (b,y) ile gosterilir.

ii) a = bise(a,1),(b,y) den kiigiik degildir denir ve (a,A1) > (b,y) yada (b,y) < (a,A) ile
gosterilir.

iii) a > 0ise (a, A)anegatif olmayandir denir ve tiim negatif olmayan fuzzy skalerlerin kiimesi

SF(R) ile gosterilir.
R, S# (R) olarak diisiiniiliirse (R, >) ve (R, ), (R, =) ile aynidir.
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Asagidaki tanimda fuzzy noktalar kiimesi tizerinde tanimli metrik tanimi verilecektir. Bu tanim
licgen esitsizliginde “>" yerine “>" alinmasinin disinda klasik metrik tanimina benzerdir.
2.3.1.2 Tamim

{(a,, A,)} fuzzy skalerlerin bir dizisi olsun. Eger rlll—{?o a, = a,{1;: A; < A,i € N} sonlu bir
kiime ve {A;} nin {4,} ile gosterilen bir alt dizisi var dyle ki Tlll_r)go A = Aise; {(a,, A,)} fuzzy
skalerler dizisi A # 0 olmak tizere (a,A) fuzzy skalerine yakinsar denir ve 7111_r)£10 (an,Ay) =

(a, A) ile gosterilir.

2.3.1.3 Tamim

(Pp(X),dr), (X,d) tarafindan indirgenmis bir fuzzy metrik uzay ve {(x,,4,)}; (Pr(X),dF)
deki fuzzy noktalarin bir dizisi olsun. Eger lim ((xy, 4,,), (x,4)) = 0, ve hery € ]0,1]igin A >
n-—-oo

y vardir §yle ki lim ((x,, 4,), (x, 7)) = 0zise{(xp, A,,)} fuzzy skalerler dizisi(x, 1) ya yakisar
n—->oo

denir. (x, A1) skalerine de dizinin limiti denir ve lim (x,,, 1,,) = (x, 1) ile gosterilir.
n—-oo

2.3.1.4 Tamm
(xp, Ay) € (Pr(X), dp) fuzzy noktalar dizisi bir Cauchy dizisi olarak adlandirilir eger A € ]0,1]
vardir O0yle ki her m € N i¢in

T}LI_I)IC}O dF((xm+nJ Aman)s (O, /171)) = 0;. (2.60)

2.3.1.5 Tamim

Eger bir fuzzy metrik uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa, bu uzaya tam fuzzy metrik uzay

denir.

2.3.2 Tamim (Fuzzy Noktalar Kiimesi Uzerinde Fuzzy Metrik) (Xia and Gua 2004)
X bostan farkli bir kiime ve dg: Pr(X) X Pp(X) = Si (R) bir doniigiim olsun. Eger herhangi bir
{(x,4), 0,v),(z,p)} € Pp(X) i¢in dp doniisimii

i) Negatif olmayanlik:

dr((x,2), (y,¥)) = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul x =y ve A = y = 1 dur.
ii) Simetriklik:

dr (G, ), 7)) = de(0,7), (x, D);
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iii) Ucgen esitsizligi:

dF((xi A)' (Z, P)) < dF((x' A), (y; )/)) + dF((y' }/); (Z' p))

kosullarini saglarsa dp ye Pp(X) te tamimlanan bir fuzzy metrik; (Pr(X),dr) ye fuzzy
metrik uzay; dF((x, A), 7,7)) ye de iki fuzzy nokta arasinda tanimlanan fuzzy uzaklik

denir.

2.3.2.1 Ornek

(X, d) bir klasik metrik uzay olsun. Pg(X) teki keyfi (x, 1), (y,y) iki fuzzy noktasinin uzakligi

dF((x! /1)! (y' y)) = (d(x! Y)' min{l, V})

olarak tanimlanirsa; (Pp(X), dp) bir fuzzy metriktir.

Coziim.

i)

ii)

Negatif olmayanlik:
Pr(X) teki keyfi iki fuzzy nokta (x, A1), (y, y)olsun. d, bir klasik metrik oldugundan
d(x,y) = 0 dir. 1.6 tanimdan

dr((x, ), 7, )) = (d(x, ), min{4, y})
negatif olmayan fuzzy skalerdir.

dF((x, A), (y, y)) = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul d(x,y) =0 ve min{A,y} =
Lx=yvel=y=1

olmasidr.

Simetriklik:

Her {(x, 1), (v, ¥)} © Pr(X) igin,

dr((x, D), 7, 1)) = (dCx,y), min{A, ¥} = (d(y, %), min{y, 4} = dp(,7), (x, D))

dir.

iii) Uggen esitsizligi:

Her {(x, A), (y' Y)' (Z' p)} c PF(X) lQll’l

dr((x, 1), (z,p)) = (d(x,2), min{2, p}) < ((d(x,¥) + d(¥,2), min{2, p,¥}))
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= (d(x,y), min{4,y}) + (d(y, 2), min{y, p})
=d((x, ), ,7) +d(», 1), (zp))
olur.

2.4 KLASIK ANLAMDA METRIK UZAYLAR

2.4.1 Tanmim (Klasik Metrik)
X bostan farkli bir kiime olsun. Her x,y,z € X icin

dl)d(x,y) =0, (2.61)
2)d(x,y) =0 x =y, (2.62)
d3)d(x,y) = d(y,x), (2.63)
d4)d(x,z) < d(x,y) + d(y,2). (2.64)

sartlarini saglayan bir d: X X X —» R* U {0} fonksiyonuna metrik (klasik anlamda metrik),

(X, d) ¢iftine ise metrik ( klasik anlamda metrik) uzay denir.

2.4.2 Tammm (D — Metrik (ya da Genellestirilmis Metrik) Uzaylar) (Sedghi vd. 2007)

ik defa Dhage (1992) tarafindan tanitilan D — metrik uzaylar, daha sonra D — metrik uzaylar
(Sedghi vd. 2007) tarafindan agagidaki gibi tekrar tanimlandz:

X bostan farkli bir kiime olsun. Her x,y,z,a € X i¢in

i) D(x,y,z) =0, (2.65)
ii) D(x,y,z2) =0 x=y =z (2.66)
iii) D(x,y,z) = D(p{x,y, z}) p bir permiitasyon fonksiyonu olmak {izere, (2.67)
iv) D(x,y,z) < D(x,y,a) + D(a, z, z). (2.68)

sartlarin1 saglayan bir D: X3 — R* fonksiyonu genellestirilmis metrik (ya da D — metrik),

(X, D) cifti ise genellestirilmis metrik ( ya da D — metrik) uzay olarak adlandirilir.

2.4.2.1 Not

(Sedghi vd. 2007) tarafindan tekrar tanimlanan D — metrikler, D* — olarak sembolize
edilmistir. Fakat bu semboliin ileriki boliimlerde bulunan D* — fuzzy metrik semboliiyle
karismamasi i¢in D — sembolii kullanilmaya devam edilecektir.

2.4.2.2 Ornek

x,v,z € X ve d bir klasik metrik olmak tizere; D(x,y,z) = d(x,y) + d(y,z) + d(z,x) bir
genellestirilmis metrik ( ya da D — metrik) tir.

Coziim.
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Her x,y,z,a € X igin
i) d metrik oldugundan d(x,y) = 0,d(y,z) =0, d(z,x) = 0 dir. Dolayisiyla
D(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) +d(z,x) =0
dir.
ii) D(x,y,z) =0 d(x,y)+d(y,z)+d(z,x)=0
©dxy)=0Ad(y,z) =0Ad(z,x) =0 x=y =z
iii) d, bir metrik oldugundan;
d(x,y) =d(y,x),d(y,z) =d(z,) ved(z,x) = d(x,z)
dir. Dolayisiyla;
D(x,y,z) = D(p{x,y,2})
dir.
iv) d, bir metrik oldugundan;
d(y,z) <d(y,a) + d(a,z) ved(z,x) < d(z,a) + d(a, x)
tir. Ayn1 zamanda d(z,z) = 0 dir.
D(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) + d(z,x)
<d(x,y)+d(y,a)+d(a,z)+d(z,a)+d(ax)+d(z2)
=d(x,y) +d(y,a) +d(a,x)+d(a,z)+d(z,2z) +d(z,a) = D(x,y,a) + D(a, z,z)
Yani;
D(x,y,z) <D(x,y,a) + D(a,zz)
dir.
O halde D(x, y, z) fonksiyonu bir D — metriktir.

2.4.2.3 Ornek

i) D(x,y,z) = max{d(x,y),d(y,2),d(z x)}, (2.69)
ii) X = R", herp € R* i¢in

1
p

1 1 1
DGy ) = (Ilx =yl +1ly = 21 + 12 = xII°) @70)
iii) X = R* i¢in
0, x =y =zise,
D(x,y,2,1) = {max{x, y, z}, aksi durumlarda, (2.71)

Hepsi birer D — metrige ornektir.
2.4.2.4 Uyan
Bir D — metrik uzaymda, D(x,x,y) = D(x,y,y) dur.
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Gergekten;

i) D(,x,y) <D(x,x,x)+D(x,y,y) =D(x,y,y) (2.72)
ve benzer olarak
ii) D(y,x,x) =D(y,y,y)+D(y,x,x) =D(y,x,x) (2.73)

Boylece i) ve ii) den D(x,x,y) = D(x,y,y) dir.

2.4.2.5 Tamim (Smrhlik, Yakinsakhk)

(X, D) bir D — metrik uzay ve A € X olsun.

i) X in A alt kiimesinin D — sinrli oldugu sdylenebilir eger Oyle bir r > 0 vardir ki her x,y €
Aicin D(x,y,y) < r dir.

ii) X teki bir {x,} dizisi bir x e yakinsamast igin gerek ve yeter kosul n — oo iken
D(x,,, x,,x) = D(x,x,x,) — 0 dir.
Yani her € > 0 i¢in bir ny € N vardir dyle ki her n = n i¢in
D(x,x,x,) < &dir (2.74)
Bu tanimlar asagidaki ile denktir.
Her € > 0 i¢in en az bir ny € N vardir 6yle ki her n,m = nyigin D (x, x,,, X,,) < € dur.
Gergekten (2.74) denkleminden
D(xp, Xm, x) = D(xp, %, %) < D, %, %) + D(X, Xy, X)) < g +§ =¢ (2.75)
Tersine, (2.75) denkleminde
m = n segersek D (x,, x,, x) < € dir.

iii) X teki bir {x,,} dizisi bir Cauchy dizisi olarak adlandirilir eger her € > 0 igin bir ny, € N

vardir dyle ki her n,m = ng i¢in D (x,,, X, Xp,) < € dur.

iv) Eger her Cauchy dizisi yakinsaksa (X, D) D — metrik uzayina tamdir denir

2.4.2.6 Yardimci Teorem

(X, D) bir D — metrik uzay olsun. Eger X teki {x,,} dizisi x e yakinsaksa, x tektir.
Kamt:
Xn = X, Xy = y ve y # x olsun.{x,,}; x ¢ ve y ye yakinsadigindan, her bir € > 0 i¢in n; € N
vardir 6yle ki her n > n, i¢in D(x, x, x;,) <§ ve n, € N vardir 6yle ki her n > n, igin
D(y,y,x,) < gdir.
Eger n, = max{n,, n,} olarak segilirse her n > n, igin tiggen esitsizliginden
D(x,%,y) < D(x,%,%,) + D(xn,y,y) <> +-=¢.
Boylece D(x,x,y) =0
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olur. Buise D(x, x,y) > 0 olmasi ile gelisir. Dolayisiyla x = y dir.

2.4.2.7 Yardimci Teorem

(X, D) bir D — metrik uzay olsun. Eger X teki {x,} dizisi x e yakinsaksa, {x,} bir Cauchy
dizisidir.

Kanit:

X, = x olduguiginher € > 0 iginn,; € N vardir 6yle ki hern = n; = D(x,, x,, x) < zve n, €
N vardir 6yle ki her m = n, = D(x, X, X;) < g dir.

Eger n, = max{n,, n,} se¢ilirse her n,m = n, igin tiggen esitsizliginden

D (X, X, Xm) < D(xpy, X0, X) + D(X, Xy, X)) < z + z =¢.

Boylece {x,} bir Cauchy dizisidir.

2.4.3 Tamim (S — Metrik Uzaylar)
X bostan farkli bir kiime olsun. X {lizerindeki bir genellestirilmis metrik ( ya da S — metrigi )
Her x,y,z,a € X i¢in asagidaki sartlar1 saglayan bir S: X3 — [0, o[ fonksiyonudur:
i) S(x,y,z) =0,
i) Sx,y,z)=0x=y =2z,
iii) S(x,y,2) <S(a,y,z) + S(a,x,x)
(X, S) ¢iftine de genellestirilmis metrik (ya da S — metrigi) denir.
d, X tizerinde klasik metrik olmak tizere;
i) X = R" olmak iizere

SCy,z) =y +x=2z|l + |ly — zI|, (2.76)
ii) S(x,y,z) =d(x,y)+d(x, 2),
iii) X = R™ olmak iizere

Sy, z) = lly —zll + lly — zll, (2.77)
iv) X=R,x,y,z€ R, a> 0vea # 1 olmak iizere

S(x,y,z) = |a¥*? —a®*| + |y — z| (2.78)
v) x,v,Z€R,a>0vea # 1igin

S(x,y,2) = |at®Y) — qd0D| + d(y, z) (2.79)

fonksiyonlar1 § — metrige birer drnektir.

2.4.3.1 Uyan

Bir § — metrik uzayinda,
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S,y,y) =Sy, xx) (2.80)
dir. Gergekten;
Ustteki tanimdaki 2) ve 3) ten

) SC,y,y) <Syyy)+SW.xx) =S, xx) (2.81)
dir. Benzer olarak;

i) S(y,x,x) <S(x,x,x) +S(x,y,y) =S(x,y,y) (2.82)
dir. Boylece 1) ve i1) den
SC,y,y) =S, x,x) (2.83)
dir.

2.4.3.2 Uyan

(X, S) bir § — metrik uzay olsun. Eger f: X2 — [0, o[, her x,y € X i¢in f(x,y) = S(x,y,y)
olarak tanimlanirsa; f, X iizerinde bir klasik metriktir.

Kanit:

Metrik ozelliklerinden d1) , d2) oldukea agiktir.

d3) 6zelligi incelenecek olursa;

flx,z) =5(x,2,2) <S(,z,2) + Sy, x,x) =S, y,y) +S(,z,2) = f(x,y) + f(y,2)
dir. Boylece f, X iizerinde bir klasik metriktir.

2.4.3.3 Tamim (Smrhhk)

X in A alt kiimesi S — stmurlidyr denir eger bir r > 0 vardir 6yle ki her x,y € Aigin S(x,y,y) <

r.

2.4.3.4 Tamim (Yakinsaklhk)

X teki bir {x,,} dizisinin x e yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul n — oo iken S(x,, x,x) =
S(x, %y, x,) = 0. Yani her € > 0 igin ny € N dyle ki her n > ny i¢in S(x, x,, x,) < €

olmasidir.

2.4.3.5 Tamim (Cauchy Dizisi)

X teki bir {x,,} dizisi Cauchy dizisi olarak adlandirilir eger her € > 0 igin bir n, € N vardir

oyle ki her n,m = ng i¢in S(x,,, X, %) < € dir.
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2.4.3.6 Tamm (Tamhk)

Eger (X,S) S — metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsaksa, bu uzaya tam metrik uzay

denir.

2.4.3.7 Yardimci Teorem

(X,S) bir S — metrik uzay1 olsun. Eger x,, —» x ve y,, = y olan {x,} ve {y,} dizileri varsa
S(n, YY) = S(x,y,y) dir.

Kanit:

X3 te ({x, Y, Yo }) dizisi bir (x,y,y) € X X X X X e yakinsadigindan; yani her £ > 0 i¢in

lim x,, = x, limy,, = y oldugundan
n—->oo

n—-oo

oyle bir n; € N vardir ki her n = n; i¢in S(x, x, x,,) < %,
ve Oyle bir n, € N vardir ki her n > n, icin S(y, y, y,) < g
dir. Eger ny, = max{n,, n,} segilirse, her n = n, i¢in tiggen esitsizliginden

Sn YY) < S VoY) + S(X, %0, %) < SV, YY) + S, %, %) + S(x, %0, %)
&
2
dir. Boylece

€
<=+S,x,x) +§= e+ Sy, x,x)

S(xn' Y yn) - S(y' X, x) <é&
dir. Diger yandan

S(y'x'x) S S(xnlix) +S(xn’y'y) S S(xn'x'x) +S(:V1uy'y) +S(yn'xn'xn)

& &
< §+§+S(xn;ynr.Vn) = S(xn,yn,yn) T e

yani
S(Y; X,X) — S(xnr Yo yn) <e.
Bu yiizden |SCep, v, Yn) — S(x, v, v)| < &,

yani
Jms(xn'ymyn) =S(x,y,y)

dir. m

2.4.3.8 Yardimci Teorem

(X, S) bir S — metrik uzay olsun. Eger X teki {x,,} dizisi x e yakinsaksa, x tektir.
Kanait:

Xp = Yy vey # x olsun. {x,} dizisi x e ve y ye yakinsadigi i¢in
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Her € > 0 i¢in 6yle bir n, € N vardir ki her n > n, i¢in S(x,, x, x) < %
ve

oyle bir n, € N vardir ki her n > n, i¢in S(x,,, y,y) < 2

Eger ny = max{n,, n,} secilirse, her n = n, igin tiggen esitsizliginden
€

2:€.

£
Sy, y) S0, x,x)+ S0, y,y) < 3 +
Boylece
S(x,y,y) = 0 olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla x = y

dir. m

2.4.3.9 Yardimci Teorem

(X,S) bir S — metrik uzay olsun. Eger X teki {x,} dizisi x e yakinsarsa, {x,} bir Cauchy
dizisidir.

Kamt:

X, — x oldugundan; her € > 0 igin dyle bir n; € N vardir ki her n = n i¢in S(x, x,,, x,,) < 2
ve

oyle bir n, € N vardir ki her m > n, i¢in S(x, x,,, X)) < 2

ny, = max{n,, n,} secilirse; o halde her n,m > n, i¢in liggen esitsizliginden
£ €
SO, Xy Xm) < S(x, X, X)) + SO0 X, X)) < 5 + 5 =&

Boylece

{x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. m
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BOLUM 3

FUZZY METRIK UZAYLAR
3.1 KRAMOSIL VE MiCHALEK ANLAMINDA FUZZY METRIK UZAYLAR

3.1.1 Tanim
E c R, X X X X E kartezyen ¢arpimi iizerinde asagidaki kosullar1 saglayan fr karakteristik

fonksiyonu ile belirli R fuzzy kiimesine X tizerinde bir fuzzy metrik denir:

i) Herx,y € X veher 1 < 0ig¢in fz(x,y,4) =0, (3.1)
ii) A > 0 keyfi olmak tizere fz(x,y,4) = 1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul x = y,
(3.2)
iii) Her x,y € X ve her A € E igin fr(x,y,1) = fr(y,x, 1), (3.3)
iv) S:[0,1] x [0,1] - [0,1] &lgiilebilir, ikili gergel fonksiyon; A, u € E ve S(1,1) = 1 olmak
uzere
fr,z, 2+ 1) = S(fr(x, v, D), fr (v, 2, 1)), (3.4)

v) fr(x,y,A); lim,_ fr(x,y,4) = 1 olmak lizere her (x, y) € X X X ¢ifti i¢in soldan siirekli
ve A nin artan bir fonksiyonudur (Kramosil and Michalek 1975).

Ozel olarak, 1975 yilinda Kramosil ve Michalek, klasik metrik uzayin bir diger
genellestirilmesi olan ve Menger tarafindan 1942 yilinda tanimlanip, Schweizer ve Sklar
tarafindan 1960 yilinda gelistirilen olasiliksal metrik uzay kavramini fuzzy duruma

genellestirerek fuzzy metrik uzay1 tanimladilar.

3.1.2 Tamim
3.1.1 Tamim’ daki ii) 6zelligi yerine asagidaki ii)" alinirsa; R fuzzy kiimesine fuzzy yari-metrik

denir (Kramosil and Michalek 1975).

ii)) HerA > 0vex € X i¢in fr(x,x, 1) = 1. (3.5)
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3.1.3 Tanim (Yakinsakhk)

(X, fr,*) bir fuzzy metrik uzay olsun. {x,,}, X te bir dizi olmak tizere, eger her t > 0 igin

lim fp(x,,x,t) =1 (3.6)
n—-oo
ise {x,,} dizisi x € X noktasina yakinstyor denir ve lim x,, = x seklinde gosterilir.

n—-oo

3.1.4 Tanim (Cauchy Dizisi)
{x,}, X te bir dizi olmak {izere, eger her t > 0 ve p > 0 i¢gin

%l_r)?o frGnip X, t) =1 (3.7)
oluyorsa {x,,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

3.2 KALEVA VE SEIKKELA ANLAMINDA FUZZY METRIK UZAYLAR
On Bilgiler

Negatif olmayan tiim fuzzy sayilarinin kiimesi G ile gosterilecektir. (Her t < 0 i¢in u(t) = 0

ise u fuzzy sayisi negatif olmayandir.)

R deki tiim fuzzy sayilarinin kiimesi i¢in ise L(R) sembolii kullanilacaktir. Fuzzy sayilarin
toplamaya ve garpmaya gore birimleri sirasiyla 0 ve 1 ile gosterilecektir. r € R i¢in 7 € L(R)
fuzzy sayisi

t=r

0, diger durumlarda, (3.8)

o ={'

seklinde tanimlanir.

3.2.1 Tanim
X bir kiime, L, R:[0,1] X [0,1] — [0,1] simetrik, artan iki doniisiim ve L(0,0) = 0,R(1,1) =1
olsun. Eger d: X X X — G fonksiyonu

i) dx,y) =0 x=1y, (3.9)
ii) Her x,y € X i¢cin d(x,y) = d(y, x), (3.10)
iii) Her x,y,z € X i¢in

a)s <u,(x,z),t <uy(z,y),s +t <u;(x,y) olmak iizere

d(x,y)(s +6) > L(d(x, 2)(s), d(z,y)(®)) (3.11)
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b) d(x,y)(s +t) < R (d(x,2)(s),d(z,y)(©)) (3.12)

s > u;(x, 2) (3.13)
t=>u(z,y) (3.14)
s+t=>u(x,y) (3.15)

kosullarin1 sagliyorsa (X ,d, L, R) ye fuzzy metrik uzay denir (Kaleva and Seikkela 1984).

3.2.2 Tanim
Bir (X ,d, L, R) fuzzy metrik uzayindaki yakinsaklik

lim x,, = x olmasi i¢in gerek ve yeter kosul lim d(x,,x) = 0 (3.16)
n—->0oo

n—->0oo

seklinde tanimlanir (Kaleva and Seikkela 1984).

3.2.3 Tamim

X teki bir {x,,} dizisi nlrilriloo d(x,,, x,,) = 0 kosulunu sagliyor ise bu diziye bir Cauchy dizisi
denir.

Eger X teki her Cauchy dizisi yakinsaksa, bu fuzzy metrik uzaya tam fuzzy metrik uzay denir
(Kaleva and Seikkela 1984).

3.3 GEORGE VE P. VEERAMONI ANLAMINDA FUZZY METRIK UZAYLAR
George ve Veeramani; Kramosil ve Michalek’ in fuzzy metrik tanimini 1994 yilinda fuzzy

metrik uzaylarda Hausdorff topolojisini elde etmek i¢in asagidaki sekilde gelistirdiler.
Bu boliimde George ve Veeramani anlaminda fuzzy metrik uzaylar incelenecektir.

3.3.1 Tanim (Siirekli ¢ — Norm)
x:[0,1] x [0,1] = [0,1] ikili islemi i¢in

i) = islemi degismeli ve birlesmelidir.
ii) = islemi stireklidir.
iii) Her a € [0,1] i¢ina *x1 = a.

iv) a<c veb <dolanhera,b,c,d € [0,1] i¢cina *b < c * d.

kosullar1 saglaniyorsa * ikili islemine siirekli t — norm denir (Schwiezer and Sklar1960).
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3.3.2 Ornek

a * b = ab seklinde tanimlanan ikili islem bir siirekli ¢ — normdur. Gergekten;
Her a, b, c,d € [0,1] i¢in

i) asb=ab=ba=b=xa
dir. Dolayisiyla a * b = b * a oldugundan * islemi degismelidir.
Ote yandan
(a*b) *xc = (ab) xc = (ab)c = a(bc) =a(bxc) =ax(b=*c)

= (axb)*xc=ax(bx*c)
oldugundan * iglemi birlesmelidir.
ii) (a,), (b,); [0,1] tizerinde iki dizi ve a,, — a, b, — b olsun.
a, — ave b, — b oldugundan a,,b,, — ab
dir. O halde
a,*b, —axb
olur. Yani * iglemi dizisel siireklidir. Dolayisiyla * islemi siireklidir.

iii) Hera € [0,1] i¢ina*x1=al =a
iv) a<cveb <dolanhera,b,c,d € [0,1] i¢cinab < cd
dir. Yania*b < c*d

dir.
O halde * islemi bir siirekli t — normdur.

3.3.3 Ornek
Her a,b € [0,1] i¢in a * b = max{0,a + b — 1} seklinde taniml ikili islem bir sitirekli t —

normdur.
Coziim.
Gergekten; her a, b, ¢, d € [0,1] i¢in

i) ax*xb=max{0,a+b—1}=max{0,b+a—-1}=b=xa

dir. Yani * degismelidir.
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iiif)

(axb)*c=(max{0,a+b—1}) *c

= max{0,max{0,a + b — 1} + c — 1}
=max{0,a+b—1+c—1}=max{0,a+b+c—-1-1}

= max{0,a + max{0,b+c—1}—1}=a*max{0,b+c—1}=ax (b *c)

= (axb)*xc=ax*(bx*c)

Yani * birlesme 6zelligine sahiptir.

(ay,), (by), [0,1] lizerinde iki dizi ve a,, — a, b,, — b olsun.

a, —»aveb, b= a,*b, =max{0,a, + b, —1} > max{0,a+b—1}=axb
dir. a,, * b,, — a * b oldugundan * dizisel stireklidir.

O halde =* siireklidir.

Hera € [0,1] i¢cina *1 =max{0,a+1—1} =max{0,a}=a=ax*x1=a.
a < cve b < d olmak lizere her a, b, c,d € [0,1] i¢ina + b < ¢ + d dir. O halde
a+b—1<c+d-1=max{a+b—1}<max{c+d—-1}=a*xb<c=xd

dir.

Dolayisiyla = siirekli ¢ — normdur.

3.3.4 Ornek

Benzer sekilde her a, b € [0,1] i¢in a * b = min{a, b} isleminin de bir siirekli t — norm oldugu

kolayca gosterilebilir.

3.3.5 Tanim

X bos olmayan bir kiime, * islemi siirekli t —norm ve M; X? x |0, o[ iizerinde bir fuzzy kiime

olsun. M fonksiyonu; her x,y,z € X ve t,s > 0 i¢in

i) M(x,yt)>0, (3.17)
i) M(x,y,t) =1 x =y, (3.18)
iii) M(x,y,t) = M(y, x, t), (3.19)
iv) Her t,s > 0 i¢in M(x,y,t) * M(y,z,5) < M(x,z,t + s) (3.20)

v) M(x,y,.):]10,0[ — [0,1] siireklidir.
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kosullarimi saglhiyorsa; M ye X lizerinde bir fuzzy metrik ve (X, M,*) lgliisiine de bir fuzzy

metrik uzay denir (George and Veeramoni 1994).

3.3.6 Teorem
Her x,y € X i¢in M(x, y,.) artan bir fonksiyondur (George ve P. Veeramoni, 1994).

Kamnt.

Kabul edelimki 0 < t < s ve M(x,y,s) < M(x,y,t) olsun. O halde
M(x,y,t) *M(y,y,s —t) < M(x,y,s) < M(x,y,t)

olur. Diger taraftan

M(y,y,s —t) = 1 oldugundan

M(x,y,t) *1=M(x,y,t) < M(x,y,t)

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla

M(x,y,t) < M(x,y,s)

olmalidir. O halde M(x, y,.) artan bir fonksiyondur. m

3.3.7 Ornek

X, d) bir metrik uzay ve a * b = ab olsun. Her k,m,n € R* icin
( y ¢

kt™

MaCoy, ) = ey

(3.21)

olarak tanimlanan fonksiyon bir fuzzy metriktir (George and Veeramoni 1994).

Kanat.
x,y,Z€X;t,s >0ve k,m,n € R igin

i) d, bir metrik oldugundan her x,y € X igin d(x,y) > 0 dir.

k,m,n € R¥,t > 0 oldugundan My(x,y,t) = #:l(xy) >0

dir.

ii) My(x,y,t) =1 kt" =kt"+md(x,y) ®md(x,y) =0 & d(x,y) =0 x=y.

iii) d, metrik oldugundan d(x, y) = d(y, x) tir. Dolayisiyla
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kt™ _ kt™
t"+md(x,y) kt"+md(y,x)

Md(ny't) :k :Md(y'xrt)-

iv) My(x,y,t) * M(y,z,5) < My(x,z,t + 5)
oldugu yani;
d bir metrik k, m,n € R* olmak iizere

kt™ ks™ - k(t+s)™
kt™ + md(x,y) ks®™+md(y,z) ~ k(t + s)"* + md(x, z)

oldugu gosterilmelidir. d bir metrik oldugundan
d(x,z) <d(x,y)+d(y, 2)
dir. Ote yandan

k(t+s)™ k(t+s)™ .
P 1, P 1 dir ve dolayisiyla
n n
ktn

ksm
dir.

k(t+s)™
kt™

k(t+s)"
ks™

md(x,z) <m d(x,y) +m md(y, z)

md(x,z) - md(x,y) N md(y,z) _ks"md(x,y) + kt"md(y, z)

=
k(t+s)»~  kt" ks k?(st)n
md(x,z ks™md(x,y) + kt"md(y, z
Soqg (x,2) <14 (x,¥) (,2)
k(t + s)m k2(st)™
k(t+s)"+md(x,z) < k2 (st)*+ks"md(x,y)+kt"md(y,z)
k(t+s)n - k2(st)n

olur. Metrik tanimindan ve m > 0 oldugundan;
m?d(x,y)d(y,z) =0

dir. Dolayisiyla

k(t+ )™+ md(x,z) - k2(st)™ + ks™md(x,y) + kt"md(y, z)
k(t+s)" - k?Z(st)n

- k2(st)™ + ks™md(x,y) + kt"md(y, z) + m?d(x, y)d(y, z)
= 12 (st)"

k% (st)™ - k(t + s)"
k2(st)™ + ks™md(x,y) + kt"md(y,z) + m?d(x,y)d(y,z) ~— k(t + s)"* + md(x, z)

. kt™ ks™ < k(t+s)"
kt™ + md(x,y) ks™ +md(y,z) = k(t + s)" + md(x,2)
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= My(x,y,t) * Mg(y,2,5) < Mg(x,z,t +s)
bulunur.
v) Herx,y € X, t, > 0 i¢in

ktn lim ktn kton

t— to

Jm MaCx,y, 8 = i e d Gy Tim ke" + md(x,y)  ktg" +md(x,y)
-1

=My (x,y,t0)
O halde M, bir fuzzy metriktir.

3.3.8 Sonug

Yukaridaki teoremde k = m = n = 1 alinirsa

t
t+d(x,y)

My(x,y,t) = (3.22)

elde edilir. M; fuzzy metrigine d tarafindan indirgenen standart fuzzy metrik denir (George

and Veeramoni 1994).

3.3.9 Sonug¢

Her metrik uzaydan bir fuzzy metrik uzay elde edilebilir (George and Veeramoni 1994).

3.3.10 Ornek
(R, d) bir metrik uzay ve a * b = ab olsun. d(x,y) = |x — y| seklinde tanimlanan d metrigi

tarafindan tiretilen standart fuzzy metrik her x,y € R, t € [0,1] igin

t
—,0<t<1
My(x,y,t) = {Hlx—yl (3.23)

0,t=0
olarak tanimlansin. * siirekli ¢ — normu ile verilen (X, My,*) bir fuzzy metrik uzaydir.
Kant:
x,y,Z€X;t,s > 0i¢in

i) d bir metrik oldugundan her x,y € Rigind(x,y) = |x — y| = 0 dir. Diger taraftan her t >
0igint + [x — y| > 0 dir. O halde

M;(x,y,t) = 0

_— >
t+|x—yl

dir.
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i) M\yx,y,t)=1leot=t+lx—y|le|lx—y|l=0x=1y.
t ot
t+Hlx-y|  t+ly—x

iii) M (x,y,t) = = My;(y,x,t) (d metrik oldugundan)

N t+s

iv) My(x,y,t) * M(y,z,5) =

t+|lx—y| s+|ly-z| ~ t+s+|x—z|

oldugu gosterilmelidir. Metrik tanimindan;

lx —z| < |x —y|+ |y — 2]

dir ve diger taraftan HTS > 1, t;r—s >1

oldugundan

+s
t

t+s
|x —z| < Ix—ﬂ+—?4y—d

X — X — - Slx =yl +tly —
| d<| yhﬂy AS lx —y| + tly — z]

t+s — t S ts
X—2z Slx —y|l+tly—2z
$1+I |31+| yl + tly — 2]
t+s ts

t+s+|x—z| <st+s|x—yl+t|y—Z|)

t+s st

olur. Metrik tanimindan;
Ix—=ylly—zl=0
oldugundan;

t+s+|x—z|<st+s|x—y|+t|y—z|<St+s|x—y|+t|y—z|+|x—y||y—z|

t+s - st st

st t+s
<

st+s|lx—yl+tly—zl+|x—ylly—z| " t+s+|x—2z])

t S t+s
= . <
t+|x—yl s+ly—2z|  t+s+|x—z

= Md(x;y, t) * Md(y;Z:S) < Md(x,Z,t + S)
bulunur.

v) Herx,y € X, t, > 0 igin
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limt
t— to to

lim M;(x,y,t) = lim
t— tO

= = =M X, lt
totot + |x —y| tlirrtlt+|x—y| to + |lx — yl a (%7, to)
~ o

dir.

3.3.11 Ornek
(R, d) bir metrik uzay ve a * b = min{a, b} olsun. d(x,y) = |x — y| seklinde tanimlanan d

metrigi tarafindan tiretilen standart fuzzy metrik her x,y € R, t € [0,1] i¢in My(x,y,t) =

PP M;(x,y,0) = 0 olarak tanimlansin. * siirekli t — normu ile verilen (X, M;,*) bir fuzzy

metrik uzaydir.

Kanit:

i) Her x,y € R i¢in d bir metrik oldugundan d(x,y) = [x —y| = 0 dir. t > 0 oldugundan
t+|x—y|l>0dnr.

M;(x,y,t) = 0

_>
t+[x—yl
dir.

ii) M\y(x,y,t)=1let=t+|lx—y|le|lx—y|l=0x=y.
t ot
t+lx-y|  t+|y—x]|

iii) M ;(x,y,t) =

= My(y,x,t) (d metrik oldugundan)

iv) My(x,y,t) * M(y,z,5) = min{ t S } < UtS

t+|x—y|’ s+|y—-z|) — t+s+|x-z|

oldugu gosterilmelidir. Metrik tanimindan;
x—zl < lx—yl+ly—zlve=>1,">1
oldugundan

t+s t+s
|x — z| ST|x—y|+T|y—Z|

X—2Zz X — A S|lx — +tly—2z
I I<I y|+ly ISIyI ly — 2|

t+s t S ts
X—Zz Slx — +tly—2z
. 1+I |s1+ lx =yl +tly — z]
t+s ts

t+s+|x—z| < st+s|x—y|+tly—z|)

t+s st
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olur. Metrik tanimindan;
lx —ylly—z| =0

oldugundan;

t+s+|x—z|<st+s|x—y|+t|y—z|<St+s|x—y|+t|y—z|+|x—y||y—z|
t+s - st - st

st t+s
<

st+slx—yl+tly—zl+|x—ylly—z| " t+s+|x—2z])

t S t+s
— S
t+|x—yls+ly—z|  t+s+|x—z

= M;(x,y,t) * My(y,z,s) < My(x,z,t +5)
bulunur.
v) Herx,y € X, t, > 0 icin

lim¢t
t— to tO

lim M;(x,y,t) = lim
t— to

— = =M x,V,t
t=tot + |x —y| tlintlt+|x—y| to + |x — yl a(%,,to)
—to

dir. Dolayisiyla (X, Mg,*) bir fuzzy metrik uzaydir.

3.3.12 Ornek

Cla,b] = {fIf:[a, b] = F fonksiyonu streklidir}, (C[a, b], d) bir metrik uzay ve a * b = ab
olsun. d(f, g) = supxepaplf(x) — g(x)| seklinde tanimlanan d metrigi tarafindan iiretilen
standart fuzzy metrik her f, g € C[a, b], t € [0,1] i¢in

t

M ) rt = ?
a(f,9,6) t+SuPxefa,p)lf (x)—g(x)I

Mu(f,9,0) =0 (3.24)

olarak tanimlansin. * siirekli t — normu ile verilen (C[a, b], M4,*) bir fuzzy metrik uzaydir.
Kamt:

i) t>O0veherf,g € Cla,b]i¢in d bir metrik oldugundan;

d(f,9) = supxefap|f(x) —g(x)[ = 0
dir. Dolayisiyla

66



Supxe[a,b]lf(x) - g(x)l =0
dir.
t
>
t+ SUPxe[a,b] |f(x) - g(x)l

Md(flgrt) = 0

dir,
i) My(f,9,t) =1 &t =t~ supyepanlf(x) —gx)l
© SuPxefapf(x) —g()| =0
o Her x € [a,b] iin |f(x) — g(x)] = 0
& Her x € [a, b] igin f(x) — g(x) = 0

& f(x) = g(x).

t t
t+SUPye[ap) | -9 t+supseiap)|g()—fO|

iv) My(f,g,t) M(g,h,s) =

< t+s
T t+ S+ Supxepap|f (x) — h(x)]

esitsizligi gosterilmelidir.

iii)y M;(f,g,t) = My(g. f,0).

t N
t+SUDye[a,p) | f ()—g (2| ) S+S5upyeqa,pylg)—h(x)|

Metrik tanimindan,;

SuPxefap)l f(X) = ()| < supseqap|f (¥) = g + suprefaplg(x) — h(x)|

Ve

s,
t s
oldugundan

t t
SUPxefab]|f () = A < Z2 supseap f () = 9O + = sUPreiapy| g (x) — ()|

N Supxe[a,b]lf(x) - h(x)l < Supxe[a,b]lf(x) - g(x)l n Supxe[a,b]lg(x) - h(x)l
t+s - t s

< S-Supxe[a,b]lf(x) - g(x)l + t-Supr[a,b]lg(x) - h(x)l
o ts
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Supxe[a,b]lf(x) - h(x)l
t+s

> 1+

+ Ssupxe[a,b]lf(x) - g(x)l + tsupxe[a,b]lg(x) - h(x)l
ts

t+S+SUPye[a,p)|f (X)—h(x)] < St+5.5UPyxe[a b]lf (X)—g(X)|+t.5UDxe[a )| g (x)—h(x)])

t+s st

olur. Metrik tanimindan;

Supxe[a,b]lf(x) - g(x)lsupxe[a,b]lg(x) - h(x)l =0
oldugundan;

t+s+ Supxe[a,b]lf(x) — h(x)]
t+s

_ st + ssubyetaplf (¥) = 90O + tsuPsetantlg() — ()|
- st

< St +s. Supr[a,b]lf(x) —g()|+ t-supr[a,b]lg(x) —h(x)| + SuprE[a,b]lf(x) B g(x)lsupr[a,b]lg(x) — h(x)|

st
st
7SS+ SUPselan [ () — 9O+ E5UDaeta ] 9C) — RO + SUpreianIf () — G SUDrefanlg () — RG]
< t+s
= TS+ Ui ) — h(D)]
t S

=
t + Supxefap)lf () — g(X)|'s + supxejapylg(x) — h(2)|

< t+s
ST S T SUreanlf () — h(D)]

= M;(f,g,t) * My(g,h,s) <My(f,h,t+5)
bulunur.
v) Her f,g € Cla,b], t, > 0 igin

limt
t t> to

lim M;(f,g,t) = lim = —
t=>1tp d f g totot + SUPxe[a,b] If(x) - g(x)l tlintlot + SUDxe[a,b] If(x) - g(x)l
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to
St + Supyefap)lf (x) — g(x)|

= My(f, 9, to)

Dolayistyla My , bir fuzzy metriktir.

3.3.13 Ornek

|x=y|
X=R,a*xb=ab olsun. x,y,z€ R ve t €]0,00[ igin M(x,y,t) =e ¢ olsun. Bu

durumda (X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.

Coziim.

lx=yl yI =yl
<0=e ¢t >0=>M(xyt)=0 dr.

) x—y|20=>22>0>

_x=yl
t
el |x—y|

ii) M(x,y,t) =e” t =1=>—=0=>|x—y|=0x=y

[x=y| ly—x|

iii) M(x,y,t) =e ¢t =e ¢ =M(yxt).

iv) |x —z| < |x — y| + |y — z| oldugundan

t+s +s
o=zl < () =yl + (22 Iy -
X —Z X — -

x—z| _lx—yl ly—z

t+s t s

e=zl  la=yl,ly-z|

etts <e t ' s

[x—z| lx=y| |y—z|
etts <e t .e s

[x—z| [x—y| ly—z|
e t+s > e t .e s

M(x,z,t +5s) =2 M(x,y,t) * M(y, z,5)
v) to > 0 olsun.

x=yl _lx=yl
lim M(x,y,t) = lime  t =e to =M(x,y,t,)
t—to t—to

bulunur.

3.3.14 Uyan

Her fuzzy metrik uzay, bir metrik uzay degildir. Hemen asagida buna bir 6rnek verilmistir.

3.3.15 Ornek
X =Nveax*b = ab olsun. Her t > 0 i¢in;
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IA

XYy

M(x,y,t) = (3.25)

IA

y=X

RIRR IR

seklinde tanimlanirsa (N, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.
Coziim.
i) Herx,y € Nigin

a)x <yise M(x,y,t) =§> 0 ( Ciinkii x,y € N dir.)

b)y < xise M(x,y,t) = % > 0 ( Ciinkii x, y € N dir.)
Dolayisiyla M (x,y,t) > 0 duir.

ii) Herx,y € Nvet > 0i¢in M(x,y,t) = 1 & x = y oldugunu gosterelim.

a)xSy=>M(x,y,t)=§=1<:)x=y.

b)ny:>M(x,y,t)=%=1(:>x=y.

iii) Her x,y € Nve t > 0 i¢in
y
x

iv) Her x,y € Nve s,t > 0 i¢in

IA
IA

3 X X=Yy
; X

= M(y,x,t)

IA
IA

M@%O={ y

RIRR IR
RIRRIL

y

dir.

M(x,y, t) * M(y,z,s) < M(x,z,t + s) oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki x < y olsun.

a) x <y<zise M(x,y,t) =§,M(y,z,s) =§VCM(X,Z,t+S) =2

zZ

olup

M@y, t) *M(y,z,s) =>2=2=M(x,zt +5)

4 =
Z Z

x
y
dir.

b) x <z<yise M(x,y,t) =$,M(y,z,s) =§VeM(x,,t+s) =X

z

olup
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Xz X
M(x,y,t) * M(y,z,5) =——<—=M(x,z,t +5)
yy =z

dir.

¢) z<x<yise M(x,y,t) =§,M(y,z,s) =§veM(x,z,t+s) ==

X

olup

M(x,y,t) * M(y,z,5) = %s L= Mx,zt+5)

dir. Benzer sekilde y < x i¢in;
M(x,y,t) * M(y,2,5) < M(x,z,t +5)
oldugu goriiliir.

Her t, > 0 i¢in;
llth(X,y, t) = M(x'yJ tO)
0

oldugu agiktir. Bu sebeple M(x, y,.): (0,00) — [0,1] siireklidir. Boylece (X, M,*) bir fuzzy

metrik uzaydir.

Fakat

x-

_J)y
M(x,y,t) =

(x,y,t) v

X

t
t+d(x,y)

iken N {izerinde M (x, y, t) = esitligini saglayacak bir d metrigi yoktur. Gergekten;

X tizerinde M (x, y, t) yi iireten bir d metriginin var oldugu kabul edilsin.

t
M(x,y,t) =T dny)

(t + dC,y)M(x,y,t) =t

t(l - M(X, Y, t))
M(x,y,t)

d(x,y) =

dn)

Her x,y € Nigin d(x,y) = 0 & x = y saglanip saglanmadig1 incelenecek olursa
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=)
d(x,y) = 0 olsun. O halde

t(l —M(x,y,t)) -0
M(x,y,t)

d(x,y) =

t(l—M(x,y,t)) =0

o M(x,y,t)=1 (t > 0 oldugundan)

M (x,y,t) bir fuzzy metrik oldugundan M(x,y,t) = 1 & x = y dir.
(=)

x =y olsun. O halde M(x,y,t) == =2 =1 dir.

y x

t(1-M(x,yt)) t(1-1) 0
M(x,y,t) 1

d(x,y) =

Ohalde d(x,y) =0 & x = y dir.

d2) Her x,y € N i¢in

d(x,y) = d(y, x) dir. Gergekten;

M(x, y,t) bir fuzzy metrik oldugundan M(x,y,t) = M(y, x, t)

t(l_M(x,y't))_t(l_M(}”x't))_
Mxyt) —  MOxt)

d(x,y) = d(y,x)

1

)t =2,x =1y =2,z = 3a11n1rsaM(x,y,t)=%,M(y,z,t)=§,M(x,z,t)=§

_t(1-M(xy,0) 2 (1 ‘%)

d(x»J’) M(x,y, t) 1 = 2
2
(1-MEzt)) 21—
_t1-M@,z0) _20-3)
R T B
3
1
e 2) _t1-M@.z1) _ 2(1-3) _

M(y,zt) 1

d(x,z) >d(x,y) +d(y,z)
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dir. Dolayisiyla (X, d) bir metrik uzay degildir.

3.3.16 Ornek
X =R*tolsun. x,y € X,t > 0 i¢in

min{x,y}+t

M(x,y,t) = (3.26)

max{x,y}+t
olarak tanimlanirsa; (M,.), X lizerinde bir fuzzy metriktir.

3.3.17 Tamm (Dizi)
(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve N dogal sayilar kiimesi olsun. Her n € N i¢in
f(n) = x,, € X olmak iizere f: N — X seklinde tanimlanan her fonksiyona X fuzzy metrik

uzayinda bir dizi denir ve (x,,),en Veya Kkisaca (x,,) ile gosterilir.

3.3.18 Tamim (Yakinsaklik)
(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay, (x,,), X de bir dizi ve x, € X olsun. Egerher 0 <r < 1 ve
t > 0 igin en az bir ny € N sayist vardir 6yle ki her n > ny iken M(x,, xo,t) > 1 —71

oluyorsa (x,,) dizisi x, noktasina yakinstyor denir ve x,, = x, veya lim x, = x ile gosterilir.
n—-oo

3.3.19 Tamim (Cauchy Dizisi)

(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay, (x,), X de bir dizi ve x, € X olsun. Egerher 0 <r < 1 ve
t > 0igin en az bir n, € N sayis1 vardir 6yle ki her m,n > ng i¢in M (x,,, X, t) > 1 —1
oluyorsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir. Eger bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa

(X, M,*) fuzzy metrik uzayina tamdir denir.

3.3.20 Onerme
ax b = ab, {x,}n=1 Ve {(¥ntne1 5 (X, My,*) fuzzy metrik uzayinda iki Cauchy dizisi ve t > 0
olsun. O halde {M;(x,,, V., t) }m=1 gercel say1 dizisi (0,1) deki baz1 gergel sayilara yakinsar.

3.3.21 Tamim (Tamhk)
Eger bir fuzzy metrik uzaydaki her Cauchy dizisi uzaydaki bir noktaya yakinstyor ise bu

fuzzy metrik uzaya tam fuzzy metrik uzay denir.

3.3.22 Ornek
{A, B}, X = (2, 00) araliginin bir boliintiisti olsun 6yle ki {2n — 1};-, <€ A ve {2n};-, € B ve
Her a,b € [0,1] i¢in a * b = max{0,a + b — 1} ve 2.3.15 Ornekteki (X, M,*) fuzzy metrik
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uzay goz oniine alinsin. Her iki dizinin de (X, M,*) fuzzy metrik uzayinda Cauchy dizisi
oldugunu gostermek kolaydir. Simdi, egern = 2,3, ...i¢in a,, =2n—1ve b, = 2nisen -

oo iken

M(ay by, t) = (= + ) = 0

2n—-1 2n

dir.

3.3.23 Uyan
R tam fuzzy metrik uzay degildir. Bunun i¢in asagida (R, M,*) fuzzy metrik uzayindaki her

Cauchy dizisinin yakinsak olmadigina dair aksi bir 6rnek verilecektir.

3.3.24 Ornek
(R, d) metrik uzay, d(x,y) = |x — y| ve a * b = ab olsun.

t

M(x' Y t) = t+d(x,y)

(3.27)

bi¢giminde tanmimlanirsa (R, M,*) fuzzy metrik uzaydir. Bu uzayda

NP R S
no 2 3 n
olacak bigimde (S,,) dizisini ele alalim. Her p > 0 igin;
t t
M(S + ,S ,t) = =
e t+|Sn+p_Sn t+L+L+---+L
n+1l n+2 n+p

= lim M(Spip, Sp,t) =1
olur. O halde (S,,) dizisi (R, M,*) fuzzy metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. Eger R tam

fuzzy metrik uzay ise en az bir x € R noktasi vardir ki n — oo iken M(S,,, x,t) — 1 dir.

-1

M(S,, x,t) = 1ise n » oo iken YT

=n - oiken |S, — x| - 0

=5,

olmalidir. Ancak bu R de dogru degildir. Bu sebeple R tam fuzzy metrik uzay degildir.
3.3.25 Teorem

Standart (X, My,*) fuzzy metrik uzaymin tam olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (X, d)
metrik uzaymin tam olmasidir.

Kamt:

(=:) (X, My,*) standart fuzzy metrik uzay1 tam ve {x, } € X de bir Cauchy dizisi olsun. O
halde

Her ¢ > 0i¢in 3ny € N 3 hern,m = ny i¢in d(x,, x,,) < €
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dir. Standart fuzzy metrik tanimindan her n,m > n, ve her t > 0 icin
t t

M,(x,,x,,,t) = >
a (i X, £) t+d(e,xn)  t+e

oldugundan 0 < r < 1 kosulunu saglayan her r i¢in € = 1T—_tr alinirsa

My, X, t) >1—1
elde edilir. Yani {x,,} dizisi (X, M4,*) standart fuzzy metrik uzayinda Cauchy dizisi olur.
(X, My,*) fuzzy metrik uzay1 tam oldugundan {x,} Cauchy dizisi X de bir x noktasina

yakinsar.

O halde
t

= — = 1
t +d(x,, Xm)

M da (xn' Xm., t)
yazilabilir. Buradan

. : t .
lim Mg (xn, Xm, t) = Tlll_rgm =1 lim d(x,,x) =0

bulunur. Bu ise (X, d) metrik uzay1 tamdir.

(<) (X, d) metrik uzay1 tam olsun. (X, My,*) standart fuzzy metrik uzayinda bir {x,} € X
Cauchy dizisi alinsin. O zaman her 0 < r < 1 ve t > 0 i¢in en az bir ny € N vardir dyle ki
her n,m = ngy i¢in My (x,, X, t) >1—1

dir.

Standart metrik tanimindan

Md (an Xmo t) 1—r

= >
t +d(x,, Xm)
rt

= d(xy, X)) < =

o rt
yazilabilir. ¢ = — alinirsa,

her ¢ > 0i¢in her n,m = n, i¢in d(x,, x,,) < & bulunur. Yani {x,,} dizisi (X, d) metrik
uzayinda Cauchy dizisidir. X tam oldugundan {x,,} dizisi X de bir x noktasina yakinsar ve
lim d(x,,, x) = 0 elde edilir. Buradan

n—>oo

. . t
7{1_1}210 Md (Xn, Xm t) - rll% t+d(xpn,x) - Z =1

elde edilir. Yani {x,,} dizisi (X, M4,*) uzayinda x noktasina yakinsar ve dolayisiyla (X, M ,*)

standart fuzzy metrik uzay1 tamdir. m
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3.4 NON-ARCHIMEDEAN FUZZY METRIiK UZAYLAR
X bostan farkli keyfi bir kiime, * siirekli t — norm ve M, her x,y,z € X ve t,s > 0 i¢in
asagidaki sartlar1 saglayan X2 X [0, oo[ iizerinde bir fuzzy kiimeyse (X, M,x) iigliisine Non-

Archimedean fuzzy metrik uzay denir:

i) M(x,y,0)=0, (3.28)
ii) M(x,y,t) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x = y olmasidir. (3.29)
iii) M(x,y,t) = M(y, x,t) (3.30)
iv) M(x,y,t) * M(y,z,s) < M(x,z,tVs),tVs =max{s,t}, (3.31)
v) M(x,y,.):[0,0[ — [0,1] siireklidir. (3.32)

Ustteki iv) kosulu Kramosil ve Michalek fuzzy metrik uzay tanimindaki iv) kosulunu
gerektirdiginden; her Non-Archimedean fuzzy metrik uzay, Kramosil ve Michalek anlaminda
fuzzy metrik uzaydir.

Kolaylik olmasi bakimindan Non-Archimedean fuzzy metrik uzaylar N.A. fuzzy metrik uzay

olarak kisaltilacaktir.

3.4.1 Teorem
Her x,y € X igin M(x,y, t) N.A. fuzzy metrigi t ye gore artandir.

3.4.2 Ornek

i) Hera,b € [0,1] icina * b = ab olsun. d; X lizerinde klasik bir metrik olmak tizere; M, her

ax.y)
x,y € R icin X? X (0, ) iizerinde M(x,y,t) = e~ ¢ seklinde tanimlanan bir fuzzy
kiime olsun. O halde (X, M,*) bir N.A. fuzzy metrik uzaydir.

ii) Her a,b € [0,1] i¢in a *b = ab ve M; M(x,y,t) = miniz.y} seklinde tanimlanan R* X

max{x,y}
R* x (0,0) iizerinde bir fuzzy kiime olsun. O halde (X, M,x) bir N.A. fuzzy metrik

uzaydir.

3.4.3 Teorem
X teki bir {x,,} dizisi x e yakinsamasi igin gerek ve yeter kosul her t > 0 igin n — oo iken

M (x,, x,t) — 1 dir.

3.4.4 Tanmim

Her0 < € <1 ve t > 0 i¢in en az bir ny € N vardir dyle ki n,m > n, i¢in M(x,,, x,,, t) >
1 — € ise Cauchy dizisi denir. Cauchy dizisinin bu tanim1 George ve Veeramani tarafindan
verilen ile 6zdestir. Eger bir N.A. fuzzy metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsaksa (X, M,*

) N.A. fuzzy metrik uzaymin tam oldugu soylenebilir.
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3.4.5 Not

Bir sonraki yardimer teoremde kullanilmak iizere asagidaki sekilde bir @ doniistimler ailesi
tanimlanacaktir.

®, bir doniistimler ailesi olsun dyle ki her @ € ® i¢in

i) 0:]0,1] - [0, 00[,

ii) @ siirekli ve azalandir.

iii) (x) =0 e x = 1veherx,y € 10,1] i¢in @(xy) < 0(x) + (y).

3.4.6 Yardimci Teorem
Hera,b € [0,1] igin a * b = ab, (X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve her x,y € X igin M(x,y,.)

fuzzy metrigi 0 noktasinda siireksiz olsun. Eger d: X2 — [0, oo[
d(x,y) = sup [, 8(M(x,y,8)) dt (3.33)
a

seklinde tanimlanirsa 0 < a < 1 olmak lizere d, X lizerinde bir metriktir.

Kamt:

Her x,y € X i¢in d(x, y) nin iyi tanimlanmis oldugu tanimdan agiktir.

i) Herx,y € X i¢in d(x,y) = 0 oldugu agiktir.

ii) d(x,y) =0 ©Hert > 0 igin (D(M(x,y,t)) =0 Hert>0igcin M(x,y,t) =1 x=
y.

i) d(x,y) = sup [oM@xy,0)dt = sup [, 8(M(,x, 1) dt = d(y,x)

iv) M(x,y,t) = M(x,z,t) * M(z,y,t) = M(x,z,t).M(z,y,t)

ve @ azalan oldugu igin

d(x,y) = supf o(M(x,y,0))dt < supJ O(M(x,z,t).M(z,y,t)) dt

1 1
< supf @(M(x, Z, t)) dt + su f (D(M(Z,y, t)) dt =d(x,z) +d(z,y)

dir. Bu d nin X iizerinde bir metrik oldugunu ispatlar. m

3.5 SHABAN SEDGHI VE NABI SHOBE ANLAMINDA M — FUZZY METRIK
UZAYLAR

X bostan farkli bir kiime, * siirekli t norm olmak iizere her x,y,z,a € X ve her t,s > 0 i¢in

M, X3 x (0, ) iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan bir fuzzy kiime ise, (X, M,*) siral

ticliisiine bir M — fuzzy metrik uzayr denir (Sedghi and Shobe 2006):

i) M(x,y,zt)>0, (3.34)
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ii) M(x,y,zt) = 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul x = y = z olmasidir. (3.35)
iii) M(x,y,z,t) = M(p{x,y, z},t) ( p bir permiitasyon fonksiyonu olmak tizere ) (3.36)
iv) M(x,y,a,t) *M(a,z,z,s) < M(x,y,z,t+5), (3.37)
v) M(x,y,2,.):(0,00) — [0,1] siireklidir.

3.5.1 Not
Bu kisimda M — fuzzy metrik uzaylari, siirekli t — norm yardimiyla George ve Veeramani

anlaminda fuzzy metrik uzaylarin bir genellestirilmesi olarak tanimlanacaktir.

3.5.2 Yardime1 Teorem

(X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzay olsun. Her x,y € X ve her t > 0 i¢in

i) M(x,x,y,t) =M(x,y,y,t). (3.38)
ii) M(x,y,z,.) artandur.

Kanit:

i) € > 0 olsun. O halde FM4 ten
a) M(x,x,y,e +t) = M(x,x,x,&) * M(x,y,y,t) = M(x,y,y,t),
b) M(y,y,x,e +t) =My, y,y,&) * M(y,x,x,t) = M(y, x, x, t).
a) ve b) de € — 0 iken limit alinirsa M (x, x,y,t) = M(x,y,y,t)

elde edilir.

ii) Herx,y,z,a € X ve t,s > 0 i¢in FM4 ten
M(x,y,a,t) *M(a,z,z,5s) < M(x,y,zt+s) dr.
Eger a = z segilirse;

M(x,y,z,t) * M(z,2,2z,5) < M(x,y,z,t +5)
yani
M(x,y,z,t +s) = M(x,y,zt)

elde edilir. m

3.5.3 Uyan

(X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzay olsun. Her t > 0i¢in M(x,x,y,t) = M(x,y,y,t) dir.
Gergekten; her € > 0 icin liggen esitsizliginden

i) MO,x,ye+t)=>Mx,x¢6)*M(xyyt)=1xM(xy,yt)=Mx7y,y,t)

i) Miy,y,x,e+t)=My,y,y,&)*My,x,x,t) =1«My,x,x,t) =M(,x,x,t)
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dir.
i) ve ii) nin € — 0 iken limitleri alindiginda M (x, x,y,t) = M(x,y, v, t) elde edilir.

3.5.4 Ornek
(X, d) bir metrik uzay ve her a, b € [0,1] i¢gina * b = ab olsun. Her t € |0, o[, herx,y,z € X
icin D(x,y,z) = max{d(x,y),d(y,z),d(x,z)} ve

t

M(x,y,Z,t):m

(3.39)

olsun. O halde (X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzaydir. M ye d tarafindan indirgenen standart

M — fuzzy metrigi denir.

3.5.5 Ornek
X =1[0,1] vehera,b € [0,1] i¢in a * b = min{a, b} olsun. X X X X X X (0, c0) tizerindeki bir
M fuzzy kiimesi her t > 0 i¢in

t
t+x=yl+y—z|+|z—x]|

M(x,y,z,t) =

(3.40)

seklinde tanimlansin. O halde (X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.

3.5.6 Ornek
X bostan farkl bir kiime ve D, X {izerinde bir D — metrik olsun. Her a,b € [0,1] i¢ina * b =

ab olsun. Her t € |0, o[ ve her x,y,z € X igin

t
t+D(x,y,z)

M(x,y,2,t) = (3.41)

seklinde tanimlansin. (X, M,*) bir M —fuzzy metrik uzay oldugunu gostermek kolaydir.
Coziim.
i) t > 0ve D — bir metrik oldugundan her x,y,z € X i¢in D(x,y,z) = 0 dir. Dolayisiyla

t

——>0
t+D(x,y,2)

M(x,y,zt) =

dir.

ii) M(x,y,z,t)=1et=t+D(x,y,z2) ©D(x,y,2)=0 ©x=y=2z

t t t t t t

iii) M(x,y,z,t) = = = = = =
) (ty,2,0) t+D(x,y,z) t+D(x,zy) t+D(y,zx) t+D(y,x,z) t+D(zx,y) t+D(zy.x)

(D — metrik oldugundan)
Dolayisiyla M(x,y,z,t) = M(p{x,y, z},t)
dir.

iv) M(x,y,a,t)*M(a,z,z,s) < M(x,y,z,t+5)
yani;
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t S < t+s
t+D(x,y,a)s+D(a,z,z) " t+s+D(x,y,2)

oldugu gosterilmelidir. D — Metrik tanimindan;
D(x,y,z) < D(x,y,a) + D(a,z, z)

dir. HTS >1, t:—s > 1 oldugundan,

D(x,y,z) < HTSD(x,y, a) + tj—sD(a,z,z)

. D(x,y,2) - D(x,y,a) N D(a,z z) < sD(x,y,a) +tD(a,z z)

t+s t S ts
D(x,vy,z sD(x,y,a) +tD(a,z,z
o4 (x,y )S1+ (x,y,a) ( )
t+s ts

t+s+D(x,y,z) < st+sD(x,y,a)+tD(a,z,z)

t+s st

olur. Ote yandan
D(x,y,a).D(,z,z) = 0
oldugundan;

t+s+D(x,y,2) - st +sD(x,y,a) +tD(a,z, z)
t+s - st

bulunur ve dolayisiyla

st t+s
<

st +sD(x,y,a) +tD(a,z,z) + D(x,y,a)D(a,z,z) ~ t+s+ D(x,y,z)

< st+sD(x,y,a) + D(a,z,z) + D(x,y,a)D(a,z, z)
o st

t S < t+s
=
t+D(x,y,a)s+D(a,z,z) " t+s+D(x,y,2)

= M(x,y,a,t)*M(a,z,z,55) <M(x,y,2zt+5)
elde edilir.
v) Herx,y,z € X, t, > 0igin
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limt
t t— to to

lim M(x,y,zt) = li == =
tir?o (x.y,2,) tlntlot+D(x,y,z) tlmtlt+D(x,y,z) to+D(x,y,2)
o

=M(x,y,2zt,)
O halde (X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzaydir.

3.5.7 Ornek
X, bostan farkli keyfi bir kiime ve 1, R, — (0,1) artan ve siirekli bir fonksiyon oyle ki

. . . . . - _L R X
Tllllztol/)(t) = 1 olsun. Bu fonksiyonlarin 3 tipik 6rnegi p(x) = T Y(x) = sin (2x+1) ve

Y(x) =1—e*dir. Her a,b € [0,1] igin a * b = ab olsun. Her t € (0, ), her x,y € X igin
d(x,y) klasik bir metrik olmak iizere, M (x, y, t) = (t)**¥) olarak tanimlayalim. (X, M,*) 1n

bir fuzzy metrik uzay oldugunu gostermek kolaydir.

3.5.8 Yardimci Teorem
(X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzay olsun. Her x,y, z € X icin M: X3 x (0, %) - [0,1]
M(x,y,z,t) = M(x,y,t) * M(y,z,t) * M(z,x,t) (3.43)
seklinde tanimlanirsa, (X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzaydir.
Kanit:
i) Herx,y,z € X, hert > 0 igin M(x,y, z,t) > 0 oldugunu gostermek kolaydir.
i) M(x,y,z,t) =1 M(x,y,t) = M(y,z,t) = M(z,x,t) =1 x =y = zdir.
iii)p bir permiitasyon fonksiyonu olmak tizere M(x,y, z,t) = M(p{x, y, z}, t) dir.
iv)Her s > 0 i¢in
M(x,y,z,t+s) =M(x,y,t+s)*M((y,z,t+s)*M(z,x,t+s)
>M(x,y,t)*M(y,a,t)*M(a,zs)*M(z,a,s) * M(a,x,t)
=M(x,y,a,t) * M(a,z,s) * M(z,a,s) * M(z,z,s) = M(x,y,a,t) * M(a, z,z,5s)
dir.
v) (X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzay oldugundan siireklidir. Dolayisiyla
M(x,vy,2,.):(0,00) — [0,1] siireklidir.

3.5.9 Tanim (Yakinsakhk)
(X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzay olsun. X teki bir {x,,} dizisi bir x e yakinsamast i¢in gerek

ve yeter kosul n — oo iken M (x, x, x,,, t) — 1 dir.
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3.5.10 Tanim (Cauchy dizisi)

(X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzay olsun. X teki bir {x,,} dizisine Cauchy dizisidir denir eger
herbir 0 < € < 1vet > 0 igin bir ny € N vardir 6yle ki her n,m > ny i¢in M (x,,, X, X, t) >
1—¢edm.

3.5.11 Tamim (Tamlk)
(X, M,*) bir M — fuzzy metrik uzayinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her Cauchy dizisi

yakinsak olmasidir.

3.5.12 Tanim (Siirekli Fonksiyon)

(X, M,*) bir M —fuzzy metrik uzay olsun. Eger X3 x (0, o) iizerindeki {(x,,, ¥, Zn, t;,)} dizisi
bir (x,y,z,t) € X3 x (0, ) noktasmna yakinsak; yani

lim x,, = x, (3.44)

n—->0oo
limy, =y, (3.45)
n—>oo
limz, =z (3.46)

n—-oo

ve
nh_r)réo M(x,y,zt,) = M(x,y,2zt) (3.47)
iken

Nim M (xn, Y, Zn, t) = M(x,y, 2, ) (3.48)
ise

M, X3 x (0, ) iizerinde siirekli bir fonksiyondur denir.

3.5.13 Yardimci Teorem

(X,M,*) bir M — fuzzy metrik uzay olsun. O halde M, X3 X (0, o) iizerinde siirekli bir
fonksiyondur.

Kamt:

x,v,Z€X,t>0ve (X}, Y Zn, th)n » X3 X (0,) iizerinde (x,y,z, t) e yakinsayan bir dizi
olsun.

(M (v, 21, t,’qh))n, 10,1] arahiginda bir dizi oldugu igin (x5, Yy, Zn, tn), dizisinin bir
(%> Yn» Zn, ty) alt dizisi vardir 6yle ki (M Xp> Yo Zn» tn))n dizisi [0,1] araligindaki bir noktaya
yakinsar.

§ > 0 sabiti § < éolarak secilsin.

O halde bir ny € N vardir 6yle ki her n > nq i¢in |t — t,,| < § dir. Boylece
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M(xn’ Yn»Zn» tn) = M(x‘ru YnrZn, t— 6)

46 o)
>M (xn, Vo, Z, t — ?) * M (z, Zn» Zn, §)
58 0 o)
> M (xn, z,y,t— ?> * M (y, Yo Vs 5) * M (z, Zn» Zn» §)

o) o) o)
> M(z,y,x,t—26)«M (x, xn,xn,g) * M (y, yn,yn,g) * M (z, zn,zn,§>

ve her n > n, i¢in

M(x,y,2,t+28) = M(x,y,2,t, +6)

286 0
= M(x,y,z, th +?) * M(zn,z,z,g)

0 o) o)
> M (x, Zn Yo tn + 5) * M (yn,y, Y, §) * M (zn,z, Z, §>

> M(Zp, Y Xn, tn) * M (xn, X, X, g) * M (yn, Y, Y, g) * M <Zn, Z,Z, g)

n — oo iken limit alindiginda,

nli_r)réoM(xn,yn,zn, ty) = M(x,y,2,t—28)*1x1%x1=M(x,y,2zt—25)

ve sirastyla

M(x,y,z,t +26) = 7lli_r)(r)loM(xn, Vo Ziptp) ¥ 1 1% 1 = ii_t{}oM(xnIanZn' t)-
Bu yiizden M (x, y, z, t) fonksiyonunun siirekliliginden

lim M(xn, Y Zn, ta) = M(x,y, 2,t)

elde edilir. Boylece M, X3 X (0, o) iizerinde siireklidir.

3.6 TARAPADA BAG ANLAMINDA D* — FUZZY METRIK UZAYLAR
Tarapada Bag 2012 yilinda M — fuzzy metrik tanimin1 asagidaki sekilde tekrar tanimladi.

3.6.1 Tammm (D* — Fuzzy Metrigi)
Eger X bostan farkl1 bir kiime, her x,y,z,a € X ve t,s € [0, %[ i¢gin D*, X3 X [0, oo[ iizerinde
asagidaki sartlar1 saglayan bir fonksiyon ise (X, D*,*) siral1 i¢liisiine bir D* — fuzzy metrik

uzayi denir (T.Bag 2012):

i) D'(x,y,2,0) =0, (3.49)
ii) Hert > 0i¢inD*(x,y,z,t) =1 x =y =z, (3.50)
iii) D*(x,y,z,t) = D*(p{x,y, z}, t) (simetri) ( p bir permiitasyon fonksiyonu olmak iizere)

iv) D*(x,y,a,t) * D*(a,z,z,5) < D*(x,y,z,t + s), (3.51)
V) girorg D*(x,y,z,t) =1 (3.52)
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3.6.2 Ornek
[8] X bos olmayan bir kiime ve D, X tizerinde bir D — metrik olsun. Her a, b € [0,1] i¢in a*

b = ab segilirse her t € [0, 00| ve her x,y,z € X i¢in

t
t+D(xy,z)

D*(x,y,z,t) = (3.53)

olarak tanimlanirsa D*, X {izerinde bir fuzzy metrik ve (X, D*,*) bir D* — fuzzy metrik uzaydir.
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BOLUM 4

SONUCLAR
Bu tezde farkli fuzzy metrik uzay tanimlar1 ele alinmis, bunlar arasindaki iligkiler saptanmaya
calisilmistir. Bu agidan bakildiginda s6z konusu tez, fuzzy kavrami ve fuzzy metrik uzaylar

tizerine ¢alisacak kisilere yol gosterici nitelikte olacaktir.

Tezin son kisminda, genellestirilmis metrik tiirlerinden biri olan S — metriklere yer verilmistir.
Genellestirilmis metriklerden yararlanilarak birer fuzzy metrik taniminin literatiire
kazandirilmasi ve heniiz genellestirilmis S — metriklerden tanitilmis bir fuzzy metrik uzay
olmamasi; lizerine diisliniilmesi gereken ve olasi bir yeni fuzzy metrik tanimimin ortaya
konulacag giizel bir ¢aligma konusudur ve bundan sonraki ¢aligmalarimizda bu konu {izerine

yogunlasilacaktir.
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