nunjog YHEWde|N — 1Z3 ], SULSI }Isyn x

610C NVHIZVH

INIAZQ VANAd ANTINA

TURKIYE CUMHURIYETI
GAZIANTEP UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

FUZZY METRIiK UZAYLAR UZERINDE
TANIMLANAN BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

MATEMATIK

YUKSEK LiSANS TEZi

EMINE DERYA OZDINC
HAZIiRAN 2019



FUZZY METRIiK UZAYLAR UZERINDE
TANIMLANAN BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

Gaziantep Universitesi
Matematik

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman

Doc. Dr. Memet SAHIN

Emine Derya OZDINC

Haziran 2019



©2019 [Emine Derya OZDINC]



TURKIYE CUMHURIYETI
GAZIANTEP UNIVERSITESI
FEN BILIMLER ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

Tezin Adi: Fuzzy Metrik Uzaylar Uzerinde Tanimlanan Bazi Sabit Nokta

Teoremleri

Ogrencinin, Adi Soyadi: Emine Derya OZDINC
Tez Savunma Tarihi: 12/06/2019

Fen Bilimleri Enstitiisii onay1
Prof. Dr. Ahmet Necmeddin YAZICI
FBE Miidiirii

Bu tezin Yiiksek Lisans tezi olarak gerekli sartlar1 sagladigini onaylarim.

Prof. Dr. Adil KILIC
Enstitii ABD Baskani

Bu tez tarafimca okunmus, kapsami ve niteligi agisindan bir Yiiksek Lisans tezi olarak

kabul edilmistir.

Dog. Dr. Memet SAHIN
Tez Danismani
Bu tez tarafimizca okunmus, kapsam ve niteligi agisindan bir Yiiksek Lisans tezi

olarak oy birligi ile kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri: Imzas1

Dog. Dr. Memet SAHIN
Dog. Dr. Necati OLGUN

Dog¢. Dr. Mustata DEDE



Tlgili tezin akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigimi ve kullanilan tiim

literatiir bilgilerinin referans gosterilerek ilgili tezde yer aldigim1 beyan ederim.

Emine Derya OZDINC



ABSTRACT

SOME FIXED POINT THEOREMS DEFINED
ON FUZZY METRIC SPACES
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Memet SAHIN
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The thesis consists of five chapters. In the first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, rudiments about the thesis, basic definitions and theorems of
fuzzy set are given. In the third chapter, classical metric space and some fixed point
theorems on this space are given. In the four chapter, different fuzzy metric spaces are
discussed in details. Especially; Fuzzy metric spaces, Fuzzy metric spaces by George
and Veeramani, Non-Archimedean fuzzy metric spaces, Fuzzy metric spaces by
Kramosil and Michalek, M - fuzzy metric spaces, Fuzzy metric spaces on fuzzy points
sets, Fuzzy-2 metric spaces and some fixed point theorems defined on these spaces are

given. In the last section, the results that can be extracted from the thesis are given.

Keywords: Metric Space, Fixed Point, Fixed Point Theorem, Fuzzy Metric Space,

Fuzzy Fixed Point Theorems.



OZET

FUZZY METRIK UZAYLAR UZERINDE TANIMLANAN
BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

OZDINC, Emine Derya
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Tez Yoneticisi: Do¢. Dr. Memet SAHIN
Haziran 2019
62 sayfa

Bu tez bes boliimde olusmaktadir. {1k boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci béliimde,
on bilgiler ve fuzzy kiimelerle ilgili bilgilere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, klasik
metrik uzay ve bu uzay lizerinde bazi sabit nokta teoremlerinin 6zellikleri verilmistir.
Dérdiincii boliimde, farkli fuzzy metrik uzay tanimlari ele alinmistir. Ozellikle; Fuzzy
metrik uzay, George ve Veeramani anlaminda fuzzy metrik uzay, Non-Archimedean
fuzzy metrik uzay, Kramosil ve Michalek fuzzy metrik uzay, M- fuzzy metrik uzay,
fuzzy noktalar kiimesi iizerinde fuzzy metrik uzay, fuzzy 2-metrik uzaylar’a ve
bunlarin iizerinde tanimlanan bazi sabit nokta teoremlerine yer verilmigtir. Son

boliimde ise tezden cikarilabilecek sonuclara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Metrik Uzay, Sabit Nokta, Sabit Nokta Teoremi, Bulanik

Metrik Uzay, Bulanik Sabit Nokta Teoremleri.
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BOLUM I

GIRIS
A#D ve f:A4— Abir doniisiim olsun. Eger £ (a)) = a, olacak sekilde A de bir

a, noktasi var ise bu a, noktasma f déniisiimiiniin bir sabit noktast denir.
Ornegin,
A=[0,0), f(a) =2a, g(a) = a+1

seklinde tanimlanirsa a = 0 noktas1 f doniislimiiniin sabit noktasidir ancak g
dontigiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Yine A = (0, 0) almirsa f doniisimiiniin de

sabit noktasi olmadigi agiktir. O halde bir doniisiimiin sabit noktasinin varligi, o
doniisiimiin tanimina bagli oldugu gibi tanimladig1 kiimenin yapisina da baglidir. Sabit
nokta teorisi, matematik i¢inde ve disinda da muazzam uygulamalara sahip,
matematikte en basarili ve etkili araglardan biri olup, matematigin bir¢ok dalinda
ozellikle diferansiyel denklemlere, integral denklemlere, kismi diferansiyel
denklemlere bir¢ok uygulamasi olmakla birlikte, diger ilgili alanlarin varlik teorisinde
cok kullanilmaktadir. Yine sabit nokta teori, sinir deger problemleri ve yaklasim
problemlerinde oldugu kadar 6z deger problemlerde de ¢ok verimli uygulamalara

sahiptir.

1965 yilina kadar matematikte, incelenen konularin (olaylarin), daha dnce saptanmis
olan kurallara kesin olarak uyup, uymadigi incelendi. Bu incelemede her zaman
kendimize gore bir kesinlik arandi. Arag olarak, diisiince sistemimizde, iki degerli
mantik kullanildi. Ornegin bir 6nerme igin, daha 6nce saptanan kurallara uyuyorsa
dogru, uymuyorsa yanlis denildi. Buna karsin yasadigimiz evrende bircok olaylar
vardir ki, bunlarla ilgili 6nermelerin dogru ya da yanlis oldugunu ayirt etmek ¢ogu kez
bizi gii¢ durumda birakabilir. Bagka bir deyisle, bizi yanilgiya diisiirebilir. Ornegin,
bir siniftaki 6grencilerden mavi gozlii 6grencilerin kiimesinin yapilmasi istense; bu

kiime, degisik kisiler tarafindan degisik bigimde olusturulacaktir.



Clinkii mavi ile mavi olmama arasinda bir degerlendirme olmadigindan, mavimtirak
gozli bir 6grenci, birine gore mavi gozli sayilacak, obiiriine gore mavi gozli
sayllmayacaktir. Daha bagka bir 6rnekle bulanik kiime kavraminin gerekliligini su

sekilde soyleyebiliriz:

B,P,P,...,P, onermeleri verilsin. B,P,B,...,P

Y £ £ P > 6nermelerinin dogru oldugunu,

P d6nermesinin yanlis oldugunu varsayalim. Bunlardan tiirettigimiz,

(P1 AP AP, /\--'/\RH)V P bilesik Onermesinin ikili mantiga gore dogrulugu

bilinmektedir. Bu dogruluk ne derece gegerlidir?Bu gozlemler ve gesitli arastirmalar,
iki degerli mantiga dayanan bugiinkii matematigin kesinlik gdstermeyen bir¢cok
olaylar1 tam olarak agiklayamayacagi diisiincesini dogurmustur. Bu durumu ilk kez,
1965 yilinda, Zadeh yayinladigt  “Fuzzy Sets”[2], adl1 makalesiyle ortaya koydu ve
bulanik kiime (fuzzy set) kavramini tanitt1. Fakat belli durumlarda bu teori ile belli bir
degerdeki bir bulanik kiimenin {iyelik olma derecesini tanimlamak zordur. Bu yiizden

Turksen [3] 1986 da aralik degerli bulanik kiimeleri tanimladi.

Bulanik metrigi nasil tanimlayacaginiz, bulanik matematikte ¢okca bulanik
optimizasyon ve desen tanimada kullanilan temel problemlerden biridir. Simdiye
kadar bu alanda iki yaklagim var. Birincisi, ilk 6nce Kaleva [4] tarafindan 6nerilen ve
normal bulanik uzaydaki metrigi tanimlamak i¢in bulanik sayilar1 kullanmaktir. Bunun
ardindan George [5], Felbin [6], Gregori [7], Hadzic [8] gibi arastirmacilar sabit nokta
teoremini ve bulanik metrik uzaylarin diger 6zelliklerini de ¢alismislardir. Diamond
[9], Boxer [10], Brass [11], Xia ve Guo [14] arastirmacilar1 tarafindan bulanik kiimeler
arasindaki mesafeleri 6lgmek i¢in gercek sayilari calisilmislardir. Son zamanlarda

bir¢ok arastirmaci bu alanda ¢alismaya devam etmektedir [29-43].

Bu tezde ilk olarak, bulanik kiime ve sabit nokta teoremleri ile ilgili literatiir bilgilerine
yer verilmistir. Ikinci boliimde, bulanik kiime ve sabit nokta teoremleri ile ilgili baz1
temel bilgilere yer verilmistir. Uciincii boliimiinde, tanimlanmis olan bu sabit nokta
teoremlerinin bazi 6zellikleri incelenmis. Dordiincii boliimde, fuzzy kiimeler tizerinde
tanimlanan fuzzy metrik, George ve Veeramani anlaminda fuzzy metrik uzay, Non-
Archimedean fuzzy metrik uzay, Kramosil ve Michalek fuzzy metrik uzay, M - fuzzy
metrik uzay, fuzzy noktalar kiimesi lizerinde fuzzy metrik uzay, fuzzy 2-metrik uzay

ve fuzzy metrik uzaylarinda o- tipi bagdasabilir fonksiyonlar iizerinde tanimlanan

2



sabit nokta teoremleri incelenmis, tezin son boliimii olan besinci boliim ise, bu tezde

elde edilen sonuglara ayrilmistir.



BOLUM 11

TEMEL BiLGILER

Tamm 2. 1 [2]
X= {x ‘X€E X} kiimesi verilmis olsun. Vx e X i¢in 77, (x) € [O,l] olmak {izere,
n,:X —>[0,]

kiimesine, X ’in A bulanik kiimesi denir. 7, fonksiyonuna A bulanik kiimesinin
tyelik fonksiyonu, 77, (x) degerine X’in lyelik derecesi(ya da degeri) ve 7, (X )

kiimesine de A4 bulanik kiimesine ait elemanlarin iiyelik derecelerinin kiimesi denir.
Tamm 2. 2|2]

A ve B, X ’in bulanik alt kiimeleri ve bu bulanik kiimelerin iiyelik fonksiyonlar1 7,

ve 17 0lsun.
i) Eger Vxe X icin 7,(x)=1,(x)ise A= B dir.
ii) Eger Vxe X igin 17,(x)<m,(x)ise A< B dir.

X ’in iiyelik fonksiyonu olarak her xe€ X igin 7, (x)=1 ve bos kiimenin iiyelik

fonksiyonu olarak da 77,(x) = Oalalim.

X’in A ve B bulanik kiimelerinin tiyelik fonksiyonlarim1 77, ve 7, ile gosterelim.

Vx e X i¢in,

max {77A (X),77; (x)} =1,(xX)v11z(x) =17, v 175(x)

Ve



min {77A (x),77, (x)} =1n,(xX) Anz(x) =1, Ans(X)
seklinde gosterilecektir.

Tamm 2. 3 [15]

A ve B bulanik kiimelerinin iiyelik fonksiyonlar sirastyla 77, ve 77, olsun.
i) Eger Vxe X igin 77.(x)=n,(x)vn,(x)ise AUB=C dir.

ii) Eger Vxe X igin 17,(x)=n,(x) An,(x)ise ANnB=Kdir.

Tamim 2. 4 [15]

X in bulanik kiimelerinin bir ailesi {Ai }ie[ olmak iizere bunlarin birlesimi ve arakesiti

sirastyla eger Vx e X igin

ne(x)=v n, (x) = ekiis n, (x)

iel iel
ise

c=J4

iel

ve Vxe X icin

e (x)= An, (x)=ebasn, (x)

iel !
ise

K=(4

iel

seklinde ifade edilir. Burada (ekiis: en kiiclik iist sinir; ebas: en biiyiik alt sinir)

anlamindadir.

Tanmm 2. 5 [15]

X in bir bulanik kiimesi A ve bunun iiyelik fonksiyonu 7, ise, A nn A°

komplementi Vx € X igin



17, () =1-1,(x)
olmak iizere 7 . (x): X — [0,1] tiyelik fonksiyonu ile verilir.

Tanmim 2. 6 [15]

Xin A ve B bulanik kiimeleri igin,
A\B=ANB',ANB=(ANB") (4 NB)

olarak tanimlanir.

X’in bulanik kiimeleri arasindaki birlesim ve arakesit islemlerindeki Ozellikler,

belirtili kiimelerin birlesim ve arakesit islemlerindeki 6zelliklerden asagidaki iki

ozellik hari¢, aynidir. Belirtili kiimelerde;

ANA =G, AVA =X
olmasina karsin, bulanik kiimelerde,

ANA 2D, AVA =X
olabilir.

Tanmim 2. 7 [48]

X ’in A4,4,4,,..,A4, bulanik kiimelerini gbéz Oniine alalim.

A= 4 x4, x...x 4 bulanik kiimesi,

n

77A (x19x2,...,xn) = A

iel

{n, (x)}

olmak tizere 77,: X" — [0,1] tiyelik fonksiyonu ile verilir.

Tanmim 2. 8[48]

{AI,AZ,...} (veya kisaca) {An} bir kiimeler dizisi olsun. n’nin sonsuz degerleri i¢in

A ’ye ait olan X’in bu tiir biitiin noktalarinin kiimesine {An } ‘nin st limiti denir ve



lim, sup 4,

ile gosterilir. n’nin sonlu degerleri i¢in A4 ’ye ait olan X’in biitiin noktalarinin

kiimesine de {An } ’nin alt limiti denir ve
lim inf 4

ile gosterilir.

Lemma 2. 9[48]
lim, sup 4, = ﬁtj A4,
n=l i=n
lim inf 4, = Oﬁ A
n=l i=n
dir.

Onerme 2.10 [48]
lim inf 4 < lim, sup 4, dir.
Eger, lim inf 4 =lim sup 4, ise, bu durumda bu kiime i¢in lim A notasyonu

kullanilacaktir. Boylece {An} ‘nin limiti vardir ve bu kiimeye {An} ‘nin limiti

denilecektir.

lim 4 =Aveya 4 — A
yazilir.
Tamm 2. 11[48]

Eger A c 4

n+12

Vn=1,2,... ise, boyle bir {An} dizisine artandir denir.
Tanim 2. 12[48]

Eger 4 D A4

+1°

Vn=1,2,... ise, boyle bir {An} dizisine azalandir denir.



Tamm 2. 13[48]

Artan ve azalan dizilere monoton diziler denir.

Onerme 2. 14[48]

n

lim A4 = ﬂ A (azalan i¢in) seklindedir

Genel olarak {An} artiyor ve lim 4 = A ise A4, T 4 ; benzer sekilde {An}

azaliyor ve lim, A4 = Aise A ¥ Akullamlr.

Kiimelerdeki iglemler ve kiimelerin karakteristik(iiyelik) fonksiyonlarina karsilik

gelen ifadeleri agagidaki dnerme ile verilecektir.

Onerme 2.15 [25]

1) 7y, =SUPT, .

te
teT

Ozel olarak

2) I =infr,

Ozel olarak

3N, =l-n,,

4)

Nas = max(ﬂA»ﬂB)-

Mg = min(%’?g)-

Nig =My _min(nArUB)
:min(m»l—%)

=max (0,7, -1;),

8



5) 771imn sup 4, = hrl;n Sup An 2
Thimint 4, = h}ln inf 4,,

ve eger lim A varsa o zaman
Thima, = lim 4,
" n

dir.

Tamm 2. 16 [36]

4,4

1, 4,,4;,...,4, bos olmayan kiimeler ise,

A= {(xl,xz,...,xn) x, €4,i= 1,2,...,n}
kiimesine n-boyutlu ¢arpim kiimesi denir ve
A=A xA,x..x 4,
seklinde gosterilir.
Tamm 2. 17 [48]

{A, teT }, bos olmayan kiimelerin ailesi ise
A={x,teT:x €A, her teT igin}

kiimesine sonsuz boyutlu ¢arpim kiimesi denir. Burada T bir sonsuz indeks kiimesidir.
Tamm 2. 18 [48]

0<r<lve x, e X olmak iizere

r, X =X, ise

fred i p(x)={0 x#Xx, ise
5 0



Seklinde tanimli p: X — [O, 1] tiyelik fonksiyonunun belirttigi p bulanik kiimesine,

X ’in bulanik noktasi, x,’a p bulanik noktasimin dayanagi, » ye de p bulanik

noktasinin degeri denir.
Tanim 2. 19 [48]

Bir A bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu 77, olsun. Eger Vx € X i¢in

p(x)<n,(x)
ise, p bulanik noktasi A bulanik kiimesine ait denir.

Tanim 2.20 [1]

x: [0,1] x [0,1] — [0,1] bir ikili islem olsun. Eger * islemi Va, b,c,d € [0,1]

icin agagidaki sartlar1 saglanirsa ([0, 1],*)’de bir siirekli t-norm denir.

a)ax1=1

b) axb =0b+*a

c) axb <cx*d,ikena < cveb < d
d)axb=*xc)=(ax*xb)x*c

e) * sirekli.

10



BOLUM 111

KLASIK METRIK UZAYLAR ve BAZI SABIiT NOKTA TEOREMLERI

Bu boéliimde, klasik metrik uzaylar tanitilmis ve bunlara bagli olarak metrik uzaylar
lizerinde tanimlanan bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir ve [22, 23, 44, 45, 46,

47] bu ¢alismalardan derlenmistir.

3.1 Metrik Uzay

Tanim 3.1.1
X bos kiimeden farkli bir kime ved : X X X — R olsun. Vx,y,z € X i¢in

1) d(x,y) =2 0;

2) dx,y) =0 x =y

3) d(x,y) = d(y,x)

4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

burada, d fonksiyonuna X’te bir metrik veya uzaklik fonksiyonu, (X, d) ikilisine de bir
metrik uzay1 denir. Eger 1,3 ve 4 sartlari ile birlikte x = y = d(x,y) = 0 sarti

saglanir ise d ye X iizerinde bir yar1 metrik, (X, d)ikilisine de yar1 metrik uzay denir.
Ornek 3.1.1

X = R,Vx,y €Ricind(x,y) = |x- y| seklinde tanimlanan d fonksiyonu Reel
say1lar kiimesi iizerinde bir metriktir. Bu metrige alisilmis (veya mutlak deger) metrik

(R, d) ikilisine de mutlak deger metrik uzay1 denir.
Tamm 3.1.2

X bos kiimeden farkli bir kime ved : X X X — R tamimlansin.

1,x #y

aey) ={g3 27

11



bir metrik uzayidir. Bu metrik uzayina X’te x, d’ye bagl ayrik metrik uzay1 denir.

Tanim 3.1.3

Bir (X , d )metrik uzayinda (xn) dizisi x € X noktasina yakinsar ancak ve ancak

verilen ¢ > Qigin dyle bir n € Nvardir ki 6yleki n > Nise,

d(x,x

n

)<e.
Buna

x > xlimx = x

veya
d(x, xn)—>(), n—>oo
olarak yazabiliriz. (xn )dizisi x’e yakinsaktir ancak ve ancak dx € X vardir dyle ki
X, = xveya (x, ) nin limiti X tir.
Lemma 3.1.1

(xn )dizisi, (X ,d )metrik uzayinda bir dizi olsun. O zaman (xn )en fazla bir noktaya

yakinsar.
Ispat
X, — xve X, — yvarsayalim. Burada
d(x,y)Sd(x,xn)+d(xn,y) —0, n— .
Dolasiyla d(x, y)=0ve boylece x = y.

Tanim 3.1.4

(X,.d,),(X,,d, )metrik uzaylar olsun. f': x, = x,’ye x € X noktasinda siirekli denir

ve eger ¢ > Overilirse 36 > Ovardir dyle ki
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dy(f (). f(x))<e
d(x,y) <6

olur. Genel olarak &, x ve € sayisina baghdir. Eger f, x;’in her noktasinda stirekli ise

x; Uzerinde stirekli denir. Herhangi bir ¢ > Overilirse 6yle bir 6 > Ovardir (sadece €’a
bagl olarak) dyle ki d, ( f ( y), f (x)) < &£o zaman f’yi x; lizerinde diizgiin stirekli

denir.
Lemma 3.1.5

X,, X, ve X;metrik uzaylar1 ve x € X,olsun. f : X, = X,, xnoktasinda siirekli ve
g 1 X, > X,,f(x)’te siirekli olsun. O zaman s = gof, x’te siireklidir. Sirastyla,

eger f ve g, X ve X,iizerinde siirekli iseler o zaman #, xiizerinde siireklidir.
Ispat:

n—>o iken x, — x varsayalm. O zaman f, x ‘te slrekli oldugunda,

f(x,) = f(x): ve g, f(x) te siirekli oldugunda g(f(xn )) —)g(f(x)) Lemma

3.1.1°den £, x’te siireklidir.
Lemma 3.1.6

A ve B bos kiimeden farkli bir ( X, d )metrik uzayinin altkiimeleri olsun. Vx € Xigin

d(x, A)ile gosterilen Xile Aarasindaki uzaklig:

d(x, ) = inf{d(x, a) :a € 4} (x € X)
olarak tanimlayalim ve 4°dan B’ye olan uzaklig1 da

d(4, B) = inf{d(a,b) :a € 4, b € B}
olsun. O halde,
i. d(A4,B)=inf{d(a,B):ae 4;
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ii. d(x,4)=0cxed;
iii. Aslinda Vx, y e Xi¢in x —d(x,4): X — Rdoniisiim siireklidir,

| d(x, A) - d(y, A) |£ d(x,y).

Ispat

(i) VaeAveVbeBigin d(A4, B) < d(a, b);bundan dolay1, Va € 4igin

d(4, B) < d(a, B)ve bdylece
d(A, B)<inf{d(a,A):a e 4}.
Simdi &> Oolsun. Bir a € 4 ve b € Bvardir, dyle ki
d(a,B)<d(a,b)<d(A4,B)+e;
Boylece
Inf{d(x,B): xe Ay <d(A4,B)+e.
Bu tiim & > Oigin gegerli oldugundan saglanir.
(i) d(x,4)=0=Ve>0,ANB(X,¢)»T e xed.
(iii) x, y € Xolsun. Buradan Va e 4,d(x,4)—d(x,y)<d(y,A)

oldugunu gosterir.
Tanm 3.1.7

X = @bir kiime olsun. Her a,b,c,x € X igin
i. D(a,b,c)>0,

ii. D(a,b,c)=0<a=b=c,

iii. D(a,b,c)=D(p{a,b,c}) p bir permiitasyon fonk. olmak iizere,

iv. D(a,b,c)<D(a,b,x)+D(x,c,c).
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sartin1 saglayan bir D: X’ — R* fonksiyonuna genellestirilmis metrik ya da D-

metrik, (X ,D)c;ifti ise genellestirilmis metrik uzay ya da D-metrik uzay denir.
Ornek 3.1.8
a,b,c,x € X ve d bir klasik metrik olmak tizere;
D(a,b,c) = d(a,b)+d(b,c)+d(c,a)
D-metriktir. Yani;

i. d.klasik metrik oldugundan
d(a,b)>0, d(b,c)>0, d(c,a)>0
dir. Dolayistyla
D(a,b,c)=d(a,b)+d(b,c)+d(c,a)>0
dir.
ii. D(a,b,c)=0<d(a,b)+d(b,c)+d(c,a)=0
< d(a,b)=0Ad(b,c)=0Ad(c,a)=0
sa=b=c
iii. d klasik metrik oldugundan
d(a,b)=d(b,a)rd(b,c)=d(c,b)Ard(c,a)=d(a,c)
dir. Dolayistyla
D(a,b,c)=D(p{a,b,c})
dir.
iv. d,klasik metrik oldugundan
d(b,c)<d(b,x)+d(x,c)ve d(c,a)<d(c,x)+d(x,a)
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dir. Aym zamanda d(c,c)=0dur.

D(a,b,c)=d(a,b)+d(b,c)+d(c,a)
<d(a,b)+d(b,x)+d(x,c)+d(c,x)+d(x,a)+d(c,c)
=d(a,b)+d(b,x)+d(x,c)+d(x,a)+d(c,x)+d(c,c)
=D(a,b,x)+D(x,c,c).

Yani

D(a,b,c)<D(a,b,x)+D(x,c,c)
dir. O halde D(a,b,c)=d(a,b)+d(b,c)+d(c,a)fonksiyonu D-metriktir.

Tanim 3.1.9

X = Obir kiime olsun. X {izerindeki S -metrigi Her a,b,c,x € X icin
i. S(a,b,c) >0,

ii. S(a,b,c):0<:>a:b:c,

iii. S(a,b,c) < S(x,a,b) +S(x, a,a).

sartin1 saglayan bir S: X° — [O,oo[ fonksiyonuna genellestirilmis metrik ya da S -
metrik, (X S )c;ifti ise genellestirilmis metrik uzay ya da S -metrik uzay denir.
Ornek 3.1.10

(X, S) bir metrik uzay olsun. Eger g: X~ — [O,oo[,her a,b € Xigin

g (a,b) =S (a,b,b) olarak tanimlanirsa, g, X tizerinde bir klasik metriktir. Yani;

i. g(a,b) = S(a,b,b) >0,

ii. g(a,b):S(a,b,b):()@a:b:b<:>a:b,
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iii. g(a,b) = S(a,c,c) < S(b,c,c)+S(b,a,a)
= S(a,b,b)+S(b,c,c)

= g(a,c)+g(c,b)

3.2 Tam Metrik Uzaylar

Tanmm 3.2.1

(x, d ) bir metrik uzay olsun. (xn) dizisi X te bir Cauchy dizisi denir eger verilen
herhangi & > 006yle bir n e Nvardir 6yle ki Vm,n > Noldugunda d (xm,xn) <¢. Es
anlamli  olarak, »n—oo, diam{x,: m > n} —0. Genelde, bu kosullar
m, n—>o,d (xm, xn) — Qolarak yazilabilir. X ’te verilen herhangi (xn) Cauchy dizisi
i¢in dyle bir x € X vardir dyle ki n — oo, igin x, — xise X uzay1 tamdir denir.

3.3 Kisalma Doniisiim Teoremi

Bu matematigin en kullanigl, ama basit teoremlerinden biridir.

Tanim 3.3.1

(X ,d) bir metrik uzay olsun. Bir f:x — xdoniisimii bir kisalma denir eger

Ae [O, 1] bir say1 varsa, dyle ki Vx, y € Xi¢in

d(f(x).f (¥)<A(d (x.2))
Tanim 3.3.2

X bostan farkli bir kiime, P(x) de X’nin alt kiimelerinin ailesi olmak {izere
F: x — P(x) seklinde tanimli F kiimesi degerli doniisiim i¢in x € F(x) ise x

noktasina F donilisiimiiniin sabit noktas1 denir.
Teorem 3.3.1

(X ,d ) bir tam metrik uzay ve f :x — xbir kisalma olsun. Buradan tam olarak bir
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x € X noktast vardir dyle ki f (x) = x’tir. Yani, f tam olarak bir sabit noktaya

sahiptir.
Ispat:
f bir kisalma oldugundan, Vx,y e X igind(f(x), /(1)) <Ad(x,y)olacak sekilde

A €[0, 1] vardir. x, € X olsun ve bir (x, ) dizisi x, = f(x, —1)(ne N) tanimlanr,

Burada her bir 7 € Nigin,
d(xn+1, xn)zd(f(xn),f(xn—l))
<Ad(x,,x,—1)
<A"d(x,%,).
m > n ise,
d(xm, xn) <d(xm, xm - 1) +d(xm -1, xm-2)+...+d(xn + 1, xn)
<AL Am=2 4+ 4+ A d (x1, X0)
=A"—A") /1 -2 *d (x1, Xo).

Buda (xn ) 'in x'de bir Cauchy dizisi oldugunu ve x tam oldugundan dyle bir x € X

vardir 6yle ki x, — x. Boylece n — oo,

d(x, f(x)<d(x,x, +1)+d(x, +1, f(x))
<d(x,,x,+1)+Ad(x,,x).

Bundan dolay1, f(x)=x, demek ki x, f’nin bir sabit noktadir. f(y)=y olacak

sekilde eger y e Yvarsa; O zaman
d(x,y)=d(f(x), f(»)
< Ad(x,y)

ve A/1,0ldugunda
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d(xa y) = 0 ’dlr'
Dolasiyla x =y ve ispat tamamlanir.

Bu ispatin yapic niteligine dikkat edin; x’in hangi x, noktasini segerseniz se¢in f’nin

x sabit noktas1 asagidaki formiil ile verilir
x =lim f"(x,).
Sonuc 3.3.2

X bir tam metrik uzay ve £ :x — xolsun dyle ki baz1 k € Nigin f*bir kisalmadir. O

zaman f tek bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat:
Teorem 3.3.1°den, bir tek x € X vardir 6yle ki /™ (x) = xfakat

SO @)= (S ()= f(x),

ve boylece £ (x), f*"nin bir sabit noktadir. Bundan dolay1 f(x) = x. ftek bir sabit

noktay1 sahip oldugundan fnin herhangi sabit noktas1 f “nin sabit noktasidir ve bu

nedenle x ile ayn1 olmalidir.

3.4 Kismi Metrik Uzaylar
Tanmim 3.4.1
Kismi bir metrik uzay1 bir (X, p: X x X — R) Oyle ki
Po: 0< p(x,x) < p(x, y)[negatif olmayan, ve kiiciik 6z mesafeler]
Pi: p(x,x)= p(x,y)= p(y,y)ise o zaman x =y [indistance implies equality]
P>: p(x,y) = p(y,x)[simetri], ve
Ps: p(x,2) < p(x,y) + p(»,2) = p(y, y)llicgen esitsizligi]
Tamm 3.4.2
X ’te bir kismi siralama X’te bir ikili baglantidir 6yle ki
xUx (yansima)
xU yveyU xise o zaman x = y (ters simetri) ve
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xU yveyU z ise, 0 zaman xU z (gegisme).
Bir kismen sirali kiime (X, U)ikilidir yle ki U, Xiizerinde bir kismi siralidir.

Her bir ( X, p)metrik uzay1 igin U p, X lizerinde ikili baglant: olsun &yle ki xU py
( x, y’nin bir parcasidir diye okunur) & p(x,x) = p(x, y)ise buradan (X,U p)bir

poset oldugunu gosterir.

3.5 Kisalma Sabit Nokta Teorem

Simdi metrik uzaylar teorisinden tanidik bir teoremin kismi metrik uzaylara nasil
tasiabilecegini diislinliyoruz. Tam uzaylar, Cauchy dizileri ve kisalma sabit nokta
teoremi, metrik uzaylar teorisinde iyi bilinmektedir ve asagidaki gibi kismi metrik
uzaylara genellestirilebilir. Bir sonraki tanim, metrik uzaydaki Cauchy dizi kavramini
kismi metrik uzaylara genellestirir.

Tanim 3.5.1

(X , p)bir kismi metrik uzayindaki noktalarinin x = (xn )dizisi bir Cauchydir. 3¢ >0

i¢in dyle bir a > Ove k vardir ki

Vn,m>k,

p(x, —xm)—a‘ <e&.
Bagka bir deyisle, n ve m sonsuzluga yaklagmasi durumunda p(xn,xm)sayllarl bazi

a’ya yakinsarsa, x Cauchy dizidir yani,

limp(x,—x,)=a

n—>©0

ise sonra

lim(x,,x,)=a

ve boylece (X, p)bir metrik uzay ise 0 zaman a = 0’dur.
Tamm 3.5.2

li_r)lg(xn , y) = li_r}g(xn ,X, ) =p ( v, y) ise (X, p) kismi metrik uzayimdaki noktalarinin
bir x= (xn )dizisi X cinsinden x’ten y’ye yakinsar.

Boylece bir dizi bir noktaya yakinsarsa, kendi mesafeleri o noktanin kendi mesafesine
yakinsar.

Tanim 3.5.3

Eger Cauchy dizisi yakinsaksa bir (X, p) kismi metrik uzay1 tamdir.
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Tanim 3.5.4

(X, p) her bir kismi metrik uzay1, dyle bir ¢ € [0, 1] vardir 6yle ki f: x — x bir
kisalma fonksiyonudur

Vx, y € X, p(f(x), f(y)) < cp(x, y).
Teorem 3.5.5

(X, p) bir tam kismi metrik uzay {lizerinde her bir f kisalma icin x = f(x) olacak sekilde
bir tek x € X vardir. Ayrica, p(x, x) = 0. Boylece kisalma sabit nokta teoremi kismi
metrik uzaylara genisletilir.

Hesaplanabilir bir fonksiyonun kisalma oldugu kanitlanabilen bilgisayar bilimleri
baglaminda, kismi metrik uzayindaki kisalma sabit nokta teoremi, programin ¢iktisi
olan tek sabit noktanin tamamen hesaplanacagini kanitlamak i¢in kullanilabilir.
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BOLUM 1V

FUZZY METRIK UZAYLAR VE BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu boéliimde bir¢ok yazar tarafindan tanimlanmis Fuzzy metrik uzaylar1 ve bunlarin
bazilar1 tizerinde tanimlanan sabit nokta teoremlerini incelenmis ve boliimle ilgili daha
genis bilgi [6, 9, 12, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 24, 25, 26, 27, 28] deki caligsmalarinda
verilmistir.

4.1 Fuzzy Metrik Uzay iizerinde Sabit Nokta Teoremleri

Tanim 4.1.1

X bos olmayan keyfi bir kiime, * islemi siirekli bir t-norm ve M de X? X [0, )
tizerinde bir fuzzy kiime olsun. Va,b,c € X ve s,t >0, i¢cin asagidaki sartlar

saglanirsa (X, M,*) tUgliisiine bir fuzzy metrik uzayi denir.

a. M(a,b,0) =0

b. M(a,b,t) = 1,Vt>0 © a = b
M(a,b,t) = M(b,a,t)

d. T(M(a,b,t) * M(b,c,s)) < M(a,c,t + s)
M(a,b,.) : [0,00) — [0, 1] soldan siirekli

°©

@

George ve Veeramani, [6]'de fuzzy metrik uzay iizerinde Hausdorff topolojisi

saglamak i¢in bulanik metrik uzaymi genisletti. Bu tanim asagidaki gibidir:
Tanim 4.1.2

Va,b,c,d € [0,1] i¢in asagidaki sartlart saglanirsa *: [0,1] X [0,1] — [0, 1]
ikili isleme ([0, 1],%)’de bir t-norm denir.

f) ax1=1
g) axb =0>bxa
h) a * b < c *d,ikena < cveb < d

i) ax(b=xc)=(@@ax*xb) *c
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Tanim 4.1.3

X bir keyfi kiime, * siirekli t-norm ve F, X? X [0,%)’de bir fuzzy kiime. Va,b,c €
X ve s,t >0, i¢in asagidaki sartilar saglanirsa (X, F,*) tgliisiine bir fuzzy metrik

uzay1 denir.

a. F(a,b,0) =0

b. F(a,b,t) = 1,Vt>0 & a = b

c. F(a,b,t) = F(b,a,t)

d. F(a,b,t) * F(b,c,s) < F(a,c,t + 5)

e. F(a,b,.): [0,00) — [0,1] soldan siirekli

f. limF(a,b,t) =1
t—>0
Ornek 4.1.4:
(X, d) bir metrik uzay ve x * y = xy olsun. Her k, m,n € R* igin
kt"
F,(a,b,t) =
ala b D) =A@ D)

olarak tanimlanan fonksiyon bir fuzzy metriktir. Simdi Va,b,c € X ves,t >0 ve

k,m,n € R i¢cin
i. d, bir metrik oldugundan her a,b € X i¢ind(a,b) = 0 dir. k,m,n € R* igint > 0

oldugundan

kt™

Fala,b,t) = ot —

> 0°dir.

ii. Fy(a,b,t) =1 & kt™ = kt™ + md(a,b)
< md(a,b) =0
< d(a,b)=0
S a=bh.
iii. d, bir metrik oldugundan d(a, b) = d(b, a) dir. Dolayisiyla

kt™ B kt™
kt™ + md(a, b) kt™+ md(b,a)

Fd(alblt) = :Fd(b,a,t).

iv. Fg(a,b,t) * Fy(b,c,s) < Fy(a,c,t+s) oldugu yani, d, bir metrik
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k,m,n € Rt olmak iizere

kt™ ks™ - k(t+s)"
kt™ + md(a,b) ks™ +md(b,c) ~ k(t +s)™ + md(a,c)

oldugu gosterilmelidir. d, bir metrik oldugundan

d(a,b) +d(b,c) <d(a,c)
dir. Diger yandan

k(t+s)" k(t+s)"
¥>1 ¥>1

kt™ ’ ks™
dir ve dolayisiyla
k(t+s)" k(t+s)"
m— >m, m— >m
dir. Diger yandan
md(a,c) < mk(tk%)nd(a, b) + m%d(b, c)

. md(a,c) - md(a, b) N md(b, c) B ks™md(a, b) + kt"md(b,c)
k(t +s)n~  ktn ksn k2(ts)n

md(a,c) 14 ks™md(a,b) + kt"md(b, c)
k(t+s)m— k2(ts)™

=1+

k(t + s)™ + md(a,c) - k?(ts)™ + ks™md(a, b) + kt"md (b, c)
k(t+s)m - k2(ts)™

olur. Metrik tanimindan ve m > 0 oldugundan;
m?d(a, b)d(b,c) =0
dir. Dolayisiyla

k(t +s)® +md(a,c) - k?(ts)™ + ks™md(a, b) + kt"md(b, c)
k(t+s)n - k2(ts)n

- k?(ts)™ + ks™md(a, b) + kt"md(b,c) + m?d(a,b)d(b,c)
- k2(ts)n
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k?(ts)™
k2(ts)™ + ks™md(a, b) + kt"md(b,c) + m2d(a,b)d(b,c)

kt™ ks™
t" + md(a,b) ks™ + md(b,c)

%

- k(t+s)"
T k(t+s)" +md(a,c)

= Fy(a,b,t) * Fy(b,c,s) < Fy(a,c,t+5s)
bulunur.

iv.hera,b € X, t, > 0 icin

kt"
limF,(a,b,t)=lim——
[g}} d (a, ’t) t1~1301 ktn +md(a,b)

lim kt"

=1,

" limkt" +md (a,b)

11

r kt,"
kt," +md (a,b)

=F, (a,b,to).
O halde F) bir fuzzy metriktir.

Tanim 4.1.5

x: [0,1] x [0,1] x [0,1] x [0,1] — [0, 1] bir ikili islem olsun. Bu * islemi

asagidaki asagidaki sartlar saglanirsa siirekli t-norm denir.

1) ([0,1],X) birimi 1 olan degismeli topolojik bir monoid ve
2) [0,1]de Vay, by, c1, az, by, 2 igin a; * by * ¢ < a; * by *co oldugunda
aj<ay, b <by,c1<c

dir.
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Teorem 4.1.6

(X ,M,T ), V x,yeX i¢in imM (x, y,t) =lolacak sekilde tam bulanik metrik uzay

ve f:X — X bir p-daralma olsun. O halde £ tek bir sabit noktaya sahiptir.
Teorem 4.1.7

(X,M,T), axb=min(a,b) ile fuzzy metrik uzay olsun. f:X — X her
i=1,2,3,... icin en az bir Xx, igeren sabit nokta ve f :X — X fuzzy daralma

doniisiim altinda x, sabit noktas: igeren bir fonksiyon olsun. Eger ( fl) dizisi f,
diizgiin yakinsak ise, o halde (xi) dizisi x, yakinsaktir.
Ispat:
ke (O,l) ve i > Nolacak sekilde N e pozitif bir say1 segelim.
M( fx, fyx,(1-k)t)>1-r
burada r € (0,1) ve x e Xtir. O halde, i> N ise
M (x,%0,0) =M (fx,, fyX01)
> M ( fix, foxo,(1=k) 1) = M ( fox,, fox, (1=K )2 )
>min(1—r,M(xl.,x0,t)).
Dolayisiyla, i — o icin M (xl.,xo,t)—>1 "dir. Buradan (xl.) dizisi x, yakinsaktir

denir.

Tanim 4.1.8

¢ R > R" bir fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa ¢-fonksiyonu denir.

i. ¢(t) =( gerek ve yeter sart ¢ =0,
ii. t—>ooiken ¢(t) — 0 ve ¢(t) artandir,
ii.  (0,00)da ¢ soldan siireklidir,

iv. ¢ sifirda siireklidir.
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Teorem 4.1.9

(X M, T ) George ve Veeramani anlaminda fuzzy metrik uzay ve f: X — X bir ¢-

daralma olsun. Baz1 x, € Xi¢in { f "xo}dizisinin bir p -yakinsak alt diziye sahip

oldugunu varsayalim. O halde f tek bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat:

X, € X olsun. Tanim 4.7°den (i) ve (iv) sartlarim1 gz Oniine alindiginda, s > Oigin

s> ¢(r) olacak sekilde bir » sayisi bulabiliriz. O halde s > 0 i¢in

M(x,x,,.s )ZM(ﬁcn_l,ﬁm(r))

]

M fn Z’fjcn l’ ]J

!
o)

Y

Bundan dolay1 her » > ligin

M (x,,x,,,s) ZM(’%W#{%D-
c

n— © alindiginda, her s > Oigin

M(x,,x

n+l?

s)—>1. (1)

{xn/_ }, {xn }dizisinin bir p-yakinsak alt dizisi oldugunu varsayalim, bundan dolay1
M ( X, Y05 2) —> lolacak sekilde bir y, € X ve &> Ovardir. Dolayisiyla 4€(0,1)
i¢cin

M[ n,y0,2)>1 A, Vj =N, (4) ()

olacak sekilde bir N, (/1) pozitif sayist bulabiliriz.
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Simdi M (xn Iy yo,g) — loldugunu gosterelim. 7" siirekli oldugunda,
T(1—5,1—5) >1-1

olacak sekilde bir ¢ e (0,1)vard1r.

nj+1’2

M(xnj,x 8j>1—5, Vj>N,(2) 3)

N,'nin & 'ye baglh pozitif bir tamsay1 oldugunu ve dolayisiyla A'ya bagl oldugunu

gorebiliriz. O halde her j>max {N,(4), N, (4)} igin

M(xnjﬂ’yO’g) 2 T((xnjﬂ’xn] ’gj’(xnjﬂ’yO’ng
>7((1-6).(1-5))
>(1-12).
Dolayisiyla, lim M (xn_ﬂ, yo,g) =1, yani,
jow /

»
Xy 1172 Yo

Simdi n—> iken M (le, fj/o,g) =1 oldugunu gosterelim. ¢- fonksiyonunun

ozelliklerinden §< ¢(6‘1) olacak sekilde &, > 0 bulabiliriz.

Simdi,
M(xn/.uafyo’g) :M(fxn,aﬁ’oa¢(51))
ZM(xnv,yo,iJ
! c
ZM(xn/ayov¢(31))
ZM(xnj,yo,gj
j—ooiken —>1.
Bundan dolayz,

)4
xn/-+1 _)ﬁ}O

dir. Bir p -yakinsak dizinin p-limiti vardir ve tektir. Bundan dolay1, fy, = y,, yani,
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Yy» f 'nin sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. #ve Vv, f ’nin sabit iki noktasi olsun.

s, >01i¢in s, > ¢(r1) olacak sekilde bir 7 sayis1 bulabiliriz. O halde s, > Oigin
M(u,v,sl):M(fu,fv,sl)
> M( fu, f ¢( )

el
(2]

Z

ZM(u,v,(/ﬁ(%D.
c

n— o alindiginda, her s, >0igin M (u,v,sl)—>1, yani ¥ =V. Bu sabit noktanin

tekligini kanitlar ve ispat tamamlanmis olur.
4.2 Non-Archimedean (Arsimed Olmayan) Fuzzy Metrik Uzay1 Uzerinde Sabit

Nokta Teoremleri

Tanim 4.2.1

X bos olmayan keyfi bir kiime, * islemi siirekli t-norm ve F de X? x [0, o) iizerinde
bir fuzzy kiime olsun. Va,b,c € X ve s,t >0, icin asagidaki sartlar saglanirsa

(X, F,*) Ugliistine bir Non-Archimedean fuzzy metrik uzay1 denir:

i. F(a,b,0) = 0,
ii. F(a,b,t) = 1,Vt>0 © a=>»
iii. F(a,b,t) = M(b,a,t)
iv. (F(a,b,t) * F(b,c,s)) < F(a,c,t Vs),t Vs =max{s,t},
v. F(a,b,.): [0,00) — [O0,1] siireklidir.
Ustteki iv. kosulu Kramosil ve Michalek fuzzy metrik uzay tanimindaki iv. kosulunu
gerektirdiginden; her Non-Archimedean fuzzy metrik uzay, Kramosil ve Michalek

fuzzy metrik uzaydir.
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4.2.2 Ornek
Her x,y € [0,1] i¢in x * y = Xy olsun. d, X lizerinde klasik bir metrik olmak iizere; F,
hera,b € R" icin (R*)? x (0, ) iizerinde

min{a, b}
Fa,b,t) = max{a, b}

seklinde tanimlanan bir bulanik kiime olsun. O halde F(a, b,*) bir Non-Archimedean

bulanik metrik uzaydir.

Tanim 4.2.3

(X, F,*) bir Non-Archimedean fuzzy metrik uzay olsun. X ’deki {xn} dizisi bir X e

yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart her 7 <0, 7 — % iken

lim F (x,,x,t)=1.

n—®0

Tanim 4.2.4

(X, F,*) bir Non-Archimedean fuzzy metrik uzay olsun. X ’deki bir {xn} dizisine
Cauchy dizisi denir eger her bir 0 <& <1 ve #>0 i¢in bir n, € vardir dyle ki her

n,m > n,igin

limF (x,,x,,t)=1.

n—o

Tanim 4.2.5

(X, F,*) bir Non-Archimedean fuzzy metrik uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter

sart her Cauchy dizisinin yakinsak olmasidir.

Teorem 4.2.6

(X , S) kismi sirali bir kiime ve (X JF ,*)bir tam Non-Archimedean bulanik metrik

uzay olsun. x,,y, € Xile birlikte x, <H (xo, yo) ve y, 2 H ( yo,xo)olacak sekilde
X lizerinde karigik (mixed) monoton o6zellige sahip H: X x X — X stirekli bir

doniisiim olsun. Her a,b,u,ve X ilea>u, b<v veke (O,l)

F(H(a,b),H(u,v),kt)Z
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max{F(H(u,v),a,t)*F(H(u,v),u,t),F(H(a,b),a,t)*F(H(a,V)b,M,t)} 4)

o halde H, Xde bir baglanmis (coupled) sabit noktaya sabittir.

Ispat:

Xy, Yy € Xile birlikte x, <H (x,¥,) ve v, = H (%) (5)
olsun. X de {xﬂ}ve { yn} dizilerini her n=0,1,2,...i¢in

xn+1:H(xn’yn)Ve yn+1:H(yn’xn) (6)

olacak sekilde tammlayalim. Iddia edelim ki {xn} monoton artan dizi ve { yn}

monoton azalan bir dizi, yani; her n=0,1,2,...1i¢in
Xy S X1 V€ Yy 2 YV (7
(5) ve (6) dan
X SH(xp,0,) ve vy 2 H (x0,,) vex; =H (x,,3,) ve y=H (¥, %)
dir. Boylece
Xy <X Ve Y, 2 ),

yani (7) ifadesi n =0 i¢in dogrudur.
Simdi baz1 n’ler i¢in (7) ifadesinin dogru oldugunu kabul edip

Xy S X, Ve Yy 2 Yy
ifadesinin 7 +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Simdi

Xy S X1 V€ Yy 2 Vo

H’nin monoton mixed 6zelliginden

x”+2 - H(x'1+1’y”+1) 2 H('xn’ynH) = H('xrwyn) :xn+1
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Ve

yn+2:H(yn+l’ n+l) H(yn’ n+1) H(yn’ ) yn+l
Bu nedenle tiimevarim metodundan (7) deki her 7 i¢in gegerlidir. Boylece

Xo <X <x,<..Sx, <X

1 n+l —

Ve

Vo2V 2y 22 Yy 2 Yy 2

X, ,<x,vey 2yolp, x=x,y=y, ,u=x,_,v=y,,(7) ifadesinde yerine

yazildiginda
F(H(xn,yn),H(xn_l,yn_l),kt) >

max{F(H(xn_l,yn_l),xn,t)*F(H(xn_l,yn_l),xn_l,t),F(H(xn,yn),xn,t)*F(H( .V, ) X, 0 )}

F'((xlﬁl’xn)’kt)2
maX{F(x”,xn,t)*F(xn,xn_l,t),F(X,Hl,x,,,t)*F(x,,+1axn_1,t)}
—maX{I*F(x,,,x,, l,t),F(an, ns )*F< X1 X l’t)}

=maX{F(xn,xn,1,l‘),F( X1 X0 ) ¥ F (X%, 1J)}

ZF(xn X, l,t)
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= lim F(x

n+1°
n—»w

X, t) =1.
Simdi {xn} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Boylece,

F(xn,xn+p,t)ZF(xn,x,m,t)*...*F(xn+p_l,xn+p,t)

= limF(xn,x,

n+
n—x0

)2 1x =1

= {xn} bir Cauchy dizisidir. Benzer sekilde, y, , > y,ve x,_, <x, olup,

X=y, ,y=x,_,u=y,,v=x,(7) ifadesinde yerine yazildiginda

F(H(yn—lﬂxn—l)’H(yn’xn)’kt) 2

max {F(H(xn_l,yn_l),xn,t)*F(H(yn,xn),yn_l,t),F(H(yn,xn),y”,t)*F(H(yn_l,xn_l),yn_l,t)}

F((3201):Kt) 2

08X (F (3,017,158 % F (31023, ) F (3,23,00) * F (3,.,01)}
=max {F (3,015 V0ol * F (V0 Y000 ) F (3,0 7,01) ¥1
=max {F (¥,05¥,000) * F (V00950 ) F (3,001 )}

>F(y,..0,.t)

t
:>F(yn,ym.]:t)ZF(yn_pyn:Fj
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t
ZF(yn3’yn2’Fj

t
> F (ynn > xn*(nfl) ? Fj

t
ZF[)/()’,VUFJ

=1limF(y,,y,..t)=1.

n—0

Simdi {y,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gdsterelim. Bdylece,

F (3o Yot} 2 F (Vs Vst ) 5 F (00,0

= WM F(3,,,.,.t) 2 1%...%1

n—x0

= lmF(y,,,.,.t)=1.

n—>0

Simdi {xn} ve { V. }dizilerinin Xte Cauchy dizisi oldugu agiktir. X tam fuzzy

metrik uzay oldugundan x, y € Xvardir dyle ki,
limx, =x ve limy =y
n—0

n—>0

dir. (6) denkleminde 7 — o giderken limitini aldigimizda
x=limx, = limH(xn_l,yn_l) = H(limxn_l, limy, , ) = H(x,y)
ve

y= hrnyn = limH(yn_lvxn—l)zH(limyn—l’lim n—l) =H(y’x)'

Bundan dolay1 x=H (x, y) ve y=H ( y,x) “dir. Dolayisiyla A, X de bir baglanmis

(coupled) sabit noktaya sabittir.
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4.3 M-Fuzzy Metrik uzayi iizerinde Sabit nokta Teoremleri

Tanim 4.3.1

X # O keyfi bir kiime, * islemi siirekli t-norm ve M de X3 x (0, o) iizerinde bir
fuzzy kiime olsun. Va,b,c,x € X ve s,t>0, icin asagidaki sartlar saglanirsa

(X, M ,*) tgliisiine bir M - fuzzy metrik uzay1 denir:

i. M(a,b,c,t)> 0,
ii. M(a,b,c,t) =1 a=b=c
iii. M(a,b,c,t) = M(p{a,b,c},t) (p bir permiitasyon fonk. olmak {izere)
iv. M(a,b,x,t) * M(x,c,c,s) <M(a,b,c,t+s),
v. M(a,b,c,.): (0,0) — [0,1] streklidir.

Ornek 4.3.2

X #O keyfi bir kiime ve D, X ilizerinde bir D -metrik olsun. Va,be[O,l]ic;in

x*y=Xxy olsun. Her ¢ € ]O, oo[ ve her a,b,c € Xigin

t

M(abet) =575

seklinde tanimlansin. (X, M,x) bir M - fuzzy metrik uzay oldugunu gosterelim:
i. t > 0 ve D- bir metrik oldugundan her a,b,c € Xigin D(a, b,c) > 0 dir.
Dolayisiyla

t

t+ D(a,b,c) >0

M(a,b,c,t) =
dir.

it. M(a,b,c,t) = 1o t=t+D(a,b,c) © D(a,b,c) =0 a=>b=c.

t t t
_M 'b' ,t — fed =
iii. M (a, b, c, t) t+D(a,b,c) t+D(ac,b) t+D(cb,a)
t t t

I D(c,a,b) I D(b,a,c) I D(b,c,a)
( D- bir metrik oldugundan) buradan

M(a,b,c,t) = M(p{a,b,c},t)
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dir.
iv.M(a,b,x,t) * M(x,cc,s) <M(a,b,c,t+s),
yani;

t S < t+s
t+D(a,b,x)s+ D(x,c,c) ~ t+s+D(a,b,c)

oldugu gosterilmelidir. D- metrik tanimindan
D(a,b,c) < D(a,b,x) + D(x,c,c)
dir.

t+s t+s
>1

oldugundan
t+s t+s
D(a,b,c) < TD(a, b,x) + TD(a,x, x)

D(a,b,c) D(a,b,x) D(a,x,x) sD(a,b,x)+ tD(a,x, x)
= < + <
t+s t S st

D(a,b,c sD(a,b,x)+tD(a, x,x
(a,bc) _ , sD(a,bx) +tD(axx)

=1+ <
t+s st

t+s+D(a,b,c) - st +sD(a,b,x) + tD(a, x,x)
=
t+s - st

olur. Diger yandan
D(a,b,x).D(a,x,x) =0
oldugundan

t+s+D(ab,c) - st +sD(a,b,x) + tD(a, x,x)
t+s - st

bulunur ve dolayisiyla

st s+t
<
st+sD(a,b,x) +tD(a,x,x) + D(a,b,x).D(a,x,x) ~— t+s+ D(a,b,c)
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- st +sD(a,b,x) + tD(a,x,x) + D(a,b,x).D(a,x, x)
- st

t S < t+s
= )
t+D(a,b,x) s+ D(a,x,x) ~ s+t+D(a,b,c)

= M (a,b,x,t) * M(x,c,c,s)<M(ab,ct+s)
elde edilir.

v. Her a,b,c € Xigin t, > 0 i¢in

: : t
A M@ b 6O = I S e b0
limt
t—to

~ limt + D(a,b,c)
t—)to

" to+ D(a,b,c)

=M(a,b,c, ty).
O halde (X, M,*) bir M - fuzzy metrik uzaydir.

Tanim 4.3.3

(X, M',x) bir M - fuzzy metrik uzay olsun. X deki {xn} dizisi bir X e yakinsamasi

icin gerek ve yeter sart 7 — % iken

lim M (a,a,x,,t) =1

n—-oo

dir.

Tanim 4.3.4

(X, M',x) bir M - fuzzy metrik uzay olsun. X deki bir {xﬂ} dizisine Cauchy dizisi

denir eger her bir 0 <& <1 ve ¢>0i¢in bir n, € vardir 6yle ki her n,m > n, igin
M (%5, Xp X, t) > 1 — €

dir.
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Tanim 4.3.5

(X, M,x) bir M - fuzzy metrik uzayinin tam olmasi igin gerek ve yeter sart her Cauchy

dizisinin yakinsak olmasidir.

4.4 Fuzzy Noktalar Kiimesi Uzerinde Fuzzy Metrik

Tanim 4.4.1

X # O keyfi bir kiime ve dp: Fp(X) X Fp(X) — Fs*(R) bir doniisiim olsun. Eger
herhangi bir {(a, 1), (b,y), (c,p)} € Fp(X) i¢in dr doniisimii asagidaki sartlari
sagliyorsa d ye Fp(X) iizerinde tanimlanan bir fuzzy metrik; (Fp(X),dy) ye fuzzy

metrik uzay; dF((a, A), (b, )/)) ye de iki fuzzy nokta arasinda tanimlanan fuzzy
uzaklik denir.

i.dp((@, ), (b)) 20, v{(a, D), (b,y)} € Fp(X)

ii. de((a,2),(b,y))=0oa=bver=y=1

iii. dr((a, ), (b,y)) = de((b,y), (a, 1)),

iv. dps((a,2),(c,p)) < dp((a, D), (b, V) + de((b,¥), (c,p)).
Ornek 4.4.2

(X ,d ) bir metrik uzay olsun. Fp(X)’teki keyfi (a, 1), (b, y) iki fuzzy noktasinin

uzakligi

dr((a,2), (b,y)) = (d(a,b), min{2,y})

olarak tamimlanirsa (Fp(X),dy) bir fuzzy metrik uzaydir. Yani;

i. Fp(X) te keyfi (a, 1), (b, y) iki fuzzy nokta olsun. J klasik bir metrik oldugundan
d (a,b) > (0’dir. Buradan

dr((a,2), (b,y)) = (d(a,b), min{2,y})

negatif olmayan bir skalerdir.

ii. dF((a, A), (b, )/)) =0 ©d(a,b)=0ve min{i,y} =1
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Sa=bvel=y=1
iii. Her (a, 1), (b,y), c Fp(X) igin,
dr((a,2), (b, ) = (d(a,b), min{A,y})
= (d(b, @), minfy, 1})
= dp((b,7), (@, 1))
dir.
iv. Her {(a,2), (b,y), (c,p)} © Fp(X) i¢in
drs((a, 1), (¢, p)) = (d(a, c), min{a, p})
< (d(a,b) + d(b,c),min{A,y,p})
= (d(a, b), min{,y} + d(b, c), minfy, p})
= (d(a,b),min{A,y}) + (d(b, c), min{y, p})
= dp((a, D), (b, 7)) + dr((b,1), (c, )
olur.

4.5 Fuzzy 2-Metrik uzay iizerinde Sabit nokta Teoremleri

Tanim 4.5.1

X keyfi bir kiime, * siirekli bir t-norm ve F, X3 x [0, c0) bir bulanik kiime olsun. O
zaman Va, b, c, u € X ve t1, t2, t3 > 0 i¢in agsagidaki sartlar saglanirsa (X, F,*)

ticliistine fuzzy 2-metrik uzay1 denir.

a) F(a,b,c,0) =0

b) F(a,b,c,t) = 1, t> 0 ve li¢ noktadan en az ikisi esit olmali.

c¢) F(a,b,c,t) = F(a,c,b,t)

d) F(al,bl,c1,t1+ t2+ t3) = F(a,b,u,tl) * F(a,u,c,t2) *
F(u,b,c,t3)

e) F(a,b,c.): [0,00) — [0,1] soldan siireklidir.
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Tanim 4.5.2

(X, F,*) bir fuzzy 2-metrik uzay olsun. O zaman fuzzy 2-metrik uzayinin x, dizisi

x € X’e yakinsar ancak ve ancak Va € X vet>0,p > 0 i¢in

lim F(xn + p,xn,a,t) =1
t—0

dir.

Tanim 4.5.3

Eger X’deki Cauchy dizisi X’de yakinsak ise o zaman (X, F, *) bir fuzzy 2-metrik

uzay1 tamdir denir.
Tanim 4.5.4

P ve Q, (X, F,*) bir fuzzy metrik uzayimnin 6z eslesmeleri olsun. Bu iki eslesmeler

zayif sira bagimsizdir, Vx € X vet > 0 i¢in
F(PQx,QPx,z,t) = F(Px,Qx,zt).
Tanim 4.5.5

(X, F,*) bir fuzzy 2-metrik uzay1 ve P ve Q, (X, F,*) bir fuzzy 2-metrik uzaymnin iki

0z eslesmeler olsun. Sonra P ve Q uyumludur ancak ve ancak
vt >0,F(PQxn,QPxn,z,t) — 1,

X’in dyle bir {xn} dizisi oldugunda baz1 g € X i¢in n — oo gibi, PQxn, QPxn her
ikisi de q’ya yakinsar.

Tanim 4.5.6

P ve Q, (X, F,*) bir fuzzy 2-metrik uzayinin 6z eslesmeleri olsun. Bir x € X noktasi
P ve Q’nun ¢akigma (kesisim) noktas1 denir ancak ve ancak Py = Qx 0 zaman w = Py

= Qy’1 P ve Q’nun bir ¢akisma noktasi denir.
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Tanim 4.5.7

P ve Q, (X, F,*) bir fuzzy 2-metrik uzayinin 6z eslesmeleri olsun. X’te dyle bir (xn)

dizisi vardir 6yle ki z € X,
limPx, = limQx, = z
n—0 n—0

Ve

limF(PQx,,QPx,,a,t) = 1
t—o0
’1 saglar, o zaman bu iki 6z eslesmeleri alt uyumlu eslesmeler denir.

Tanim 4.5.8
P ve Q 6z eslesmelerinin A tipinin alt uyumlu denilmesi i¢in X’te dyle bir (xn) dizisi
olmalidir, dyle ki

limPx, = limQx,, = =z

n—0 n—>o0

ise

}i_r)gF(Pan,Qan, at) =1
ve

}i_r)gF(Pan,PPxn, at) =1
saglanir.
Lemma 4.5.9

Ya,b,c € X i¢in F(a, b, c,.) azalmayandir.

Lemma 4.5.10

(X, M ,*) bir fuzzy 2-metrik uzayi olsun. Vx,y,z € Xilez # x,z # yvet > 0igin
M(x,y,z, kt) = M(x,y,z,t)

olacak sekilde k € (0,1) varsa o zaman x =y dir.
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Teorem 4.5.11

Vvt € [0, 1]icin t * t > t siirekli t-norm ile taniml1 dort 6z eslesmeli A, B, U ve V bir
fuzzy 2-metrik uzayinin (X, F, *) kiimesini diisiinelim. (A, U) ve (B, V) ikilileri ayni
kesisim noktalarina sahip A tipinin alt uyumlu ve Vx, y, z € X, k € (0, 1) igin AB =
BA, BU=UB, UV =VU, AU =UA, AV =VA, ve t> 0 olmasi durumda,

F(Ux, Vy, z, kt) > Min F{(Ax, By, z, t)}, F(Ax, Ux, z, t), F(Vx, By, z, t), F(Ux, Ay, z,
9 (D

O zaman A, B, U ve V’nin X’te bir tek ortak noktas1 vardir.
Ispat:

(A, U) ve (B, V) ikilileri tip A’nin alt uyumlu olduklarindan, o zaman X’te iki {X,}

ve {yn} dizisi vardir yle kia € X

limAx, = lIiImUx, = a,

n—»0 n—>0

Ve

IIMF(AUxXy,, UUxy, z,t) = 1, IImF(UAx,, UUxp, z, t) = 1

n—>o0 n—>o0

saglanir. Boylece,

limF(Aq, U, , t) = 1, NMF(Us, Aa, 7, 1) = 1

n—

sahibiz ve

limBy, = limVy,=b,be X

n—»a0 n—0

Ve

limF(BVyn, VVyn, z, t) =1,

n—0

limF(VByn, VVyn, z,t) = 1

n—>o0
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saglanir. Dolastyla, Aa = Ua ve Bb = Vb, burada a ve b, sirasiyla A, U ve B, V’nin
kesisim noktalaridir. Simdi a = b oldugunu ispatlayalim. Bunun i¢in, (1)’de x = X, ve

y = yn alalim. O zaman,

F(Uxn, Vyn, z, kt) > Min F{(Axn, Byn, z, 1)}, F(Axn, Uxn, z, t), F(V xn, Byn, z, t), F(Uxy,
Ay, z, 1)} ()

n — oo limit alirsak,

F(a, b, z, kt) >Min F{(a, b, z, t)}, F(a, a, z, t), F(b, b, z, t), F(a, b, z, t)} elde ederiz.
Bu da, Vt> 0 i¢in F(a, b, z, kt) > Min F(a, b, z, t) oldugunu gosterir.

Bu nedenle lemma 2 kullanarak, a=b. Buda A, B, U ve V’nin ayn1 kesisim noktasina
sahip oldugunu gostermektedir. Daha sonra, Aa = Ba, Ua =Va =a oldugunu

ispatlayacagiz.
Oncellikle (1)’de x = a ve y = yn aldigimizda,

F(Ua, Vyy, z, kt) > Min F{(Aa, By, z, 1)}, F(Aa, Ua, z, t), F(Va, By,, z, t), F(Ua, Ay,
z, t)} elde ederiz.

n — oo limit alirsak,

F(Ua, b, z, kt) > Min F{(4a, b, z, 1)}, F(4a, Ua, z, t), F(b, b, z, t), F(Ua, b, z, 1)}

>Min F{(Ua, b, z, t)}, F(Ua, Ua, z, t), F(b, b, z, t), F(Ua, b, z, t)}
(3).

A =Db oldugunda o zaman
F(Ua, b, z, kt) >F(Ua, b, z, t)
olur. Bu da Ua = a verir.
1e., Ua=Aa=a.
Simdi (1)’de x = x, ve y = a alalim,

F(Uxy, Va, z, kt) > Min F{(Axn, Ba, z, 1)}, F(Axn, Uxy, z, t), F(Vxy, Ba, z, t), F(Ux,, Aa,
z, )}

elde ederiz. n — oo limit alirsak,

F(a, Va, z, kt) > Min F{(a, Ba, z, t)}, F(a, a, z, t), F(Va, Ba, z, t), F(a, Aa, z, t)}
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>Min F{(a, a, z, )}, F(a, a, z, t), F(Va, a, z, t), F(a, a, z, 1)} (4)
elde ederiz.

Bu dabize F(Va, a, z, kt) > Min F(Va, a, z, t) oldugunu gosterir. Burada Va=a
’dan Va=Ba= a oldugunu gosterir. Bundan dolay1, Aa=Ua= Va=Ba=a olur.
Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Ornek 4.5.12

X=/[0.2], M(x, y, z) = e®Y" (0 < t < () burada d(x, y) = /x-y /ve *islemia * b
= min{a, b} olarak verilen bir siirekli t-norm olsun. (X, M, *) bir tam bulanik metrik
uzay oldugu agiktir.

A= 1,B=2x+5/7,S=x, T=3x+ 14, X lizerinde 6z eslesmeler olsun.
{xn} = {1 — ¥n}n € N X’te bir dizi olsun.

limSAxn = S(1) ve limAxn = A(1)
n—>0

n—0

limAxn = 1 ve limSxn=1 burada 1 € X.

n—>o0 n—0

A ve B reciprocally siirekli ve {yn} = {1 + 1/n} X te bir dizi olsun.

lim (TByn,BTyn,t) = 1
n—0

Ve

limByn = limTyn = 1

n—>o n—a
burada 1 € X.

B ve T, Z-asymptotically siirekli burada z = 1.

A, B, S ve T, X’te bir tek sabit nokta sahip i.e., x = 1.

4.6 Fuzzy Metrik Uzaylarinda «- Tipi Bagdasabilir Fonksiyonlar i¢in Sabit

Nokta Teoremleri

Tanim 4.6.1
(X, F,*) tam bir fuzzy metrik uzay ve A, B: X — X iki fonksiyon olsun. Herhangi bir

z € Xigin
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lim Ax, = lim Bx,, = 3
n—-oo

n—-oo

olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi var ve t > 0 i¢in

lim F(ABx,, BAx,,t) =1

n—-oo

oluyorsa A ve B bagdasabilirdir denir.

Tanim 4.6.2

(X, F,*) tam bir fuzzy metrik uzay ve A, B: X — X iki fonksiyon olsun. Herhangi bir

z € Xigin

lim Ax, = lim Bx,, = 3
n—-oo

n—-oo

olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi var ve t > 0 i¢in

lim F(ABx,, BBx,,t) =1

n—oo

Ve

lim F(BAx,, AAx,,t) =1

n—-oo
oluyorsa A ve B, x- Tipi bagdasabilirdir denir.
Teorem 4.6.3

(X,F,*), Vt > [0,1] i¢int * t > t ile verilen tam bir fuzzy metrik uzay ve A, B: X —

X siirekli iki fonksiyon olsun.
A ve B bagdasabilirdir & A ve B, «- Tipi bagdasabilirdir.
Teorem 4.6.4

(X,F,*), Vt > [0,1] i¢int * t > t ile verilen tam bir fuzzy metrik uzay ve A, B: X —

X iki fonksiyon olsun. A ve B «- bagdasabilir herhangi bir z € X i¢in
Az =Bz > ABz = BBz = AAz
dir.
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Teorem 4.6.5

(X,F,*), Vt > [0,1] i¢int * t > t ile verilen tam bir fuzzy metrik uzay ve A, B: X —

X iki fonksiyon olsun. A ve B bagdasabilir herhangi bir z € X i¢in

lim Ax, = lim Bx,, = 3

n—>00 n—o0o
olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi varsa

a) Eger A, z de siirekli ise

lim Bx, = Az

n—-oo

b) Eger A ve B z de siirekli ise
ABz = BAz ve Az = Bz

kosullar1 saglanir.
Teorem 4.6.6

(X,F,*), Vt € [0,1] i¢in t *t >t ile verilen tam bir fuzzy metrik uzay olsun.
A,B,S,7,P,0:X - X fonksiyonlar olmak {izere

i. PX)cABX),9(X) c ST(X),
ii. AB=BA ST =TS, BP =PB, 0S =80, QT = TQ,
mi. A,B,S ve T siirekli,
iv. (P,AB) ve (Q,8T) ikilileri - tipi bagdasabilir,
v. Vx,g€X y€(0,2)vet > 0igin

F(Px,Quy, kt) = F(ABx,Px,t) * F(§Ty,Qy,t) * F(STy,Px,yt)

* F(ABx, Quy, (2 —y)t) *x F(ABx, 8Ty, t)

olacak sekilde k € (0,1) varsa bu durumda A, B,S,T,P,Q nun X de ortak tek bir

sabit noktas1 vardir.
Ispat:

Teorem 4.6.6 (i) den P(X) < AB(X) oldugundan Px, = ABx; olacak sekilde x; €
X ve Q(X) ©€ ST(X) oldugundan Qx; = ST x, olacak sekilde x, € X vardir. Bu
sekilde devam ederek bir {y,,} dizisi
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/yzan = ?xzan = CABxZH+1 ) n= 0,1,2,3, e
Yons1 = Q¥ons1 = ST Xonyz, n=0123,..

seklinde olusturulabilir. Teorem 4.6.6 (v) denhert > 0ve y =1 —¢g,q € (0,1) igin

F(4an+1, Yons2 kt) = F(Pxyniq, Q%opia, kt)
= F(ABX2p11, PXons1, t) * F(8T %5042, Q%o 42, t)
* F(ST %2n42, PXons1, V) * F(ABxons1, Q%onsz, (2 —¥)E)
* F(ABxon 41, 8T Xon42,t)
= F(42n Y2n+1,t) * F(Y2ns1, Y2ns2,t)
* F(Yons1, Yon+r, (L= @)t) * F(Yon, Yons2, (1 + g)0)
* F(Y2n Yan+1, )
= F(4on Yons1 ) * F(Yoni1, Yonsar t) * 1
* F(Yon Yons1, ) * F(Yont1, Yons2, (@)1)
* F(%an Yan+1, )
= F(%an Yant1, ) * F(Wanir, Yani2, ©) * F(Won Yane1, (@)0) (1)
oldugundan
F(¢2n+1 Yons2, kt)
= F(%an Yant1, ) * F(Wans1, Yanaa, ©) * F(Yon, Y2n11, (@)0)

elde edilir.

* stirekli ve t- norm ve F(x,y,.) sirekli oldugundan (4.6.6) da ¢ — 1 igin limit

alinirsa

F(Yon+1, Yan+2: kt) = F(Won, Yon+1,t) * F(Yons1, Yont2r t) (2)

elde edilir.
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Benzer sekilde

F(Yon+2 Yan+3 kt) = F(Yons1, Yons2,t) * F(Yonio Yons3 ) (3)

bulunur. (2) ve (3) den
F(Yns1 Yni2 kt) = F (Y, Yns1, ) * F(Ynit, Ynaz b, n=12,3..
esitsizligi elde edilir.

Pozitif n ve p sayilari igin

t
F(Yns1, Ynt2 kt) = F(4n, Y1, t) x F (@nﬂ, ’y)n+2'ﬁ>

yazilabilir. O halde p — oo igin
F(Yns1) Yni2 kt) > 1
olacagindan
F(Yni1, Yni2 kt) 2 F(Yn, Yns1, t)

bulunur. X uzay1 tam oldugundan {g,} Cauchy dizisi ve {¢,} bir z € X noktasina

yakinsar. O halde n — oo iken
Pxon, Q%2n+1, 8T Xoni2 = 3

elde edilir. A ve B siirekli fonksiyonlar ve (P,AB) ikilisi - tipi bagdasabilir

oldugundan Teorem 4.6.6 (i) den n — oo iken
P(AB)x3p41 = ABz
ve
(AB)*42p41 — AB3
elde edilir.

Benzer sekilde § ve T siirekli fonksiyonlar ve (Q,87) ikilisi «- tipi bagdasabilir

oldugundan Teorem 4.6.6 (i) den n — oo iken

Q8T )x2n42 = STz
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ve
(8T)*%x2n4p = ST3
elde edilir. Teorem 4.6.6 (v) de
x = (AB)%ons1, ¥ = Xont2
ve Yy = 1 alinirsa
F(P(AB)*2n41, Q%an42, kt)
> F((AB)*%2p41, P(AB) 3041, ) * F(ST %3012, Q% 2042, )
* F(ST%n42, P(AB)Xpni1,t) ¥ F((AB)?*X2n41, Q%2ni2,t)
* F((AB)* 22011, ST %42, )
esitsizligi elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa
F(ABz,3,kt) 21+ 1% F(z,ABz,t) * F(ABz, 3,t) * F(ABz,3,t)
> F(ABz,3,t)
bulunur. ABz = z oldugu goriiliir. Teorem 4.6.6 (v) de
X =Py, Y = Xan41
ve Yy = 1 alinirsa
F(P(Px2n), Q% 241, kt)
> F(AB(Px20), P(Px2n), t) * F(ST %2041, Q%2n41, )
* F(ST%2n41, P(AB)Xoni1,t) ¥ F((AB)?*X2n41, Q%2ns1,t)
* F(AB(Px2n), ST %3n41, 1)
esitsizligi elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa
F(Pz,z,kt) = F(3,Pz,t) * F(3,3,t) * F(3,P3,t) * F(3,2,t) * F(3,3,t)
=F(z,Pz,t)*1*F(3,Pz,t)«1x1

> F(Pz,2,t)
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esitsizligi elde edilir. O halde
ABz =2z =Pz
elde edilir. Simdi Bz = z oldugunu gosterelim. Teorem 4.6.6 (v) de
% =Bz, 4 = Xns1
ve y = 1 alinirsa
F(P(Bz),Q%2n 41, kt)
> F(AB(Bz),P(Bz),t) * F(ST %341, Q%on 41, t)
* F(8T %341, P(Bz),t) * F(AB(Bz), 0%z 41,t)
* F(AB(B3z),8T %5541, t)
esitsizligi elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa
F(Bz,3,kt) = F(Bz,Bz,t) * F(3,3,t) * F(3,Bz,t) x F(Bz,3,t) * F(Bz,3,t)
=1x1xF(3,Bzt)*F(Bz,z,t)*F(Bz,3,t)
> F(Bz,3,t)
bulunur. ABz = z oldugunda Az = z elde edilir. Teorem 4.6.6 (v) de
=349 =35T%m,,
ve Yy = 1 alinirsa
F(Pz,Q(8T) %242, kt)
> F(AB3, Pz,t) * F((§T)* %2042, Q(ST)¥2n42, 1)
* F((8T)?%2n42, P2, t) * F(ABz,Q(ST)%2n42,t)
* F(ABz, (ST)2x2n+2: t)
esitsizligi elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa
F(3,8Tz, kt)

>F(z,2,t)«*F(8T3,8Tz,t)« F(§Tz,3,t) « F(3,5Tz,t) « F(5,8Tz,t)
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=1x1% F(5T3,3,t) *F(3,8T3,t) * F(3,8T3,t)
>F(z,8Tz,t)

esitsizligi elde edilir. O halde STz = z oldugu goriiliir.

Teorem 4.6.6 (v) de
X =349 =Q%n+1
ve y = 1 alinirsa ve Teorem 4.6.6 (ii) den
F(Pz,Q(Qx2n41), kt)
> F(AB3z, Pz, t) * F(ST(Q%2n41), Q(Q%2n41), t)
* F(8T(Q%2n41), Pz, t) * F(AB3,Q(Q%2n41),t)
* F(ABz,8T (Qxzn41),t)
elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa
F(z,Qz, kt)
> F(z,3,t) *F(3,03,t) * F(3,2,t) * F(3,0%,t) * F(3,3,t)
=1x F(3,03,t)x1+xF(3,0z,t)* 1
> F(z,Q3,t)
esitsizligi elde edilir. O halde @z = z dir. Dolayisiyla
STz=2=Qz
oldugu goriiliir.
Teorem 4.6.6 (v) de
x=24=7T3

ve y = 1 alinirsa ve Teorem 4.6.6 (ii) den
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F(Pz,Q(T3z),kt)
> F(AB3z,P3,t) * F(ST(T3),0(T3),t)
* F(8T(T3),Pz,t) * F(ABz,9(T3),t)
x F(ABz, ST (Tz),t)
elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa
F(z,9(T3),kt)
>F(z,35t)«F(T2T3,t)*F(T3,3,t)*F(3,T3,t) *F(3,T3,t)
=1x 1% F(T3,3,t)*«F(3,T3,t)«F(3,T3,t)
> F(T3,3,t)
bulunur. O halde Tz = 3z dir. §73 = z oldugunda §z = z dir.
Biitiin bu sonuglar birlestirilirse
Az=Bz=Pz=T3=Qz3=8z=23

oldugu dolayisiyla 3z noktasinin A,B,P,T,Q,S nin ortak sabit noktasi oldugu

goriliir.

Kabul edelim ki A, B,P,T,Q,S nin baska bir ortak sabit noktasi w (g # w) olsun.

Teorem 4.6.6 (v) den y = 1 alinirsa

F(Pz,Qw, kt)
> F(ABz,Pz,t) x F(STw, Qw, t)

x F(§Tw,Pz,t) x F(ABz,Qw,t)
x F(ABz,8Tw,t)
elde edilir. Dolayisiyla
F(z,w,kt)
>F(z,2,t)«F(w,w,t) x F(w,z,t) * F(z,w,t) * F(z,w,t)

=1 1% Flw,3,t) *F(z,w,t) * F(g,w,t)
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> F(z,w,t)
bulunur ve 3 = w oldugu goriiliir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
Teorem 4.6.6 da B = T = I, alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc¢ 4.6.7

(X,F,*), Vt € [0,1] igin t * t > t ile verilen tam bir fuzzy metrik uzay olsun. A, §,

P,Q0:X — X fonksiyonlar olmak iizere

i. PX) cAX),9IX) c sX),
1. A vedS siirekli,
iii.  (P,A) ve (Q,8) ikilileri - tipi bagdasabilir,
iv. Vx,y€X ye(0,2)vet>0igin
F(Px,Quy, kt) = F(Ax,Px,t) x F(Sy, Qu, t) * F(Sy,Px,yt)

* F(Ax,Qy, (2 —y)t) * F(Ax, Sy, t)

olacak sekilde k € (0,1) varsa bu durumda A, S, P,Q nun X de ortak tek bir sabit
noktast vardir. Teorem 4.6.6 da A = § = B = T = [, alinirsa asagidaki sonug elde

edilir:
Sonuc¢ 4.6.8

(X,F,*), Vt € [0,1] i¢in t*t >t ile verilen tam bir fuzzy metrik uzay olsun.
P,Q0:X - X iki fonksiyon olmak iizere

vx,y €X, ¥y € (0,2) vet > 0 igin

F(Px,Qu, kt) = F(x,Px,t) * F(y,Qy,t) * F(y,Px,yt)
* F(x, 0y, (2 —y)t) x F(x,4,t)

olacak sekilde k € (0,1) varsa bu durumda P, Q nun X de ortak tek bir sabit noktasi

vardir.Teorem 4.6.6 da
A=8P=QB=7T-=I,

alinirsa asagidaki sonug elde edilir:
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Sonuc¢ 4.6.9

(X,F,*), Vt € [0,1] i¢int * t > t ile verilen tam bir fuzzy metrik uzay olsun. P ve
S, X de - tipi bagdasabilir iki fonksiyon olmak tizere P(X) c S(X) olsun. Eger §

surekli ise

vx,y €X, ¥y € (0,2) vet > 0 igin

F(Px,Py,kt) = F(Sx,Px,t) * F(Sy, Py, t) xF(Sy,Px,yt)
* F(Sx, Py, (2 —y)t) * F(Sx, Sy, t)

olacak sekilde k € (0,1) varsa bu durumda P ve Snin X de ortak tek bir sabit noktasi

vardir.
Ornek 4.6.10

X =1[0,1] ve a * & = a.4 olsun. d(x,4) = |x — | seklinde tanimlanan & metrigi
tarafindan tiretilen standart fuzzy metrik Vx, ¢ € X, t € [0,1] igin

F(x,y,t) T

ve
F(x,4,0)=0

olarak tamimlansin. (X, F,*) bir fuzzy metrik uzay oldugu asikardir. Vx € X i¢in

A,B,P,T,Q ve S fonksiyonlari

Ax = x,
3 _x
x—z,
s _x
x—s,
7 oz
x—3,
P oz
*=5
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Ve

olarak tanimlansin. O halde
P(X) = [o, %] c [o, %] = AB(X)
ve
000 = (0} < o, %] = ST(X)

elde edilir ki Teorem 4.6.6 (i) in saglandig1 goriiliir. Eger k = %, t=1vey =1

alinirsa Teorem 4.6.6 (v) de saglanir. Teorem 4.6.6 (i1)’nin ve Teorem 4.6.6 (iii)’iin de

saglandig1 agiktir. Herhangi bir 0 € X i¢in

lim Px, = lim ABx,

n-oo n-oo
A~

lim x, =0

n—-o0o
olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi vardir ve

lim F(P(AB)x,, (AB)*x,,t) =1
n—o0o

Ve

lim F(AB(P)x,,(P)*x,,t) =1
n—o0o

saglanir. Dolayistyla (P, AB) - tipi bagdasabilirdir. Benzer sekilde herhangi bir 0 €

X i¢in
lim Qx,, = lim §Tx,
n—-oo n—-oo
ve
lim x, =0
n—oo

olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi vardir ve
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lim F(Q(ST)xy, (ST) 2, t) =1

veE
1111_1)1(;10 F(ST(Q).’)C”, (Q)an: t) =1

saglanir. Dolayisiyla (Q,ST) «- tipi bagdasabilirdir. Boylece Teorem 4.6.6 (iv) de
saglandigindan A, B,P,T,Q,S nin X de ortak tek bir sabit noktas1 vardir.
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BOLUM V

SONUC

Bu tezde, degisik sartlar ve tanimlar altinda tanimlanan klasik anlamda metrik uzay,
D-metrik uzay, S- metrik uzay vb. uzaylar {lizerinde sabit nokta teoremleri ve fuzzy
kiimeler iizerinde tanimlanan fuzzy metrik, George ve Veeramani anlaminda fuzzy
metrik uzay, Non-Archimedean fuzzy metrik uzay, Kramosil ve Michalek fuzzy
metrik uzay, M- fuzzy metrik uzay, fuzzy noktalar kiimesi lizerinde fuzzy metrik
uzay, fuzzy 2-metrik uzay ve fuzzy metrik uzaylarinda oc- tipi bagdasabilir

fonksiyonlar {izerinde tanimlanan sabit nokta teoremlerinin varligini ve tekligini

irdeledik.

Ayrica bu ¢aligmada farkli metrik uzay tanimlar1 ve fuzzy metrik uzay tanimlari ele
alinmis, bunlar arasindaki iligkiler saptanmaya calisilmistir. Sabit nokta kavrami farkli
uzaylar i¢in her gegen giin farkli kavram ve sartlar altinda gelistirilmektedir. Bu agidan
bakildiginda s6z konusu tez, fuzzy metrik uzaylar ve sabit nokta teoremlerini ¢alisacak

aragtirmacilara yol gosterici nitelikte olacaktir.
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