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OZET

Bu calismada bazi fuzzy metrik uzay tanimlar: incelenmistir. Tez dort
boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde girise yer verilmistir. Ikinci béliimde
fuzzy kiime ve fuzzy kiimeler ile ilgili baz1 tamim ve teoremler ele almmustir.
Fuzzy topolojik uzay ve fuzzy kompakt uzay tammlan verilmistir. Uciincii
boliimde fuzzy metrik uzay-I tamim incelenmis ve her metrik uzayin fuzzy
metrik uzay oldugu gosterilmistir. Fuzzy metrik-1 tarafindan iiretilen topoloji
ve tam fuzzy metrik uzay tammmlar1 verilmistir. Ayrica her fuzzy metrik uzaymn
Hausdorff uzay1 oldugu ispatlanmstir. Dordiincii boliimde fuzzy metrik uzay-I1
tanimi ve metrik uzaydaki bazi temel kavramlar fuzzy metrik uzay-II de

verilmistir. Son olarak verilen bu iki fuzzy metrik uzay arasindaki iliskiler

incelenmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu caligmada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.
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1.GIRiS

Cantor tarafindan 1879 yilinda yapilan kiime tamiminin ardindan matematikte
incelenen her konuda kesinlik aranmistir. Bu sebeple, incelenen konular karsisinda
iki degerli mantiga gore diistiniilmiistiir. Klasik kiime tanimina gore bir sey ya dogru
yada yanlis (ya var yada yok, ya beyaz yada siyah, ya 1 yada 0)’dir. Ancak giinliik
hayatimizdaki bir ¢cok olay bu sekilde agiklanamayacak kadar karmasiktir. Yani siyah
ile beyaz arasinda grinin tonlar1 vardir. Ornegin Cantor’un yaptig1 kiime tanimina
gore yash insanlarin kiimesini olusturmak istesek bu kiimenin elemanlarn degisik
insanlar tarafindan farkli sekillerde olusturulacaktir. Ciinkii birine gére 90 yasinda bir
insan yash iken baska birine gore 65 yasinda bir insan yash olacaktir. Boyle bir

durum karsisinda kesin bir yargt yoktur.

Goriildiigii gibi iki degerli mantiga dayanan matematik kesinlik gostermeyen olaylar
karsisinda yetersiz kalmistir. Bu sebeple 1879 yilinda Cantor tarafinda verilen kiime
tanim1 1965 yilinda Zadeh tarafindan fuzzy (belirtisiz) kiime kavrami tanimlanarak
genigletilmistir. Zadeh’in kesinlik aramayan mantig1t yalmizca matematikte
kullanilmakla smirh  kalmayip istatistikte, fizikte, astronomide, endiistride,
mithendislikte, genetikte ve daha bir ¢ok alanda kullanilir olmustur. Bunlarin dogal
bir sonucu olarak matematigin fuzzy kiime kavramina gore yeniden diizenlenmesi
gereksinimi ortaya ¢ikmig ve bu diizenleme ile birlikte bir cok yeni makale

yaymlanmistir.

Calismamizin ikinci bolimiinde Zadeh [1]’in fuzzy kiime tanimi, fuzzy kiime ile
ilgili temel kavramlar1 ve bu kavramlarin baz1 6zellikleri verilmistir. Chang [2] ve
Nanda [3]’nin ortaya koydugu fuzzy topolojik uzay tanimi ve baz1 Ozellikleri
gosterilmis, kompakt fuzzy topolojik uzay tanimi yapilmistir. Ayrica fonksiyonlar

yardimu ile bir fuzzy kiimeden nasil bir fuzzy kiime olusturulacagi gosterilmistir.

Tezimizin tigiincii boliimiinde 1994 yilinda A. George ve P. Veeramani [4] tarafindan

verilen fuzzy metrik uzay kavrami ve standart d metriginin olusturdugu fuzzy metrik



tanim1 verilmistir. Fuzzy metrik tarafindan iiretilen topoloji tanimlanarak metrik
uzaydaki gibi acik ve kapali yuvar tanimlan yapilmistir. Her agik yuvarin acgik bir
kiime, her kapali yuvarinda kapali bir kiime oldugu gosterilmistir. Bu tamimlar ile
fuzzy metrik uzayin Hausdorff uzayr oldugu ispatlanmistir. Ayrica fuzzy metrik
uzayda dizi ve Cauchy dizi tanimlar1 yapilarak reel sayilar kiimesinin tam fuzzy

metrik uzay oldugu gosterilmistir.

Dordiincii boliimde ise K. Chakrabarty, R. Biswas ve S. Nanda [5] tarafindan 1998
yilinda tanimlanan fuzzy metrik uzay incelenmistir. Fuzzy metrik uzayda
yakinsaklik, siireklilik, degme noktasi, yigilma noktasi, izole nokta, i¢ nokta ve dis
nokta gibi kavramlarin tanimlar1 verilmistir. Bu fuzzy metrik uzayda agik yuvar, agik
kiime, kapali yuvar ve kapali kiime tamimlar1 yapilmistir. Ayrica fuzzy metrik
kullanilarak fuzzy kiimeler ailesi {iizerinde bir topoloji olusturulabilecegi
gosterilmistir. Sonug¢ olarak tanimlanan iki fuzzy metrik arasinda bir iliski olup

olmadig arastirilmis ancak kesin bir yargiya ulagilamamstir.



2.TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Fuzzy Kiime ve Fuzzy Kiimeler ile ilgili Islemler
2.1.1. Tanim

X bostan farkli herhangi bir kiime ve I=[0,1] olmak {izere X’den I'ya tanimlanan

biitiin fonksiyonlarin kiimesini /* ile gosterelim. I* ’in her bir elemanina X’in bir

fuzzy kiimesi denir [1].
2.1.2. Tamim

X+J ve [= [0,1] olmak lizere f,:X — [ ilyelik fonksiyonu ile karakterize
edilen A={(x, f,(x)):xe X} c X xI kiimesine X’in bir A fuzzy alt kiimesi denir.

Bundan sonra zaman zaman f, yerine A, f,(x) yerine A(x) alinacaktir [1].
2.1.3. Tanim
X bostan farkl herhangi bir kiime olmak iizere X’deki x, fuzzy kiimesinin x,: X —1

tiyelik fonksiyonu

(=151
X =
i 0,y #x

seklinde tamiml ise x,’ya X’de fuzzy noktas1 denir. Burada xe X noktasina x,
fuzzy noktasinin destegi (dayanagi) ve a e (O,l] sayisma x, fuzzy noktasinin degeri

denir [6]. Bundan sonra fuzzy noktasim1 x, yerine p ile gosterecegiz.



2.1.4. Tamim

X bostan farkli herhangi bir kiime, p X’de bir fuzzy noktast ve A X’in bir fuzzy

kiimesi olsun. Eger her xe X i¢in p(x) <A(x) ise p, A’ya aittir (A, p’yi icerir) denir

ve p<A ile gosterilir.

2.1.5. Tanim

X ve @ kiimeleri birer fuzzy kiimesi olup

Vxe X igin f,(x)=1= X ={(x]):xe X}

Vxe X igin f(x)=0=0={(x,0):x€ X}

seklinde ifade edilir [2]. Buradan her klasik anlamdaki kiimenin bir fuzzy kiimesi

oldugu sonucu cikar.

Kiimeler teorisinde bilinen kapsama *“c”, esitlik “=", birlesim “uU” ve kesisim “N”
islemleri fuzzy kiimelerinde sirasiyla <, =, v, A isaretleri kullanilarak asagidaki
gibi tanimlanir.

2.1.6. Tamim

X’deki herhangi iki fuzzy kiime A ve B olsun. A ve B’nin iiyelik fonksiyonlar

sirastyla f, ve f, olmak lizere, her xe X i¢in;

(1)A<B& f,(X)< f(x)

() A=B = f,(x)=f5(x)



(3) AvB=Ce& f. (x)=maks{ f,(x), f;(x)}
(4) AAB=D & f,(x)=min{ f, (x), f5(x)}
G A e f.)=1-1,)

seklinde tanimlanir [2].

2.1.7. Tanim

X’deki fuzzy kiimelerin bir ailesi {A;},, olsun. Buna gore birlesim ve kesisim

islemlerinin genellestirilmis hali

(1) C= v A & fo(0)=sup(f, ()

(2) D= ,/\lAi = fD(X):i,n[f{fA,. (x)}

seklinde tanimlidir [2].
2.1.8. Tanim

A ve B, X’deki herhangi iki fuzzy kiime olmak iizere A ve B fuzzy kiimelerinin farki
A-B=AAB" & f, ,(x) =min{f,(x), f,. (x)}

fuzzy kiimesi olarak tanimlanir [2].



2.1.1. Ornek

X={a,b} ve I=[0,1] olmak iizere X iizerinde iki fuzzy kiime A={(a/0,3),(b/0,5)} ve
B={(a/0,2),(b/0,7)} seklinde tanimlansin. Bu durumda AvB, AAB, A° ve A-B

fuzzy kiimeleri nedir?

Coziim

A ve B fuzzy kiimelerinin her xe X i¢in iiyelik fonksiyonlarinin degerleri sirasiyla
f1(x) ve fp(x) olsun. Buna gore ae X i¢in f,(a)=0,3 ve f;(a)=0,2, be X i¢in
f1(®)=0,5ve f,(b)=0,7 dir.

AvB=C& f.(x)=maks{ f, (X), f;(x)}
& f.(@=03ve f,(b)=0.7
& AvB={(a/0,3).(b/0,7)}

AAB=D & f,(x)=min{ f, (x), fz(X)}
< fp(@)=0,2 ve f,(b)=0,5
< A AB={(a/0,2),(b/0,5)}

Ao [ ()=1-f,x)
& f, @=07ve f,. (b)=0,5

& A°={(a/0,7),(b/0,5)}

A-B=AAB' & f, ,(x)=min{f,(x), [, (x)}
© fi5@=03ve f, ;(b)=0,3
& A-B={(a/0,3),(b/0,3)}



2.1.1. Teorem

X’de iki fuzzy kiime A ve B olmak tizere

(i) A v B fuzzy kiimesi A ve B’yi ihtiva eden en kiiciik fuzzy kiimedir.

(i) AAB fuzzy kiimesi A ve B kiimeleri tarafindan ihtiva edilen en biiyiik fuzzy

kiimedir [7].

Ispat

(1) A ve B fuzzy kiimelerinin iiyelik fonksiyonlarnn sirasiyla f, ve f, olsun.
AvB=C¢& f.(x)=maks{ f,(x) , fz(x)} oldugundan A<C ve B<C’dir. Kabul

edelim ki A ve B’yi ihtiva eden en kiigiik fuzzy kiime D olsun. D fuzzy kiimesinin

tiyelik fonksiyonu f,, olmak iizere A<D oldugundan f,(x)< f,(x) ve B<D

oldugundan f,(x)< f,(x)’dir. Buradan

maks{ f,(X), fp(X)} < ) (X)
= favs (¥ =fc(x) < fp(X)

A v B=C fuzzy kiimesi A ve B’yi ihtiva eden bir kiime olup kabulden dolay1

Fa® fr0= fe(x)ve fr()< f, ®)< fo (X)
= LX< fo (x)

O halde her xe X i¢in f,. (x)= f,, (x) olup C=D’dir. Buna gore A ve B’yi ihtiva eden

en kiiciik fuzzy kiime A v B’dir.

(i1) (1) sikkina benzer sekilde ispat yapilir.



2.1.1. Ozellikler

X’deki fuzzy kiimeler A, B ve C olmak iizere

1) AvO=A, AND=0, Av X=X, AAX=A

(i1)) AvB=BVA, AAB=BAA AVvA=A=AAA

1) Av(BvO)=(AvB)vC,AABAC)=(AAB)AC

(iv) ASB=AVvB=B, A<B=AAB=A

V)AABVO=AAB)V(AAC),,Av(BAC)=(AVvB)A(AVC)

dir [7].

2.1.2. Ozellikler

A ve B, X’de iki fuzzy kiime olmak iizere

() A—D=A

(i) @ =X, X =D, (A) =A

(iii) A< B & B < A°

(iv) (AAB) = A° Vv B*,(Av B)° = A° A B

dir [7].



2.1.2. Teorem

X kiimesi tizerindeki herhangi bir fuzzy kiimesi A olsun.
(i) AA A° = olmak zorunda degildir.

(i) Av A° = X olmak zorunda degildir [7].

2.1.2. Ornek

X={a,b} olmak iizere X’de bir A fuzzy kiimesi A={(a/0,2),(b/0,9)} olarak verilsin.
AANA =D ve Av A° = X midir?

Coziim
A° ={(a/0,8),(b/0,1)} olmak iizere

AAA° =min{f,(x), fA[.(X)} oldugundan A A A° ={(a/0,2),(b/0,1)}# D

Av A =maks{f, (x), f . (x)} tanimina gore Av A ={(a/0,8),(b/0,9)} # X

2.2. Fuzzy Topolojik Uzaylar ve Fuzzy Topolojik Uzaylarda Temel Kavramlar

2.2.1. Tanim

X bostan farkli bir kiime ve 7<1* fuzzy kiimelerinin bir ailesi olsun. Asagidaki
sartlar1 saglayan 7 ailesine X iizerinde fuzzy topolojisi, (X,7 ) ikilisine de fuzzy

topolojik uzay denir.

t) @.Xer (0ler)
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(t,) VALA,,..,A, eT=>NAAET

i=1

(t;) Viel gin Aet=>VAEer

iel

7 topolojisinin her bir elemanina X’de fuzzy acgik kiime, X uzayina gére tiimleyeni

fuzzy acik olan kiimeye de fuzzy kapali kiime denir [2].
2.2.1. Teorem

(X, 7) fuzzy topolojik uzay olmak ilizere k={Ke I* : K fuzzy kapali< K e 1)

seklinde tanimh x (kapalilar) ailesi

k) D.X e k

(k,) VK,.K,,...K, e k= VK, ek

i=1

(ky) Viel igcin K,e k= AK, ek

iel
sartlarini saglar [2].

2.2.2. Tanim

(X, 7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I'* olsun.

A’ =Vv{B:B<ABert)=sup{B:B< A Be 1)}

seklinde tamimlanan fuzzy kiimesine A fuzzy kiimesinin i¢i denir. Tanimdan da

anlasildign gibi A° fuzzy acik bir kiimedir. Ustelik A°, A’nin kapsadigi en genis
fuzzy acgik kiimedir [2].
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2.2.2. Teorem

(X, 7) fuzzy topolojik uzay ve A€ I* olsun. A’mn fuzzy acik kiime olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul A=A° olmasidir [3].

2.2.1. Sonug

(X,7) fuzzy topolojik uzay, A,Be I* ve A’, A fuzzy kiimesinin i¢i olsun. Bu

durumda

(i) X'=x,0"=0

(i) A< A

(i) A” = A°

(iv) AKB= A" <B°

V) (AAB)’ =A° AB°

saglanir [7].

2.2.3. Tanim

(X, 7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I olsun.

A=A{B:A<B,B‘et)=inf{B:A<B,B e}
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ile tanimlanan fuzzy kiimesine A fuzzy kiimesinin kapamsi denir. A kiimesi

tanimdan da anlasildig gibi fuzzy kapali bir kiimedir. Ayrica A, A’y1 kapsayan en
kiiciik fuzzy kapali kiimedir [2].

2.2.3. Teorem

(X, 7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I* olsun. A’nimn fuzzy kapal kiime olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul A= A olmasidir [3].

2.2.2. Sonug

(X,7) fuzzy topolojik uzay, A,B X’in iki fuzzy kiimesi ve A, A’nin kapanisi

olsun. Bu durumda

D) X=X,0=0
(i) A<A
(i) A = A

(ivi ASKB= A<B

(v) (AvB)=AVB

ozellikleri vardir [2].

2.2.4. Teorem

(X, 7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I* olsun. Bu durumda
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(i) A = A°
i) A" = A
dir [7].

2.2.4. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I* olsun. A’y1 ihtiva eden bir B fuzzy agik

kiimesini kapsayan N kiimesine, A fuzzy kiimesinin bir komsulugu denir. Buna gore
N, A’nin fuzzy komsulugu< dBe 7 var 5A<B< N [6].

2.2.5. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve p, X’in bir fuzzy noktasi olsun. p fuzzy noktasin
iceren bir A fuzzy agik kiimesini kapsayan N kiimesine, p’nin fuzzy komsulugu denir
ve p’nin biitiin fuzzy komsuluklarinin ailesi N(p) ile gosterilir. Buna gore

Ne N(p)e=JAet var 3 p< A< N [6].

2.2.6. Tamim

(X, 7) fuzzy topolojik uzay, pe I* ve N(p), p fuzzy noktasimn komsuluklar ailesi

olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler vardir.

N,) VNe N(p)= p<N

N,) VN,,N,e N(p)= N, AN, e N(p)
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N,) Herhangi bir Ne N(p) ve N<M = M € N(p)

N,) Her Ne N(p) i¢cin U < N olacak sekilde dyle bir U € N(p) vardir ki g <U

sartin1 saglayan her g fuzzy noktasiicin N € N(g) dur [6].

2.2.77. Tanim

(X, 7 ) fuzzy topolojik uzay, N(p) X kiimesinde p fuzzy noktasinin komsuluklar ailesi
ve E(p) de N(p)'nin bir alt ailesi olsun. N(p)’nin her N elemanina karsilik E<XN
olacak bicimde E(p)'nin en az bir E eleman1 varsa E(p) ailesine p’nin fuzzy
komsuluklar tabani (fuzzy yerel tabani) denir [6].

2.2.8. Tanim

(X, 7)) fuzzy topolojik uzay ve [ <7 olsun. Her A€ 7 icin A= v B, olacak sekilde

{B,},, < B altailesi varsa f’ya 7 i¢in bir taban denir. Yani;

F.,7 icintabans ¥V Ae 7 igin < B var > A=Bvﬂ,B [7].

2.2.9. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve @ <7 olsun. ¢’nin elemanlarinin her sonlu
kesisimlerinin olusturdugu fuzzy kiimeler sinifi 7 icin bir taban olusturuyor ise ¢

ailesine 7 i¢in bir alt taban denir. Yani;

¢,7 i¢in alt taban & {S/\HS :0 < ¢ ve @ sonlu} 7 ic¢in taban

seklindedir [7].
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2.2.10. Tanim

(X, 7)) fuzzy topolojik uzay ve f,7 i¢in bir taban olsun. X’in bir p fuzzy noktasi i¢in
B, ={B:p<B,Be 5} ailesini goz dniine alahm. p < A olmak iizere, her Ae 7
icin p < B < A olacak sekilde en az bir Be 8 , varsa B , ailesine p fuzzy noktasinin

7 topolojisine gore yerel tabani (lokal tabani) denir [7].
2.2.11. Tamm

X ve Y herhangi iki kiime olsun. X’den Y’ye birebir ve orten bir fonksiyon varsa, X
ve Y kiimelerine elemanlar1 sayis1 bakimindan denktir yada aym kardinal sayiya

sahiptir denir. Herhangi bir X kiimesinin kardinal sayis1 bu kiimenin kardinalitesiyle

belirlenir ve |X | ile gosterilir. Biitiin pozitif tam sayilarin, Z* kiimesinin kardinal

sayist N (alef sifir) ile gosterilir [10,8].
2.2.12. Tamim

Bir kiime sonlu yada kardinalitesi N (alef sifir) ise bu kiimeye sayilabilir kiime, aksi

halde sayilamaz kiime denir [8].

2.2.13. Tanim

(X, 7) fuzzy topolojik uzay ve S, ={f} ailesi 7 'nun biitiin tabanlarinin ailesi olsun.
Her fBe B, icin |ﬁ| kardinal sayilar kiimesinin en kiiciik elemanina (X,7) fuzzy

topolojik uzayinin agirligi (weight) denir ve w(X,7) ile gosterilir [10,8].

o(X,7)= min{|,8| : B,7 nun tabam }

dir.



16

2.2.14. Tanim

(X, 7) fuzzy topolojik uzayi, p X’in bir fuzzy noktas1 ve {E(p)} p’nin komsuluklar
tabanlarinin bir ailesi olsun. |E( p)| kardinal sayilarinin en kiigiik elemanina p fuzzy

noktasinin karakteri denir ve y(p,(X,7)) ile gosterilir [10,8].
x(p,(X,7))=min{ |E ( p)| : E(p), p fuzzy noktasinin komsuluklar tabani }
dir.

2.2.15. Tamim

(X,7) fuzzy topolojik uzaymin her fuzzy noktasinin sayilabilir bir komsuluklar

tabani varsa bu uzaya birinci sayilabilir fuzzy topolojik uzay: denir [7].
2.2.16. Tanim

(X, 7) fuzzy topolojik uzay1 sayilabilir bir tabana sahipse bu uzaya ikinci sayilabilir

fuzzy topolojik uzay1 denir [7].
2.2.5. Teorem

Her ikinci sayilabilir fuzzy topolojik uzayi, birinci sayilabilir fuzzy topolojik uzayidir

[7].
Ispat

(X,7) ikinci sayilabilir fuzzy topolojik uzay1 olsun. O halde sayilabilir bir tabana

sahiptir. £, 7 *nun sayilabilir tabani olsun. S , ={B:p<B,Be [} ailesini goz Oniine

alalim ve bu ailenin p fuzzy noktasmnin komsuluklar tabam oldugunu gosterelim.
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Oncelikle B, < B ve [ sayilabilir olduundan S, ailesi sayilabilirdir. Simdi p < A
olacak sekilde Ae z alalim. f,7’nun tabani oldugundan p < B < A olacak sekilde

Be f vardrr.

p<Bve Be f=Be f3,

O halde p < A olacak sekilde A€ 7 i¢in p < B < A olacak sekilde en az bir Be £,
elemani bulundugundan £, p noktasinin komsuluklar tabanidir. Bu durumda (X, 7 )

fuzzy topolojik uzaymin her noktasinin sayilabilir bir komsuluklar tabami vardir.

Boylece (X, 7)) birinci sayilabilir fuzzy topolojik uzayidir.
2.2.17. Tamim

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve o#={A,}_, fuzzy acik kiimelerin bir ailesi olsun.

iel

Eger X = v A, ise 7= {A,},, ailesine Xin bir fuzzy acik ortiisii denir [9].

iel
2.2.18. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay olsun. X’in her o#={A,}_, fuzzy acik ortiisiiniin sonlu

iel

bir alt ortiisii varsa, (X,7) fuzzy topolojik uzayina fuzzy kompakt uzay denir [9].
2.2.19. Tamim

X bostan farkli bir kiime, #€={A,},, X’in fuzzy alt kiimelerinin bir ailesi ve her

iel

ie Iigin A, nin iiyelik fonksiyonu f, olsun. Eger her sonlu {A,},, icin A A, #O
! ieJ

ailesine sonlu arakesit 6zelligine sahiptir

iel

(Vxe X igin f,, (x)#0)ise #={A}

denir [9].
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2.2.6. Teorem

(X,7) fuzzy topolojik uzay olsun. (X,7) fuzzy kompakt uzay olmasi icin gerekli ve

yeterli kosul X’in fuzzy kapali kiimelerinden olusan ve A K, =& 6zelligine sahip

iel

her x={K,},, ailesi i¢cin en az bir Jc/ sonlu alt kiimesi var Oyle ki
A K, = dir.
Ispat

(=):(X,7) fuzzy kompakt ve A K, = olacak sekilde x ={K,},, fuzzy kapalilar

iel
ailesi olsun. VK e x i¢in K* agik ve v K ;=X oldugundan {K, '}, ailesi X’in
fuzzy acik ortiisii olur. X kompakt oldugundan bu fuzzy agik ortiiniin sonlu bir alt
ortiisii vardir. Boylece J < I sonlu alt kiimesi i¢in v K =Xolup A K, = dir.

ieJ

(<) :X’in herhangi bir {A,},, fuzzy acik Ortiisiinii alalim. Yani X = v A, olsun.

iel iel

Vie Il igin A, fuzzy acik ve A fuzzy kapali olup A A = dir. Bu durumda
hipotezden A A =D olacak bicimde J c I sonlu alt kiimesi vardir. Buradan

v A, = X bulunur. Boylece X’in herhangi bir fuzzy acik oOrtiisiiniin sonlu bir alt

ortiisii vardir, X kompakttir.
2.2.77. Teorem

(X,7) fuzzy topolojik uzay olsun. (X,7) fuzzy kompakt uzay olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul X’in fuzzy kapali kiimelerinden olusan ve sonlu arakesit 6zelligine
sahip x ={K,},_, ailesii¢in A K, # < dir [9].

iel
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Ispat

(=):(X,7) fuzzy kompakt uzay olsun. Kabul edelim ki X ’in fuzzy kapali

kiimelerinden olusan ve sonlu arakesit ozelligine sahip & ={K,} ailesi igin

iel

A K, =& olsun. Yani i€ [ i¢in K, lerin tiyelik fonksiyonu f, ise Vxe X icin

iel

fa x, (X)=0 olsun.

ie

for@=0=1-f, =12 [, (0)=]

ie

>vK =X

iel

olur. Boylece {K,‘},_, ailesi X’in fuzzy agik ortiisiidir. X fuzzy kompakt

iel
oldugundan J c I sonlu alt kiimesi i¢in v K," = X olur.

ieJ

foe@=1=1-f  (0)=0=f,,(x1)=0

ieJ ieJ

Buna gore J < /sonlu alt kiimesi i¢in A K, =@ bulunur. Bu ise x={K,}
ailesinin sonlu arakesit O6zelligine sahip olusu ile celisir. O halde (X,z) fuzzy
kompakt uzay iken sonlu arakesit Ozelligine sahip fuzzy kapali kiimelerin
k={K,}., ailesiicin A K, # < oldugu goriiliir. Terside benzer sekilde gosterilir.

iel
2.3. Fuzzy Kiimelerinin Goriintii ve Ters Goriintii Kavramlari

2.3.1. Tanim

X ve Y herhangi iki kiime ve g: X — Y bir fonksiyon olsun. B, Y’de bir fuzzy

kiimesi ve iiyelik fonksiyonu f, ise bu durumda g~'(B)’de X iizerinde bir fuzzy

kiimesi olup iiyelik fonksiyonu, Vxe X icin
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fgfl(B) (x) = fB (g(x))

seklinde tanimlanir [2].
2.3.2. Tanim

X ve Y herhangi iki kiime ve g : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger A, X’de bir fuzzy
kiimesi ve iiyelik fonksiyonu f, ise g(A)’da Y iizerinde bir fuzzy kiimesi olup

iyelik fonksiyonu, Vye Y icin

sup {f,(0)};g7 (N =D
fg(A) (y) =g )
0,87 (»=9

seklinde tanimlanir. Burada g 7' (y) = {xe X : g(x) = y} "dir [2].

2.3.1. Teorem

X,Y herhangi iki kiime, g : X — Y bir fonksiyon, A, X’de ve B, Y’de fuzzy kiimeler

olsun. Asagidaki 6zellikler vardir:

1) VAe I'* = (g(A)) < g(A°)

2) VBel" = g (B)=(g " (B))"

3) VA, A, e I¥ igin A, <A, = g(A) < g(A,)

4) VB,,B,e 1" i¢in B, <B, = ¢ '(B))< g '(B,)

5) VAS X = A< g ' (g(A))



21
6)VBe 1" = g(g'(B))<B

7) Z herhangi bir kime ve h:Y —Z bir fonksiyon olsun. VCe I” igin
(hog)™(C) = g™ (K™ (C)) dir [2].

Ispat

1) Eger g7'(y) =@ ise esitlik s6z konusudur.

Vye Yigin g7 (y) # D olsun.

Foey )= sup 1f, ()= sup (1= F,(0}= [, (D=1~ inf {f,()

¢ xeg™' (y) xeg™ ()

Frony D =1= Fry ) =1= sup {£,(x))

xeg ™ (y)

oldugundan Vye Yicin f

(A" (y) < fg(A(.)(y) elde edilir. Boylece (g(A))° < g(A°)

oldugu goriiliir.
2)VBe I" ve Vxe X igin

J gy ) = [ (8(0)) = 1= f(g(x))
= ey D Z1=F 5 ) = F gy ()

8

esitliginden Vxe X igin f , . (X)=f ., (x) olup g ' (B)=(g ' (B)) elde

edilir. Diger 6zellikler de benzer sekilde ispatlanir.
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3. FUZZY METRIK UZAYLAR-I

Bu boliimde A. George ve P. Veeramani[ 1]’nin 1994 tarihli makalesindeki gibi fuzzy
metrik uzay ve fuzzy metrik tarafindan iiretilen topoloji tanimi verilmistir. Her fuzzy
metrik uzayin Hausdorff uzay1 oldugu ispatlanmistir. Fuzzy metrik uzaymda dizi ve
Cauchy dizisi tamimlanarak reel sayilar kiimesinin tam fuzzy metrik uzay oldugu
gosterilmistir.

3.1. Fuzzy Metrik Uzay-I ve Ozellikleri

3.1.1. Tanim

*:[0,1]%[0,1] —[0,1] bir ikili islem olsun. Eger bu * islemi asagidaki sartlari

sagliyor ise * iglemine siirekli t-norm denir. V a, b, c, de [0,1] icin;

(1) axb=b*a

(2) (axb)*c=a*(b*c)

(3) * islemi siirekli

(4)a*1=a

(5)a<cveb<dikena*b<c*d[11].

3.1.1. Ornek

(i) a*b=ab

(i) a*b=min(a,b); (V a,be [0,1])

seklinde tanimlanan ikili islemler birer siirekli t-normdur [11].
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Coziim

(i) a*b=ab seklinde tamimlanan ikili islemin siirekli t-norm oldugunu gosterelim.

Va, b, c, de [0,1] i¢in;

(1) a*b=ab=ba=b*a=a*b=b*a

(2) (a*b)* c=(ab)* c=(ab)c=a(bc)=a* (bc)=a* (b* c)

= (a*b)*c=a*(b*c)

(3)(a,), (b,)[0,1] tizerinde iki dizi ve a, —a, b, —b olsun.

a, »aveb, —b=a, b —ab=a, *b —a*b
= * dizisel siirekli

= * siireklidir

(4) ax1=al=a=a*1=a

(5)a<cveb<d=ab<cd=a*b<c*d

O halde * siirekli t-normdur.

(i1) Benzer sekilde a* b=min(a,b) ikili isleminin siirekli t-norm oldugu goriiliir.

3.1.2. Tanim

X bostan farkli bir kiime, * siirekli t-norm ve M, X*X(0,c0) iizerinde taniml bir
fuzzy kiime olsun. Eger asagidaki sartlar saglamyor ise (X,M,*) ii¢liisiine fuzzy

metrik uzay denir. V x, y, ze X ve s, t >0 icin;

1. M(x,y,t)>0
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2. M(x,y,t)=1 & x=y

3. M(x,y,t)=M(y x,t)

4. M(x,y,t) * M(y,z,8) S M(X,Z,t+s)

5. M(x,y,.):(0,00) —[0,1] siireklidir [4].

3.1.1. Not

(1) (X,M,*) fuzzy metrik uzayinda Vx, ye X, t>0 ve O<r<1 i¢in; M(x,y,t)>1-r

oldugunda M(x,y,t,)>1-r olacak bicimde 0<t <t araliginda bir t, bulunabilir.

(2)Herbirr,r,,1,,r,,1,€(0,1)i¢in; r,>r, ikenr, *r, >r, olacak bicimder , ve

her birr, i¢inr, *r, >r, olacak bicimde r. bulunabilir [4].

3.1.1. Lemma

V X, ye X i¢in M(X,y,.): (0,00) — [0,1] azalmayandir [4].

Ispat

M(x,y,.):(0,00) —[0,1] i¢in O<t<s alalim. Kabul edelim ki M(x,y,t)>M(X,y,s) olsun.
M(x,y,t) * M(y,y,s-t) <M(X,y,8)<M(x,y,t) olup fuzzy metrik uzay tanimindan
M(y,y,s-t)=1 oldugunu gore M(x,y,t)* 1=M(X,y,0)<M(x,y,t) bulunur. Bu ise bir
celiskidir. O halde Vx, yeX ve t<s icin M(x,y,t)<M(x,y,s) olup M(x,y,.)
azalmayandir.

3.1.2. Ornek

X=IR ve a*b=ab olsun. V x, ye X ve t>0 icin



M(x,y,t)= L

x|

bi¢ciminde tanimlanir ise (X,M, * ) bir fuzzy metrik uzaydir.
Coziim
1. Vx, ye X ve t>0 i¢in M(x,y,t)>0

2=

2.Mx,y,t)=1 %:I@e r =1

t

e

[x =yl
= —
t

=0 |x—y|:04:)x:y

1 1
3. M(X,y,t): W = W :M(y,X,t)

e’ e’
4. M(x,y,t) * M(y,z,5) <M(X,Z,t+s) oldugunu gostermek igin
r+s t+s
|x - z| < (T)|x - y| + (T)|y - Z|

esitsizligini ele alalim. Buradan

r=q _Je=o |y

t+s t S
|x—] =] [y E i
et <e 't s —e ! e ¢
1 1 1 1
= < = <
l-y] [y |+ =y [y x|
e t e s e t+s e t e s e t+s

= M(x,y,0) * M(y,2,8) SM(x,2,t+5)

25
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5. M(x,y,.):(0,00) = [0,1] siirekli midir? Vz,>0 i¢in;

limM (x, y,t) =lim I _ =

11, 1t |x-»] a |x-»] =]

e ! lime ! e o
11,

= limM (x, y,t) = M (x, y,t,)

11—t

O halde M(x,y,.):(0,00)—[0,1] siireklidir. Boylece (X,M,*) bir fuzzy metrik

uzaydir.

3.1.2. Not

Ornek 3.1.2°de IR yerine herhangi bir X metrik uzaymi ve |x— y| yerine d(x,y)

alabiliriz. Ayrica t-norm olarak a* b=min(a,b) siirekli t-normunu alabiliriz.
3.1.3. Ornek

(X,d) metrik uzay ve a*b=ab olsun. V k, m, ne IR icin

n

kt

M(x,y,t)=——
(x.3.1) kt" + md(x,y)

olarak tanimlansin. Bu durumda (X,M, *) fuzzy metrik uzaydir.
3.1.3. Not
Yukaridaki 6rnek a*b=min(a,b) t-normu i¢inde gecerlidir. Ayrica k=m=n=1 alinarak

fuzzy metrik M (x,y,t) = . seklinde tanimlanabilir. Bu sekilde tanimlanan
t+d(x,y)

fuzzy metrigine d metrigi tarafindan indirgenen standart fuzzy metrik adi verilir.



27

3.1.1. Sonug
Her metrik uzay fuzzy metrik uzaydir. Ancak tersi dogru degildir.

3.1.4. Ornek

(X,d) metrik uzay ve a,be [0,1] olmak iizere a*b=ab olsun. t>0 i¢in;

t
MGyt)=— L
0= )

seklinde tanimlanirsa (X,M, * ) fuzzy metrik uzaydir.
Coziim
1. t€ (0,00) ve metrik tanimindan d(x,y) =0 olup M(x,y,t)>0 dur.

2. Vx,ye X ve t >0 igin;

M(x,y,l’):1@;:1@61()@)}):0{:})(:y
t+d(x,y)

3. Metrik tamimindan d(x,y)=d(y,x) olup

t

M 9 7t = =
(*.3.1) t+d(x,y) t+d(y,x)

=M(y,x,t)

4.¥x,y,ze X ve s,t>0 icin M(x,y,t)*M(y,z,8) <M (x,z,t+s) esitsizliginin
saglandigim1  gorelim. Metrik tanimina gore d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) ve

t+s r+s .
—— >1,——>1 oldugundan;
t s
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= d(x,2) < <’+Ts>d<x, N+ (”Ts>d<y, )

N d(x,z) < d(x,y) N d(y,z)

t+s t K
N d(x,z) < sd(x, y)+1td(y,z)
t+s St
:>l+d(x,z) <1459 y)+d(y,2)
t+s st
:>t+s+d(x,z) < st +sd(x,y)+td(yiz)
t+s st

d(x,y)d(y,z) =0 oldugundan

- t+s+d(x,z) < st+sd(x,y)+td(y,z) < st+sd(x,y)+td(y,z)+d(x,y)d(y,z)
t+s B st B st
st < t+s

- >
st+sd(x,y)+td(y,z)+d(x,y)d(y,z) t+s+d(x,2)

t S < r+s

=( s
t+d(x,y) s+d(y,z) t+s+d(x,2)
=>Mx,y,t)¥M(y,z,8) S M(x,z,t+5)

5. Vx,ye X vet, > Oigin;

, lim¢ ¢
limM (x, y,f) = lim =T = y =M (x,y,1,)
1=ty =0 t+d(x,y) limt+d(x,y) t,+d(x,y)
11,

oldugundan M(Xx,y,.):(0,00) —[0,1] siireklidir. Boylece M, X {izerinde bir fuzzy

metrik ve (X,M, *) bir fuzzy metrik uzaydir.

3.1.5. Ornek

X = IN ve a*b=ab olsun. Her t>0 i¢in;



seklinde tanimlanir ise (X, M ,*) bir fuzzy metrik uzaydir.
Coziim
1. Vt>0 ve x,ye IN i¢in M (x,y,t) >0 oldugu agiktir.

2.¥x,ye IN ve t >0 icin M (x,y,t) =1 x =y oldugunu gorelim.

@) xSy:>M(x,y,t)=£=1<:>x=y
y

() ySx=>MxyH=2=lox=y
X

3. Vx,ye IN ve t >0 i¢in

4. Vx,y,zeIN ve s,t>0 icin M(x,y,t)*M(y,z,8) <M (x,2,t+5)

gorelim.

Kabul edelim ki x < y olsun.

29

oldugunu
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(1) x<y<zise M()c,y,t)zﬁ,M(y,z,s):2 ve M(x,z,H—s):f olup
y Z Z
M(x,y,t)*M(y,z,s)=£2=£=M(x,z,t+s)
yz z
.. . X Z X
(i) x<z<yise M(x,y,t)=—,M(y,z,5)=— ve M(x,z,5+t)=— olup
y y Z

M(x,y,t)*M(y,z,8) = =M(x,z,t+5)

< | =
< |
IN
N =

(i) z < x <y ise M(x,y,0)=2,M(y,2,5) =~ ve M(x,z,t+5)=— olup
y y x

M(x,y,t)*M(y,z,8) = =M(x,z,t+5s)

< | =
< |

IN
= |~

Benzer sekilde y < x i¢inde M (x,y,t)* M (y,z,5) < M (x,z,t+s) oldugu goriiliir.
5. Vt, >0 i¢in;
limM (x, y,t) = M (x, y,t,)

oldugu aciktir. Bu sebeple M(x,y,.):(0,00) —[0,1] siireklidir. Boylece (X,M,*) bir

fuzzy metrik uzaydir.
3.1.4. Not

Ornek 3.1.5°de verilen M (x, y,t) icin
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M(x,y,t))=——
(.3:1) t+d(x,y)

olacak bicimde X’de hi¢bir d metrigi yoktur. Ayrica a*b =min(a,b) t-normu

almirsa M fuzzy metrik degildir.

3.2.Fuzzy Metrik-I Tarafindan Uretilen Topoloji ve Ozellikleri

3.2.1. Tanim

(X,M ,*) bir fuzzy metrik uzay ,xe X,0<r <1 ve ¢ >0 olsun. Bu durumda
B(x,r,t)={ye X :M(x,y,t) >1—r}

kiimesine x merkezli ve r yarigapl agik yuvar denir [4].

3.2.1. Teorem

Her acik yuvar acik bir kiimedir [4].

Ispat

B(x,r,t) acik yuvarim ele alalim. ye B(x,r,t) keyfi bir nokta olsun. B(x,r,t) nin

tanimindan;
ve B(x,r,t) > M (x,y,t)>1—r

M(x,y,t)>1—r= M(x,y,t,) >1—r olacak bicimde 0<t, <t aralifinda bir ¢,

bulunabilir.
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r, =M(x,y,t,) olsun. r, =M(x,y,t,) >1—r oldugundan r, >1—s>1-r olacak
bicimde O<s <1 aralifinda bir s bulunabilir. Ayrica 7, >1—s olacak bi¢imde
verilen r, ve s i¢in 1, *r, 21—s sarim saglayan O0<r <1 aralifinda bir r

bulunabilir.

Simdi B(y,l-r,t—t,) ac¢ik yuvarini goz Oniine alalim. Gosterelim ki

B(yl-r,t—t,) C B(x,r,t) dir.

ze B(y,l-r,t—t,) olsun. O halde M(y,z,t—t,)>1-(1~-r)=r"dir. Bundan

dolay1

M (x,z,t) 2 M (x,y,t,) *M(y,z,t —t,)
=>Mx,z,t)>1r %, 21—s
=>M(x,z,t) >1—r

= z€ B(x,r,t)

olur. Boylece B(y,l—r,t—t,) € B(x,r,t) bulunur. ye B(x,r,t) keyfi secildiginden
her ye B(x,r,t) i¢in en az bir B(y,l-r,t—t,) ac¢ik yuvart vardir dyle ki

B(yl-r,t—t,) € B(x,r,t) olur. Buradan B(x,r,t) agik bir kiimedir.

3.2.1. Sonug

(X, M ,¥) bir fuzzy metrik uzay olsun.

7, ={AcX:VxeA i¢cin B(x,r,t) A olacak bicimde t>0 ve O<r<1l aralifinda r

var}

seklinde tanimlanan 7,,, X tizerinde bir topolojidir [4].
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Ispat

t,) @ kiimesinin hicbir elemani olmadigindan @’nin elemanlarini merkez kabul eden
agik yuvar bostur. Dolayisiyla @ tarafindan kapsanir. O halde @€ 7,, *dur. V xe X ve

O<r<I i¢in B(x,r,t) c X oldugundan Xe 7,, olur. Boylece @, Xe 7, ’dur.

t,) ALA,,...,A, €T, olsun.

i) (A =0= (4,7,
i=1 i=1

(ii) ﬁAi #@ olsun.
i=1

dxe nAi vardir. Bu durumda Vi=1,2,..n i¢cin xe€ A, ve A, € 7, ’dur. O halde

i=1

Vi=l,2,...ni¢in B(x,r,,t) C A,olacak bicimde 0<r,<1 ve t>0 vardir.
Vi=1,2,...ni¢in r=min{ r; } diyelim.

= Vi=1,2,...,ni¢in B(x,r,t) C B(x,r,,t) C A, olacak bi¢imde O<r<1 ve t>0 var

= B(x,r,t) C ﬂAi

i=1

:>ﬁA,.e Ty

i=1

t){A )., T, = UAI. € 7,, oldugunu gorelim.

iel

(1) U A =X= UAI. € 7,, oldugu aciktir.

iel iel
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(i) | A, # 9 olsun.

iel

dxe UAZ, vardir. Bu durumda Ji,e/ i¢in xe€ A, ve A €7, dir. O halde

iel

diy eI i¢in B(x,r,t) C Al.o olacak bigimde O<r<1 ve t>0 vardir.

A, C UAl. oldugundan O<r<Il ve t>0 i¢in B(x,r,f)C A, C UAl. olur. Buradan

iel iel

B(x,r,t) c UAZ, olacak bicimde O<r<l ve t>0 var oldugu goriiliir. O halde

iel

UAi € 7, dur.

iel
Boylece 7,,, X lizerinde bir topolojidir.
3.2.2. Sonug

(X, 7,,) topolojik uzay ve xe X olsun. Buna gore
11

E(x)={B(x,—,— ):ne IN}
nn

ailesi x’in yerel (komsuluklar) tabanidir.
Ispat

Komsuluk tanimindan N, x’in bir komsulugu ise xe UcN olacak bi¢cimde en az bir

UcX agig vardir. Uc X agik oldugundan B(x,r,t) c U olacak bigimde O<r<1 ve t>0

vardir. l<1r ve l<t olacak sekilde ne IN secelim. Simdi B(x,l,l)cB(x,r,t)
n n nn

oldugunu gorelim.
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ze B(X, l,l ) olsun. O halde M(x,z, l )>1- l >1-r olur.
nn n n

M(x,z, l )* M(z,z,t- l ) <M(X,z,t)
n n

dir. M(z,z,t—l )=1 oldugundan M(x,z, l )<M(x,z,t) olur. Ayrica M(x,z, l >1-r
n n n
esitsizliginden M(x,z,t)>1-r bulunur. Buna gore ze B(x,r,t)’dir. Boylece
11
=B(x,—,—)cBx,r,t)
nn
11
=BX,—,—)cBx,rnt)cUcN
nn

:B(x,l,l)cN
nn

O halde x’in her N komsulugu igin B(x,l,l)cN olacak bicimde en az bir
nn

B(x, 1 , 1 )€ E(x) bulunabileceginden E(x), x’in yerel (komsuluklar) tabanidir.
nn

3.2.1. Not

Sonu¢ 3.2.2°de tanimlanan E(x) ailesinin her bir eleman1 dogal sayilar tarafindan
indislendiginden E(x) sayilabilir bir ailedir. Bu sebeple E(x), x’in sayilabilir
komsuluklar tabanidir.

3.2.3. Sonug

(X,M, *) bir fuzzy metrik uzayi olmak iizere
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7,={AcX : VxeA igin B(x,r,t) A olacak bicimde t>0 ve O<r<l aralifinda r

var}

seklinde tanimlanan (X, 7,, ) topolojisi birinci sayilabilir uzaydir [4].
3.2.2. Teorem

Her fuzzy metrik uzay Hausdorff uzayidir [4].

Ispat

(X,M, *) bir fuzzy metrik uzayi,x, ye X ve x#y olsun. Fuzzy metrik tanimina gore

x# Yy oldugundan O<M(x,y,t)<1’dir. Buradan r=M(x,y,t) dersek O<r<1 olur. r<r,<1

olacak bi¢cimde her bir r, i¢in r, *r, 2 r, esitsizligini saglayan r, bulunabilir.

Simdi B(x,l—rl,%t) ve B(y,l—rl,%t) acik yuvarlarim ele alalim. Gosterelim ki

B(x,1-r, ,lt) N B(y,1— rl,lt) =@ dir.
2 2
. ) 1 1
Kabul edelim ki B(x,1—-r, ,Et) N B(y,l-r, ,Et) # (@ olsun.

= Jze B(x,l—rl,%t) N B(y,l—rl,%f)

:>M(x,z,ét)>l—(1—r1):r1 ve M(y,z,%t)>1—(l—rl)=r1

r=M(xy,0) 2 M(x, z,%t) *M(z,y,ér)
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:>7’>7’1*}"1
=>r>r
=>r>r

Bu ise bir celiskidir. O halde x,ye X ve x#Yy igin;
1 1
B(x,1- rl’Et) N B(y,1— rl,Et) =0

dir. Buna gore (X,M, *) fuzzy metrik uzayr Hausdorff uzayidir.
3.2.2. Tanim

(X,M, *) bir fuzzy metrik uzay ve A, X’in bir alt kiimesi olsun. Eger Vx,ye A i¢in

M(x,y,t)>1-r olacak bicimde t>0 ve O<r<1 varsa A c X kiimesi F-sinirlidir denir [4].
3.2.3. Teorem

(X,M, *), d metrigi tarafindan indirgenen bir fuzzy metrik uzay ve A, X’in bir alt
kiimesi olsun. AcX kiimesinin F-simnirli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A’nin
sinirli olmasidir [4].

Ispat

(=):AcX kiimesi F-sinirli olsun. O halde Tanim 3.2.8.°den Vx,ye A icin
M(x,y,t)>1-r olacak bicimde t>0 ve O<r<1 vardir. Buradan Vae A i¢in xe AcX

olup M(x,a,t)>1-r

=ae Bx,r,b)

= A cB(x,1,t) olacak sekilde xe X, t>0 ve O<r<1 vardir.

Boylece A sinirhdir.
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(&):AcX kiimesi sinirl olsun. Buna gére Ac B(x,1,t) olacak bigimde xe X, t>0
ve O<r<l vardir. O halde Va, be A icin a, be B(x,r,t) olup M(x,a,t)>1-r ve
M(x,b,t)>1-r’dir. Buradan V a,be A i¢in;

M(a,b,2t) > M(a,x,t) * M(x,b,)
= M(a,b,2)>(1-r) * (1-r)

O<r<l igin (1-r)*(1-r)>1-s olacak bigimde O<s<l vardir. Ayrica 2t=t" dersek
V a,be A icin M(a,b,t")>1-s olacak sekilde ¢">0 ve O<s<1 bulunur. O zaman A, F-
sinirhdir.

3.2.4. Teorem

(X,M, *) bir fuzzy metrik uzay olsun. X’in her kompakt alt kiimesi F-sinirlidir [4].

Ispat

X’in kompakt bir A alt kiimesini géz Oniine alalim. t>0 ve O<r<l olmak iizere

{ B(x,r,t): x€ A} ailesi A’nin bir agik Ortiisii olsun. A kompakt oldugundan

Ac OB(xi,r,t)

i=1

olacak bi¢imde x,x,,....,x, € A vardir. x,ye A olsun. O zaman xe B(x,,r,t) ve

ye B(x T r,t) olacak sekilde 1<, j <n vardir. Bundan dolay1

=>Mx,x,t)>1-r
:>M(x,xj,t) >1l—r

dir. o = min{M(xl.,xj,t) :1<14, j <n} diyelim. O zaman ¢ > 0 dir.
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M('x’y’?’t) ZM(x,xlvt)*M(xlvxjat)*M(xj,y,t)
=>Mx,y3)>A-r*(1-r*a

3t=t" ve 1-r)*(1—r)*a >1-s olacak bi¢cimde O<s<1 alalim. Boylece Vx,ye A

icin M(x,y, t")>1-s olur. Buna gére A, F-sinirlidir.

3.2.4. Sonug

Bir fuzzy metrik uzayda her kompakt kiime kapali ve sinirlidir [4].

Ispat

Her fuzzy metrik uzay Hausdorff uzay1 ve Hausdorff bir X uzayinin her kompakt alt

kiimesi X de kapal1 oldugundan;

A c X kompakt= A c X kapalidur.

Ayrica Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4’den

A c X kompakt=> A F-sinirhidir= A smirhdir.

3.2.3. Tanim

(XM, *) bir fuzzy metrik uzay ve IN dogal sayilar kiimesi olsun. V ne IN icin

f(n)=x, € X olmak lizere f:IN—X seklinde tanimlanan her fonksiyona X fuzzy

metrik uzayinda bir dizi denir ve (x,),.,, veyakisaca (x,) ile gosterilir.

3.2.4. Tanim

(X,M, *) bir fuzzy metrik uzay, (x,) X’de bir dizi ve x,€ X olsun. Her O<r<I

sayisina karsihk n >n, iken M(x,,x,,t) >1—r olacak sekilde en az bir n, € IN
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sayis1 varsa (x,) dizisi x, noktasina yakinsiyor denir ve x, — x, veya limx, = x,

n—oo

ile gosterilir.

x, = x, = V0<r<licin In,e IN var 5Vn=2n, = M (x,,x,,t) >1-r

x, > x,V0<r<licin 3n, e IN var 5Vn=n, = x, € B(x,,r,t)

3.2.5. Teorem

(X,M, *) bir fuzzy metrik uzay ve (x,) X’de bir dizi olsun. x, — x olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul n— oo icin M (x,,x,t) — 1 olmasidir [4].

n>

Ispat

(=) :Kabul edelim ki x, — x olsun. O zaman 0<r<1 i¢in en az bir n, € IN var Oyle

ki her n > n, iken x, € B(x,r,t) dir. Buradan

x, € Bx,r,t) => M (x,,x,t) >1—-r

n>

=>1-M(x,,x,t)<r

Boylece n— o i¢in M (x,,x,t) —1 olur.

(&):n— oo iken M(x,,x,t) =1 ise O<r<I i¢in en az bir n, € IN vardir ki her

n?’

n=n, iken 1-M (x,,x,t) <r olur. O halde

1-M(x,,x,t)<r =>M(x, ,x,t)>1-r

= x, € B(x,r,t)
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Buradan da x, — x elde edilir.

3.2.5. Tanim

(X,M, *) fuzzy metrik uzayda bir (x,) dizisinin Cauchy dizisi olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul p>0 ve t>0i¢in limM (x,, ,x,,t) =1 olmasidir [4].

n+p?

3.2.6. Tanim

Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu uzaya tam fuzzy metrik uzay denir [4].
3.2.1. Uyan

Tamim 3.2.5’e gore IR tam fuzzy metrik uzay degildir [4].

3.2.1. Ornek

(IR ,d) metrik uzay, d(x,y) =|x—y| ve a*b=ab olsun.

My =— b
0= )

biciminde tanimlanirsa (/R ,M, * ) fuzzy metrik uzaydir. Bu uzayda

S, ST S
2 3 n

olacak bicimde (.S, ) dizisini ele alalim. Her p>0 i¢in;
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M(S,,,.S,.1) = ! -— ! 1
e ] I R S +ot
n+l n+2 n+p
= limM(S,.,,S,.t)=1

n—oo

olur. O halde (S, ) dizisi (/R ,M, *) fuzzy metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. Eger

IR tam fuzzy metrik uzay ise en az bir xe IR noktast vardir ki n — o iken

M(S,,x,1) —1dir.

t

M(S ,x,t) >l =>n—>o iken —— —>1
Sn—x|

n?’

t+

=n—ocoiken |[S,-x—0

=S5, —x

olmalidir. Ancak /R ’de bu dogru degildir. Bu sebeple IR tam fuzzy metrik uzay
degildir.

Simdi IR ’yi tam fuzzy metrik uzay yapmak i¢in Cauchy dizisi tanimim asagidaki

gibi verelim.
3.2.7. Tanim

(X,M, *) fuzzy metrik uzayimnda bir (x,) dizisinin Cauchy dizisi olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul her bir £ >0,7>0 i¢in Vm,n 2n, iken M(x,,x,t) >1—€ olacak

sekilde dn, € IN sayisinin bulunmasidir [4].

3.2.5. Sonug

Tanmim 3.2.7°de verilen Cauchy dizisi tanimina gére /R tam fuzzy metrik uzaydir.



43
Ispat

(IR M, *) fuzzy metrik uzay ve (x,) IR ’de bir Cauchy dizisi olsun. O halde tanima
gore her &£>0,>0 i¢in 3dn,e€IN vardir oyle ki Vm,n=n, iken

M(x,,x,t)>1—¢’ dir. Buna gore Vn=n, iken M(x,,x

> ny ?

t)>1—¢& olur. Yani

x, € B(x, ,€,t) dir.

A={x, ,x, ., X .} diyelim.

ny ny+2°°*

= AC B(x, ,£,1)

= A smrl
B={x,,x,,...x, ;} diyelim.

= B sonlu

= B smurh

(x,)=AuUB oldugundan (x,) smrhdir. Bolzano-Wierstrass teoremine gore
IR ’nin sonsuz elemanli sinirlt her alt kiimesinin en az bir yigilma noktas1 vardir.

Buna gore xe (xn5 C (xnj dir.
X€e (xnj = x, — x olacak bicimde (x, ) € (x,) vardir.
x, 2 x & V0<r<licin 3n € IN var >Vn, 2n, iken x, € B(x,r,1)

x, = x & V0<r<lic¢in dn € IN var >Vn, 2n, iken M(x, ,x,t)>1-r

n

n, = maks{n,,n,} diyelim.Vn,n, > n, i¢in
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M(x,,x2t)2M (x,,x, ,)*M(x, ,x,t)>(1-¢€)*(-r)

n?

>0 ve O<r<l i¢in (1-&)*(1—r)>1—s olacak bicimde O<s<1 vardir. Ayrica

2t =t dersek

M(x,,x,t)>1—s= x, € B(x,s,t)

n?’

olur. Buna gore x, — x bulunur. Boylece IR tam fuzzy metrik uzaydir.

3.2.8. Tanim

(X,M, *) bir fuzzy metrik uzay, xe X, O<r<1 ve t>0 olsun. Bu durumda
B[x,r,t]={ye X:M(x,y,t) = 1-r}

kiimesine x merkezli ve r yarigaph kapali yuvar denir [4].

3.2.1. Lemma

Her kapali yuvar kapali bir kiimedir [4].

Ispat

(X, M, *) fuzzy metrik uzay, xe X, O<r<1 ve t>0 olmak iizere B[x,r,t] kapali yuvarim
ele alalm. ye le, r,t| olsun. X birinci sayilabilir uzay oldugundan y, — y olacak
bi¢cimde (y,) C B[x, r,t] vardir.

(y,) € Blx,r,t]= Vne IN icin M(x,y t)>1-r

Ayrica y, — y oldugundan verilen her bir £>0 icin M(y,,y,€) —1’dir. Buna

gore



M(x,y,t+€2M(x,y,,0)¥*M(y,,y,€)
=>M(x,y,t+&)=2limM(x,y,.t)*limM(y,,y,€E)

n’

Ozel olarak ne IN icin € = l alinirsa M (x, y,t + l) >1-—r olur.
n n

. 1
=>Mx,y,t)y=limM(x,y,t+—)=1—-r
n—oo n

=>Mx,y,t)=21-r
= ye B[x,r,t]

olur. Boylece B|x,r,t| c B[x, r,t] olur. Bundan dolay1 B[x,r,t] kapalidir.

45
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4.FUZZY METRIK UZAYLAR-II

Bu kisimda Kankana Chakrabarty , Ranjit Biswas ve Sudarsan Nanda tarafindan
1998 yilinda tanmimlanan fuzzy metrik uzay incelenmistir. [5] makalesindeki fuzzy
metrigi kullanarak fuzzy kiimelerinin ailesi {lizerinde bir topoloji olusturuldugu
gosterilmistir.

4.1. Fuzzy Metrik Uzay-II Tanimi ve Temel Kavramlar

4.1.1. Tanim

X#@ bir kiime ve u, fonksiyonu I* xI*’den [0,1] kapali aralifina asagidaki

sekilde tanimlansin. VA, Be I* olmak iizere

Hx (A.B)=sup|A(x) - B(x)

xeX

iy e I de bir fuzzy metrik ve (1%, 4, ) ikilisine X’in bir fuzzy metrik uzay1 denir

[5].
Tanmimlanan bu fuzzy metrigin asagidaki 6zellikleri sagladigim gosterelim.

(i) Pozitif tanimlhidir.

Vxe X igin |A(x) - B(x)| 20 oldugundan sup|A(x) - B(x)| 20= z, (A,B)20

xeX

(i1) Simetri 6zelligi vardir.

1y (A,B)=sup| A(x) — B(x)| = sup| B(x) — AG)| = i1, (B,A)=> sz, (AB)= 1, (B,A)

xeX xeX
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(iii) 4, (A,B)=0¢> A=B’dir.

Uy (A,B)=0< sup|A(x) — B(x)|=0

xe X
& Vxe X igin |A(x) - B(x)|=0& Vxe X igin A(x)—B(x)=0

< Vxe X icin A(x) = B(x) < A=B
(IV) ﬂX (A,B) S ﬂX (A,C)+ ;LlX (C,B)’dir'

Uy (AB)= su£|A(x) - B(x)|= su£|A(x) —C(x)+C(x)— B(x)
< sup{ |A(x) - C(x)|+|C(x) - B(x)| }

< sup|A(x) — C(x)| + sup|C(x) — B(x)|

xe X xeX
< 4, (AC)+ i, (C,B)
4.1.2. Tanim

(I*,u,) X’in bir fuzzy metrik uzay1 ve IN dogal sayilar kiimesi olsun.
Vne INigin f(n)=A,eI* olmak iizere f:IN — " seklinde tanimli her

fonksiyona I* iizerinde tammli bir dizi denir ve (A,),., veya kisaca (A,) ile

gosterilir.

4.1.3. Tanim

(I, 4, ) X’in bir fuzzy metrik uzay1, (A ) I* *de bir dizi ve Ae I* olsun. Eger her
£>0 i¢in n>n, iken u, (A,,A) <& olacak sekilde en az bir n, € IN sayis1 varsa

(4,) dizisi A’ya F-yakinsaktir denir [5].
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(A,) dizisi A’ya F-yakinsaktir < V £>0 icin In,eIN var 3V nzn,

= Uy (A,,A) <€

n>

4.1.4. Tanim

Uy, 1" de bir fuzzy metrik ve (A,), 1% de bir dizi olsun. Eger her £>0 igin

m,n>n, iken i, (A, ,A,) <& olacak sekilde en az bir n, € IN sayis1 varsa (A,)

m?

dizisi F-Cauchy dizisidir denir [5].

(A,) dizisi F-Cauchy dizisidire V €>0 i¢in In,e IN var >3V mn>n,

= Uy (A,,A)<E

m?

4.1.5. Tanim

(1%, u,) X’in bir fuzzy metrik uzay1 ve (A,) < I bir F-Cauchy dizisi olsun. Eger
(A,) dizisi X’in bir fuzzy kiimesine F-yakinsak ise (1%, u, ) fuzzy metrik uzayina

F-tamdir denir [5].

4.1.6. Tanim

Uy, I iizerinde ve u,, I" tizerinde birer fuzzy metrik, Ae I* ve f:X —Y bir

fonksiyon olsun. Be I* olmak iizere

f fonksiyonu Ae I* de F-siireklidir < Ve > 0 igin 36 >0 var > i, (A, B) < & iken
My (f(A), f(B)) <€ [5].

4.1.7. Tanim

(I, 4, ) X’in bir fuzzy metrik uzay1, re (0,1) ve Ae I olsun. Bu durumda
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S(A,r)={Be I :u,(B,A)<r}

kiimesine A merkezli ve r yarigapli F-acik yuvar ve

S(A,r)y={BeI” :u,(B,A)<r)

kiimesine de A merkezli ve r yaricapli F-kapal1 yuvar denir.

Ae I* ve £>0 olmak iizere S(A, €) F-acik yuvarina A'nin & yarigaph F-kiiresel

komsulugu veya F-komsulugu denir [5].
4.1.1. Not

(I*,u,) fuzzy metrik uzayinda her F-agik yuvar (F-kapali yuvar) bos kiimeden
farkldir.

4.1.2. Not

Tanim 4.1.7’ye gore X’in A fuzzy kiimesi ve r,r,€ (0,1) icin O<r, <r, iken

S(A,r) C S(A,1,) C S(A,r,) dir [5].

4.2.Fuzzy Metrik-II Tarafindan Uretilen Topoloji ve Ozellikleri

4.2.1. Tanim

G, I ’in bir alt ailesi olsun. Eger her A€ G igin S(A,r) G olacak bigimde en az bir

r>0 varsa G’ye F-agik kiime denir.

G F-acik kiimedir & V Ae G i¢in S(A,r) c G olacak bicimde 3r>0 vardir [5].
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4.2.1. Not

Bu tanima gore agiktr ki @ ve ™ F-agik kiimelerdir.

4.2.1. Teorem

(I, 1, ) X’in bir fuzzy metrik uzay1 olsun. Fuzzy metrik uzayda her F-agik yuvar F-

acik kiimedir [5].

Ispat

(I*, u, ) iizerinde S(A,r) F-agik yuvarini ele alalim.

BeS(Ar)= uy (B,A)<r=r-u, (B,A)>0

r=r- ity (B, A) diyelim ve S(B,r;) ©S(A,r) oldugunu gorelim.

CeSB,n)= uy(C.B)<r,=r— Uy (B,A)

=> U, (C,B)+u,(B,A)<r

Fuzzy metrik tanimina gore u, (C,A) < u, (C,B)+ (B, A) oldugundan

= U, (C,A)<r
=Ce S(A,r)

bulunur. Buna gore S(B, r,) ©S(A,r) olur. O halde ¥ Be S(A,r) icin S(B, ;) ©S(A,r)

olacak bicimde 37, >0 bulunacagindan S(A,r) yuvart F-a¢ik kiimedir.
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4.2.2. Teorem

(I*,u, ) fuzzy metrik uzay ve G I” olsun. G’nin F-agik olmast igin gerekli ve

yeterli kosul G’nin F-a¢ik yuvarlarin birlesimi seklinde yazilmasidir [5].
Ispat
(=):G, F-acik olsun.

G, F-acik= V Ae G icin S(A,r) c G olacak bicimde 3r>0 vardir
= VAeGicin Ae S(Ar)cG

= JacUsuncl o

AeG AeG AeG

=Gc|JSArcG

AeG

=G=JSAn

AeG

(<) :G, F-acgik yuvarlarin birlesimi seklinde yazilsin. Yani

G=Jsr

AeG

olsun. Eger Be G ise G = US (A,r) oldugundan 3S(A,r) F-acik yuvart vardir ki

AeG
Be S(A,r)’dir. Her F-acik yuvar F-acik kiime oldugundan Be S(A,r) igin

S(B, r;) ©S(A,r) olacak bigimde en az bir r,>0 vardir yle ki r, <r’dir.

—S(B,r) cS(A,) =G
—SB,r) <G
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Her Be G i¢in S(B, r,) G olacak sekilde en az bir 7,>0 bulundugu i¢in G, F-a¢ik

kiimedir.

4.2.3. Teorem

(I, 1, ) X’in fuzzy metrik uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler vardir.
(1) F-acik kiimelerin sonlu sayida kesisimi F-aciktir.

(i1) F-acik kiimelerin keyfi sayida birlesimi F-agiktir [5].

Ispat

(1) i=1,2,...,n olmak iizere {G,} F-acik kiimelerin sonlu ailesi olsun. G:nGi
i=1

diyelim.

Eger ()G, =@ ise G =[G, F-agiktr.

i=1 i=1

ﬂGi #@ ve Ae nGi olsun. Bu durumda her i=1,2,..,n i¢cin Ae G, dir. Her
i=1

i=1
i=1,2,..,n i¢in G, ’ler F-acik kiime oldugundan S(A,r,) < G, olacak bicimde Fr, >0

vardir.
r=min{ r,,7,,...,r, } dersek
= Vi=L2,.,nicin S(A,r) CG,

= S(A,r)cG=()G,

i=1
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dir. Buna gore G, F-acik kiimedir.

(i) {G,},, F-agik kiimeler ailesi olsun. G= | JG, diyelim.

iel

UG, =1" ise | JG, . F-agik kiimedir.

iel iel

UGi #0 ve Ae UGi olsun. Bu durumda en az bir i, € Ii¢cin A€ G, "dir. G, , F-

iel iel

acik oldugundan S(A;r)c G, olacak bi¢cimde en az bir r>0 vardir. Ayrica

G, <|JG, olup 3r>0 icin S(A,r)c | JG, bulunur. O halde G=|_JG, kiimesi F-

iel iel iel

aciktir.

4.2.1. Sonug

Tamim 4.1.1°de verilen g, fuzzy metrigi 1* kiimesi iizerinde bir topoloji tanimlar.
4.2.2. Tanim

(I*,u,) fuzzy metrik uzay, G<I* ve AelI* olsun. A kiimesinin her F-

komsulugunda G’nin en az bir elemani varsa A’ya G’nin F-degme noktasi denir [5].
A, G’nin F-degme noktasidir & VS(A,r) F-acik yuvari i¢in S(A,r)NG #0

4.2.3. Tanim

(I*,u,) fuzzy metrik uzay, GcI* ve Ael” olsun. A kiimesinin her F-

komsgulugunda G’nin A’dan farkli en az bir elemam varsa A’ya G’nin F-yi§ilma

(limit) noktas1 denir [5].
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A, G’nin F-y1@ilma noktasidir & VS (A, r) F-agik yuvari i¢in (S(A,r)—A) NG =0

4.2.4. Tanim

(I*,u, ) fuzzy metrik uzay ve G < I'* olsun. G’nin biitiin F-y1gilma noktalarinin
Hy y y

kiimesine G’nin F-tiiretilmis kiimesi denir ve G~ ile gosterilir [5].

4.2.5. Tanim

(I*, u, ) fuzzy metrik uzay, G < I* ve A, G’nin F-degme noktast olsun. A’nin en

az bir F-komsulugunda G’nin A’dan farkli hi¢cbir elemani yoksa A’ya G’nin F-izole
(ayrik) noktasi denir. Yani G’nin F-y1gilma noktasi olmayan F-degme noktasina

G’nin F-izole noktasi denir [5].

4.2.6. Tanim

(1, u, ) fuzzy metrik uzay, G < I* ve Ae I'* olsun. A’nin G’ye uzaklig
My y y

d(A,G) =inf{u, (A, B): Be G}

seklinde tanimlanir [5].

4.2.4. Teorem

(1*,u,) fuzzy metrik uzay, G I1* ve AeI* olsun. A’'nin G’nin F-degme
My y y

noktasi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul d(A,G)=0 olmasidir [5].

Ispat

(=) :A, G’nin F-degme noktas1 olsun. Gosterelim ki d(A,G)=0"dur.
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Kabul edelim ki d(A,G) inf{u, (A,B): Be G} =r >0 olsun. Bu durumda
1 x 1

S(A,—r)={Bel” :u,(B,A)<—r}
2 2

F-acik yuvar1 G’nin hi¢bir elemanini icermez. Yani;
1

S(A, > NnNnG=9

olur. Buna gore A, G’'nin F-degme noktas1 degildir. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece A,
G’nin F-degme noktasi ise d(A,G)=0’dur.

(&) :d(A,G) =inf{u, (A,B): Be G}=0 olsun.

(i) Ae G’dir. Bu durumda her A merkezli S(A,r) F-acik yuvar i¢in S(A,r)"G# @
olup A, G’nin F-degme noktasidir.

(i) A¢ G ise d(A,G)=0 oldugundan S(A,r)={Be I* : u,(B,A)<r} F-acik yuvan

G’nin en az bir elemanini icerir. Buna gore de A, G’nin F-degme noktasidir.

4.2.7. Tanim

(I*,u,) fuzzy metrik uzay ve G < I* olsun. G’nin biitiin F-degme noktalarinin

kiimesine G’nin F-kapanis1 denir ve G ile gosterilir [5].
4.2.8. Tanim

(I*, u, ) fuzzy metrik uzay, G < I* ve Ae I* olsun. Eger A merkezli bir F-agik

yuvar G tarafindan kapsanir ise A’ya G’nin F-i¢ noktas1 denir.
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A, G’nin F-i¢ noktasidir & S(A,r) G olacak bicimde 3 S(A,r) vardir

G’nin biitiin F-i¢ noktalariin kiimesine G’nin F-i¢i denir ve F, (G) ile gosterilir [5].

4.2.9. Tanim

(I*,u, ) fuzzy metrik uzay ve G < I”* olsun. G’nin tiimleyeninin F-i¢ noktasina
G’nin F-dis noktasi denir. G’nin tiim F-dis noktalarinin kiimesine G’nin F-dis1 denir

ve F_(G) ile gosterilir [5].

ext

4.2.10. Tanim

(I*,u,) fuzzy metrik uzay ve M < I* olsun. Eger M’nin tiimleyeni F-agik ise

M’ye F-kapali kiime denir [5].

4.2.2. Not

(i) Bir F-kapali kiimenin tiimleyeni F-acik kiime ve bir F-acik kiimenin tiimleyeni F-

kapal1 kiimedir.

(ii) @ ve 1* hem F-agik hem de F-kapali kiimedir.

4.2.5. Teorem

Bir fuzzy metrik uzayda F-kapali yuvar F-kapali kiimedir [5].

Ispat

(I*, i, ) fuzzy metrik uzay ve bu uzayda S(A,r)={Be I* : u, (B, A) < r} F-kapal

yuvarini ele alalim.
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Eger {S(A,r)})‘ kiimesinin F-acik kiime oldugunu gosterirsek S(A,r)F-kapali

kiimedir. Be {S (A, r)}‘ keyfi bir nokta olsun.

Be {S(A, 1)) = i, (A,B)>r

Keyfi bir £ >0 igin y, (A, B) =r+2& olsun. Budurumda S(B,¢) c {S(A,r)}dir.

Gergekten VC e S(B,¢€) i¢in u, (B,C) < & olup

fy (B, A)< 1y (B,C)+ 1y (C,A) = p1, (C,A) 2 j1, (B, A) -t (B,C)
> U (C,A2r+2e—e=r+&= U, (C,A)>r

= Ce {S(A, )}

Boylece S(B,&) < {S(A,r)}° olacak bicimde S(B,&) F-agik yuvart bulundugundan

{S(A,r)}° F-acik kiimedir. O halde S (A, r)F-kapal1 kiimedir.

4.2.6. Teorem

Bir fuzzy metrik uzayda;

(i) Sonlu sayidaki F-kapali kiimenin birlesimi F-kapalidir.

(i1) Keyfi sayidaki F-kapali kiimenin arakesiti F-kapalidir [5].

Ispat

(I*, u, ) fuzzy metrik uzay olsun.

(i) M,,M,,...M, F-kapal kiimeler olsun.
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M= m,
i=1

diyelim. M © = nM ,* olup burada i=1,2,...,n i¢in M, ’ler F-agiktir. Sonlu sayidaki
i=1
F-agik kiimenin arakesiti F-acik oldugundan M :nM . F-acik kiimedir. Buna
i=1
gore M = UM . F-kapal kiimedir.
i=1

(i) (M.}, (I*,u, ) fuzzy metrik uzayinin F-kapalilar ailesi olsun.

M=M,

iel

diyelim. M* :UM [ olup Viel igin M, F-agiktir. F-acik kiimelerin keyfi

iel

sayidaki birlesimi F-acik oldugundan M © :UM , F-agik kiimedir. O halde

iel

M = ﬂM . kiimesi F-kapal1 kiimedir.

iel

Simdi bu boliimde verilen fuzzy metrik-1II tanim ile {igiincii boliimde tanmimladigimiz

fuzzy metrik-I arasinda iliski olup olmadigin inceleyelim.
Fuzzy metrik-I: M : XxXx(0,00) — [0,1], X lizerinde fuzzy metriktir.
Fuzzy metrik-IL: g, : I*xI* —[0,1], I* iizerinde fuzzy metriktir.

Eger a,be [0,1] olmak iizere a*b=ab,



M T xI* x(0,00) — [0,1]
1

sup ‘ A(x)—B(x)‘
xe X

= M(A,B,t)=

e t
biciminde tanimlanir ise
1. VABe I'* ve t>0icin M (A,B,t)>0’dir.

1
2. M(A,B,H)=1& —sAB =
xeX
e t
sup| A(x)—B(x)|
xeX

Se ! =1

sup|A(x) — B(x)|

xeX

o =0
t

& sup|A(x) — B(x)| =0

xe X
& Vxe X igin [A(x) - B(x)|=0
& Vxe X icin A(x)—B(x)=0
< Vxe X icin A(x)=B(x) & A=B

1 1

sup‘A(x)—B(x)‘ - sup‘B(x)—A(x)‘
xeX xeX

3. M(A,B,t) =

=M (B,A,t)

e ! e !

= M(A,B,t)=M(B,A,1)
4. Vxe X igin [A(x) - C(x)| <|A(x) - B(x)|+|B(x) — C(x)| esitsizliginden

su£|A(x) —-C(x)| < su£|A(x) - B(x)|+ su£|B(x) —C(x)|
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dir. Buradan Vs, > 0 icin *s > I,H_—S >1 oldugundan
t s

r+s r+s
= sup|A(x) - C(x)| <(—) sup|A(x) - B(x)| +(—) sup|B(x) - C(x)|
xeX t xeX N xeX
sup|A(x) — C(x)|  sup|A(x)—B(x)| sup|B(x)—C(x)|
— xe X < xe X + xe X
t+s t N
sup‘A(x)—C(x)‘ sup‘A(x)—B(x)‘ sup‘B(x)—C(x)‘
xeX xeX +)(eX
= e 1+s S e t s
sup| A(x)—C (x)| sup| A(x)=B(x)|  sup|B(x)—C(x)|
xeX xeX xeX
=>e s <e ! e s
1 1 1
sup|A(x)—B(x)|  sup|B(x)-C(x)] ~  sup|A(x)-C(x)|
xeX xeX xeX
e t e s e t+s

— M(A,B,t)*M(B,C,s) < M(A,C,t+5)

5.Vt, >0 i¢in

1 1 1
limM (A, B,t) =lim = =
=1, ( [ ) -1, sup| A(x)—B(x)| sup|A(x)-B(x)| sup‘A(x)—B(x)‘
xeX xeX xeX
e ! lime ! e fo
1=t

= limM (A,B,t) = M (A,B,t,)

oldugundan M (A, B,.): (0,00) — [0,1] suireklidir.
Boylece M , 1* iizerinde fuzzy metrik olur.

Buna gore I*xI* x(0,00) *dan [0,1] kapal1 arahigina yukaridaki sekilde tanimlanan ve

fuzzy metrik-1 sartlarim saglayan bir doniisiim bulundu. O halde I*’de u, fuzzy

metrigi yardimiyla fuzzy metrik-1 anlaminda M (A, B,t) = seklinde bir

sup ‘ A(x)—B(x)‘
xeX

e t
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fuzzy  metrik  tamimlanabildi. Ancak  bunun tersine = X izerinde
M : XxXx(0,00) — [0,1] fuzzy metrik-1 yardim ile fuzzy metrik-II anlaminda bir

ornek bulunamadigr i¢in iki fuzzy metrik tanmimi arasinda kesin bir sonuca

ulagilamamugtir.
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