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ÖZET 

 

Bu çalışmada bazı fuzzy metrik uzay tanımları incelenmiştir. Tez dört 
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Fuzzy topolojik uzay ve fuzzy kompakt uzay tanımları verilmiştir. Üçüncü 

bölümde fuzzy metrik uzay-I  tanımı incelenmiş ve her metrik uzayın fuzzy 

metrik uzay olduğu gösterilmiştir. Fuzzy metrik-I tarafından üretilen topoloji 

ve tam fuzzy metrik uzay tanımları verilmiştir. Ayrıca her fuzzy metrik uzayın 

Hausdorff uzayı olduğu ispatlanmıştır. Dördüncü bölümde fuzzy metrik uzay-II 

tanımı ve metrik uzaydaki bazı temel kavramlar fuzzy metrik uzay-II de 

verilmiştir. Son olarak verilen bu iki fuzzy metrik uzay arasındaki ilişkiler 

incelenmiştir. 
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1.GİRİŞ 

 

Cantor tarafından 1879 yılında yapılan küme tanımının ardından matematikte 

incelenen her konuda kesinlik aranmıştır. Bu sebeple, incelenen konular karşısında 

iki değerli mantığa göre düşünülmüştür. Klasik küme tanımına göre bir şey ya doğru 

yada yanlış (ya var yada yok, ya beyaz yada siyah, ya 1 yada 0)’dır. Ancak günlük 

hayatımızdaki bir çok olay bu şekilde açıklanamayacak kadar karmaşıktır. Yani siyah 

ile beyaz arasında grinin tonları vardır. Örneğin Cantor’un yaptığı küme tanımına 

göre yaşlı insanların kümesini oluşturmak istesek bu kümenin elemanları değişik 

insanlar tarafından farklı şekillerde oluşturulacaktır. Çünkü birine göre 90 yaşında bir 

insan yaşlı iken başka birine göre 65 yaşında bir insan yaşlı olacaktır. Böyle bir 

durum karşısında kesin bir yargı yoktur.  

 

Görüldüğü gibi iki değerli mantığa dayanan matematik kesinlik göstermeyen olaylar 

karşısında yetersiz kalmıştır. Bu sebeple 1879 yılında Cantor tarafında verilen küme 

tanımı 1965 yılında Zadeh tarafından fuzzy (belirtisiz) küme kavramı tanımlanarak 

genişletilmiştir. Zadeh’in kesinlik aramayan mantığı yalnızca matematikte 

kullanılmakla sınırlı kalmayıp istatistikte, fizikte, astronomide, endüstride, 

mühendislikte, genetikte ve daha bir çok alanda kullanılır olmuştur. Bunların doğal 

bir sonucu olarak matematiğin fuzzy küme kavramına göre yeniden düzenlenmesi 

gereksinimi ortaya çıkmış ve bu düzenleme ile birlikte bir çok yeni makale 

yayınlanmıştır. 

 

Çalışmamızın ikinci bölümünde Zadeh [1]’in fuzzy küme tanımı, fuzzy küme ile 

ilgili temel kavramları ve bu kavramların bazı özellikleri verilmiştir. Chang [2] ve 

Nanda [3]’nın ortaya koyduğu fuzzy topolojik uzay tanımı ve bazı özellikleri  

gösterilmiş, kompakt fuzzy topolojik uzay tanımı yapılmıştır. Ayrıca fonksiyonlar 

yardımı ile bir fuzzy kümeden nasıl bir fuzzy küme oluşturulacağı gösterilmiştir. 

 

Tezimizin üçüncü bölümünde 1994 yılında A. George ve P. Veeramani [4] tarafından 

verilen fuzzy metrik uzay kavramı ve standart d metriğinin oluşturduğu fuzzy metrik 
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tanımı verilmiştir. Fuzzy metrik tarafından üretilen topoloji tanımlanarak metrik 

uzaydaki gibi açık ve kapalı yuvar tanımları yapılmıştır. Her açık yuvarın açık bir 

küme, her kapalı yuvarında kapalı bir küme olduğu gösterilmiştir. Bu tanımlar ile 

fuzzy metrik uzayın Hausdorff uzayı olduğu ispatlanmıştır. Ayrıca fuzzy metrik 

uzayda dizi ve Cauchy dizi tanımları yapılarak reel sayılar kümesinin tam fuzzy 

metrik uzay olduğu gösterilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde ise K. Chakrabarty, R. Biswas ve S. Nanda [5] tarafından 1998 

yılında tanımlanan fuzzy metrik uzay incelenmiştir. Fuzzy metrik uzayda 

yakınsaklık, süreklilik, değme noktası, yığılma noktası, izole nokta, iç nokta ve dış 

nokta gibi kavramların tanımları verilmiştir. Bu fuzzy metrik uzayda açık yuvar, açık 

küme, kapalı yuvar ve kapalı küme tanımları yapılmıştır. Ayrıca fuzzy metrik 

kullanılarak fuzzy kümeler ailesi üzerinde bir topoloji oluşturulabileceği 

gösterilmiştir. Sonuç olarak tanımlanan iki fuzzy metrik arasında bir ilişki olup 

olmadığı araştırılmış ancak kesin bir yargıya ulaşılamamıştır. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR  

 

2.1. Fuzzy Küme ve Fuzzy Kümeler ile İlgili İşlemler 

 

2.1.1. Tanım 

 

X boştan farklı herhangi bir küme ve I=[0,1] olmak üzere X’den I’ya tanımlanan 

bütün fonksiyonların kümesini XI  ile gösterelim. XI ’in her bir elemanına X’in bir 

fuzzy kümesi denir [1]. 

 

2.1.2. Tanım 

 

∅≠X  ve [ ]1,0=I  olmak üzere IXf A →:  üyelik fonksiyonu ile karakterize 

edilen A= IXXxxfx A ×⊂∈ }:))(,{(  kümesine X’in bir A fuzzy alt kümesi denir. 

Bundan sonra zaman zaman Af  yerine A, )(xf A  yerine A(x) alınacaktır [1]. 

 

2.1.3. Tanım 

 

X boştan farklı herhangi bir küme olmak üzere X’deki αx  fuzzy kümesinin αx :X → I 

üyelik fonksiyonu 

 





≠

=
=

xy

xy
yx

,0

,
)(

α
α  

 

şeklinde tanımlı ise αx ’ya X’de fuzzy noktası denir. Burada Xx ∈  noktasına αx  

fuzzy noktasının desteği (dayanağı) ve ]1,0(∈α  sayısına αx  fuzzy noktasının değeri 

denir [6]. Bundan sonra fuzzy noktasını αx  yerine p ile göstereceğiz. 
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2.1.4. Tanım 

 

X boştan farklı herhangi bir küme, p X’de bir fuzzy noktası ve A X’in bir fuzzy 

kümesi olsun. Eğer her x∈X için p(x) ≤ A(x) ise p, A’ya aittir (A, p’yi içerir) denir 

ve p<A ile gösterilir. 

 

2.1.5. Tanım 

 

X ve Ø kümeleri birer fuzzy kümesi olup 

 

Xx ∈∀  için 1)( =xf X ⇒ }:)1,{( XxxX ∈=  

 

Xx ∈∀  için X}x:{(x,0) Ø0)( ∈=⇒=∅ xf  

 

şeklinde ifade edilir [2]. Buradan her klasik anlamdaki kümenin bir fuzzy kümesi 

olduğu sonucu çıkar. 

 

Kümeler teorisinde bilinen kapsama “ ⊂ ”, eşitlik “=”, birleşim “ ∪ ” ve kesişim “ ∩ ” 

işlemleri fuzzy kümelerinde sırasıyla ,≤  =, ,∨  ∧  işaretleri kullanılarak aşağıdaki 

gibi tanımlanır. 

 

2.1.6. Tanım 

 

X’deki herhangi iki fuzzy küme A ve B olsun. A ve B’nin üyelik fonksiyonları 

sırasıyla Af  ve Bf  olmak üzere, her x∈X için; 

 

(1) A ≤ B ⇔ Af (x) ≤ Bf (x) 

 

(2) A=B ⇔ Af (x)= Bf (x) 
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(3) A ∨ B=C
Cf⇔ (x)=maks{ Af (x), Bf (x)} 

 

(4) A ∧ B=D Df⇔ (x)=min{ Af (x), Bf (x)} 

 

(5) )(1)( xfxfA AA

c
c −=⇔  

 

şeklinde tanımlanır [2]. 

 

2.1.7. Tanım 

 

X’deki fuzzy kümelerin bir ailesi IiiA ∈}{  olsun. Buna göre birleşim ve kesişim 

işlemlerinin genelleştirilmiş hali 

 

(1) )}({sup)( xfxfAC
iA

Ii
Ci

Ii ∈∈
=⇔∨=  

 

(2) )}({inf)( xfxfAD
iA

Ii
Di

Ii ∈∈
=⇔∧=  

 

şeklinde tanımlıdır [2]. 

 

2.1.8. Tanım 

 

A ve B, X’deki herhangi iki fuzzy küme olmak üzere A ve B fuzzy kümelerinin farkı 

 

)}(),(min{)( xfxfxfBABA cBABA

c =⇔∧=− −  

 

fuzzy kümesi olarak tanımlanır [2]. 
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2.1.1. Örnek 

 

X={a,b} ve I=[0,1] olmak üzere X üzerinde iki fuzzy küme A={(a/0,3),(b/0,5)} ve 

B={(a/0,2),(b/0,7)} şeklinde tanımlansın. Bu durumda A ∨ B, A ∧ B, cA  ve A-B 

fuzzy kümeleri nedir? 

 

Çözüm 

 

A ve B fuzzy kümelerinin her x∈X için üyelik fonksiyonlarının değerleri sırasıyla 

Af (x) ve Bf (x) olsun. Buna göre a∈X için Af (a)=0,3 ve Bf (a)=0,2, b∈X için 

Af (b)=0,5 ve Bf (b)=0,7 ’dir. 

 

A ∨ B=C Cf⇔ (x)=maks{ Af (x), Bf (x)} 

Cf⇔ (a)=0,3 ve Cf (b)=0,7 

⇔ A ∨ B={(a/0,3),(b/0,7)} 

 

A ∧ B=D Df⇔ (x)=min{ Af (x), Bf (x)} 

Df⇔ (a)=0,2 ve Df (b)=0,5 

⇔ A ∧ B={(a/0,2),(b/0,5)} 

 

)(1)( xfxfA AA

c
c −=⇔  

⇔ cA
f (a)=0,7 ve cA

f (b)=0,5 

⇔ cA ={(a/0,7),(b/0,5)} 

 

)}(),(min{)( xfxfxfBABA cBABA

c =⇔∧=− −  

BAf −⇔ (a)=0,3 ve BAf − (b)=0,3 

⇔ A-B={(a/0,3),(b/0,3)} 
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2.1.1. Teorem  

 

X’de iki fuzzy küme A ve B olmak üzere 

 

(i) A ∨ B fuzzy kümesi A ve B’yi ihtiva eden en küçük fuzzy kümedir. 

 

(ii) A ∧ B fuzzy kümesi A ve B kümeleri tarafından ihtiva edilen en büyük fuzzy 

kümedir [7]. 

 

İspat 

 

(i) A ve B fuzzy kümelerinin üyelik fonksiyonları sırasıyla Af  ve Bf  olsun. 

A ∨ B=C Cf⇔ (x)=maks{ Af (x) , Bf (x)} olduğundan A ≤ C ve B ≤ C’dir. Kabul 

edelim ki A ve B’yi ihtiva eden en küçük fuzzy küme D olsun. D fuzzy kümesinin 

üyelik fonksiyonu Df  olmak üzere A ≤ D olduğundan Af (x) ≤ Df (x) ve B ≤ D 

olduğundan Bf (x) ≤ Df (x)’dir. Buradan 

 

maks{ Af (x), Bf (x)} ≤ Df (x) 

)()( xfxf CBA =⇒ ∨ ≤ Df (x) 

 

A ∨ B=C fuzzy kümesi A ve B’yi ihtiva eden bir küme olup kabulden dolayı 

 

Af (x) ≤ Df (x) ≤ Cf (x) ve Bf (x) ≤ Df (x) ≤ Cf (x) 

⇒ Df (x) ≤ Cf (x) 

 

O halde her x∈X için Cf (x)= Df (x) olup C=D’dir. Buna göre A ve B’yi ihtiva eden 

en küçük fuzzy küme A ∨ B’dir. 

 

(ii) (i) şıkkına benzer şekilde ispat yapılır. 
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2.1.1. Özellikler 

 

X’deki fuzzy kümeler A, B ve C olmak üzere 

 

(i) A ∨ Ø=A, A ∧ Ø=Ø, A ∨ X=X, A ∧ X=A 

 

(ii) A ∨ B=B ∨ A, A ∧ B=B ∧ A, A ∨ A=A=A ∧ A 

 

(iii) A ∨ (B ∨ C)=(A ∨ B) ∨ C, A ∧ (B ∧ C)=(A ∧ B) ∧ C 

 

(iv) A ≤ B⇒A ∨ B=B, A ≤ B⇒A ∧ B=A 

 

(v) A ∧ (B ∨ C)=(A ∧ B) ∨ (A ∧ C), A ∨ (B ∧ C)=(A ∨ B) ∧ (A ∨ C) 

 

dir [7]. 

 

2.1.2. Özellikler 

 

A ve B, X’de iki fuzzy küme olmak üzere 

 

(i) AA =∅−  

 

(ii) AAXX cccc =∅==∅ )(,,  

 

(iii) cc ABBA ≤⇔≤  

 

(iv) cccccc BABABABA ∧=∨∨=∧ )(,)(  

 

dir [7]. 
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2.1.2. Teorem 

 

X kümesi üzerindeki herhangi bir fuzzy kümesi A olsun. 

 

(i) ∅=∧ cAA  olmak zorunda değildir. 

 

(ii) XAA c =∨  olmak zorunda değildir [7].  

 

2.1.2. Örnek 

 

X={a,b} olmak üzere X’de bir A fuzzy kümesi A={(a/0,2),(b/0,9)} olarak verilsin. 

∅=∧ cAA  ve XAA c =∨  midir? 

 

Çözüm 

 

=cA {(a/0,8),(b/0,1)} olmak üzere 

 

}),(min{
)( xAA

c
cfxfAA =∧  olduğundan =∧ cAA {(a/0,2),(b/0,1)} ∅≠  

 

)}(),({ xfxfmaksAA cAA

c =∨  tanımına göre =∨ cAA {(a/0,8),(b/0,9)} X≠   

 

2.2. Fuzzy Topolojik Uzaylar ve Fuzzy Topolojik Uzaylarda Temel Kavramlar 

 

2.2.1. Tanım 

 

X boştan farklı bir küme ve X
I≤τ  fuzzy kümelerinin bir ailesi olsun. Aşağıdaki 

şartları sağlayan τ  ailesine X üzerinde fuzzy topolojisi, (X,τ ) ikilisine de fuzzy 

topolojik uzay denir. 

 

)( 1t  τ∈∅ X,  ( τ∈1,0 ) 
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)( 2t  ττ ∈∧⇒∈∀
=

i

n

i
n AAAA

1
21 ,...,,  

 

)( 3t  Ii ∈∀  için ττ ∈∨⇒∈
∈

i
Ii

i AA  

 

τ  topolojisinin her bir elemanına X’de fuzzy açık küme, X uzayına göre tümleyeni 

fuzzy açık olan kümeye de fuzzy kapalı küme denir [2]. 

 

2.2.1. Teorem 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay olmak üzere KIK X :{ ∈=κ  fuzzy kapalı τ∈⇔ cK } 

şeklinde tanımlı κ  (kapalılar) ailesi 

 

)( 1k  κ∈∅ X,  

 

)( 2k  κκ ∈∨⇒∈∀
=

i

n

i
n KKKK

1
21 ,...,,  

 

)( 3k  Ii ∈∀  için κκ ∈∧⇒∈
∈

i
Ii

i KK  

 

şartlarını sağlar [2]. 

 

2.2.2. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve XIA∈  olsun. 

 

},:sup{},:{0 ττ ∈≤=∈≤∨= BABBBABBA  

 

şeklinde tanımlanan fuzzy kümesine A fuzzy kümesinin içi denir. Tanımdan da 

anlaşıldığı gibi 0A  fuzzy açık bir kümedir. Üstelik 0A , A’nın kapsadığı en geniş 

fuzzy açık kümedir [2]. 
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2.2.2. Teorem 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve XIA∈  olsun. A ’nın fuzzy açık küme olması için 

gerekli ve yeterli koşul A = 0A  olmasıdır [3]. 

 

2.2.1. Sonuç 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay, XIBA ∈,  ve 0A , A  fuzzy kümesinin içi olsun. Bu 

durumda  

 

(i) ∅=∅= 00 ,XX  

 

(ii) AA ≤0  

 

(iii) 000 AA =  

 

(iv) 00 BABA ≤⇒≤  

 

(v) 000)( BABA ∧=∧  

 

sağlanır [7]. 

 

2.2.3. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve XIA∈  olsun. 

 

},:inf{},:{ ττ ∈≤=∈≤∧= cc BBABBBABA  
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ile tanımlanan fuzzy kümesine A  fuzzy kümesinin kapanışı denir. A  kümesi 

tanımdan da anlaşıldığı gibi fuzzy kapalı bir kümedir. Ayrıca A , A ’yı kapsayan en 

küçük fuzzy kapalı kümedir [2]. 

 

2.2.3. Teorem 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve XIA∈  olsun. A ’nın fuzzy kapalı küme olması için 

gerekli ve yeterli koşul A = A  olmasıdır [3]. 

 

2.2.2. Sonuç  

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay, A , B  X’in iki fuzzy kümesi ve A , A ’nın kapanışı 

olsun. Bu durumda  

 

(i) ∅=∅= ,XX  

 

(ii) AA ≤  

 

(iii) AA =  

 

(iv) BABA ≤⇒≤  

 

(v) BABA ∨=∨ )(  

 

özellikleri vardır [2]. 

 

2.2.4. Teorem 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve XIA∈  olsun. Bu durumda  
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(i) cc
AA =0  

 

(ii) 
0cc

AA =  

 

dir [7]. 

 

2.2.4. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve XIA∈  olsun. A’yı ihtiva eden bir B fuzzy açık 

kümesini kapsayan N kümesine, A fuzzy kümesinin bir komşuluğu denir. Buna göre  

 

N, A’nın fuzzy komşuluğu τ∈∃⇔ B  var NBA ≤≤∋  [6]. 

 

2.2.5. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve p, X’in bir fuzzy noktası olsun. p fuzzy noktasını 

içeren bir A fuzzy açık kümesini kapsayan N kümesine, p’nin fuzzy komşuluğu denir 

ve p’nin bütün fuzzy komşuluklarının ailesi N(p) ile gösterilir. Buna göre 

 

τ∈∃⇔∈ ApNN )(  var NAp ≤<∋  [6]. 

 

2.2.6. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay, p XI∈  ve N(p), p fuzzy noktasının komşuluklar ailesi 

olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler vardır. 

 

)1N  NppNN <⇒∈∀ )(  

 

)2N  )()(, 2121 pNNNpNNN ∈∧⇒∈∀  
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)3N  Herhangi bir )( pNN ∈  ve )( pNMMN ∈⇒≤  

 

)4N  Her )( pNN ∈  için NU ≤  olacak şekilde öyle bir )( pNU ∈  vardır ki Uq ≤  

şartını sağlayan her q  fuzzy noktası için )(qNN ∈  dur [6]. 

 

2.2.7. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay, N(p) X kümesinde p fuzzy noktasının komşuluklar ailesi 

ve E(p) de N(p)’nin bir alt ailesi olsun. N(p)’nin her N elemanına karşılık E≤ N 

olacak biçimde E(p)’nin en az bir E elemanı varsa E(p) ailesine p’nin fuzzy 

komşuluklar tabanı (fuzzy yerel tabanı) denir [6]. 

 

2.2.8. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve τβ ≤  olsun. Her τ∈A  için i
Ji

BA
∈
∨=  olacak şekilde 

β≤∈JiiB }{  alt ailesi varsa β ’ya τ  için bir taban denir. Yani; 

 

β ,τ  için taban ∀⇔ τ∈A  için ββ ≤′∃  var BA
B β ′∈
∨=∋  [7]. 

 

2.2.9. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve ϕ τ≤  olsun. ϕ ’nın elemanlarının her sonlu 

kesişimlerinin oluşturduğu fuzzy kümeler sınıfı τ  için bir taban oluşturuyor ise ϕ  

ailesine τ  için bir alt taban denir. Yani; 

 

ϕ ,τ  için alt taban ≤∧⇔
∈

θ
θ

:{ S
S

ϕ  ve θ  sonlu}τ  için taban 

 

şeklindedir [7]. 
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2.2.10. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve β ,τ  için bir taban olsun. X’in bir p fuzzy noktası için 

},:{ ββ ∈<= BBpBp  ailesini göz önüne alalım. Ap <  olmak üzere, her τ∈A  

için ABp ≤<  olacak şekilde en az bir pB β∈  varsa pβ  ailesine p fuzzy noktasının 

τ  topolojisine göre yerel tabanı (lokal tabanı) denir [7]. 

 

2.2.11. Tanım 

 

X ve Y herhangi iki küme olsun. X’den Y’ye birebir ve örten bir fonksiyon varsa, X 

ve Y kümelerine elemanları sayısı bakımından denktir yada aynı kardinal sayıya 

sahiptir denir. Herhangi bir X kümesinin kardinal sayısı bu kümenin kardinalitesiyle 

belirlenir ve X  ile gösterilir. Bütün pozitif tam sayıların, +Z  kümesinin kardinal 

sayısı 0N  (alef sıfır) ile gösterilir [10,8]. 

 

2.2.12. Tanım 

 

Bir küme sonlu yada kardinalitesi 0N (alef sıfır) ise bu kümeye sayılabilir küme, aksi 

halde sayılamaz küme denir [8]. 

 

2.2.13. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzay ve }{ββτ =  ailesi τ ’nun bütün tabanlarının ailesi olsun. 

Her τββ ∈  için β  kardinal sayılar kümesinin en küçük elemanına (X,τ ) fuzzy 

topolojik uzayının ağırlığı (weight) denir ve ),( τω X  ile gösterilir [10,8]. 

 

τββτω ,:min{),( =X  nun tabanı} 

 

dir. 
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2.2.14. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzayı, p X’in bir fuzzy noktası ve {E(p)} p’nin komşuluklar 

tabanlarının bir ailesi olsun. )( pE  kardinal sayılarının en küçük elemanına p fuzzy 

noktasının karakteri denir ve )),(,( τχ Xp  ile gösterilir [10,8]. 

 

)),(,( τχ Xp =min{ )(:)( pEpE , p fuzzy noktasının komşuluklar tabanı} 

 

dir. 

 

2.2.15. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzayının her fuzzy noktasının sayılabilir bir komşuluklar 

tabanı varsa bu uzaya birinci sayılabilir fuzzy topolojik uzayı denir [7]. 

 

2.2.16. Tanım 

 

(X,τ ) fuzzy topolojik uzayı sayılabilir bir tabana sahipse bu uzaya ikinci sayılabilir 

fuzzy topolojik uzayı denir [7]. 

 

2.2.5. Teorem 

 

Her ikinci sayılabilir fuzzy topolojik uzayı, birinci sayılabilir fuzzy topolojik uzayıdır 

[7]. 

 

İspat 

 

(X,τ ) ikinci sayılabilir fuzzy topolojik uzayı olsun. O halde sayılabilir bir tabana 

sahiptir. τβ , ’nun sayılabilir tabanı olsun. },:{ ββ ∈<= BBpBp  ailesini göz önüne 

alalım ve bu ailenin p fuzzy noktasının komşuluklar tabanı olduğunu gösterelim. 
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Öncelikle ββ ≤p  ve β  sayılabilir olduğundan pβ  ailesi sayılabilirdir. Şimdi Ap <  

olacak şekilde τ∈A  alalım. τβ , ’nun tabanı olduğundan ABp ≤<  olacak şekilde 

β∈B  vardır. 

 

Bp <  ve β∈B pB β∈⇒  

 

O halde Ap <  olacak şekilde τ∈A  için ABp ≤<  olacak şekilde en az bir pB β∈  

elemanı bulunduğundan pβ , p noktasının komşuluklar tabanıdır. Bu durumda (X,τ ) 

fuzzy topolojik uzayının her noktasının sayılabilir bir komşuluklar tabanı vardır. 

Böylece (X,τ ) birinci sayılabilir fuzzy topolojik uzayıdır.  

 

2.2.17. Tanım 

 

),( τX  fuzzy topolojik uzay ve  A IiiA ∈= }{  fuzzy açık kümelerin bir ailesi olsun. 

Eğer i
Ii
AX

∈
∨=  ise A IiiA ∈= }{  ailesine X’in bir fuzzy açık örtüsü denir [9]. 

 

2.2.18. Tanım 

 

),( τX  fuzzy topolojik uzay olsun. X’in her A IiiA ∈= }{  fuzzy açık örtüsünün sonlu 

bir alt örtüsü varsa, ),( τX  fuzzy topolojik uzayına fuzzy kompakt uzay denir [9]. 

 

2.2.19. Tanım 

 

X boştan farklı bir küme, A IiiA ∈= }{  X’in fuzzy alt kümelerinin bir ailesi ve her 

Ii ∈ için iA ’nin üyelik fonksiyonu 
iAf olsun. Eğer her sonlu JiiA ∈}{  için ∅≠∧

∈
i

Ji
A  

( Xx ∈∀  için 0)( ≠
∈
∧ xf

i
Ji

A ) ise A IiiA ∈= }{  ailesine sonlu arakesit özelliğine sahiptir 

denir [9]. 
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2.2.6. Teorem 

 

),( τX  fuzzy topolojik uzay olsun. ),( τX  fuzzy kompakt uzay olması için gerekli ve 

yeterli koşul X’in fuzzy kapalı kümelerinden oluşan ve ∅=∧
∈

i
Ii
K  özelliğine sahip 

her IiiK ∈= }{κ  ailesi için en az bir IJ ⊂  sonlu alt kümesi var öyle ki 

∅=∧
∈

i
Ji

K ’dir. 

 

İspat 

 

:)(⇒ ),( τX  fuzzy kompakt ve ∅=∧
∈

i
Ii
K  olacak şekilde IiiK ∈= }{κ  fuzzy kapalılar 

ailesi olsun. κ∈∀K  için cK  açık ve XK
c

i
Ii

=∨
∈

 olduğundan Ii

c

iK ∈}{  ailesi X’in 

fuzzy açık örtüsü olur. X kompakt olduğundan bu fuzzy açık örtünün sonlu bir alt 

örtüsü vardır. Böylece IJ ⊂  sonlu alt kümesi için XK
c

i
Ji

=∨
∈

olup ∅=∧
∈

i
Ji

K ’dir. 

 

:)(⇐ X’in herhangi bir IiiA ∈}{  fuzzy açık örtüsünü alalım. Yani i
Ii
AX

∈
∨=  olsun. 

Ii ∈∀  için iA  fuzzy açık ve c

iA  fuzzy kapalı olup ∅=∧
∈

c

i
Ii
A  dir. Bu durumda 

hipotezden ∅=∧
∈

c

i
Ji

A  olacak biçimde IJ ⊂  sonlu alt kümesi vardır. Buradan 

XAi
Ji

=∨
∈

 bulunur. Böylece X’in herhangi bir fuzzy açık örtüsünün sonlu bir alt 

örtüsü vardır, X kompakttır. 

 

2.2.7. Teorem 

 

),( τX  fuzzy topolojik uzay olsun. ),( τX  fuzzy kompakt uzay olması için gerekli ve 

yeterli koşul X’in fuzzy kapalı kümelerinden oluşan ve sonlu arakesit özelliğine 

sahip IiiK ∈= }{κ  ailesi için ∅≠∧
∈

i
Ii
K  dir [9]. 
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İspat 

 

:)(⇒ ),( τX  fuzzy kompakt uzay olsun. Kabul edelim ki X ’in fuzzy kapalı 

kümelerinden oluşan ve sonlu arakesit özelliğine sahip IiiK ∈= }{κ   ailesi için 

∅=∧
∈

i
Ii
K  olsun. Yani Ii ∈  için  iK  lerin üyelik fonksiyonu 

iKf  ise Xx ∈∀  için 

0)( =
∈
∧ xf

i
Ii

K  olsun. 

 

0)( =
∈
∧ xf

i
Ii

K ⇒1- )(xf
i

Ii
K

∈
∧ =1 1)( =⇒

∈
∨

xf c
i

Ii
K

 

XK
c

i
Ii

=∨⇒
∈

 

 

olur. Böylece Ii

c

iK ∈}{  ailesi X’in fuzzy açık örtüsüdür. X  fuzzy kompakt 

olduğundan IJ ⊂ sonlu alt kümesi için XK
c

i
Ji

=∨
∈

 olur. 

 

−⇒=
∈
∨

11)(xf c
i

Ji
K

0)(0)( =⇒=
∈∈

∧∨
xfxf

i
Ji

c
i

Ji

KK
 

 

Buna göre IJ ⊂ sonlu alt kümesi için ∅=∧
∈

i
Ji

K  bulunur. Bu ise IiiK ∈= }{κ  

ailesinin sonlu arakesit özelliğine sahip oluşu ile çelişir. O halde ),( τX  fuzzy 

kompakt uzay iken sonlu arakesit özelliğine sahip fuzzy kapalı kümelerin 

IiiK ∈= }{κ  ailesi için ∅≠∧
∈

i
Ii
K  olduğu görülür. Terside benzer şekilde gösterilir. 

 

2.3. Fuzzy Kümelerinin Görüntü ve Ters Görüntü Kavramları 

 

2.3.1. Tanım 

 

X ve Y herhangi iki küme ve YXg →:  bir fonksiyon olsun. B, Y’de bir fuzzy 

kümesi ve üyelik fonksiyonu Bf  ise bu durumda )(1 Bg − ’de X üzerinde bir fuzzy 

kümesi olup üyelik fonksiyonu, Xx ∈∀  için 
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))(()(
)(1 xgfxf BBg

=−  

 

şeklinde tanımlanır [2]. 

 

2.3.2. Tanım 

 

X ve Y herhangi iki küme ve YXg →:  bir fonksiyon olsun. Eğer A, X’de bir fuzzy 

kümesi ve üyelik fonksiyonu Af  ise )(Ag ’da Y üzerinde bir fuzzy kümesi olup 

üyelik fonksiyonu, Yy ∈∀  için 

 








∅=

∅≠
=

−

−

∈ −

)(;0

)()};({sup
)(

1

1

)(
)(

1

yg

ygxf
yf

A
ygx

Ag  

 

şeklinde tanımlanır. Burada })(:{)(1 yxgXxyg =∈=− ’dir [2]. 

 

2.3.1. Teorem 

 

X,Y herhangi iki küme, YXg →:  bir fonksiyon, A, X’de ve B, Y’de fuzzy kümeler 

olsun. Aşağıdaki özellikler vardır: 

 

1) )())(( ccX AgAgIA ≤⇒∈∀  

 

2) ccY BgBgIB ))(()( 11 −− =⇒∈∀  

 

3) XIAA ∈∀ 21 ,  için )()( 2121 AgAgAA ≤⇒≤  

 

4) YIBB ∈∀ 21 ,  için )()( 2
1

1
1

21 BgBgBB −− ≤⇒≤  

 

5) ))((1 AggAXA −≤⇒≤∀  
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6) BBggIB Y ≤⇒∈∀ − ))(( 1   

 

7) Z herhangi bir küme ve ZYh →:  bir fonksiyon olsun. ZIC ∈∀  için 

))(()()( 111 ChgChog −−− = ’dir [2]. 

 

İspat 

 

1) Eğer ∅=− )(1 yg  ise eşitlik söz konusudur. 

Yy ∈∀ için ∅≠− )(1 yg  olsun. 

 

)}(1{sup)}({sup)(
)()(

)(
11

xfxfyf A
ygx

A
ygx

Ag cc −==
−− ∈∈

)}({inf1)(
)()( 1

xfyf A
ygxAg c

−∈
−=⇒  

 

)}({sup1)(1)(
)(

)())((
1

xfyfyf A
ygx

AgAg c

−∈

−=−=  

 

olduğundan Yy ∈∀ için )()(
)())((

yfyf cc AgAg
≤  elde edilir. Böylece )())(( cc AgAg ≤  

olduğu görülür. 

 

2) YIB ∈∀  ve Xx ∈∀  için 

 

))((1))(()(
)(1 xgfxgfxf BBBg

cc −==−  

)()(1)(
))(()()( 111 xfxfxf cc

BgBgBg
−−− =−=⇒  

 

eşitliğinden Xx ∈∀  için )()(
))(()( 11 xfxf cc BgBg −− =  olup cc BgBg ))(()( 11 −− =  elde 

edilir. Diğer özellikler de benzer şekilde ispatlanır.  
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3. FUZZY METRİK UZAYLAR-I 

 

Bu bölümde A. George ve P. Veeramani[1]’nin 1994 tarihli makalesindeki gibi fuzzy 

metrik uzay ve fuzzy metrik tarafından üretilen topoloji tanımı verilmiştir. Her fuzzy 

metrik uzayın Hausdorff uzayı olduğu ispatlanmıştır. Fuzzy metrik uzayında dizi ve 

Cauchy dizisi tanımlanarak reel sayılar kümesinin tam fuzzy metrik uzay olduğu 

gösterilmiştir. 

 

3.1. Fuzzy Metrik Uzay-I ve Özellikleri 

 

3.1.1. Tanım 

 

∗ :[0,1]× [0,1] → [0,1] bir ikili işlem olsun. Eğer bu ∗  işlemi aşağıdaki şartları 

sağlıyor ise ∗  işlemine sürekli t-norm denir. ∀ a, b, c, d∈[0,1] için; 

 

(1) a∗ b=b∗ a 

 

(2) (a∗ b)∗ c=a∗ (b∗ c) 

 

(3) ∗  işlemi sürekli 

 

(4) a∗ 1=a 

 

(5) a ≤ c ve b ≤ d iken a∗ b ≤ c∗ d [11]. 

 

3.1.1. Örnek 

 

(i) a∗ b=ab 

 

(ii) a∗ b=min(a,b); (∀ a,b∈[0,1]) 

 

şeklinde tanımlanan ikili işlemler birer sürekli t-normdur [11]. 
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Çözüm 

 

(i) a∗ b=ab şeklinde tanımlanan ikili işlemin sürekli t-norm olduğunu gösterelim. 

∀ a, b, c, d∈[0,1] için; 

 

(1) a∗ b=ab=ba=b∗ a⇒ a∗ b=b∗ a 

 

(2) (a∗ b)∗ c=(ab)∗ c=(ab)c=a(bc)=a∗ (bc)=a∗ (b∗ c) 

⇒  (a∗ b)∗ c=a∗ (b∗ c) 

 

(3) (a
n
), (b

n
) [0,1] üzerinde iki dizi ve a

n →a, b
n → b olsun. 

 

a n →a ve b n →b⇒ a n b n → ab⇒ a n
∗ b n →a∗ b 

⇒  ∗  dizisel sürekli 

⇒  ∗  süreklidir 

 

(4) a∗ 1=a1=a⇒ a∗ 1=a 

 

(5) a ≤ c ve b ≤ d⇒ ab ≤ cd⇒ a∗ b ≤ c∗ d 

 

O halde ∗  sürekli t-normdur. 

 

(ii) Benzer şekilde a∗ b=min(a,b) ikili işleminin sürekli t-norm olduğu görülür. 

 

3.1.2. Tanım 

 

X boştan farklı bir küme, ∗  sürekli t-norm ve M, X ×2 (0, ∞ ) üzerinde tanımlı bir 

fuzzy küme olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise (X,M,∗ ) üçlüsüne fuzzy 

metrik uzay denir. ∀ x, y, z∈X ve s, t >0 için; 

 

1. M(x,y,t)>0 
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2. M(x,y,t)=1 ⇔ x=y 

 

3. M(x,y,t)=M(y,x,t) 

 

4. M(x,y,t)∗ M(y,z,s) ≤ M(x,z,t+s) 

 

5. M(x,y,.):(0, ∞ ) → [0,1] süreklidir [4]. 

 

3.1.1. Not 

 

(1) (X,M,∗ ) fuzzy metrik uzayında ∀ x, y∈X, t>0 ve 0<r<1 için; M(x,y,t)>1-r 

olduğunda M(x,y,t 0 )>1-r olacak biçimde 0<t 0 <t aralığında bir t 0  bulunabilir. 

 

(2) Her bir r 1 , r 2 , r 3 , r 4 , r 5 ∈(0,1) için; r 1 >r 2  iken r 1 ∗ r 3 ≥ r 2 olacak biçimde r 3 ve 

her bir r 4  için r 5 ∗ r 5 ≥ r 4  olacak biçimde r 5  bulunabilir [4]. 

 

3.1.1. Lemma 

 

∀ x, y∈X için M(x,y,.): [ ]1,0),0( →∞  azalmayandır [4]. 

 

İspat 

 

M(x,y,.):(0, ∞ ) → [0,1] için 0<t<s alalım. Kabul edelim ki M(x,y,t)>M(x,y,s) olsun. 

M(x,y,t)∗ M(y,y,s-t) ≤ M(x,y,s)<M(x,y,t) olup fuzzy metrik uzay tanımından 

M(y,y,s-t)=1 olduğunu göre M(x,y,t)∗ 1=M(x,y,t)<M(x,y,t) bulunur. Bu ise bir 

çelişkidir. O halde ∀ x, y∈X ve t<s için M(x,y,t)≤ M(x,y,s) olup M(x,y,.) 

azalmayandır. 

 

3.1.2. Örnek 

 

X=IR ve a∗ b=ab olsun. ∀ x, y∈X ve t>0 için  
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M(x,y,t)=
t

yx

e

−

1
 

 

biçiminde tanımlanır ise (X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzaydır. 

 

Çözüm 

 

1. ∀ x, y∈X ve t>0 için M(x,y,t)>0 

 

2. M(x,y,t)=1 ⇔

t

yx

e

−

1
=1 ⇔ e t

yx−

=1 

⇔
t

yx −
=0 ⇔ yx − =0 ⇔ x=y 

 

3. M(x,y,t)=
t

yx

e

−

1
=

t

xy

e

−

1
=M(y,x,t) 

 

4. M(x,y,t)∗ M(y,z,s) ≤ M(x,z,t+s) olduğunu göstermek için 

 

zy
s

st
yx

t

st
zx −

+
+−

+
≤− )()(  

 

eşitsizliğini ele alalım. Buradan 

 

s

zy

t

yx

st

zx −
+

−
≤

+

−
 

s

zy

t

yx

s

zy

t

yx

st

zx

eeee

−−−
+

−

+

−

=≤⇒  

⇒

st

zx

s

zy

t

yx

eee +

−−−
≤

11
⇒

st

zx

s

zy

t

yx

eee +

−−−
≤

111
 

⇒M(x,y,t)∗ M(y,z,s)≤ M(x,z,t+s) 
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5. M(x,y,.):(0, ∞ ) → [0,1] sürekli midir? 0t∀ >0 için; 

 

0

0

00

1

lim

11
lim),,(lim

t

yx

t

yx

tt

t

yxtttt

eee

tyxM
−−

→

−→→
===  

),,(),,(lim 0
0

tyxMtyxM
tt

=⇒
→

 

 

O halde M(x,y,.):(0, ∞ ) → [0,1] süreklidir. Böylece (X,M,∗ ) bir fuzzy metrik 

uzaydır. 

 

3.1.2. Not 

 

Örnek 3.1.2’de IR yerine herhangi bir X metrik uzayını ve yx −  yerine d(x,y) 

alabiliriz. Ayrıca t-norm olarak a∗ b=min(a,b) sürekli t-normunu alabiliriz. 

 

3.1.3. Örnek 

 

(X,d) metrik uzay ve a∗ b=ab olsun.∀ k, m, n +∈ IR  için  

 

),(
),,(

yxmdkt

kt
tyxM

n

n

+
=  

 

olarak tanımlansın. Bu durumda (X,M,∗ ) fuzzy metrik uzaydır. 

 

3.1.3. Not 

 

Yukarıdaki örnek a∗ b=min(a,b) t-normu içinde geçerlidir. Ayrıca k=m=n=1 alınarak 

fuzzy metrik 
),(

),,(
yxdt

t
tyxM

+
=  şeklinde tanımlanabilir. Bu şekilde tanımlanan 

fuzzy metriğine d metriği tarafından indirgenen standart fuzzy metrik adı verilir. 
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3.1.1. Sonuç 

 

Her metrik uzay fuzzy metrik uzaydır. Ancak tersi doğru değildir. 

 

3.1.4. Örnek 

 

(X,d) metrik uzay ve a,b [ ]1,0∈  olmak üzere a∗ b=ab olsun. t>0 için; 

 

),(
),,(

yxdt

t
tyxM

+
=  

 

şeklinde tanımlanırsa (X,M,∗ ) fuzzy metrik uzaydır. 

 

Çözüm 

 

1. ),0( ∞∈t  ve metrik tanımından d(x,y) ≥ 0 olup M(x,y,t)>0 dır. 

 

2. Xyx ∈∀ , ve 0>t  için; 

 

yxyxd
yxdt

t
tyxM =⇔=⇔=

+
⇔= 0),(1

),(
1),,(  

 

3. Metrik tanımından d(x,y)=d(y,x) olup 

 

),,(
),(),(

),,( txyM
xydt

t

yxdt

t
tyxM =

+
=

+
=  

 

4. Xzyx ∈∀ ,,  ve 0, >ts  için ),,(),,(),,( stzxMszyMtyxM +≤∗  eşitsizliğinin 

sağlandığını görelim. Metrik tanımına göre ),(),(),( zydyxdzxd +≤  ve 

1,1 >
+

>
+

s

st

t

st
 olduğundan; 
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st

yiztdyxsdst

st

zxdst

st

zytdyxsd

st

zxd

st

zytdyxsd

st

zxd

s

zyd

t

yxd

st

zxd

zyd
s

st
yxd

t

st
zxd

)(),(),(

),(),(
1

),(
1

),(),(),(

),(),(),(

),()(),()(),(

++
≤

+

++
⇒

+
+≤

+
+⇒

+
≤

+
⇒

+≤
+

⇒

+
+

+
≤⇒

 

 

0),(),( ≥zydyxd  olduğundan  

 

),,(),,(),,(

),(
)

),(
)(

),(
(

),(),(),(),(),(

),(),(),(),(),(),(),(

stzxMszyMtyxM

zxdst

st

zyds

s

yxdt

t

zxdst

st

zydyxdzytdyxsdst

st

st

zydyxdzytdyxsdst

st

zytdyxsdst

st

zxdst

+≤∗⇒

++

+
≤

++
⇒

++

+
≤

+++
⇒

+++
≤

++
≤

+

++
⇒

 

 

5. Xyx ∈∀ ,  ve 00 >t için; 

 

),,(
),(),(lim

lim

),(
lim),,(lim 0

0

0

0

0

00

tyxM
yxdt

t

yxdt

t

yxdt

t
tyxM

tt

tt

tttt
=

+
=

+
=

+
=

→

→

→→
 

 

olduğundan M(x,y,.):(0, ∞ ) → [0,1] süreklidir. Böylece M, X üzerinde bir fuzzy 

metrik ve (X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzaydır. 

 

3.1.5. Örnek 

 

INX =  ve a∗ b=ab olsun. Her t>0 için; 
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








≤

≤

=

xy
x

y

yx
y

x

tyxM

;

;

),,(  

 

şeklinde tanımlanır ise ),,( ∗MX  bir fuzzy metrik uzaydır. 

 

Çözüm 

 

1. 0>∀t  ve INyx ∈,  için 0),,( >tyxM  olduğu açıktır. 

 

2. INyx ∈∀ ,  ve 0>t  için yxtyxM =⇔= 1),,(  olduğunu görelim. 

 

(i) yx
y

x
tyxMyx =⇔==⇒≤ 1),,(  

 

(ii) yx
x

y
tyxMxy =⇔==⇒≤ 1),,(  

 

3. INyx ∈∀ ,  ve 0>t  için 

 

),,(
;

;

;

;

),,( txyM

yx
y

x

xy
x

y

xy
x

y

yx
y

x

tyxM =










≤

≤

=










≤

≤

=  

 

4. INzyx ∈∀ ,,  ve 0, >ts  için ),,(),,(),,( stzxMszyMtyxM +≤∗  olduğunu 

görelim. 

 

Kabul edelim ki yx ≤  olsun. 
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(i) zyx ≤≤  ise 
z

y
szyM

y

x
tyxM == ),,(,),,(  ve 

z

x
stzxM =+ ),,(  olup 

 

),,(),,(),,( stzxM
z

x

z

y

y

x
szyMtyxM +===∗  

 

(ii) yzx ≤≤  ise 
y

z
szyM

y

x
tyxM == ),,(,),,(  ve 

z

x
tszxM =+ ),,(  olup 

 

),,(),,(),,( stzxM
z

x

y

z

y

x
szyMtyxM +=≤=∗  

 

(iii) yxz ≤≤  ise ),,( tyxM =
y

z
szyM

y

x
=),,(,  ve 

x

z
stzxM =+ ),,(  olup 

 

),,(),,(),,( stzxM
x

z

y

z

y

x
szyMtyxM +=≤=∗  

 

Benzer şekilde xy ≤  için de ),,(),,(),,( stzxMszyMtyxM +≤∗  olduğu görülür. 

 

5. 00 >∀t  için; 

 

),,(),,(lim 0
0

tyxMtyxM
tt

=
→

 

 

olduğu açıktır. Bu sebeple M(x,y,.):(0, ∞ ) → [0,1] süreklidir. Böylece (X,M,∗ ) bir 

fuzzy metrik uzaydır. 

 

3.1.4. Not 

 

Örnek 3.1.5’de verilen ),,( tyxM  için  
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),(
),,(

yxdt

t
tyxM

+
=   

 

olacak biçimde X’de hiçbir d metriği yoktur. Ayrıca ),min( baba =∗  t-normu 

alınırsa M fuzzy metrik değildir. 

 

3.2.Fuzzy Metrik-I Tarafından Üretilen Topoloji ve Özellikleri 

 

3.2.1. Tanım 

 

),,( ∗MX  bir fuzzy metrik uzay , 10, <<∈ rXx  ve 0>t  olsun. Bu durumda 

 

}1),,(:{),,( rtyxMXytrxB −>∈=  

 

kümesine x merkezli ve r yarıçaplı açık yuvar denir [4]. 

 

3.2.1. Teorem 

 

Her açık yuvar açık bir kümedir [4]. 

 

İspat 

 

),,( trxB  açık yuvarını ele alalım. ),,( trxBy ∈  keyfi bir nokta olsun. ),,( trxB ’nin 

tanımından;  

 

),,( trxBy ∈ rtyxM −>⇒ 1),,(  

 

rtyxMrtyxM −>⇒−> 1),,(1),,( 0  olacak biçimde tt << 00  aralığında bir 0t  

bulunabilir. 
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),,( 00 tyxMr =  olsun. ),,( 00 tyxMr = r−> 1  olduğundan rsr −>−> 110  olacak 

biçimde 10 << s  aralığında bir s bulunabilir. Ayrıca sr −> 10  olacak biçimde 

verilen 0r  ve s için srr −≥∗ 110  şartını sağlayan 10 1 << r  aralığında bir 1r  

bulunabilir. 

 

Şimdi ),1,( 01 ttryB −−  açık yuvarını göz önüne alalım. Gösterelim ki 

),1,( 01 ttryB −− ⊂ ),,( trxB ’dir. 

 

∈z ),1,( 01 ttryB −−  olsun. O halde 110 )1(1),,( rrttzyM =−−>− ’dir. Bundan 

dolayı  

 

),,(

1),,(

1),,(

),,(),,(),,(

10

00

trxBz

rtzxM

srrtzxM

ttzyMtyxMtzxM

∈⇒

−>⇒

−≥∗>⇒

−∗≥

 

 

olur. Böylece ),1,( 01 ttryB −− ⊂ ),,( trxB  bulunur. ),,( trxBy ∈  keyfi seçildiğinden 

her ),,( trxBy ∈  için en az bir ),1,( 01 ttryB −−  açık yuvarı vardır öyle ki 

),1,( 01 ttryB −− ⊂ ),,( trxB  olur. Buradan ),,( trxB  açık bir kümedir. 

 

3.2.1. Sonuç 

 

),,( ∗MX  bir fuzzy metrik uzay olsun. 

 

Mτ ={A ⊂ X: ∀ x∈A için ),,( trxB ⊂ A olacak biçimde t>0 ve 0<r<1 aralığında r 

var} 

 

şeklinde tanımlanan Mτ , X üzerinde bir topolojidir [4].  
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İspat 

 

)1t Ø kümesinin hiçbir elemanı olmadığından Ø’nin elemanlarını merkez kabul eden 

açık yuvar boştur. Dolayısıyla Ø tarafından kapsanır. O halde Ø∈ Mτ ’dur. ∀ x∈X ve 

0<r<1 için ),,( trxB ⊂ X olduğundan X∈ Mτ olur. Böylece Ø,X∈  Mτ ’dur. 

 

)2t MnAAA τ∈,...,, 21  olsun. 

 

(i) =
=

i

n

i

AI
1

Ø⇒ Mi

n

i

A τ∈
=

I
1

 

 

(ii) ≠
=

i

n

i

AI
1

Ø olsun. 

 

∈∃x i

n

i

AI
1=

 vardır. Bu durumda ∀ i=1,2,...,n için iAx ∈  ve MiA τ∈ ’dur. O halde 

∀ i=1,2,...,n için ii AtrxB ⊂),,( olacak biçimde 0< ir <1 ve t>0 vardır. 

 

∀ i=1,2,...,n için r=min{ ir } diyelim. 

 

⇒ ∀ i=1,2,...,n için ⊂),,( trxB ii AtrxB ⊂),,(  olacak biçimde 0<r<1 ve t>0 var 

⇒ ⊂),,( trxB i

n

i

AI
1=

 

⇒ i

n

i

AI
1=

∈ Mτ  

 

)3t MIiiA τ⊂∈}{ ⇒U
Ii

iA
∈

∈ Mτ olduğunu görelim. 

 

(i) U
Ii

iA
∈

=X⇒U
Ii

iA
∈

∈ Mτ  olduğu açıktır. 
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(ii) U
Ii

iA
∈

≠ Ø olsun. 

 

∈∃x U
Ii

iA
∈

 vardır. Bu durumda Ii ∈∃ 0  için 
0i

Ax ∈  ve 
0i

A ∈ Mτ ’dir. O halde 

Ii ∈∃ 0  için ⊂),,( trxB
0i

A  olacak biçimde 0<r<1 ve t>0 vardır. 

 

0i
A ⊂ U

Ii

iA
∈

 olduğundan 0<r<1 ve t>0 için ⊂),,( trxB
0i

A ⊂ U
Ii

iA
∈

 olur. Buradan 

⊂),,( trxB U
Ii

iA
∈

 olacak biçimde 0<r<1 ve t>0 var olduğu görülür. O halde 

U
Ii

iA
∈

∈ Mτ ’dur. 

 

Böylece Mτ , X üzerinde bir topolojidir. 

 

3.2.2. Sonuç 

 

(X, Mτ ) topolojik uzay ve x∈X olsun. Buna göre 

 

E(x)={B(x,
nn

1
,

1
):n∈IN} 

 

ailesi x’in yerel (komşuluklar) tabanıdır. 

 

İspat 

 

Komşuluk tanımından N, x’in bir komşuluğu ise x∈U ⊂ N olacak biçimde en az bir 

U ⊂ X açığı vardır. U ⊂ X açık olduğundan B(x,r,t)⊂ U olacak biçimde 0<r<1 ve t>0 

vardır. 
n

1
<r ve 

n

1
<t olacak şekilde n∈IN seçelim. Şimdi B(x,

nn

1
,

1
) ⊂ B(x,r,t) 

olduğunu görelim. 
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z∈B(x,
nn

1
,

1
) olsun. O halde M(x,z,

n

1
)>1-

n

1
>1-r olur. 

 

M(x,z,
n

1
)∗ M(z,z,t-

n

1
) ≤ M(x,z,t) 

 

dir. M(z,z,t-
n

1
)=1 olduğundan M(x,z,

n

1
) ≤ M(x,z,t) olur. Ayrıca M(x,z,

n

1
)>1-r 

eşitsizliğinden M(x,z,t)>1-r bulunur. Buna göre z∈B(x,r,t)’dir. Böylece 

 

⇒B(x,
nn

1
,

1
) ⊂ B(x,r,t) 

⇒B(x,
nn

1
,

1
) ⊂ B(x,r,t) ⊂ U ⊂ N 

⇒B(x,
nn

1
,

1
) ⊂ N 

 

O halde x’in her N komşuluğu için B(x,
nn

1
,

1
) ⊂ N olacak biçimde en az bir 

B(x,
nn

1
,

1
)∈E(x) bulunabileceğinden E(x), x’in yerel (komşuluklar) tabanıdır. 

 

3.2.1. Not 

 

Sonuç 3.2.2’de tanımlanan E(x) ailesinin her bir elemanı doğal sayılar tarafından 

indislendiğinden E(x) sayılabilir bir ailedir. Bu sebeple E(x), x’in sayılabilir 

komşuluklar tabanıdır. 

 

3.2.3. Sonuç 

 

(X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzayı olmak üzere 
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Mτ ={A ⊂ X : ∀ x∈A için ),,( trxB ⊂ A olacak biçimde t>0 ve 0<r<1 aralığında r 

var} 

 

şeklinde tanımlanan (X, Mτ ) topolojisi birinci sayılabilir uzaydır [4]. 

 

3.2.2. Teorem 

 

Her fuzzy metrik uzay Hausdorff uzayıdır [4]. 

 

İspat 

 

(X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzayı,x, y∈X ve x ≠ y olsun. Fuzzy metrik tanımına göre 

x ≠ y olduğundan 0<M(x,y,t)<1’dir. Buradan r=M(x,y,t) dersek 0<r<1 olur. r< 0r <1 

olacak biçimde her bir 0r  için 011 rrr ≥∗ eşitsizliğini sağlayan 1r  bulunabilir. 

 

Şimdi )
2

1
,1,( 1 trxB −  ve )

2

1
,1,( 1 tryB −  açık yuvarlarını ele alalım. Gösterelim ki 

)
2

1
,1,( 1 trxB − ∩ )

2

1
,1,( 1 tryB − =Ø’dir. 

 

Kabul edelim ki )
2

1
,1,( 1 trxB − ∩ )

2

1
,1,( 1 tryB − ≠ Ø olsun. 

 

∈∃⇒ z )
2

1
,1,( 1 trxB − ∩ )

2

1
,1,( 1 tryB −  

⇒ 11 )1(1)
2

1
,,( rrtzxM =−−>  ve 11 )1(1)

2

1
,,( rrtzyM =−−>  

 

)
2

1
,,()

2

1
,,(),,( tyzMtzxMtyxMr ∗≥=
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rr

rr

rrr

>⇒

>⇒

∗>⇒

0

11

 

 

Bu ise bir çelişkidir. O halde x,y∈X ve x ≠ y için; 

 

)
2

1
,1,( 1 trxB − ∩ )

2

1
,1,( 1 tryB − =Ø 

 

dir. Buna göre (X,M,∗ ) fuzzy metrik uzayı Hausdorff uzayıdır. 

 

3.2.2. Tanım 

 

(X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzay ve A, X’in bir alt kümesi olsun. Eğer ∈∀ yx, A için 

M(x,y,t)>1-r olacak biçimde t>0 ve 0<r<1 varsa A ⊂ X kümesi F-sınırlıdır denir [4]. 

 

3.2.3. Teorem 

 

(X,M,∗ ), d metriği tarafından indirgenen bir fuzzy metrik uzay ve A, X’in bir alt 

kümesi olsun. A ⊂ X kümesinin F-sınırlı olması için gerekli ve yeterli koşul A’nın 

sınırlı olmasıdır [4]. 

 

İspat 

 

(⇒ ):A ⊂ X kümesi F-sınırlı olsun. O halde Tanım 3.2.8.’den ∈∀ yx, A için 

M(x,y,t)>1-r olacak biçimde t>0 ve 0<r<1 vardır. Buradan ∈∀a A için x∈A ⊂ X 

olup M(x,a,t)>1-r 

 

⇒ a∈B(x,r,t) 

⇒A ⊂ B(x,r,t) olacak şekilde x∈X, t>0 ve 0<r<1 vardır. 

 

Böylece A sınırlıdır. 
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( ⇐ ):A ⊂ X kümesi sınırlı olsun. Buna göre A ⊂  B(x,r,t) olacak biçimde x∈X, t>0 

ve 0<r<1 vardır. O halde ∀ a, b∈A için a, b∈B(x,r,t) olup M(x,a,t)>1-r ve 

M(x,b,t)>1-r’dir. Buradan ∀ a,b∈A için; 

 

M(a,b,2t) ≥ M(a,x,t)∗ M(x,b,t) 

⇒M(a,b,2t)>(1-r)∗ (1-r) 

 

0<r<1 için (1-r)∗ (1-r)>1-s olacak biçimde 0<s<1 vardır. Ayrıca 2t= t ′  dersek 

∀ a,b∈A için M(a,b, t ′ )>1-s olacak şekilde t ′>0 ve 0<s<1 bulunur. O zaman A, F-

sınırlıdır. 

 

3.2.4. Teorem 

 

(X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzay olsun. X’in her kompakt alt kümesi F-sınırlıdır [4]. 

 

İspat 

 

X’in kompakt bir A alt kümesini göz önüne alalım. t>0 ve 0<r<1 olmak üzere 

{ AxtrxB ∈:),,( } ailesi A’nın bir açık örtüsü olsun. A kompakt olduğundan  

 

A U
n

i

i trxB
1

),,(
=

⊂  

 

olacak biçimde Axxx n ∈,...,, 21  vardır. Ayx ∈,  olsun. O zaman ),,( trxBx i∈  ve 

),,( trxBy j∈  olacak şekilde nji ≤≤ ,1  vardır. Bundan dolayı 

 

rtxxM

rtxxM

j

i

−>⇒

−>⇒

1),,(

1),,(
 

 

dir. },1:),,(min{ njitxxM ji ≤≤=α  diyelim. O zaman 0>α ’dır. 
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α∗−∗−>⇒

∗∗≥

)1()1()3,,(

),,(),,(),,()3,,(

rrtyxM

tyxMtxxMtxxMtyxM jjii
 

 

3t= t ′  ve srr −>∗−∗− 1)1()1( α  olacak biçimde 0<s<1 alalım. Böylece Ayx ∈∀ ,  

için M(x,y, t ′ )>1-s olur. Buna göre A, F-sınırlıdır. 

 

3.2.4. Sonuç 

 

Bir fuzzy metrik uzayda her kompakt küme kapalı ve sınırlıdır [4]. 

 

İspat 

 

Her fuzzy metrik uzay Hausdorff uzayı ve Hausdorff bir X uzayının her kompakt alt 

kümesi X de kapalı olduğundan; 

 

A ⊂ X kompakt⇒A ⊂ X kapalıdır. 

 

Ayrıca Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4’den 

 

A ⊂ X kompakt⇒A F-sınırlıdır⇒A sınırlıdır. 

 

3.2.3. Tanım 

 

(X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzay ve IN doğal sayılar kümesi olsun. ∀ n∈  IN için 

f(n)=
nx ∈X olmak üzere f:IN →X şeklinde tanımlanan her fonksiyona X fuzzy 

metrik uzayında bir dizi denir ve INnnx ∈)(  veya kısaca )( nx  ile gösterilir. 

 

3.2.4. Tanım 

 

(X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzay, )( nx  X’de bir dizi ve 0x ∈X olsun. Her 0<r<1 

sayısına karşılık 0nn ≥  iken rtxxM n −> 1),,( 0  olacak şekilde en az bir INn ∈0  
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sayısı varsa )( nx  dizisi 0x  noktasına yakınsıyor denir ve 0xxn →  veya 0lim xxn
n

=
∞→

 

ile gösterilir. 

 

10:0 <<∀⇔→ rxxn
 için INn ∈∃ 0  var rtxxMnn n −>⇒≥∀∋ 1),,( 00  

 

10:0 <<∀⇔→ rxxn
 için INn ∈∃ 0  var ),,( 00 trxBxnn n ∈⇒≥∀∋  

 

3.2.5. Teorem 

 

(X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzay ve )( nx  X’de bir dizi olsun. xxn →  olması için 

gerekli ve yeterli koşul n → ∞  için 1),,( →txxM n
 olmasıdır [4]. 

 

İspat 

 

:)(⇒ Kabul edelim ki xxn →  olsun. O zaman 0<r<1 için en az bir INn ∈0 var öyle 

ki her 0nn ≥  iken ),,( trxBxn ∈ ’dir. Buradan 

 

),,( trxBxn ∈ rtxxM n −>⇒ 1),,(  

rtxxM n <−⇒ ),,(1  

 

Böylece n → ∞  için 1),,( →txxM n
 olur. 

 

:)(⇐ n → ∞  iken 1),,( →txxM n  ise 0<r<1 için en az bir INn ∈0  vardır ki her 

0nn ≥  iken rtxxM n <− ),,(1  olur. O halde 

 

rtxxM n <− ),,(1 rtxxM n −>⇒ 1),,(  

⇒ ),,( trxBxn ∈  
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Buradan da xxn →  elde edilir. 

 

3.2.5. Tanım 

 

(X,M,∗ ) fuzzy metrik uzayda bir )( nx dizisinin Cauchy dizisi olması için gerekli ve 

yeterli koşul p>0 ve t>0 için 1),,(lim =+
∞→

txxM npn
n

 olmasıdır [4]. 

 

3.2.6. Tanım 

 

Her Cauchy dizisinin yakınsak olduğu uzaya tam fuzzy metrik uzay denir [4]. 

 

3.2.1. Uyarı 

 

Tanım 3.2.5’e göre IR  tam fuzzy metrik uzay değildir [4]. 

 

3.2.1. Örnek 

 

( IR ,d) metrik uzay, =),( yxd yx −  ve abba =∗  olsun. 

 

),(
),,(

yxdt

t
tyxM

+
=  

 

biçiminde tanımlanırsa ( IR ,M,∗ ) fuzzy metrik uzaydır. Bu uzayda 

 

n
Sn

1
...

3

1

2

1
1 ++++=  

 

olacak biçimde ( nS ) dizisini ele alalım. Her p>0 için; 
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pnnn
t

t

SSt

t
tSSM

npn

npn

+
++

+
+

+
+

=
−+

=
+

+ 1
...

2

1

1

1
),,(  

1),,(lim =⇒ +
∞→

tSSM npn
n

 

 

olur. O halde ( nS ) dizisi ( IR ,M,∗ ) fuzzy metrik uzayında bir Cauchy dizisidir. Eğer 

IR  tam fuzzy metrik uzay ise en az bir x∈ IR  noktası vardır ki ∞→n  iken 

1),,( →txSM n ’dir. 

 

1),,( →txSM n ⇒ ∞→n  iken 1→
−+ xSt

t

n

 

⇒ ∞→n  iken 0→− xSn  

xSn →⇒  

 

olmalıdır. Ancak IR ’de bu doğru değildir. Bu sebeple IR  tam fuzzy metrik uzay 

değildir. 

 

Şimdi IR ’yi tam fuzzy metrik uzay yapmak için Cauchy dizisi tanımını aşağıdaki 

gibi verelim. 

 

3.2.7. Tanım 

 

(X,M,∗ ) fuzzy metrik uzayında bir )( nx  dizisinin Cauchy dizisi olması için gerekli 

ve yeterli koşul her bir 0,0 >> tε  için 0, nnm ≥∀  iken ε−> 1),( txxM mn  olacak 

şekilde INn ∈∃ 0  sayısının bulunmasıdır [4]. 

 

3.2.5. Sonuç 

 

Tanım 3.2.7’de verilen Cauchy dizisi tanımına göre IR  tam fuzzy metrik uzaydır. 
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İspat 

 

( IR ,M,∗ ) fuzzy metrik uzay ve )( nx  IR ’de bir Cauchy dizisi olsun. O halde tanıma 

göre her 0,0 >> tε  için INn ∈∃ 0  vardır öyle ki 0, nnm ≥∀  iken 

ε−> 1),( txxM mn ’dır. Buna göre 0nn ≥∀  iken ε−> 1),,(
0

txxM nn  olur. Yani 

),,(
0

txBx nn ε∈ ’dir. 

 

,...},,{ 21 000 ++= nnn xxxA diyelim. 

 

),,(
0

txBA n ε⊂⇒  

A⇒  sınırlı 

 

},...,,{ 121 0 −= nxxxB  diyelim. 

 

B⇒  sonlu 

B⇒  sınırlı 

 

BAxn ∪=)(  olduğundan )( nx  sınırlıdır. Bolzano-Wierstrass teoremine göre 

IR ’nin sonsuz elemanlı sınırlı her alt kümesinin en az bir yığılma noktası vardır. 

Buna göre )()
~

( nn xxx ⊂∈ ’dir. 

 

xxxx
knn →⇒∈ )(  olacak biçimde )()( nn xx

k
⊂  vardır. 

 

10 <<∀⇔→ rxx
kn  için INn ∈∃ 1  var 1nnk ≥∀∋  iken ),,( trxBx

kn ∈  

 

10 <<∀⇔→ rxx
kn  için INn ∈∃ 1  var 1nnk ≥∀∋  iken rtxxM

kn −> 1),,(  

 

},{ 102 nnmaksn =  diyelim. 2, nnn k ≥∀  için 
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)1()1(),,(),,()2,,( rtxxMtxxMtxxM
kk nnnn −∗−>∗≥ ε  

 

0>ε  ve 0<r<1 için sr −>−∗− 1)1()1( ε  olacak biçimde 0<s<1 vardır. Ayrıca 

tt ′=2  dersek  

 

),,(1),,( tsxBxstxxM nn
′∈⇒−>′  

 

olur. Buna göre xxn →  bulunur. Böylece IR  tam fuzzy metrik uzaydır. 

 

3.2.8. Tanım 

 

(X,M,∗ ) bir fuzzy metrik uzay, x∈X, 0<r<1 ve t>0 olsun. Bu durumda 

 

B[x,r,t]={y∈X:M(x,y,t) ≥ 1-r} 

 

kümesine x merkezli ve r yarıçaplı kapalı yuvar denir [4]. 

 

3.2.1. Lemma 

 

Her kapalı yuvar kapalı bir kümedir [4]. 

 

İspat 

 

(X,M,∗ ) fuzzy metrik uzay, x∈X, 0<r<1 ve t>0 olmak üzere B[x,r,t] kapalı yuvarını 

ele alalım. ∈y [ ]trxB ,,  olsun. X birinci sayılabilir uzay olduğundan yyn →  olacak 

biçimde [ ]trxByn ,,)( ⊂  vardır. 

[ ]trxByn ,,)( ⊂ INn ∈∀⇒  için rtyxM n −≥ 1),(  

 

Ayrıca yyn →  olduğundan verilen her bir 0>ε  için 1),,( →εyyM n ’dir. Buna 

göre  
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),,(lim),,(lim),,(

),,(),,(),,(

εε

εε

yyMtyxMtyxM

yyMtyxMtyxM

n
n

n
n

nn

∞→∞→
∗≥+⇒

∗≥+
 

rrtyxM −=∗−≥+⇒ 11)1(),,( ε  

 

Özel olarak INn ∈  için 
n

1
=ε  alınırsa r

n
tyxM −≥+ 1)

1
,,(  olur. 

 

[ ]trxBy

rtyxM

r
n

tyxMtyxM
n

,,

1),,(

1)
1

,,(lim),,(

∈⇒

−≥⇒

−≥+=⇒
∞→

 

 

olur. Böylece [ ]trxB ,, [ ]trxB ,,⊂  olur. Bundan dolayı [ ]trxB ,,  kapalıdır.  
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4.FUZZY METRİK UZAYLAR-II 

 

Bu kısımda Kankana Chakrabarty , Ranjit Biswas ve Sudarsan Nanda tarafından 

1998 yılında tanımlanan fuzzy metrik uzay incelenmiştir. [5] makalesindeki fuzzy 

metriği kullanarak fuzzy kümelerinin ailesi üzerinde bir topoloji oluşturulduğu 

gösterilmiştir. 

 

4.1. Fuzzy Metrik Uzay-II Tanımı ve Temel Kavramlar 

 

4.1.1. Tanım 

 

X ≠ Ø bir küme ve Xµ  fonksiyonu XX II × ’den [0,1] kapalı aralığına aşağıdaki 

şekilde tanımlansın. XIBA ∈∀ ,  olmak üzere 

 

Xµ (A,B)= )()(sup xBxA
Xx

−
∈

 

 

Xµ ’e XI ’de bir fuzzy metrik ve ( X

XI µ, ) ikilisine X’in bir fuzzy metrik uzayı denir 

[5]. 

 

Tanımlanan bu fuzzy metriğin aşağıdaki özellikleri sağladığını gösterelim. 

 

(i) Pozitif tanımlıdır. 

 

Xx ∈∀  için 0)()( ≥− xBxA  olduğundan )()(sup xBxA
Xx

−
∈

≥ 0⇒ Xµ (A,B) ≥ 0 

 

(ii) Simetri özelliği vardır. 

 

Xµ (A,B)= )()(sup xBxA
Xx

−
∈

= )()(sup xAxB
Xx

−
∈

= Xµ (B,A)⇒ Xµ (A,B)= Xµ (B,A) 
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(iii) Xµ (A,B)=0 ⇔ A=B’dir. 

 

Xµ (A,B)=0 ⇔ )()(sup xBxA
Xx

−
∈

=0 

⇔ Xx ∈∀  için )()( xBxA − =0 ⇔ Xx ∈∀  için 0)()( =− xBxA  

⇔ Xx ∈∀  için )()( xBxA = ⇔ A=B 

 

(iv) Xµ (A,B) ≤ Xµ (A,C)+ Xµ (C,B)’dir. 

 

Xµ (A,B)= )()(sup xBxA
Xx

−
∈

= )()()()(sup xBxCxCxA
Xx

−+−
∈

 

{ })()()()(sup xBxCxCxA
Xx

−+−≤
∈

 

)()(sup)()(sup xBxCxCxA
XxXx

−+−≤
∈∈

 

≤ Xµ (A,C)+ Xµ (C,B) 

 

4.1.2. Tanım 

 

( X

XI µ, ) X’in bir fuzzy metrik uzayı ve IN  doğal sayılar kümesi olsun. 

INn ∈∀ için X

n IAnf ∈=)(  olmak üzere XIINf →:  şeklinde tanımlı her 

fonksiyona XI üzerinde tanımlı bir dizi denir ve NnnA ∈)(  veya kısaca )( nA  ile 

gösterilir. 

 

4.1.3. Tanım 

 

( X

XI µ, ) X’in bir fuzzy metrik uzayı, )( nA XI ’de bir dizi ve XIA∈  olsun. Eğer her 

ε >0 için 0nn ≥  iken εµ <),( AAnX  olacak şekilde en az bir INn ∈0  sayısı varsa 

)( nA  dizisi A ’ya F-yakınsaktır denir [5]. 
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)( nA  dizisi A ’ya F-yakınsaktır ⇔ ∀ ε >0 için ∃ INn ∈0  var ∀∋ 0nn ≥  

⇒ εµ <),( AAnX  

 

4.1.4. Tanım 

 

Xµ , XI ’de bir fuzzy metrik ve )( nA , XI ’de bir dizi olsun. Eğer her ε >0 için 

0, nnm >  iken εµ <),( nmX AA  olacak şekilde en az bir INn ∈0  sayısı varsa )( nA  

dizisi F-Cauchy dizisidir denir [5]. 

 

)( nA  dizisi F-Cauchy dizisidir ⇔ ∀ ε >0 için ∃ INn ∈0  var ∀∋ 0, nnm >  

⇒ εµ <),( nmX AA  

 

4.1.5. Tanım 

 

( X

XI µ, ) X’in bir fuzzy metrik uzayı ve )( nA ⊂ XI  bir F-Cauchy dizisi olsun. Eğer 

)( nA  dizisi X’in bir fuzzy kümesine F-yakınsak ise ( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzayına 

F-tamdır denir [5]. 

 

4.1.6. Tanım 

 

Xµ , XI  üzerinde ve Yµ , YI  üzerinde birer fuzzy metrik, XIA∈  ve YXf →:  bir 

fonksiyon olsun. XIB ∈  olmak üzere  

 

f  fonksiyonu XIA∈ de F-süreklidir 0>∀⇔ ε  için δ∃ >0 var δµ <∋ ),( BAX  iken 

εµ <))(),(( BfAfY  [5]. 

 

4.1.7. Tanım 

 

( X

XI µ, ) X’in bir fuzzy metrik uzayı, )1,0(∈r  ve XIA∈  olsun. Bu durumda 
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}),(:{),( rABIBrAS X

X <∈= µ  

 

kümesine A merkezli ve r yarıçaplı F-açık yuvar ve 

 

}),(:{),( rABIBrAS X

X ≤∈= µ  

 

kümesine de A merkezli ve r yarıçaplı F-kapalı yuvar denir. 

 

XIA∈  ve ε >0 olmak üzere S(A,ε ) F-açık yuvarına A’nın ε  yarıçaplı F-küresel 

komşuluğu veya F-komşuluğu denir [5]. 

 

4.1.1. Not 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzayında her F-açık yuvar (F-kapalı yuvar) boş kümeden 

farklıdır. 

 

4.1.2. Not 

 

Tanım 4.1.7’ye göre X’in A fuzzy kümesi ve )1,0(, 21 ∈rr  için 210 rr <<  iken 

),(),(),( 221 rASrASrAS ⊂⊂ ’dir [5]. 

 

4.2.Fuzzy Metrik-II Tarafından Üretilen Topoloji ve Özellikleri 

 

4.2.1. Tanım 

 

G, XI ’in bir alt ailesi olsun. Eğer her A∈G için S(A,r) ⊂ G olacak biçimde en az bir 

r>0 varsa G’ye F-açık küme denir. 

 

G F-açık kümedir ∀⇔ A∈G için S(A,r) ⊂ G olacak biçimde ∃ r>0 vardır [5]. 
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4.2.1. Not 

 

Bu tanıma göre açıktır ki Ø ve XI  F-açık kümelerdir. 

 

4.2.1. Teorem 

 

( X

XI µ, ) X’in bir fuzzy metrik uzayı olsun. Fuzzy metrik uzayda her F-açık yuvar F-

açık kümedir [5]. 

 

İspat 

 

( X

XI µ, ) üzerinde S(A,r) F-açık yuvarını ele alalım. 

 

B∈S(A,r)⇒ ),( ABXµ <r⇒ r- ),( ABXµ >0 

 

1r =r- ),( ABXµ  diyelim ve S(B, ⊂)1r S(A,r) olduğunu görelim. 

 

C∈S(B, 1r )⇒ ),(),( 1 ABrrBC XX µµ −=<  

⇒ rABBC XX <+ ),(),( µµ  

 

Fuzzy metrik tanımına göre ),(),(),( ABBCAC XXX µµµ +≤  olduğundan 

 

),(

),(

rASC

rACX

∈⇒

<⇒ µ
 

 

bulunur. Buna göre S(B, ⊂)1r S(A,r) olur. O halde ∀ B∈S(A,r) için S(B, ⊂)1r S(A,r) 

olacak biçimde 01 >∃r  bulunacağından S(A,r) yuvarı F-açık kümedir. 
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4.2.2. Teorem 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay ve G XI⊂ olsun. G’nin F-açık olması için gerekli ve 

yeterli koşul G’nin F-açık yuvarların birleşimi şeklinde yazılmasıdır [5]. 

 

İspat 

 

(⇒ ):G, F-açık olsun. 

 

G, F-açık⇒ ∀ A∈G için S(A,r) ⊂ G olacak biçimde ∃ r>0 vardır 

⇒ ∀ A∈G için A∈S(A,r) ⊂ G 

⇒ UUU
GAGAGA

GrASA
∈∈∈

⊂⊂ ),(  

⇒ GrASG
GA

⊂⊂
∈

U ),(  

⇒ U
GA

rASG
∈

= ),(  

 

:)(⇐ G, F-açık yuvarların birleşimi şeklinde yazılsın. Yani  

 

U
GA

rASG
∈

= ),(  

 

olsun. Eğer B∈G ise U
GA

rASG
∈

= ),(  olduğundan ∃ S(A,r) F-açık yuvarı vardır ki 

B∈S(A,r)’dir. Her F-açık yuvar F-açık küme olduğundan B∈S(A,r) için 

S(B, ⊂)1r S(A,r) olacak biçimde en az bir 1r >0 vardır öyle ki 1r <r’dir. 

 

⇒S(B, ⊂)1r S(A,r) ⊂ G 

⇒S(B, ⊂)1r G 
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Her B∈G için S(B, ⊂)1r G olacak şekilde en az bir 1r >0 bulunduğu için G, F-açık 

kümedir. 

 

4.2.3. Teorem 

 

( X

XI µ, ) X’in fuzzy metrik uzayı olsun. Aşağıdaki ifadeler vardır. 

 

(i) F-açık kümelerin sonlu sayıda kesişimi F-açıktır. 

 

(ii) F-açık kümelerin keyfi sayıda birleşimi F-açıktır [5]. 

 

İspat 

 

(i) i=1,2,...,n olmak üzere { iG } F-açık kümelerin sonlu ailesi olsun. I
n

i

iGG
1=

=  

diyelim. 

 

Eğer I
n

i

iG
1=

=Ø ise I
n

i

iGG
1=

=  F-açıktır. 

 

≠
=

I
n

i

iG
1

Ø ve A∈I
n

i

iG
1=

 olsun. Bu durumda her i=1,2,...,n için A∈ iG ’dir. Her 

i=1,2,..,n için iG ’ler F-açık küme olduğundan ii GrAS ⊂),(  olacak biçimde 0>∃ ir  

vardır. 

 

r =min{ nrrr ,...,, 21 } dersek 

 

⇒ ∀ i=1,2,..,n için iGrAS ⊂),(  

⇒ I
n

i

iGGrAS
1

),(
=

=⊂  
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dir. Buna göre G, F-açık kümedir. 

 

(ii) { }
IiiG

∈
 F-açık kümeler ailesi olsun. G= U

Ii

iG
∈

 diyelim. 

 

U
Ii

iG
∈

= XI  ise U
Ii

iG
∈

, F-açık kümedir. 

 

U
Ii

iG
∈

≠ Ø ve A∈U
Ii

iG
∈

olsun. Bu durumda en az bir Ii ∈0 için A
0i

G∈ ’dir. 
0i

G , F-

açık olduğundan S(A,r)
0i

G⊂  olacak biçimde en az bir r>0 vardır. Ayrıca 

0i
G U

Ii

iG
∈

⊂  olup 0>∃r  için S(A,r) U
Ii

iG
∈

⊂ bulunur. O halde G=U
Ii

iG
∈

 kümesi F-

açıktır. 

 

4.2.1. Sonuç 

 

Tanım 4.1.1’de verilen Xµ  fuzzy metriği XI  kümesi üzerinde bir topoloji tanımlar. 

 

4.2.2. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay, XIG ⊂  ve XIA∈  olsun. A kümesinin her F-

komşuluğunda G’nin en az bir elemanı varsa A’ya G’nin F-değme noktası denir [5]. 

 

A, G’nin F-değme noktasıdır ),( rAS∀⇔  F-açık yuvarı için ≠∩ GrAS ),( Ø  

 

4.2.3. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay, XIG ⊂  ve XIA∈  olsun. A kümesinin her F-

komşuluğunda G’nin A’dan farklı en az bir elemanı varsa A’ya G’nin F-yığılma 

(limit) noktası denir [5]. 
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A, G’nin F-yığılma noktasıdır ),( rAS∀⇔  F-açık yuvarı için ≠∩− GArAS )),(( Ø 

 

4.2.4. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay ve XIG ⊂  olsun. G’nin bütün F-yığılma noktalarının 

kümesine G’nin F-türetilmiş kümesi denir ve G′  ile gösterilir [5]. 

 

4.2.5. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay, XIG ⊂  ve A, G’nin F-değme noktası olsun. A’nın en 

az bir F-komşuluğunda G’nin A’dan farklı hiçbir elemanı yoksa A’ya G’nin F-izole 

(ayrık) noktası denir. Yani G’nin F-yığılma noktası olmayan F-değme noktasına 

G’nin F-izole noktası denir [5]. 

 

4.2.6. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay, XIG ⊂  ve XIA∈  olsun. A’nın G’ye uzaklığı 

 

}:),(inf{),( GBBAGAd X ∈= µ  

 

şeklinde tanımlanır [5]. 

 

4.2.4. Teorem 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay, XIG ⊂  ve XIA∈  olsun. A’nın G’nin F-değme 

noktası olması için gerekli ve yeterli koşul d(A,G)=0 olmasıdır [5]. 

 

İspat 

 

:)(⇒ A, G’nin F-değme noktası olsun. Gösterelim ki d(A,G)=0’dır.  
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Kabul edelim ki d(A,G) 0}:),(inf{ >=∈ rGBBAXµ  olsun. Bu durumda  

 

}
2

1
),(:{)

2

1
,( rABIBrAS X

X <∈= µ  

 

F-açık yuvarı G’nin hiçbir elemanını içermez. Yani; 

 

=∩ GrAS )
2

1
,( Ø 

 

olur. Buna göre A, G’nin F-değme noktası değildir. Bu ise bir çelişkidir. Böylece A, 

G’nin F-değme noktası ise d(A,G)=0’dır. 

 

:)(⇐ }:),(inf{),( GBBAGAd X ∈= µ =0 olsun. 

 

(i) A∈G’dir. Bu durumda her A merkezli S(A,r) F-açık yuvarı için S(A,r) ∩ G ≠ Ø 

olup A, G’nin F-değme noktasıdır. 

 

(ii) A∉G ise d(A,G)=0 olduğundan S(A,r)= }),(:{ rABIB X

X <∈ µ  F-açık yuvarı 

G’nin en az bir elemanını içerir. Buna göre de A, G’nin F-değme noktasıdır. 

 

4.2.7. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay ve XIG ⊂  olsun. G’nin bütün F-değme noktalarının 

kümesine G’nin F-kapanışı denir ve G  ile gösterilir [5]. 

 

4.2.8. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay, XIG ⊂  ve XIA∈  olsun. Eğer A merkezli bir F-açık 

yuvar G tarafından kapsanır ise A’ya G’nin F-iç noktası denir. 
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A, G’nin F-iç noktasıdır ⇔ S(A,r) ⊂ G olacak biçimde ∃ S(A,r) vardır  

 

G’nin bütün F-iç noktalarının kümesine G’nin F-içi denir ve )(int GF ile gösterilir [5]. 

 

4.2.9. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay ve XIG ⊂  olsun. G’nin tümleyeninin F-iç noktasına 

G’nin F-dış noktası denir. G’nin tüm F-dış noktalarının kümesine G’nin F-dışı denir 

ve )(GFext  ile gösterilir [5]. 

 

4.2.10. Tanım 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay ve XIM ⊂  olsun. Eğer M’nin tümleyeni F-açık ise 

M’ye F-kapalı küme denir [5]. 

 

4.2.2. Not 

 

(i) Bir F-kapalı kümenin tümleyeni F-açık küme ve bir F-açık kümenin tümleyeni F-

kapalı kümedir. 

 

(ii) Ø ve XI  hem F-açık hem de F-kapalı kümedir. 

 

4.2.5. Teorem 

 

Bir fuzzy metrik uzayda F-kapalı yuvar F-kapalı kümedir [5]. 

 

İspat 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay ve bu uzayda }),(:{),( rABIBrAS X

X ≤∈= µ  F-kapalı 

yuvarını ele alalım. 
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Eğer crAS )},({  kümesinin F-açık küme olduğunu gösterirsek ),( rAS F-kapalı 

kümedir. B∈ crAS )},({  keyfi bir nokta olsun. 

 

B∈ crAS )},({ rBAX >⇒ ),(µ  

 

Keyfi bir 0>ε  için εµ 2),( += rBAX  olsun. Bu durumda ⊂),( εBS crAS )},({ ’dir. 

Gerçekten ∈∀C ),( εBS  için εµ <),( CBX  olup 

 

),(),(),(),(),(),( CBABACACCBAB XXXXXX µµµµµµ −≥⇒+≤  

εεεµ +=−+≥⇒ rrACX 2),( rACX >⇒ ),(µ  

∈⇒ C crAS )},({  

 

Böylece ⊂),( εBS crAS )},({  olacak biçimde ),( εBS  F-açık yuvarı bulunduğundan 

crAS )},({  F-açık kümedir. O halde ),( rAS F-kapalı kümedir. 

 

4.2.6. Teorem 

 

Bir fuzzy metrik uzayda; 

 

(i) Sonlu sayıdaki F-kapalı kümenin birleşimi F-kapalıdır. 

 

(ii) Keyfi sayıdaki F-kapalı kümenin arakesiti F-kapalıdır [5]. 

 

İspat 

 

( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzay olsun. 

 

(i) nMMM ,...,, 21  F-kapalı kümeler olsun. 
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U
n

i

iMM
1=

=  

 

diyelim. I
n

i

c

i

c
MM

1=

=  olup burada i=1,2,...,n için c

iM ’ler F-açıktır. Sonlu sayıdaki 

F-açık kümenin arakesiti F-açık olduğundan I
n

i

c

i

c
MM

1=

=  F-açık kümedir. Buna 

göre U
n

i

iMM
1=

=  F-kapalı kümedir. 

 

(ii) 
IiiM ∈}{ , ( X

XI µ, ) fuzzy metrik uzayının F-kapalılar ailesi olsun. 

 

I
Ii

iMM
∈

=  

 

diyelim. U
Ii

c

i

c
MM

∈

=  olup Ii ∈∀  için c

iM  F-açıktır. F-açık kümelerin keyfi 

sayıdaki birleşimi F-açık olduğundan U
Ii

c

i

c
MM

∈

=  F-açık kümedir. O halde 

I
Ii

iMM
∈

= kümesi F-kapalı kümedir. 

 

Şimdi bu bölümde verilen fuzzy metrik-II tanımı ile üçüncü bölümde tanımladığımız 

fuzzy metrik-I arasında ilişki olup olmadığını inceleyelim. 

 

Fuzzy metrik-I: [ ]1,0),0(: →∞XxXxM , X üzerinde fuzzy metriktir. 

 

Fuzzy metrik-II: [ ]1,0: →XX

X xIIµ , XI  üzerinde fuzzy metriktir. 

 

Eğer a,b [ ]1,0∈  olmak üzere a∗ b=ab,  
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[ ]

t

xBxA

XX

Xx

e

tBAM

xxIIM

)()(sup

1
),,(

1,0),0(:

−
∈

=⇒

→∞

 

 

biçiminde tanımlanır ise  

 

1. ∀ A,B XI∈  ve t>0 için ),,( tBAM >0’dir. 

 

2. ),,( tBAM =1 ⇔

t

xBxA
Xx

e

)()(sup

1
−

∈

=1 

⇔ 1

)()(sup

=

−
∈

t

xBxA
Xx

e  

⇔ 0
)()(sup

=

−
∈

t

xBxA
Xx  

⇔ 0)()(sup =−
∈

xBxA
Xx

 

⇔ Xx ∈∀  için 0)()( =− xBxA  

⇔ Xx ∈∀  için 0)()( =− xBxA   

⇔ Xx ∈∀  için )()( xBxA = BA =⇔  

 

3. ),,(
11

),,(
)()(sup)()(sup

tABM

ee

tBAM

t

xAxB

t

xBxA
XxXx

===
−−

∈∈

 

),,(),,( tABMtBAM =⇒  

 

4. Xx ∈∀  için )()()()()()( xCxBxBxAxCxA −+−≤−  eşitsizliğinden 

 

)()(sup)()(sup)()(sup xCxBxBxAxCxA
XxXxXx

−+−≤−
∈∈∈
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dir. Buradan 0, >∀ ts  için 1,1 >
+

>
+

s

st

t

st
 olduğundan 

 

⇒ )()(sup)()()(sup)()()(sup xCxB
s

st
xBxA

t

st
xCxA

XxXxXx

−
+

+−
+

≤−
∈∈∈

 

⇒
s

xCxB

t

xBxA

st

xCxA
XxXxXx

)()(sup)()(sup)()(sup −

+

−

≤
+

−
∈∈∈  

⇒ s

xCxB

t

xBxA

st

xCxA
XxXxXx

ee

)()(sup)()(sup)()(sup −

+

−

+

−
∈∈∈

≤  

⇒ s

xCxB

t

xBxA

st

xCxA
XxXxXx

eee

)()(sup)()(sup)()(sup −−

+

−
∈∈∈

≤  

⇒

st

xCxA

s

xCxB

t

xBxA
XxXxXx

eee +

−−−
∈∈∈

≤
)()(sup)()(sup)()(sup

111
 

⇒  ),,(),,(),,( stCAMsCBMtBAM +≤∗  

 

5. 00 >∀t  için 

 

00

lim),,(lim
tttt

tBAM
→→

=

t

xBxA
Xx

e

)()(sup

1
−

∈

t

xBxA

tt

Xx

e

)()(sup

0

lim

1
−

→

∈

= =

0

)()(sup

1

t

xBxA
Xx

e

−
∈

 

⇒ ),,(),,(lim 0
0

tBAMtBAM
tt

=
→

 

 

olduğundan [ ]1,0),0(:,.),( →∞BAM  süreklidir. 

 

Böylece M , XI  üzerinde fuzzy metrik olur.  

 

Buna göre ),0( ∞xxII XX ’dan [0,1] kapalı aralığına yukarıdaki şekilde tanımlanan ve 

fuzzy metrik-I şartlarını sağlayan bir dönüşüm bulundu. O halde XI ’de Xµ  fuzzy 

metriği yardımıyla fuzzy metrik-I anlamında 

t

xBxA
Xx

e

tBAM
)()(sup

1
),,(

−
∈

=  şeklinde bir 
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fuzzy metrik tanımlanabildi. Ancak bunun tersine X  üzerinde 

[ ]1,0),0(: →∞XxXxM  fuzzy metrik-I yardımı ile fuzzy metrik-II anlamında bir 

örnek bulunamadığı için iki fuzzy metrik tanımı arasında kesin bir sonuca 

ulaşılamamıştır. 
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