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TESEKKUR

Tez konumu verip, beni fuzzy uzaylarina yonlendiren, calismalarim boyunca
yardimlarin1 ve degerli zamanini hi¢bir zaman esirgemeyen Sayin Hocam Prof. Dr.
Cemil YILDIZ a, ayrica manevi destekleri ile beni hi¢bir zaman yalniz birakmayan
aileme, yardimlar i¢in M. Akif ERCAN arkadasima, tezin yazimi agamasinda bana

yardimc1 olan Meldan ISCEN’e tesekkiirii bir borg bilirim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig baz1 simgeler aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

= Gerektirir

= Yeterdir

& Iki yonlii gerektirme

r X den I ya tanimlanan fonksiyonlarin kiimesi
nx) 1 fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu

T Fuzzy topolojisi

T Fuzzy norm iizerindeki fuzzy topolojisi
0. 4181)) Fuzzy normlu lineer uzay

[]o a—seviye kiimesi

@ Fuzzy reel sayilarda toplama islemi

e Fuzzy reel sayilarda ¢ikarma islemi

© Fuzzy reel sayilarda carpma islemi

@ Fuzzy reel sayilarda bolme islemi

< Fuzzy reel sayilarda kismi siralama islemi

Ho(X,€) (X111 de a—agik yuvari



1. GIRIS

Cantor ilk kez 1879 yilinda kiime tanmimim verdikten sonra, matematikte incelenen
her konuda kesinlik aranmistir. Boylece olaylar karsisindaki diisiince sistemimiz iki
degerlikli mantiga gore olmustur. Fakat bu mantik giinliik hayatimizdaki bir ¢ok
olay1 aciklamaya yeterli degildir. Ornegin, “hava sicak” denildiginde herkes, kesin
olarak hava kelimesinin giinliik hayattaki kullanimin1 anlamaktadir. Ancak “sicak”
kelimesinin ifade ettigi anlam izafi olarak birbirinden farkli olabilir. Kutuplarda
bulunan bir kisinin sicak i¢cin 15°C’yi algilamasina mukabil, ekvator civarindaki bir
kisi i¢in bu 35°C’yi bulabilir. Arada bir ¢ok kisinin goriisii olarak bagka dereceler de
bulunur. Boylece ‘“sicak” kelimesinin altinda, insanlarin da ima ettigi sayisal
anlayisin bir sonucu olarak belirsiz bir durum vardir. Bu rastgele degildir, ancak
belirsizdir ve bu sekilde kelimelerin ima ettikleri belirsizliklere fuzzy (bulanik) denir.
Giinliik orneklerden bir tanesi de bir annenin cocuguna firmna koydugu keklerin
pismesi durumunda firim1 kapatmasini sdylemesi i¢in ya sayisal olarak sicakligin
hangi dereceye kadar devam etmesini veya daha basit olarak keklerin iistiiniin agik
kahverengi olmaya baslamasi halinde kapatmasini soyleyebilir. Bunlardan ikincisi
bulamiktir ve sayisal yonleri ima etmesine ragmen kesinlik belirtmemektedir. Ikinci
cesit sozel bilginin ise yani renk bilgisinin bir ¢ok kisi tarafindan tercih edilecegi
aciktir. O halde, boyle bilgileri bilgisayarlara tanitarak bulanik islemlerin yapilmasini
temin etmek yoluna gidilmelidir. Iste bu yoldaki en gecerli yontem bilim
(metodoloji) fuzzy kiime, mantik ve sistemleridir. Yukaridaki kek orneginde,
sicakligt 60°C olmasi gibi bir bilgiyi uygulamak oldukca zordur, fakat keklerin
tizerindeki rengin kahverengiye doniismesiyle pismenin kivaminda oldugunu ¢ocuk

bile anlar.

Fuzzy ilkeler hakkinda ilk bilgiler 1965 yilinda Azerbeycan asilli Prof. Dr. Liitfii
Askerzade tarafindan literatiire kazandirilmasina karsilik bu fikirler Bat1 diinyasinda
siiphe ile karsilanmis ve olduk¢a yogun tenkit almistir. Ancak 1970’1i yillardan sonra
Dogu diinyasinda ve ozellikle de Japonya’da fuzzy mantik ve sistem kavramlarina
onem verilmistir. Bunlarin teknolojik cihaz yapim ve isleyisinde kullanilmasi bugiin

biitiin diinyada yaygin hale gelmistir. Batida gecikmenin ana sebebi Bat1 kiiltiiriiniin



temelinde ikili mantik, yani Aristo mantiginin yatmasi ve olaylara evet-hayir, beyaz-
siyah, kurak-sulak, arti-eksi, 0-1 v.b. gibi ikili esasta yaklasilmasidir. Bu iki deger
arasinda baska seceneklere kesin degil diisiincesi ile yer verilmezdi Bati’da. Bati’da
fuzzy kelimesi giivensizligi ifade eder. Dogu’da ise bu giivensizlikte bile
giizelliklerin bulunabilecegi diisiincesi vardir. Ornegin, insanlar arasindaki gerekli
diyalogun bile saglanmasi bu tiir bulanik (kesin olmayan, oldukca kisisel) goriislere

baghdir.

Fuzzy kavram ve sistemlerin diinyanin degisik arastirma merkezlerinde dikkat
kazanmasi 1975 yilinda Mamdani ve Assilian tarafindan yapilan gercek bir kontrol
uygulamast ile olmustur. Bu arastirmacilar ilk defa buhar makinasi kontroliiniin
fuzzy sistem ile modellenmesini basarmistirlar. Bu 6n calismadan, fuzzy sistemlerle
calismanin ne kadar kolay ama sonuglarmin da ne kadar etkili oldugunu

anlamistirlar.

Daha sonraki yillarda fuzzy sistem uygulamasi ¢imento fabrikasinin isletilmesi ve
kontrolu icin yapilinca; artik fuzzy kavramlar diinyanin bir¢ok yerinde yavas yavas
kullanilmaya baslanmistir. Bu faaliyet, Bati’da ¢ok yavas olurken, Dogu’da ve
ozellikle Japonya, Singapur, Kore ve Malezya’da kendisini daha fazla gostermistir.
1980°den sonra fuzzy sistemin elektrik siipiirgeleri, camasir makinalari, asansorleri,
metro ve sirket isletimi gibi konularda kullanilmasinda patlama olmustur. Son
yillarda, bircok miihendislik dallarinda, veri tabanlarinin sozellestirilmesinde,
telesekreterlerin cevaplanmasinda ve bir¢cok konularda fuzzy mantik, biitiin diinyada
kullanilir hale gelmistir. Tiim bunlarin dogal sonucu olarak matematiginde bu fuzzy
kiime kavramina gore yeniden diizenlenmesi gereksinimi ortaya ¢ikmis ve bu yeni

diizenleme ile birlikte bircok makale yayilanmistir.

Bizde bu calismamizda ikinci boliimde; ileriki konularda bize yardimci olacak; fuzzy
kiime, fuzzy nokta, fuzzy seviye kiimesi, fuzzy reel sayisi, fuzzy reel sayilarindaki
aritmetik islemler, fuzzy komsuluk, fuzzy siireklilik, fuzzy yakinsaklik, fuzzy
Hausdorff gibi temel kavramlar1 Zadeh [1], Chang [2], Alaca [3] yiiksek lisans tezi,
Das [4], Felbin [5], Ming [6] makalelerinden faydalanarak tanimlandi. Ugiincii

boliimde ise ilk once Yildiz [7] Genel Topoloji kitabindan alisilmis normlu uzay



tanim1 yapilarak ornek verildi. Felbin [5] makalesinden fuzzy normlu lineer uzay
tanim1 verilerek, fuzzy normlu lineer uzayda yakinsak dizi ve Cauchy dizileri ile
ilgili bazi ispatlar incelendi. Ayrica fuzzy normlu uzay ve fuzzy metrik uzay
arasindaki iliski ispatlandi. Son boliimde de Das [4] makalesini acarak, fuzzy normlu
fuzzy topolojik uzaylar incelenerek, bu fuzzy topolojik uzaylar hakkinda fuzzy
dizisel siireklilik, fuzzy Hausdorff gibi kavramlar1 kullanilarak bazi Onermeler

arasindaki iliskiler incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Fuzzy Kiime ve Fuzzy Kiimeler ile ilgili islemler
2.1.1. Tanmim

X bostan farkli herhangi bir kiime ve I = [0,1] olmak iizere X den I ya tanimlanan
biitiin fonksiyonlarin kiimesini I* ile gosterelim. IX in her bir elemanma X in bir

fuzzy kiimesi denir [1].
2.1.2. Tanim

X in bir g fuzzy alt kiimesi, f;: X—I iyelik fonksiyonu ile karakterize edilen
u = {(x,fu(x)) : xe X} XXI kiimesine denir. Burada fy(x), u fuzzy kiimesinin iiyelik

derecesidir. Bundan sonra genellikle fy, yerine W, fy(x) yerine W(x) aliacaktir [1].
2.1.3. Tanim

X # @, Wi, lae T olsun. W, ve |y iiyelik dereceleri Vxe X igin sirastyla pi(x) ve pa(X)

ile gosterilsin. W, ve W, fuzzy kiimeleri i¢in agagidaki ozellikler vardir:

) W S & VxeXigin W(x) £ ta(x)

(1) W = W & Vxe X igin Wy(x) = Ha(x)

(iil) W3 = WA, & Vxe X icin Y3(x) = min{ L (x),U2(X) }

(1v) W = v © Vxe Xigin py(x) = max{p(x),U2(x) }

(V) us = U & VxeXigin pus(x) = 1 —wi(x) = uy(x)  [1].

{w : iel} fuzzy kiimeler ailesi olmak iizere 3 = AW arakesiti ve [y = N

birlesimi Vxe X icin sirastyla ps(x) = inIf {li(x)}, Ha(x) = sup {Wi(x)} ile tanimlanir

iel

[2].



2.1.1. Ozellik

X#3, W, e ¥ olsun. Asagidaki 6zellikler vardir:

(i) @°=X,X=0

(i) w<p e ps<pf

(iil) (1A M) = pf vps

(iv) (W v o) = p ApS dir [3].

2.1.1. Teorem

X de iki fuzzy kiime [, ve W, olsun.

1) WV, fuzzy kiimesi W ve W, yi ihtiva eden en kii¢iik fuzzy kiimesidir.

ii) WA, fuzzy kiimesi p; ve Y, fuzzy kiimeleri tarafindan ihtiva edilen en kiiciik

fuzzy kiimesidir [3].
2.1.1. Ornek

X = {x1,x2} , I = [0,1] olmak iizere, X’de bir fuzzy kiime p; ve
L = {(x1/0,2),(x2/0,7)} , W = {(x1/0,5),(x2/0,3)} olarak verilsin. Boylece; AL, ,

KV, fuzzy kiimeleri ve Teorem 2.1.1 in dogru oldugunu gosteriniz.
Coziim

Ui ve W, fuzzy kiimelerinin xe X icin iiyelik fonksiyonlarinin degerleri sirasiyla p(x)

ve Uy(x) olsun. Buna gore;
x1€ X icin py(x;) = 0,2 ve x;€ X igin W(x;) = 0,5

xp€ X igin Wy(x2) = 0,7 ve x,€ X igin Uy(X7) = 0,3 dir.



HiAM2 = U3 & H3(x) = min{p(x),12(x)} (Vxe X)
us3(x) = {(x1/0,2),(x2/0,3)}
HiAkz = {(x1/0,2),(x2/0,3)}
Gergekten 3 < U ve U3 < W, dir.
Vi = [y & () = max (X))} (VxeX)
ma(x) = {(x1/0,5),(x2/0,7)}
Hivie = {(x1/0,5),(x2/0,7)}
Gergekten [} <y v Uy ve Uy S Wy V Uy dir.
2.1.4. Tanim

X ve Y herhangi iki kiime olmak iizere f: X—Y bir fonksiyon ve W, X’de bir fuzzy
alt kiime olsun. VyeY ve 1(y) = {x : f(x) =y} i¢in,

sup w(x) , fl(y)#2,
f(W(y) = "'
0 , f'(y)=@.

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanan Y’nin bir fuzzy alt kiimesi olan f(u) fuzzy alt

kiimesine W niin f altindaki goriintiisii denir [2,3]. Sema ile gosterirsek,

fy £()



2.1.5. Tanim

X, Y iki kiime olmak iizere f: X—Y bir fonksiyon ve n, Y’de bir fuzzy alt kiime

olsun. Vxe X icin,

' M)(x) =N(f(x))

iiyelik fonksiyonu ile tanimlanan f'(n) ifadesine m’nin ters goriintiisii denir [2,3].

Sema ile gosterirsek,

fl
€----- f- -----
X—>»Y
£'m) fy
1

2.1.6. Tamim

xe X, ae (0,1] olsun. X’de x,, fuzzy kiimesi

a , t=Xx,
Xoc(t)= 0 ‘

, U#X

seklinde tamimlanan x, fuzzy kiimesine X’de bir fuzzy noktasi denir. Burada xe X
noktasina X fuzzy noktasinin destegi (dayanagi), oe (0,1] sayisina da xq nin degeri

denir [4-6].
o < W(x) ise Xq fuzzy noktasi bir p fuzzy kiimesi tarafindan kapsanir [4-6].
2.1.7. Tanim

K, X’de bir fuzzy kiimesi ve o€ (0,1] olmak iizere,

[We = {xeX: Wx) = a}



kiimesine W fuzzy kiimesinin oi—seviye kiimesi denir [4].
2.1.2. Teorem
W ve Wy, X’in herhangi iki alt fuzzy kiimeleri olsun. Va,Be (0,1] igin,
D) [Mio=[l2]a & Wi = Mo
i) [Wle <[l = B <als].
Ispat
(i) Ispat1 agiktur.
(ii) & : B < o olsun. [u]e < [Wi]p ifadesi agiktir.
= [Wile < [Wi]p ve B > o olsun.
[Wi]o < []p ise,
[Wle = {xeX: w(x) = a},
[l = {xe X : (x) 2 B}.

O zaman en az bir xoe [W1]p vardir ve Xoé [W]q. O halde xo€ [W]p ise B < wi(xp) ve

X0 [W]o 1s€ WL1(X0) < @ dur.

B> aviken pi(xo) < o0 < B < Wi(Xg) dir. Bdylece xo€ [Wi]q elde edilir. Vxe [p]p ise B <
wi(x) dir, o0 < B < pi(x) ise Vxe []p ise x€ [Wi]o ise,

[Hilp < [Mi]e
Bu esitsizlikle ¢eliskiye diistiik. Ciinkii B > o almustik. Boylece

[Wo < [lp = B < ovdur.



2.1.2. Ornek

X = {5,15,25,35,45,55,65,75,85} kiimesi yaslarin kiimesi olsun X kiimesinden
faydalanarak “Bebek”, “Gen¢”, “Yetiskin” ve “Yash” fuzzy kiimeleri tanimlanabilir.

Simdi bu fuzzy kiimeler i¢in bir tablo olusturalim.

Cizelge 2.1. Yas kiimesi ile olusturulan fuzzy kiimelerinin ¢izelgesi

Yas (Elemanlar) Bebek Geng Yetigkin Yash
5 0 0 0 0
15 0 0,2 0,1 0
25 0 1 0,9 0
35 0 0,8 1 0
45 0 0,4 1 0,1
55 0 0,1 1 0,2
65 0 0 1 0,6
75 0 0 1 1
85 0 0 1 1

W niin o—seviye kiimesi, keyfi (0,1] icin [i]o = {xe X: W(x) = o} ile taniml idi. Buna

gore;

o = 0,2 olarak alinirsa, “Geng” fuzzy kiimesinin o—seviye kiimesi

Gengg, = {15,25,35,45} dir.

o = 0,4 olarak alinirsa “Geng” fuzzy kiimesinin o—seviye kiimesi,

Gengo = {25,35,45} dir.

o = 0,2 olarak alinirsa “Yasl” fuzzy kiimesinin a—seviye kiimesi,

Yasliy, = {55,65,75,85}
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Buna benzer olarak, “Bebek”, “Geng”, “Yetiskin” ve “Yasl” fuzzy kiimelerinin de
keyfi ae(0,1] i¢in o—seviye kiimelerini yazabiliriz. Burada dikkat edecek olursak
(Wl = [u]p’dur. Omegin o = 0,2 ve p = 0,4 olarak alirsak, o0 < B iken Gengg, >

Gengg 4’ diir.
2.1.8. Tanim

Bir X vektor uzaymin iki fuzzy alt kiimesi W, ve W, olsun. W; + W, seklinde iki fuzzy

kiimesinin toplama islemi soyle tanimlanir;

(+HR)(X) = sup (U, (x;) AR, (X,))

X’de bir x4 fuzzy noktasi i¢in, toplama islemi kolayca asagidaki gibi tanimlanabilir.
(XaU)(y) = OARI(Y-X)

ve Ozellikle,

(X+u)(y) = H(y—x)

olarak gosterilebilir [4].

2.1.9. Tanim

X vektor uzayinin, bir fuzzy alt kiimesi [ ve t’de bir sabit olsun. Boylece,

(a) t=0, Vxe X icin (t.u)(x) = Wt .x).

(b) t=01icin

0 , x#0,
(tw(x) = supu(x) , x=0 [4].
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2.1.10. Tanim

R iizerindeki fuzzy kiimesine fuzzy reel sayisi denir, yani 1m: R—I = [0,1]. “t” reel

sayisinin tiyelik derecesi 1(t) ile gosterilir [4,5].
2.1.11. Tamim

Eger n(to) = 1 olacak bi¢cimde bir t, reel sayis1 varsa, n’ye normal fuzzy reel sayisi

denir [5,7].
2.1.12. Tanim

M fuzzy reel sayisi olsun. Her te R, € > 0 ve n(t) = a i¢in, eger Is—tl < ¢ = c(t)
oldugunda m(t) < a+¢€ olacak sekilde bir ¢ > O sayis1 bulanabiliyorsa M fuzzy reel
sayisina iistten yari siirekli denir, yani IR’ nin alisilmis topolojisinde, Vael ve € > 0

icin n7'([0,a+€)) IR’de aciktir [5,7].

2.1.13. Tanim

X bir vektor uzay1 ve bu uzayin fuzzy alt kiimesi [ olsun. Her x,ye X ve ke [0,1] i¢in
Hkx+(1-k)y) = min(p(x),u(y))

sartin1 saglayan W fuzzy alt kiimesine X vektor uzayinin bir konveks fuzzy kiimesi

denir [4].

Ayni seklide, her ae (0,1] icin

[We = {xeX: Wx) = a}

seklindeki kiime de bir konveks kiimedir [4].
2.1.1. Not

Biitiin iistten yar1 siirekli normal konveks fuzzy reel sayilarim IR(I) ile gosterecegiz.
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Her re R icin bir T fuzzy reel sayisini1 s0yle tamimlayabiliriz.

_ {l , t=r,
r(t) =

0 , t#r.
R, IR(I) icine gdmiilebilir [7].
2.1.2. Not

IR(I) da toplama ve ¢arpma islemlerinde O ve 1 fuzzy sayilar1 soyle tanimlanir [7]:

a(t)— 1 , t=0ise, T(t)— 1 , t=lise,
“lo , t=o0. lo o, t=l.
2.1.3. Not

1 bir fuzzy reel sayisi olsun. t < 0 i¢in N(t) = 0 oluyorsa N fuzzy reel sayisina negatif
olmayan fuzzy reel sayisi denir ve IR(I) nin negatif olmayan fuzzy reel sayilarini

R*(]) ile gosterecegiz [4,5].
2.1.14. Tanim

n, 6e R(D) ve [M]q = [a},b]],[3], =[a5,b5] olsun. @.0.0,D islemleri asagidaki

gibi tamimlanir [5,7]:
M®3]a = [a] +a3,b) +b5]
NS 8o = [a) a3, b —b3]
[NO8]q = [af".a3,bj bj]

L

a’ o
b, a,

[1D8]a=1

1 ve a5>0.
2
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2.1.15. Tanim

Mo = [al,b'] ve [8]o = [a%,b5] olsun.

Her ae (0,1] igin

N=d& af <aj ve b) <bY

ise bu bagintiya IR(I) da kismi siralama bagintisi denir.
Her ae (0,1] i¢in

N <4< af <aj ve b <bj

ise bu bagintiya IR(I) da tam esitsizlik denir [5,7].
2.1.16. Tanim

(Mn) » R() da bir dizi ve her ae(0,1] i¢in [N,le = [a],b)],[M], =[a%,b*] olsun.

Eger,

lima; =a® ve lim b, =b"

n—oo n—oo
ise,

limn, =n.

Burada (1n,) dizisinin 1 yakinsakligina o—seviye yakinsakligi denir [5,7].
2.1.3. Teorem

M, 8, ue R(D) ve [M]e = [a%b%] [8]a = [c*.d*], [We = [€%,[*] olsun. Bu taktirde fuzzy

reel sayilarinin o—seviye kiimeleri asagidaki sartlar saglar:
(@ M@SOn=[60u]
b)u=zmniset©®©d <MOJ.

(©)pu=mved> 0 ise



HuOdI=NO?

()@ <MD 8

(d) ¢ > 0 icin

MOWDS =N (MDY) dir [5].

Ispat

Tanim 2.1.14 kullanarak ispatlayalim.

(a) [N @ 8o = [a"+c*b"+d"]

ve

MO o = [c"f%d""].

Simdi [M@ 8)O W, ifadesini yazalim.

(M@ )OO Ua = [a"+c "1, b +d "]
= [a%+(c"—f%),b%+(d"—e")]
=M@ BGoWl«

olur.
(b) [UO 8]a = [e”—d*,f"<"]
ve

MO J]¢ = [a®-d“ b "]

14

esitlikleri vardir. Simdi u < 1 ise e* < a” ve f* < b* dir. Buradan e* — d*< a*—d* ve

f* — c*<b%*— ¢* yazilir. Boylece, t © 8 < n© § dur.
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(©) 1) [u©® 8] ve [N O 8]y ifadeleri asagidaki gibi tanimlanir.
MO 8]y = [e*.c*,f*.d%]
M ® 8] = [a*c*b%d*].

Simdi pu <X m ise e* < a* ve f* < b* dir. Ayrica ¢® > 0 oldugundan e*.c* < a%.c* ve

f*.d* < d*.b® yazilir. Bu da bize u® 8 < ® & oldugunu gosterir.

ii) [L @ 8]u ve [N @ O8] ifadelerini asagidaki gibi tanimlayalim.

o fﬂ,
D8]y = [ —
(LDo] [d“ o
o bOL
8(1: a_,_ .
m@oal [d“ -

Buradan,

boylece WD & < D3 dir.

a%e” b*f°

d) [ﬂ®u)®5]a=[—a, o ]
d c

= [Tl @ (M@S)]a .

2.2. Fuzzy Topolojik Uzay ve Fuzzy Topolojik Uzaylarda Baz1 Temel

Kavramlar
2.2.1. Tanim

T < I* fuzzy kiimelerinin ailesi asagidaki sartlar sagliyorsa, T ailesine X iizerinde

fuzzy topolojisi,
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(t)) O ve ler,
(t2) VUi , €T = WALLET,

(t3) Vieli¢in {pi}eTise VI ET

(X,7) ikilisine de fuzzy topolojik uzay denir. T topolojisinin her elemanina fuzzy acgik
kiime; X uzayma gore tiimleyeni agik olan kiimeye de fuzzy kapali kiime denir.
Genel topolojide oldugu gibi T ailesi sadece 0 ve 1 den olusuyorsa (X,t) fuzzy
topolojik uzayina indiskret, tim fuzzy kiimelerinden olusuyorsa (X,t) fuzzy

topolojik uzayina da diskret fuzzy topolojik uzay denir [4,5].

2.2.1. Ornek

X = {a,b} olmak iizere, X kiimesi lizerine de bir fuzzy topolojisi olusturalim.
i = {(a/0,4),(b/0,7)} , (a) = 0,4, wi(b) = 0,7.

W2 = {(a/0,5),(6/0.2)} , ta(a) = 0,5, pa(b) = 0,2.

3 = {(a/0,4),(b/0,2)} , p3(a) = 0,4, p3(b) =0,2.

ws = {(a/0,5),(b/0,7)} , pa(a) =0,5 , pa(b) =0,7.

1=X={(a/1),b/1)} 0=3 = {(a/0),(b/0)}

Fuzzy kiimelerini alacak olursak T = {0,1,1, s, 3,114} seklinde tanimlanan T ailesi X

tizerinde bir fuzzy topolojisi olusturur. Gergekten,
(t)) 0 ve 1 fuzzy kiimeleri 7 ailesine ait oldugundan O ve 1t dir.

(tp) T ailesine ait her sonlu elemanin arakesiti T ailesine aittir. Fuzzy kiimelerinde
arakesit taniminda “0” kiimesinin digerleri ile arakesiti O ve 1 in digerleri ile arakesiti

diger fuzzy kiimeleri oldugundan, sonlu arakesit saglanir. Ayrica,
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wiAp, = {(a/0,4),(b/0,2)} = uze,
HiAps = {(a/0,4),(b/0,2)} = uze T,
AWy = {(a/0,4),(b/0,7)} = wer,
taAps = {(a/0,4),(b/0,2)} = uze,
H3Aps = {(a/0,5),(b/0,2)} = lpe T,
wsAly = {(a/0,4),(b/0,2)} = uzet.

Benzer olarak;

WiARAUS = (LAH)AUS = U3E T,
HIAM2ALY = (AU2)AMY = P3E T,
WiAUALS = (LAR3)ALS = U3E T,
HIALLAUAIS = (LIAR)A(H3ANS) = U3ET.

Fuzzy kiimelerinin sonlu arakesitleri yine 7T ailesine aittir.

(t3) Keyfi birlesimleri de T ailesine ait oldugu (t,) dekine benzer olarak gosterilebilir.
O halde, 7 ailesi X iizerinde bir fuzzy topolojisidir.

2.2.2. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzayinda t da bir p var dyleki p < U ve W(x) = p(x) > 0 ise W

fuzzy kiimesine xe X noktasinin komsulugu denir [4].
2.2.3. Tanim

f: (X,71)—(Y,T2) fonksiyonu xe X noktasinda siireklidir denir, eger f(x) in her p

komsulugu icin £ (W), x in bir komsulugu ise.

f her xe X i¢in fuzzy siirekli ise f’e X’de fuzzy siireklidir denir. Buna denk olarak

Y’nin her fuzzy acik alt kiimesinin ters goriintiisi X’de fuzzy acik ise fuzzy

suireklidir [4].
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2.2.4. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay, X’de (x,) dizisi ve xe X olsun. Eger x in her W acgik
komsulugu icin dngeIN var > Vn 2> ng icin W(x,) > 0 ise (x,) dizisi x noktasina

yakinsaktir denir ve limx, = x ile gosterilir [4].

2.2.5. Tanim

(X,t) fuzzy topolojik uzay olsun. Eger Vx,ye X ve x#y icin 1n,fet var oyle ki:
Nx) = B(y) = 1 ve nAP = 0 ise, (X,t) fuzzy topolojik uzayina fuzzy Hausdorfftur
denir [4].
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3. FUZZY NORMLU LINEER UZAYLAR

Bu boliimde Clementina Felbin [5] tarafindan tanimlanan fuzzy normlu lineer uzay
ve bununla ilgili baz1 kavramlar ele alinacaktir. Bu konuya ge¢gmeden 6nce alisilmig

normlu uzay taniminm verelim.
3.1. Normlu Uzay

3.1.1. Tanim

X bir reel (veya kompleks) vektor uzay olsun. Her X € X vektoriinii Il X Il reel sayisina
doniistiren ve asagidaki sartlar1 saglayan reel degerli IIll : X—R fonksiyonuna X

tizerinde bir norm denir.

(i) VXeX (X#0)icinIXlI>0vellXll=0& X =0
(ii) VX e X, VAeR i¢in lIA. X Il = IALI X 1]

(i) VX, yeXicin IX+y Il <X+ yl

Uzerinde norm tanimlanmis bir lineer X vektor uzayina normlu vektdr uzayr veya
kisaca normlu uzay denir ve (X,IIIl) ile gosterilir. I X |l reel sayisina da X vektoriiniin

normu denir [8].
3.1.1. Ornek

IR", IR iizerinde bir vektor uzay1 ve her X = (X1,Xa,...,Xp)€ IR" igin,

n
IX1l= \/xf+x§+...+xi = /fo
i=1

seklinde tanimlanan Il : IR">IR fonksiyonu gosterilebilir ki IR" iizerinde bir

normdur.



20

3.2. Fuzzy Normlu Lineer Uzay

3.2.1. Tanim

X, IR iizerinde bir vektor uzayi, Ill: X— R*(I) ve L,R: [0,1]x[0,1]—-[0,1]
fonksiyonlar1 simetrik, her ikisi de azalmayan ve L(0,0) = 0, R(1,1) = 1 saglasin.

xeXve 0<a<1icin,

(X Mg = [N XS]

yazariz ve kabul edelim ki her x € X, X0 icin X den bagimsiz oye (0,1] var dyle ki

her o < 0k,
(A) XS < oo
(B) infll X117 > 0.

Bu durumda (X,III,LL,R) dortliisiine fuzzy normlu lineer uzay denir ve Il ye bir

fuzzy norm denir, eger asagidaki sartlar saglanirsa;
OHIXl=0 < X =0 ise;

@) lIe. X=X, XeX, relR;

(iii)) VX, ye X i¢gin

@s<MN,t<Myll} ves+t <X+ vl
oldugunda,

I1X + y Il (s+t) = LAIXN(s), 11y i),

(b) s> XN, , e =Nyl ve s+t =X +ylIl
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oldugunda,

IIX + y ll(s+t) < RUIX (), 11y lI(t)) [S].

Ayrica, x,y€ [0,1] i¢in;

L(x,y) = min(x,y) , R(X,y) = max(x,y).

L ve R fonksiyonu yukaridaki gibi aldigimizda, bir fuzzy normlu lineer uzayini

(X,II-1) olarak yazabiliriz [5].
Asagidaki sonug, alisilmis iicgen esitsizligine bir dlciide benzemektedir.
3.2.1. Teorem

X,y fuzzy normlu lineer uzayinda Tanmim 3.2.1 (iii)) de tamimlanan iicgen

esitsizligi,

IX+yll <= UXn®lyll

ifadesine denktir [5].

Bu teoremi, agagidaki iki lemma ile ispatlayalim:
3.2.1. Lemma

Tanim 3.2.1. (iii) (b) de tanimlanan iiggen esitsizligi (R = max ile); Vae (0,1] ve

X,y e X icin,

MX+yIs <MK +y s (3.1)

icgen esitsizligine denktir [5].



22

Ispat

Es.3.1 deki kabuliimiizii ve X,yeX, s = III?(III} , t 2 III?III} ifadelerini alalim.

o = II1X + yll(s+t) diye tammlayalim. Bu durumda,

sHSMX+y IS <MXMS+y IS .

Bu nedenle s < IIXIlI7 veya t <llylll5 dir. Bu lIXIi(s) > & veya Il ylI(t) > o gerektirir

ve boylece,
max(ll X lI(s), Iy lI(t)) = a0 = 11X + y lI(s+t).
Bu R(:,") = max (-,-) ile tanimlanan Tanim 3.2.1 (iii) (b) dir.

Tam tersine, Tamim 3.2.1 (iii) (b) kabuliimiizii varsayalim; oe (0,1] ve

>
<
m
>~

alalim. Ispatlayalim ki,

MX+yWS>MXMS + Myl dir.

Bu durumda,

s>MXMG MK vee>NyIS =Myl
vardir dyle ki;

stt=MX+yMg >Mx+yll;.

Boylece Tanim 3.2.1 (iii) (b) ile

o = IIX+yll(s+t) < max (I1X1l(s),IylI(t)) < a.
Bu bir celiskidir.

Sonug olarak; lemmanin ispati tamamlanir.
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3.2.2. Lemma

Tanmim 3.2.1 (iii) (a) de tanimlanan iiggen esitsizligi (L = min ile), Voe (0,1] ve

X,yeXicin
MX+y I <MKy + iy (3.2)
icgen esitsizligine denktir [5].

Ispat

Es.3.2 kabuliimiizii varsayalim. X,yeX ve s < lIXlll; t < llyll} alahm &yle ki

stt<MX+yll; dir.
o = lIXIll(s), B =llyli(t) ve Y= min(a,p) seklinde tamimlayalim.
Simdi X 11*<'s ve llly1II® <t dir.
o i¢in lIl-IIT azalmayan oldugundan Es.3.2 ile,
WX +y <X +iymy
<RI +Iy P

< s+t

IA

mx+yl;,
yazabiliriz. Bu da,
IX+y 1l (s+t) 2y=min ([X[I(s).IIY V),

L(.,.) = min (.,.) ile tanimlanan Tanim 3.2.1 (iii) (a) gerektirir.
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Tam tersine L = min ile tanimlanan Tamim 3.2.1 (iii) (a) kabuliimiizii varsayalim.

X,ye X ve ae (0,1] alalim. Bu durumda Tanim 3.2.1 (iii) (a) ile
MXNE+HyIE <MK+l oldugunda,
X+ yIEAEX MY+ ) = mindE XAy ATy )
= o dir.
Bu da,
MX+y <MKy,
gerektirir. Diger taraftan,
MXNE+HyNE > MK+l
ise, bu durumda o referansina gore Il azalmayan oldugunda Es.3.2 vardir.
3.2.1. Not
Yukaridaki L ve R secimi ile:
() X=0lxl=0MXN* =0 vellXNIS =0.
(i) r = 0 ise, bu durumda
[ir X e = [101Ne = {0} = [Irl.IX ],
r # 0 igin,
[l X e = {t: IrXII(t) = ot}

= {t: (LX) > o)



= {t: IXI(t/Ir) = a}.

t/lrl =k, r#0ise,

[lrX o = {k.Irl : 1X1l(k) = ot}

e o e o
= [IeL X el XS ]

= [Irl 11X ]

Fakat

[l X e = [MeX MY, Mex S .

Yani,

e X M= kel X,

ve

S ERITE]
Mex 115 =Iel XS .

(iii) Eger herhangi X,y € X ¢ifti icin

1%+ 51 < IKIDIF I

Bu durumda 0 < o < 1 olacak sekilde her bir o i¢in,

T oo zI e AR
X+ y I < WX +1y 1y
ve

MX+yIs < WXms+iyins [si.

3.2.1. Ornek

X =R", R iizerinde bir vektor uzayi, her (x1,X»,...,x,)€ IR" i¢in

25
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1, t=yX{+X+..+X,
(x1,X2,....x)II(t) = { \/ 1 2 N

0 , diger durumlarda.

seklinde tanimlanan ve yukaridaki L. ve R se¢imi ile tanimlanan, Tanim 3.2.1°e gore

II1I: IR"=IR"(I) fonksiyonu IR" iizerinde bir fuzzy normdur.
3.2.2. Tanim

X # @ bir kime, d: XxX—R*(I) bir fonksiyon ve L,R : [0,1]x[0,1]—[0,1]
fonksiyonlar1 simetrik, her ikisi de azalmayan ve L(0,0) = 0, R(1,1) = 1 saglansin.

vx,ye X, ae (0,1] icin
[dx, )] = [Aa(X,¥),Pa(X,y)]
seklinde gosterelim.

Bu d fonksiyonu asagidaki ii¢ sarti saghyorsa, (X,d,L.,R) dortliisiine fuzzy metrik

uzay ve d ye de fuzzy metrik denir;

() dxy)=0 ex=y

(i1) Vx,ye X icin d(x,y) = d(y,x)

(iil) Vx,ye X icin

(1) s < M(x,2) , t £Ai(2,y) ve s+t < Ay(X,y) oldugunda
d(x,y)(s+t) 2 L(d(x,2)(s),d(z,y)(1)),

(2) s 2 M(x,2) , t 2 A(z,y) ve s+t = Ai(x,y) oldugunda,

d(x,y)(s+t) < R(d(x,2)(s).d(z,y)(1)) [7].

[7] nin Teorem 3.1°den eger L = min ve R = max secilirse Tanim 3.2.2 (iii) {icgen

esitsizligi



27

d(x,y) = d(x,z) @ d(z,y) ,
esitsizligine denktir [7].
3.2.1. Onerme

(X111 bir fuzzy normlu uzay ve d: XxX—R*(I) bir fonksiyon olsun.

[d(X,¥)]o = [Aa( X, ¥ ),Pal( X, ¥)] = [I1X = Y ll]x

seklinde tanimlanan d fonksiyonu, V X,y € X ve ae (0,1] i¢in bir fuzzy metriktir.
Ispat

@ [d(X, ) ]a=M%-§Ne= 0 @ A(X,§) =X -FI* = 0,

Py(%,7) =X -yII* =0 & X=7 ().

Ao(X,5) =X —§I® =0 ise, X =y II® fuzzy normlu uzay oldugundan

Boylece
[d(X,¥)]la= 0 & X =7 dir.
(1) [d(X,¥)]a=X =y Ne= [y =X Me=[d(Y—X)]a (7).

(X, Iy fuzzy norm oldugundan asagidaki ifadeleri yazabiliriz.



[MX=yll]e={t; : MX =y lIi(t;) = o}

= {t; : I-1.(§ = %)l (t) = o)

= {t: LY =% My (6) > o

={t;: lly =xIl(t/I-11) = o}

= {t: My =% MMi(t) = o0}

=y =Xl ,

veE

X =ylhle={t2: IX=ylll(t) = ot}

= {t: I-1.(§ = %)lh(t) = a}

= {ty: 1LY — X lllx(t) > ot}

= {tp 1 Iy =X lla(t2/-11) > o}

={t: 1y - % lla(t) > ot}

=[lly —=X1lk]e -

Bu nedenle,

[d(X,)]o =X —§Mo=[MX-FNE, MR—FNL] =

=y =% My —KME]=[1§ =KMo = [d(T,%)]o -
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(iii) (X111 fuzzy norm oldugundan ve V X,y,Z € X i¢in,

A X, ¥) =X =T =MX-Z+Z-yllI] <MX-=ZIIT+NZ-yIIT

=Ao( X,Z) + Al Z,Y ).

Pu(X, ) =X =yII§ =X =Z+Z-y I <MX-ZIIT+NZ-yIlIT

=Po(X,Z) + Pu(Z,¥).

Bu iki ifadeden,

IX-yllz IX=-ZI®@NZ-yll

d(X,y) = d(X,Z2)®d(z,y).

Boylece; her fuzzy normlu uzay, fuzzy metriktir ama tersi her zaman dogru degildir.

3.2.3. Tanim

(X, Iy bir fuzzy normlu lineer uzay1 olsun. (x,)e X dizisi, xe X noktasina yakinsaktir

denir ve soyle gosterilir:

limx, =x & limllx, —xII=0

yani o€ (0,1] i¢in,

Em il x, —x % =lim lll x, —=x 1% =0 [5].

3.2.4. Tanim

(X, -1y fuzzy normlu lineer uzay olsun. Eger,

limllx, —x,II=0 ise,
n—eo
m-—>o0

(xy) dizisine Cauchy dizisi denir.
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Yani ae (0,1] icin,

lim Il x,, —x, 1% =0 [5].

3.2.2. Not

lixll > 0 oldugunda, Voe (0,1] igin 0 < llIxlll * < llIxIlI$ elde edilir. Boylece

lim lIx,—xll = 0 < lim llix,—xIII$ =0 [5].

n—oo n—oo

3.2.5. Tanim

(X111 bir fuzzy normlu lineer uzay olsun. (x,) dizisi ve o€ (0,1] i¢in xe X noktasina
diizgiin yakinsaktir denir gerek ve yeter sart, verilen € > 0 i¢in en az bir nyp(€)e N var

dyle ki Vn > ny(¢e) ve ae (0,1] i¢in llix,—xIIl5 <€ [4].

3.2.6. Tanim

(X, (Y, I1-11%) iki fuzzy normlu lineer uzay ve f: X—Y bir fonksiyon olsun. Eger,
(Xp) dizisi X de x,—%o= Y de f(x,)—1f(Xo) ise

f fonksiyonuna X, noktasinda dizisel siireklidir denir [4].

3.2.2. Onerme

X,y fuzzy normlu lineer uzayda yakinsak dizinin biitiin alt dizileri de, bu dizinin

limitine yakinsar [5].
Ispat
(Xn)—x olsun. Bu durumda o (0,1] i¢in

. o
lim llIx,—xIII5 = 0.

n—oo
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Yani herhangi bir sabitlenmis ae (0,1] i¢in verilen € > 0,
ng var dyle ki Vn > no(o) i¢in llix,—xlll 5 <.

k(n): N—{N’nin bir alt kiimesi} Oyle ki n < m i¢in k(n) < k(m) olmak iizere (Xkwm))
dizisi, (X,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (Xkm)) alt dizisi oldugunda mo(at) var dyle ki
n > my(e) igin k(n) = np(e). Boylece n = mo(a) icin llxxm—xlll5 < € yani

lim Ixym—xIl = 0 veya (Xkm)) alt dizisi x noktasina yakinsar.
n—oo

3.2.3. Onerme

(X111 bir fuzzy normlu lineer uzayinda her yakinsak dizi Cauchy dizisidir [5].
Ispat

(xy) dizisi xe X e yakinsasin. Bu durumda Vae (0,1] i¢in

. o
lim llIx,— xIll; =0,

yani verilen € > 0 ve ae (0,1] i¢in bir ng(o) vardir dyle ki Vn > ny(ot) icin,

llxyxll® < %

Simdi, Lemma 3.2.1 deki tanima gore Il-ll 5 bir norm oldugundan, Vm,n>ny() igin,
Xm—Xalll 5 = N(Xm—%)—Xp=xll 5

< Ml =x Il Hllx—x111
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4. FUZZY NORMLA ELDE EDILEN FUZZY TOPOLOJiK UZAYLAR

Bu béliimde, fuzzy normlu lineer uzaydan fuzzy topolojik uzay elde edilecek ve bu
topolojiye ait baz1 dzellikler ¢alisilacaktir. Simdi asagidaki gibi (X,II-Il) fuzzy normlu

lineer uzayda o—agik yuvar tamimini verelim.
4.1.1. Tanim

Sabitlestirilmis o€ (0,1] ve € > 0 icin (X,II-Il) de

o , ancak veancaklly-xlllZ<eise
ua(x,e><y)={ YR

0 , diger durumlarda.

seklinde tanimlanan po(x,€) fuzzy kiimesine (X,II-Il) de a—agik yuvar denir [4].
Asagida fuzzy normlu lineer uzayda bir o—agik yuvar icin 6rnek verelim.
4.1.1. Ornek

(R"II-l) fuzzy normlu uzay1 gézoniine alalim. Buradan [l : R"—IR*(I)

— 2 2 )
(x1,X2,....xp)II(t) = L, t—\/xl +X, +...+X]
0 , diger durumlarda.

seklinde tamimlanmistir. O halde her o€ (0,1] i¢in ll(x1,X2,....xp)IIl5 = 1/x12 +..+ xﬁ .

x =0=(0,0....,0) ve € = 1 alalim. Bu durumda y = (y1,y2,...,yn)€ IR" i¢in

2 2 2 .
Lo (0, 1)(y) = {g‘ = \/Y1 +y;+..ty, <lise

, diger durumlarda.

(R",II-ll) de a—ag1k yuvardir.
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Yukandaki ornekte gorditk ki (yi,y2,---,Yn)E Ma(O,l)@quyf < 1 ki bu alisilmis

normlu lineer uzayda merkezi orijinde ve yarigap1 birim olan agik yuvar notasyonun

genellestirilmesidir [4].
4.1.2. Tamim

e IX herhangi bir fuzzy kiimesi olsun. Eger (x) > 0 i¢in 3¢ > 0 var dyle ki oe (0,1]

icin Ue(x,€) < pise W fuzzy kiimesine |I-ll-agik denir [4].

Asagidaki iki ornek bir fuzzy acik kiimesinin agik kiime oldugu fakat fuzzy alt

kiimesini agik olmas1 gerekmedigini gdstermektedir.

4.1.2. Ornek

Ornek 4.1.1. de tanimlanan pe(0,1) o—acgik yuvart (R"I-l)’nin fuzzy Il-ll-agik alt

kiimesidir.
Bu, Onerme 4.1.2°den elde edilir.

4.1.3. Ornek

(IR"II-ll) fuzzy normlu lineer uzayinda  fuzzy kiimesini

M(X):{l e i<l

0o , diger durumlarda.

seklinde tanimlayalim. Burada x = (x;,Xa,...,x,)€ R" dir.
y = (1,0,0....,0)e R" alalim. Bu durumda p(y) > 0.

€>0, ae(0,1] alalm. (IR",II1I) de Po(y,€) 0—agik yuvari

Ha(y.E)(X) = {g & & - X+t x] <€,

, diger durumlarda.
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z = (1+€/2,0,0,...,0)e R" alalim. Bu durumda p(y,€)(z) = o. Fakat w(z) = 0.

Boylece her ae (0,1] ve her € > 0 igin o(y,€) €. O halde p, (IR"IIll) nin agik fuzzy
alt kiimesi degildir [4].

4.1.1. Onerme

(X, Iy fuzzy normlu lineer uzayinda,

T ={W: U, llacik}

ailesi X iizerinde bir fuzzy topolojisidir [4].
Ispat

(i) Her xe X i¢in 1(x) = 1 > 0. Boylece herhangi € > 0 ve ae(0,1] icin p(x,€) < 1.

Yine xe X icin 0(x) =0 * 0. Boylece 1 ve 0, 1. elemanidir.

(1) Wi, e alalm. (WAR)(x) > 0 igcin p(x) > 0, pa(x) > 0 dir. Boylece

o,00€ (0,1] ve €1,6€ IR™ olmak iizere (x,g)<Ww ve i (X,&,)< Uy vardir.
o o2

o = min(0,0) ve € = min(g,&,) alalim. Eger,

llly—xIllS <€ < ¢g; ise bu durumda llly—xII13" < llly—xlll5 < € < €.

Boylece po(x,€)(y) =< o = , (x,€,) (y). O halde

Mo(X,€)< u, (x,€,)< . Yine, eger lly—xlll5 > €; ise, bu durumda

lly—xIIl5 > Illy—xIll5* > ¢€; > €. O halde pg(x,€)(y) =0 = u (x,€,) (y). Boylece,

Ma(x.€) < . .1)

Benzer sekilde,



35

o = min(0,0) ve € = min(€,€,) alahm. Eger lly—xlll7 < € < &, ise, bu durumda

llly—xIll5> < lly—=xIll} <€ < ¢, Boylece

La(X,E)Y) = A < 0 = (1 (x,&,) (y). O halde py(x,€) < (1 (x,€,)< Wo. Yine, eger
llly—xIllS > €, ise, bu durumda llly—xII15 > llly—xII152 > €, > €. O halde pa(x,€)(y) =0 =

u (x,8&,) (y). Boylece,

Ha(X,€) < Ha (4.2)
Es.4.1 ve Es.4.2 nin ara kesitlerini alirsak,

Ho(X,€) < WAL,

olup, WiAM2€ T oldugunu gosterir.

(i) {ni}e Ty alalm. Eger iZIHi(X) >0 ise, bu durumda iy var dyle ki ; (x)> 0.
Boylece IR" da € > 0 ve e (0,1] var dyle ki pg(x,€) < W;, dir. O halde po(x,€) < v,
Ve Vi€ Tk dir.

Sonug olarak; Ty, (X,lI-l) tizerinde bir fuzzy topolojisidir.

4.1.2. Onerme

Her o—acik yuvar, fuzzy acik kiimedir [4].

Ispat

€ >0 ve 0pe (0,1] icin [V (X,,€) fuzzy kiimesini

o < lix, —yllf<e,
u%(xo,exy):{ " 0T YT

0o , diger durumlarda.
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seklinde tanimlayalim. p, (x,.€), T fuzzy topolojisine goére acik oldugunu

gostermeliyiz.

K, (X0,€) (y) > 0 alalim. Bu llixe-ylll 5° <€ oldugunu verir.

%o

O =¢—llixe-ylll5* ve oy < ap alahm. Eger llly—zIll ;' < & ise, bu durumda
lIxo—zIll 5 = N(xo—y)+(y—2)lll 5°

< Mlxp=ylll 5 + lly—zIll 5

< o=yl 5° + llly—zIIl 5"

<llxp-ylll3* + d=¢.
O halde p, (y,0) (z) = oy < dp = U, (X,€) (2).
Yine eger lllxo—zlll 5° > € ise, bu durumda,
lly—zIll 5 > lly—zlll 5° > llxg—zlll ¢ — llxo—ylll 5

>e—(e-98)=0.

Boylece,

e, (v,0) (2) =0 =, (X(,€)(2).

O halde, oue (0,1] ve & > 0 var dyle ki W, (y,8) < W, (x,,€) olup, buda p, (x,,€)

nun (X,7y) da agik oldugunu verir.
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4.1.3. Onerme

Fuzzy normlu lineer uzayinda, oe(0,1] olmak {iizere her a-acgik yuvari, fuzzy

konvekstir [4].
Ispat

xo€ X, ae (0,1] ve € > 0 olmak iizere Ly(Xo,€) 0t—acik kiimesini gozoniine alalim ve

asagidaki gibi tanimlayalim:

o o lix, —-yllif<e,
ua(xO,e)(y)={ Fom YT

0o , diger durumlarda.

Konveksligi ispatlamak i¢in herhangi bir Be (0,1] (B<o) icin Pe(X0,€) nun B-seviye

kiimesinin konveks oldugunu gostermek yeterlidir (Tanim 2.1.13).
[Mo(x0,8)]p = {ye X : llly—xolll 5 < €}

B seviye kiimesinin x;,y; noktalart ve [0,1] deki k i¢in asagidaki esitsizlik vardir.

llIx;—xolll5 < € ve llly;—xolll; < € oldugundan,

llikx; + (1-k)y1 — xolll 5 = lllkx; + (1-K)y; — kxo + kxo — xolll 5
= lllkx; + (1-k)y; — kxo — (1-k)xolll 5
= IlIk(x; — xo) + (1-K)(y1 —xo)lIl®
< Ik (x1—xo) 1% + N(1=K).(y1 — xo)lI1©
= IkLIlIx; = xolll5 + —KLIlly —xolll 5

<ke+(l1-k)e=¢.
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Bu durumda, kx; + (1-k)y;€ [Ma(X0,€)]p dir. O halde VBe (0,1], B < o igin [Me(X0.€)]p

kiimesi konvekstir. Bu da py(x,€) nin (X,II-1l) fuzzy konveks oldugunu gosterir.

Asagidaki onerme, (X, IIll) fuzzy normlu uzayinda fuzzy kiimesinin agikligi doniisiim

ve skaler carpim altinda korundugunu gosterir.

4.1.4. Onerme

(X,Ty) fuzzy topolojik uzay ve x4 bir fuzzy noktasi olsun. Eger u, (X, da agik ise,

bu durumda x,+u de aciktir [4].
Ispat

X+ (y) > 0 alalim. Bu w(y—x)Aa > 0 gerektirir. Boylece w(y—x) > 0 dir. p agik
oldugundan, € > 0 var dyle ki ae (0,1] icin Ue(y—X,€) S .

o' <oavee <e secelim. llly—zlll g‘l <g' oldugunda,
iz —x +x —yllS =Illl(z—x)—(y—x)IIl § = lly—zlll5
<lly-zll% <¢'<e.
Boylece
Ma(y—X,€)(z—X) = 0L < [(z—X) 4.3)
Ayrica, llly—zlll ‘;I < &' oldugunda
u, (€)= o' <o <pz—x) (4.4)
Bu nedenle Es.4.3 ve Es.4.4 den

1, (7,82 < 0AREZX) = (Xa + W(@).
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Boylece 1 (y,el) < Xg + UL Ve Xq + W, (X, T da agiktir.

4.1.5. Onerme

(X,Ty) fuzzy topolojik uzay olsun. (X,t) da X’in W fuzzy alt kiimesi acik ise, bu
durumda t # 0 i¢in ty’de aciktir [4].

Ispat

tiw(x) > 0 alalm. Bu da bize w(x/t) > 0 oldugunu verir. O halde € > 0, ae (0,1] var

oyle ki pe(x/t,€) < dir.

Simdi o' < o ve €' = e.Itl seelim.

Eger lllz—xlll¢ < €' ise, bu durumda lllz—xIll% < e.Itl. Boylece llliz/t—x/tll* < & dur. Bu
nedenle lliz/t-x/tlll§ < €. O halde . , (x,£")(z) = &' oldugundan, pe(x/t€)(z/t) = ot ya

sahibiz. Boylece

u, (x,eM)(z) = o' < o= Po(x/t,e)(2/t) < Wz/t) = t(z)
olur dyle ki:

i (X,Sl) <tu.

Sonug olarak; tu, (X,T) da acgiktir.

Asagidaki onermeler (X,II-ll) fuzzy normlu uzayinda bir dizinin yakinsaklig1 ve bir
fuzzy norm tarafindan olusturulan T, fuzzy topolojisine gore bir dizinin

yakinsakligina denk oldugunu ispatladik.
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4.1.6. Onerme

(X,Il-lIy bir fuzzy normlu uzayinda herhangi bir (x,) dizisi, xe X noktasina

yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart Ty fuzzy topolojisine gore x,—x olmasidir [4].
Ispat

lIx,—xIl—= 0 olsun. u, (X, ;) nin herhangi bir fuzzy acik alt kiimesi ve p(x) > 0 olsun.

Bu durumda € > 0 var dyle ki ae (0,1] icin Ly(X,€) < W dir.

Simdi llx,—xll— 0 oldugundan, llix,—xIlll¢ — 0 dir, yani nye N var 6yle ki € > 0 ve her

n>ny ise llIx,—xIIl5 < €.
O halde Vn = ng i¢in e(X,€)(X,) = o dir. Boylece (X, 1) da pu(x,) > 0, yani x,—X.

Ters olarak; (X,T.) de x,—x yakinsasin. O halde herhangi pe 1 ve (x) > 0 icin en

az bir nge N var Vn > ny oldugunda W(x,) > 0 dir. Biz (X,7)) da, Ko, (x,g,) fuzzy

acik yuvarini gdzoniine alalim.

Ko, (X,€,) (X) = 0 > 0 oldugunda en az bir npe N var dyle ki Ko, (X,€,) (Xn) >0 dur.

Bu bize Vn > ng i¢in llIx,—xIll3* < €y oldugunu verir. Sabit bir o ve R* da biitiin €

izerinde degisen €y ile biz,

lIxy—xI15° — 0

sahibiz. Eger o keyfi ise Vn > ng i¢in
lx,—xIll 5 — 0

oldugunu verir.

Boylece, lIx,—xIl— 0°dir.
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4.1.7. Onerme

[I-1l ve IIl-II* fuzzy normlar ile olusturulan fuzzy topolojik uzaylar sirasiyla (X,T) ve
(Y,%y+) olsun. Bu durumda f: (X,t.)—(Y,T+) fonksiyonu bir noktada dizisel

siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun o noktada siirekli olmasidir

[4].
Ispat

Ik olarak; f: (X,T.1)—>(Y,Ty+) fonksiyonu xe X de fuzzy siirekli olsun ve Ty fuzzy
topolojisine gore X de (x,) dizisi x’e yakinsasin. Gosterelim ki f(x,)—f(x) dir.
UE Ty, WX) > 0 ve p = 1(p,L) alalim. f siirekli oldugundan, p, x in bir agik

komsulugudur, yani pe T ve p(x) > 0 dir.

Simdi

sup p(x)= sup £~ (W)(x)

xef ™ (y) xef ™ (y)

f(p)(y)

, y=f(x)ise

)
Xes}l}llzy)u(f(x)) B {0 , y#fx)ise.

O halde, VyeY icin f(p)(y) £ W(y) dir. (W(y) > O oldugundan) yani f(p) < p diir.

Ayrica x,—Xg oldugunda Inge N var dyle ki Vn > ng ise p(x,) > 0.
Yine

f(p)(y) = sup p(x) dir.

xef ™ (y)
Boylece,

f(P)tx)) = sup p(u).

uef 1 (f(x,))
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Bu bize f(p)(f(x,)) > 0 verir, yani W(f(x,)) > 0 dir. (f(p) £ 1 oldugundan). O halde her
n > ng icin f(x,)e W dir. Sonuc olarak (X,T«) da f(x,)—f(x) dir. Bu da f in dizisel

siirekli oldugunu gosterir.

Tersine; f, xoe X noktasinda dizisel siirekli olsun. Kabul edelim ki f, xo noktasinda
siirekli olmasin. Boylece T+ da f(xg) in W agik komsulugu vardir 6yle ki T da
f 1(u), Xo 1n bir a¢ik komsulugu degildir, yani f l(u)(xo) >0, Ve >0 ve ae(0,1] igin
Lo(X0,€) < £ l(u) vardir. Boylece her ae (0,1] ve neN igin llix,—xlll; < 1/n olacak
sekilde x, vardir fakat x, ¢ f l(u) dir. Bundan dolayr u(f(xg)) > 0 dir, ancak
W(f(xy)) *# 0, yani Ty da x,—Xo iken Ty« f(x,) = f(Xo) dir. Bu bir ¢eliskidir.

Sonug olarak; f, xoe X de siireklidir.

4.1.8. Onerme

(X,T) fuzzy topolojik uzayi, fuzzy Hausdorfftur [3].
Ispat

a,be X ve a#b alalim. Boylece a—b=0, yani inf, llla-blll{ > 0.

infy, llla-blll ! = § alalim. w,(a,8/2)(a) = 1 ve Wi(b,8/2)(b) = 1 olmak iizere (X,tyy) da
ni(a,8/2) ve Ww(b,8/2) fuzzy agik yuvarlarimi goz oniine alalim, iddia ediyoruz ki
wi(a,8/2)Ap(b,8/2) = 0, yani Vxe X ise

min(py(a,8/2)(x),u1(b,08/2))(x) = 0.

Eger bu dogru degilse, xoe X var oyle ki
wi(a,0/2)(xo) > 0 ve 1(b,8/2)(x0) >0,
yani,

lilxo-alll} < 8/2 ve llixe-blll, < &/2.



Simdi,
8 < llla-blll} < llla—blll},
< llxo—alll, +lllxo—blIl,

<02 +d2=9%

Bu bir celigkidir.

Sonug olarak; (X,7y.) bir fuzzy Hausdorfftur.

43
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