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1. GİRİŞ 

Cantor ilk kez 1879 yılında küme tanımını verdikten sonra, matematikte incelenen 

her konuda kesinlik aranmıştır. Böylece olaylar karşısındaki düşünce sistemimiz iki 

değerlikli mantığa göre olmuştur. Fakat bu mantık günlük hayatımızdaki bir çok 

olayı açıklamaya yeterli değildir. Örneğin, “hava sıcak” denildiğinde herkes, kesin 

olarak hava kelimesinin günlük hayattaki kullanımını anlamaktadır. Ancak “sıcak” 

kelimesinin ifade ettiği anlam izafi olarak birbirinden farklı olabilir. Kutuplarda 

bulunan bir kişinin sıcak için 15ºC’yi algılamasına mukabil, ekvator civarındaki bir 

kişi için bu 35ºC’yi bulabilir. Arada bir çok kişinin görüşü olarak başka dereceler de 

bulunur. Böylece “sıcak” kelimesinin altında, insanların da ima ettiği sayısal 

anlayışın bir sonucu olarak belirsiz bir durum vardır. Bu rastgele değildir, ancak 

belirsizdir ve bu şekilde kelimelerin ima ettikleri belirsizliklere fuzzy (bulanık) denir. 

Günlük örneklerden bir tanesi de bir annenin çocuğuna fırına koyduğu keklerin 

pişmesi durumunda fırını kapatmasını söylemesi için ya sayısal olarak sıcaklığın 

hangi dereceye kadar devam etmesini veya daha basit olarak keklerin üstünün açık 

kahverengi olmaya başlaması halinde kapatmasını söyleyebilir. Bunlardan ikincisi 

bulanıktır ve sayısal yönleri ima etmesine rağmen kesinlik belirtmemektedir. İkinci 

çeşit sözel bilginin ise yani renk bilgisinin bir çok kişi tarafından tercih edileceği 

açıktır. O halde, böyle bilgileri bilgisayarlara tanıtarak bulanık işlemlerin yapılmasını 

temin etmek yoluna gidilmelidir. İşte bu yoldaki en geçerli yöntem bilim 

(metodoloji) fuzzy küme, mantık ve sistemleridir. Yukarıdaki kek örneğinde, 

sıcaklığı 60ºC olması gibi bir bilgiyi uygulamak oldukça zordur, fakat keklerin 

üzerindeki rengin kahverengiye dönüşmesiyle pişmenin kıvamında olduğunu çocuk 

bile anlar. 

Fuzzy ilkeler hakkında ilk bilgiler 1965 yılında Azerbeycan asıllı Prof. Dr. Lütfü 

Askerzade tarafından literatüre kazandırılmasına karşılık bu fikirler Batı dünyasında 

şüphe ile karşılanmış ve oldukça yoğun tenkit almıştır. Ancak 1970’li yıllardan sonra 

Doğu dünyasında ve özellikle de Japonya’da fuzzy mantık ve sistem kavramlarına 

önem verilmiştir. Bunların teknolojik cihaz yapım ve işleyişinde kullanılması bugün 

bütün dünyada yaygın hale gelmiştir. Batıda gecikmenin ana sebebi Batı kültürünün 
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temelinde ikili mantık, yani Aristo mantığının yatması ve olaylara evet-hayır, beyaz-

siyah, kurak-sulak, artı-eksi, 0-1 v.b. gibi ikili esasta yaklaşılmasıdır. Bu iki değer 

arasında başka seçeneklere kesin değil düşüncesi ile yer verilmezdi Batı’da. Batı’da 

fuzzy kelimesi güvensizliği ifade eder. Doğu’da ise bu güvensizlikte bile 

güzelliklerin bulunabileceği düşüncesi vardır. Örneğin, insanlar arasındaki gerekli 

diyaloğun bile sağlanması bu tür bulanık (kesin olmayan, oldukça kişisel) görüşlere 

bağlıdır. 

Fuzzy kavram ve sistemlerin dünyanın değişik araştırma merkezlerinde dikkat 

kazanması 1975 yılında Mamdani ve Assilian tarafından yapılan gerçek bir kontrol 

uygulaması ile olmuştur. Bu araştırmacılar ilk defa buhar makinası kontrolünün 

fuzzy sistem ile modellenmesini başarmıştırlar. Bu ön çalışmadan, fuzzy sistemlerle 

çalışmanın ne kadar kolay ama sonuçlarının da ne kadar etkili olduğunu 

anlamıştırlar. 

Daha sonraki yıllarda fuzzy sistem uygulaması çimento fabrikasının işletilmesi ve 

kontrolu için yapılınca; artık fuzzy kavramlar dünyanın birçok yerinde yavaş yavaş 

kullanılmaya başlanmıştır. Bu faaliyet, Batı’da çok yavaş olurken, Doğu’da ve 

özellikle Japonya, Singapur, Kore ve Malezya’da kendisini daha fazla göstermiştir. 

1980’den sonra fuzzy sistemin elektrik süpürgeleri, çamaşır makinaları, asansörleri, 

metro ve şirket işletimi gibi konularda kullanılmasında patlama olmuştur. Son 

yıllarda, birçok mühendislik dallarında, veri tabanlarının sözelleştirilmesinde, 

telesekreterlerin cevaplanmasında ve birçok konularda fuzzy mantık, bütün dünyada 

kullanılır hale gelmiştir. Tüm bunların doğal sonucu olarak matematiğinde bu fuzzy 

küme kavramına göre yeniden düzenlenmesi gereksinimi ortaya çıkmış ve bu yeni 

düzenleme ile birlikte birçok makale yayınlanmıştır. 

Bizde bu çalışmamızda ikinci bölümde; ileriki konularda bize yardımcı olacak; fuzzy 

küme, fuzzy nokta, fuzzy seviye kümesi, fuzzy reel sayısı, fuzzy reel sayılarındaki 

aritmetik işlemler, fuzzy komşuluk, fuzzy süreklilik, fuzzy yakınsaklık, fuzzy 

Hausdorff gibi temel kavramları Zadeh [1], Chang [2], Alaca [3] yüksek lisans tezi, 

Das [4], Felbin [5], Ming [6] makalelerinden faydalanarak tanımlandı. Üçüncü 

bölümde ise ilk önce Yıldız [7] Genel Topoloji kitabından alışılmış normlu uzay 
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tanımı yapılarak örnek verildi. Felbin [5] makalesinden fuzzy normlu lineer uzay 

tanımı verilerek, fuzzy normlu lineer uzayda yakınsak dizi ve Cauchy dizileri ile 

ilgili bazı ispatlar incelendi. Ayrıca fuzzy normlu uzay ve fuzzy metrik uzay 

arasındaki ilişki ispatlandı. Son bölümde de Das [4] makalesini açarak, fuzzy normlu 

fuzzy topolojik uzaylar incelenerek, bu fuzzy topolojik uzaylar hakkında fuzzy 

dizisel süreklilik, fuzzy Hausdorff gibi kavramları kullanılarak bazı önermeler 

arasındaki ilişkiler incelendi.   
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2. TEMEL KAVRAMLAR    

2.1. Fuzzy Küme ve Fuzzy Kümeler ile İlgili İşlemler 

2.1.1. Tanım 

X boştan farklı herhangi bir küme ve I = [0,1] olmak üzere X den I ya tanımlanan 

bütün fonksiyonların kümesini IX ile gösterelim. IX in her bir  elemanına X in bir 

fuzzy kümesi denir [1]. 

2.1.2. Tanım 

X in bir µ fuzzy alt kümesi, fµ: X→I üyelik fonksiyonu ile karakterize edilen             

µ = {(x,fµ(x)) : x∈X}⊂ X×I kümesine denir. Burada fµ(x), µ fuzzy kümesinin üyelik 

derecesidir. Bundan sonra genellikle fµ yerine µ, fµ(x) yerine µ(x) alınacaktır [1]. 

2.1.3. Tanım 

X ≠ ∅, µ1, µ2∈IX olsun. µ1 ve µ2 üyelik dereceleri ∀x∈X için sırasıyla µ1(x) ve µ2(x) 

ile gösterilsin. µ1 ve µ2 fuzzy kümeleri için aşağıdaki özellikler vardır: 

(i) µ1 ≤ µ2 ⇔ ∀x∈X için µ1(x) ≤ µ2(x) 

(ii) µ1 = µ2 ⇔ ∀x∈X için µ1(x) = µ2(x) 

(iii) µ3 = µ1∧µ2 ⇔ ∀x∈X için µ3(x) = min{µ1(x),µ2(x)} 

(iv) µ4 = µ1∨µ2 ⇔ ∀x∈X için µ4(x) = max{µ1(x),µ2(x)} 

(v) µ5 = C
1µ ⇔ ∀x∈X için µ5(x) = 1 – µ1(x) = )x(C

1µ     [1]. 

{µi : i∈I} fuzzy kümeler ailesi olmak üzere µ3 = i
Ii
µ∧

∈
 arakesiti ve µ4 = i

Ii
µ∨

∈
 

birleşimi ∀x∈X için sırasıyla µ3(x) = 
Ii

inf
∈

{µi(x)}, µ4(x) = 
Ii

sup
∈

{µi(x)} ile tanımlanır 

[2]. 
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2.1.1. Özellik 

X ≠ ∅, µ1, µ2∈IX olsun. Aşağıdaki özellikler vardır: 

(i)  ∅C = X  ,  XC = ∅ 

(ii)  µ1 ≤ µ2 ⇔ C
1

C
2 µ≤µ  

(iii) (µ1 ∧ µ2)
C = C

2
C
1 µ∨µ  

(iv) (µ1 ∨ µ2)
C = C

2
C
1 µ∧µ  dir [3]. 

2.1.1. Teorem 

X de iki fuzzy küme µ1 ve µ2 olsun.  

i) µ1∨µ2 fuzzy kümesi µ1 ve µ2’yi ihtiva eden en küçük fuzzy kümesidir. 

ii) µ1∧µ2 fuzzy kümesi µ1 ve µ2 fuzzy kümeleri tarafından ihtiva edilen en küçük 

fuzzy kümesidir [3]. 

2.1.1. Örnek 

X = {x1,x2} , I = [0,1] olmak üzere, X’de bir fuzzy küme µ1 ve µ2                                   

µ1 = {(x1/0,2),(x2/0,7)} , µ2 = {(x1/0,5),(x2/0,3)} olarak verilsin. Böylece; µ1∧µ2 , 

µ1∨µ2 fuzzy kümeleri ve Teorem 2.1.1 in doğru olduğunu gösteriniz. 

Çözüm 

µ1 ve µ2 fuzzy kümelerinin x∈X için üyelik fonksiyonlarının değerleri sırasıyla µ1(x) 

ve µ2(x) olsun. Buna göre; 

x1∈X için µ1(x1) = 0,2 ve x1∈X için µ2(x1) = 0,5 

x2∈X için µ1(x2) = 0,7 ve x2∈X için µ2(x2) = 0,3 dır. 
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µ1∧µ2 = µ3 ⇔ µ3(x) = min{µ1(x),µ2(x)}  (∀x∈X) 

µ3(x) = {(x1/0,2),(x2/0,3)} 

µ1∧µ2 = {(x1/0,2),(x2/0,3)} 

Gerçekten µ3 ≤ µ1 ve µ3 ≤ µ2’dir. 

µ1∨µ2 = µ4 ⇔ µ4(x) = max{µ1(x),µ2(x)}  (∀x∈X) 

µ4(x) = {(x1/0,5),(x2/0,7)} 

µ1∨µ2 = {(x1/0,5),(x2/0,7)} 

Gerçekten µ1 ≤ µ1 ∨ µ2 ve µ2 ≤ µ1 ∨ µ2 dir. 

2.1.4. Tanım 

X ve Y herhangi iki küme olmak üzere f: X→Y bir fonksiyon ve µ, X’de bir fuzzy 

alt küme olsun. ∀y∈Y ve f–1(y) = {x : f(x) = y} için, 

f(µ)(y) = 






∅=

∅≠µ

−

−

∈ −

.)y(f,0

,)y(f,)x(sup

1

1

)y(fx 1  

üyelik fonksiyonu ile tanımlanan Y’nin bir fuzzy alt kümesi olan f(µ) fuzzy alt 

kümesine µ nün f altındaki görüntüsü denir [2,3]. Şema ile gösterirsek, 

 

X                       Y 

                                                     fµ                                       f(µ) 

I 

 

f 



 7 

2.1.5. Tanım 

X, Y iki küme olmak üzere f: X→Y bir fonksiyon ve η, Y’de bir fuzzy alt küme 

olsun. ∀x∈X için, 

f–1(η)(x) = η(f(x)) 

üyelik fonksiyonu ile tanımlanan f–1(η) ifadesine η’nin ters görüntüsü denir [2,3]. 

Şema ile gösterirsek, 

 

X         Y 

    f–1(η)                        fη               

  I 

2.1.6. Tanım 

x∈X, α∈(0,1] olsun. X’de xα fuzzy kümesi 

xα(t) = 




≠

=α

.xt,0

,xt,
 

şeklinde tanımlanan xα fuzzy kümesine X’de bir fuzzy noktası denir. Burada x∈X 

noktasına xα fuzzy noktasının desteği (dayanağı), α∈(0,1] sayısına da xα nın değeri 

denir [4–6]. 

α ≤ µ(x) ise xα fuzzy noktası bir µ fuzzy kümesi tarafından kapsanır [4–6]. 

2.1.7. Tanım 

µ, X’de bir fuzzy kümesi ve α∈(0,1] olmak üzere, 

[µ]α = {x∈X : µ(x) ≥ α} 

f–1 

f 
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kümesine µ fuzzy kümesinin α–seviye kümesi denir [4]. 

2.1.2. Teorem 

µ1 ve µ2, X’in herhangi iki alt fuzzy kümeleri olsun. ∀α,β∈(0,1] için, 

i) [µ1]α = [µ2]α ⇔ µ1 = µ2 . 

ii) [µ1]α ≤ [µ1]β ⇔ β ≤ α [5]. 

İspat 

(i) İspatı açıktır. 

(ii) ⇐ : β ≤ α olsun. [µ1]α ≤ [µ1]β ifadesi açıktır. 

 ⇒ : [µ1]α ≤ [µ1]β ve β > α olsun. 

[µ1]α ≤ [µ1]β ise, 

[µ1]α = {x∈X : µ1(x) ≥ α}, 

[µ1]β = {x∈X : µ1(x) ≥ β}. 

O zaman en az bir x0∈[µ1]β vardır ve x0∉[µ1]α. O halde x0∈[µ1]β ise β ≤ µ1(x0) ve 

x0∉[µ1]α ise µ1(x0) < α dır. 

β > α iken µ1(x0) < α < β < µ1(x0) dır. Böylece x0∈[µ1]α elde edilir. ∀x∈[µ1]β ise β ≤ 

µ1(x) dir, α < β ≤ µ1(x) ise ∀x∈[µ1]β ise x∈[µ1]α ise, 

[µ1]β ≤ [µ1]α. 

Bu eşitsizlikle çelişkiye düştük. Çünkü β > α almıştık. Böylece 

[µ1]α ≤ [µ1]β ⇒ β ≤ α’dır. 
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2.1.2. Örnek 

X = {5,15,25,35,45,55,65,75,85} kümesi yaşların kümesi olsun X kümesinden 

faydalanarak “Bebek”, “Genç”, “Yetişkin” ve “Yaşlı” fuzzy kümeleri tanımlanabilir. 

Şimdi bu fuzzy kümeler için bir tablo oluşturalım. 

Çizelge 2.1. Yaş kümesi ile oluşturulan fuzzy kümelerinin çizelgesi 

Yaş (Elemanlar) Bebek Genç Yetişkin Yaşlı 

5 0 0 0 0 

15 0 0,2 0,1 0 

25 0 1 0,9 0 

35 0 0,8 1 0 

45 0 0,4 1 0,1 

55 0 0,1 1 0,2 

65 0 0 1 0,6 

75 0 0 1 1 

85 0 0 1 1 

 

µ’nün α–seviye kümesi, keyfi (0,1] için [µ]α = {x∈X: µ(x) ≥ α} ile tanımlı idi. Buna 

göre; 

α = 0,2 olarak alınırsa, “Genç” fuzzy kümesinin α–seviye kümesi 

Genç0,2 = {15,25,35,45} dir. 

α = 0,4 olarak alınırsa “Genç” fuzzy kümesinin α–seviye kümesi,  

Genç0,4 = {25,35,45} dir. 

α = 0,2 olarak alınırsa “Yaşlı” fuzzy kümesinin α–seviye kümesi, 

Yaşlı0,2 = {55,65,75,85} 



 10 

Buna benzer olarak, “Bebek”, “Genç”, “Yetişkin” ve “Yaşlı” fuzzy kümelerinin de 

keyfi α∈(0,1] için α–seviye kümelerini yazabiliriz. Burada dikkat edecek olursak 

[µ]α ≥ [µ]β’dır. Örneğin α = 0,2 ve β = 0,4 olarak alırsak, α ≤ β iken Genç0,2 ≥ 

Genç0,4’dür. 

2.1.8. Tanım 

Bir X vektör uzayının iki fuzzy alt kümesi µ1 ve µ2 olsun. µ1 + µ2 şeklinde iki fuzzy 

kümesinin toplama işlemi şöyle tanımlanır;  

(µ1+µ2)(x) = ))x()x((sup 2211
xxx 21

µ∧µ
+=

 

X’de bir xα fuzzy noktası için, toplama işlemi kolayca aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

(xα+µ1)(y) = α∧µ1(y–x) 

ve özellikle, 

(x+µ1)(y) = µ1(y–x) 

olarak gösterilebilir [4]. 

2.1.9. Tanım 

X vektör uzayının, bir fuzzy alt kümesi µ ve t’de bir sabit olsun. Böylece, 

(a) t ≠ 0 , ∀x∈X için (t.µ)(x) = µ(t–1.x). 

(b) t = 0 için 

(t.µ)(x) = 






=µ

≠

0x,(x)sup

,0x,0

y

     [4]. 
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2.1.10. Tanım 

IR üzerindeki fuzzy kümesine fuzzy reel sayısı denir, yani η: IR→I  = [0,1]. “t” reel 

sayısının üyelik derecesi η(t) ile gösterilir [4,5]. 

2.1.11. Tanım 

Eğer η(t0) = 1 olacak biçimde bir t0 reel sayısı varsa, η’ye normal fuzzy reel sayısı 

denir [5,7]. 

2.1.12. Tanım 

η fuzzy reel sayısı olsun. Her t∈IR, ε > 0 ve η(t) = a için, eğer |s–t| < c = c(t) 

olduğunda η(t) < a+ε olacak şekilde bir c > 0 sayısı bulanabiliyorsa η fuzzy reel 

sayısına üstten yarı sürekli denir, yani IR’nin alışılmış topolojisinde, ∀a∈I ve ε > 0 

için η–1([0,a+ε)) IR’de açıktır [5,7]. 

2.1.13. Tanım 

X bir vektör uzayı ve bu uzayın fuzzy alt kümesi µ olsun. Her x,y∈X ve k∈[0,1] için 

µ(kx+(1–k)y) ≥ min(µ(x),µ(y)) 

şartını sağlayan µ fuzzy alt kümesine X vektör uzayının bir konveks fuzzy kümesi 

denir [4]. 

Aynı şeklide, her α∈(0,1] için 

[µ]α = {x∈X : µ(x) ≥ α} 

şeklindeki küme de bir konveks kümedir [4]. 

2.1.1. Not 

Bütün üstten yarı sürekli normal konveks fuzzy reel sayılarını IR(I) ile göstereceğiz. 
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Her r∈ IR için bir r  fuzzy reel sayısını şöyle tanımlayabiliriz. 





≠

=
=

.rt,0

,rt,1
)t(r  

IR, IR(I) içine gömülebilir [7]. 

2.1.2. Not 

IR(I)  da toplama ve çarpma işlemlerinde 1ve0  fuzzy sayıları şöyle tanımlanır [7]: 





≠

=
=

.0t,0

,ise0t,1
)t(0  





≠

=
=

.1t,0

,ise1t,1
)t(1  

2.1.3. Not 

η bir fuzzy reel sayısı olsun. t < 0 için η(t) = 0 oluyorsa η fuzzy reel sayısına negatif 

olmayan fuzzy reel sayısı denir ve IR(I) nın negatif olmayan fuzzy reel sayılarını 

IR*(I) ile göstereceğiz [4,5]. 

2.1.14. Tanım 

η, δ∈ IR(I) ve [η]α = ]b,a[][,]b,a[ 2211
αα

α
αα =δ  olsun.                     işlemleri aşağıdaki 

gibi tanımlanır [5,7]: 

[η    δ]α = ]bb,aa[ 2121
αααα ++  

 [η    δ]α = ]bb,aa[ 2121
αααα −−  

 [η    δ]α = ]b.b,a.a[ 2121
αααα  

 [ 1     δ]α = ]
a

1
,

b

1
[

22
αα

   ve    .0a2 >α  

 

+ − /,    ,    ,

+

−

/
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2.1.15. Tanım 

[η]α = ]b,a[ 11
αα  ve [δ]α = ]b,a[ 22

αα  olsun.  

Her α∈(0,1] için 

η M δ ⇔ αα ≤ 21 aa  ve αα ≤ 21 bb   

ise bu bağıntıya IR(I) da kısmi sıralama bağıntısı denir. 

Her α∈(0,1] için 

η L δ ⇔ αα < 21 aa  ve αα < 21 bb   

ise bu bağıntıya IR(I) da tam eşitsizlik denir [5,7]. 

2.1.16. Tanım 

(ηn) , IR(I) da bir dizi ve her α∈(0,1] için  [ηn]α = ]b,a[][,]b,[ nn
αα

α

αα =ηα  olsun. 

Eğer, 

αα

∞→

αα

∞→
== bblimveaalim n

n
n

n
 

ise, 

.lim n
n

η=η
∞→

 

Burada (ηn) dizisinin η yakınsaklığına α–seviye yakınsaklığı denir [5,7]. 

2.1.3. Teorem 

η, δ, µ∈IR(I) ve [η]α = [aα,bα] [δ]α = [cα,dα] , [µ]α = [eα,fα] olsun. Bu taktirde fuzzy 

reel sayılarının α–seviye kümeleri aşağıdaki şartları sağlar: 

(a) [η    δ]     µ = η    [δ     µ]  

(b) µ M η ise µ     δ M η     δ. 

(c) µ M η ve δ > 0  ise 

+ − + −

−−
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(i) µ     δ M η     δ 

(ii) µ     δ M η     δ 

(d) cα > 0 için 

(η    µ)    δ = η     (µ    δ) dır [5]. 

İspat 

Tanım 2.1.14 kullanarak ispatlayalım. 

(a) [η     δ]α = [aα+cα,bα+dα] 

ve 

[η     µ]α = [cα–fα,dα–eα]. 

Şimdi [(η    δ)    µ]α ifadesini yazalım. 

[(η    δ)    µ]α = [aα+cα–fα,bα+dα–eα] 

= [aα+(cα–fα),bα+(dα–eα)] 

= [η     (δ    µ)]α 

olur. 

(b) [µ     δ]α = [eα–dα,fα–cα] 

ve 

[η     δ]α = [aα–dα,bα–cα] 

eşitlikleri vardır. Şimdi µ ≤ η ise eα ≤ aα ve fα ≤ bα dır. Buradan eα – dα ≤ aα – dα  ve 

fα – cα ≤ bα – cα  yazılır. Böylece, µ     δ M η     δ dır. 

/ /

//

+

−

−+

−+

−+

−

−

− −
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(c) i) [µ     δ]α ve [η     δ]α ifadeleri aşağıdaki gibi tanımlanır. 

[µ     δ]α = [eα.cα,fα.dα] 

[η     δ]α = [aα.cα,bα.dα]. 

Şimdi µ M η ise eα ≤ aα ve fα ≤ bα dır. Ayrıca cα > 0 olduğundan eα.cα ≤ aα.cα ve 

fα.dα ≤ dα.bα yazılır. Bu da bize µ     δ M η    δ olduğunu gösterir. 

ii) [µ     δ]α ve [η     δ]α ifadelerini aşağıdaki gibi tanımlayalım. 

[µ     δ]α = [
α

α

α

α

c

f
,

d

e
] 

[η     δ]α = [
α

α

α

α

c

b
,

d

a
]. 

Buradan, 

,
c

b

c

f
,

d

a

d

e
α

α

α

α

α

α

α

α

≤≤  

böylece µ     δ M η    δ dır. 

d) [η     µ)    δ]α = [
α

αα

α

αα

c

f.b
,

d

e.a
] 

= [η     (µ    δ)]α . 

2.2. Fuzzy Topolojik Uzay ve Fuzzy Topolojik Uzaylarda Bazı Temel 

Kavramlar 

2.2.1. Tanım 

τ ≤ IX fuzzy kümelerinin ailesi aşağıdaki şartları sağlıyorsa, τ ailesine X üzerinde 

fuzzy topolojisi,  

/ /

/

/

/ /
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(t1) 0 ve 1∈τ, 

(t2) ∀µ1 , µ2∈τ ⇒ µ1∧µ2∈τ, 

(t3) ∀i∈I için {µi}∈τ ise .i
Ii

τ∈µ∨
∈

 

(X,τ) ikilisine de fuzzy topolojik uzay denir. τ topolojisinin her elemanına fuzzy açık 

küme; X uzayına göre tümleyeni açık olan kümeye de fuzzy kapalı küme denir. 

Genel topolojide olduğu gibi τ ailesi sadece 0 ve 1 den oluşuyorsa (X,τ) fuzzy 

topolojik uzayına indiskret, tüm fuzzy  kümelerinden oluşuyorsa (X,τ) fuzzy 

topolojik uzayına da diskret fuzzy topolojik uzay denir [4,5]. 

2.2.1. Örnek 

X = {a,b} olmak üzere, X kümesi üzerine de bir fuzzy topolojisi oluşturalım. 

µ1 = {(a/0,4),(b/0,7)} , µ1(a) = 0,4 , µ1(b) = 0,7. 

µ2 = {(a/0,5),(b/0,2)} , µ2(a) = 0,5   , µ2(b) = 0,2. 

µ3 = {(a/0,4),(b/0,2)} , µ3(a) = 0,4   , µ3(b) = 0,2. 

µ4 = {(a/0,5),(b/0,7)} , µ4(a) = 0,5   , µ4(b) = 0,7. 

1 = X = {(a/1),(b/1)}    0 = ∅ = {(a/0),(b/0)} 

Fuzzy kümelerini alacak olursak τ = {0,1,µ1,µ2,µ3,µ4} şeklinde tanımlanan τ ailesi X 

üzerinde bir fuzzy topolojisi oluşturur. Gerçekten,  

(t1) 0 ve 1 fuzzy kümeleri τ ailesine ait olduğundan 0 ve 1∈τ dır.  

(t2) τ ailesine ait her sonlu elemanın arakesiti τ ailesine aittir. Fuzzy kümelerinde 

arakesit tanımında “0” kümesinin diğerleri ile arakesiti 0 ve 1 in diğerleri ile arakesiti 

diğer fuzzy kümeleri olduğundan, sonlu arakesit sağlanır. Ayrıca, 
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µ1∧µ2 = {(a/0,4),(b/0,2)} = µ3∈τ, 

µ1∧µ3 = {(a/0,4),(b/0,2)} = µ3∈τ, 

µ1∧µ4 = {(a/0,4),(b/0,7)} = µ1∈τ, 

µ2∧µ3 = {(a/0,4),(b/0,2)} = µ3∈τ, 

µ3∧µ4 = {(a/0,5),(b/0,2)} = µ2∈τ, 

µ3∧µ4 = {(a/0,4),(b/0,2)} = µ3∈τ. 

Benzer olarak; 

µ1∧µ2∧µ3 = (µ1∧µ2)∧µ3 = µ3∈τ, 

µ1∧µ2∧µ4 = (µ1∧µ2)∧µ4 = µ3∈τ, 

µ1∧µ3∧µ4 = (µ1∧µ3)∧µ4 = µ3∈τ, 

µ1∧µ2∧µ3∧µ4 = (µ1∧µ2)∧(µ3∧µ4) = µ3∈τ. 

Fuzzy kümelerinin sonlu arakesitleri yine τ ailesine aittir. 

(t3) Keyfi birleşimleri de τ ailesine ait olduğu (t2) dekine benzer olarak gösterilebilir. 

O halde, τ ailesi X üzerinde bir fuzzy topolojisidir. 

2.2.2. Tanım 

(X,τ) fuzzy topolojik uzayında τ da bir p var öyleki p ≤ µ ve µ(x) = p(x) > 0 ise µ 

fuzzy kümesine x∈X noktasının komşuluğu denir [4]. 

2.2.3. Tanım 

f: (X,τ1)→(Y,τ2) fonksiyonu x∈X noktasında süreklidir denir, eğer f(x) in her µ 

komşuluğu için f–1(µ), x in bir komşuluğu ise. 

f her x∈X için fuzzy sürekli ise f’e X’de fuzzy süreklidir denir. Buna denk olarak 

Y’nin her fuzzy açık alt kümesinin ters görüntüsü X’de fuzzy açık ise fuzzy 

süreklidir [4]. 
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2.2.4. Tanım 

(X,τ) fuzzy topolojik uzay, X’de (xn) dizisi ve x∈X olsun. Eğer x in her µ açık 

komşuluğu için ∃n0∈IN var D ∀n ≥ n0 için µ(xn) > 0 ise (xn) dizisi x noktasına 

yakınsaktır denir ve xxlim n
n

=
∞→

 ile gösterilir [4]. 

2.2.5. Tanım 

(X,τ) fuzzy topolojik uzay olsun. Eğer ∀x,y∈X ve x≠y için η,β∈τ var öyle ki:           

η(x) = β(y) = 1 ve η∧β = 0 ise, (X,τ) fuzzy topolojik uzayına fuzzy Hausdorfftur 

denir  [4]. 
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3. FUZZY NORMLU LİNEER UZAYLAR 

Bu bölümde Clementina Felbin [5] tarafından tanımlanan fuzzy normlu lineer uzay 

ve bununla ilgili bazı kavramlar ele alınacaktır. Bu konuya geçmeden önce alışılmış 

normlu uzay tanımını verelim. 

3.1. Normlu Uzay 

3.1.1. Tanım 

X bir reel (veya kompleks) vektör uzay olsun. Her x
r

∈X vektörünü || x
r

|| reel sayısına 

dönüştüren ve aşağıdaki şartları sağlayan reel değerli ||⋅|| : X→R fonksiyonuna X 

üzerinde bir norm denir. 

(i) ∀ x
r

∈X ( x
r

≠ 0
r

) için || x
r

|| > 0 ve || x
r

|| = 0 ⇔ x
r

 = 0
r

 

(ii) ∀ x
r

∈X, ∀λ∈R için ||λ. x
r

|| = |λ|.|| x
r

|| 

(iii) ∀ x
r

, y
r

∈X için || x
r

+ y
r

|| ≤ || x
r

||+|| y
r

|| 

Üzerinde norm tanımlanmış bir lineer X vektör uzayına normlu vektör uzayı veya 

kısaca normlu uzay denir ve (X,||⋅||) ile gösterilir. || x
r

||  reel sayısına da x
r

 vektörünün 

normu denir [8]. 

3.1.1. Örnek 

IRn, IR üzerinde bir vektör uzayı ve her x
r

 = (x1,x2,...,xn)∈ IRn için, 

|| x
r

|| = ∑
=

=+++
n

1i

2
i

2
n

2
2

2
1 xx...xx  

şeklinde tanımlanan ||⋅|| : IRn→IR fonksiyonu gösterilebilir ki IRn üzerinde bir 

normdur. 
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3.2. Fuzzy Normlu Lineer Uzay 

3.2.1. Tanım 

X, IR üzerinde bir vektör uzayı, ||⋅||: X→ IR*(I) ve L,R: [0,1]×[0,1]→[0,1] 

fonksiyonları simetrik, her ikisi de azalmayan ve L(0,0) = 0, R(1,1) = 1 sağlasın. 

x
r

∈X ve 0 < α ≤ 1 için, 

[|| x
r

||]α = [||| x
r

||| α
1 ,||| x

r
||| α

2 ] 

yazarız ve kabul edelim ki her x
r

∈X, x
r

≠ 0
r

 için x
r

 den bağımsız α0∈(0,1] var öyle ki 

her α ≤ α0, 

(A) ||| x
r

||| α
2  < ∞ 

(B) inf||| x
r

||| α
1 > 0. 

Bu durumda (X,||⋅||,L,R) dörtlüsüne fuzzy normlu lineer uzay denir ve ||⋅|| ye bir 

fuzzy norm denir, eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa; 

(i) || x
r

|| = 0  ⇔ x
r

 = 0
r

 ise; 

(ii) ||r. x
r

|| = |r|.|| x
r

|| , x
r

∈X, r∈IR; 

(iii) ∀ x
r

, y
r

∈X için 

(a) s ≤ ||| x
r

||| 1
1  , t ≤ ||| y

r
||| 1

1  ve s+t ≤ ||| yx
rr

+ ||| 1
1  

olduğunda, 

|| yx
rr

+ || (s+t) ≥ L(|| x
r

||(s),|| y
r

||(t)), 

(b) s ≥ ||| x
r

||| 1
1  , t ≥ ||| y

r
||| 1

1  ve s+t ≥ ||| yx
rr

+ ||| 1
1  
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olduğunda, 

|| yx
rr

+ ||(s+t) ≤ R(|| x
r

||(s),|| y
r

||(t)) [5]. 

Ayrıca, x,y∈[0,1] için; 

L(x,y) = min(x,y) , R(x,y) = max(x,y). 

L ve R fonksiyonu yukarıdaki gibi aldığımızda, bir fuzzy normlu lineer uzayını 

(X,||⋅||) olarak yazabiliriz [5]. 

Aşağıdaki sonuç, alışılmış üçgen eşitsizliğine bir ölçüde benzemektedir. 

3.2.1. Teorem 

(X,||⋅||) fuzzy normlu lineer uzayında Tanım 3.2.1 (iii) de tanımlanan üçgen 

eşitsizliği, 

|| x
r

+ y
r

|| M || x
r

|| ⊕ || y
r

|| 

ifadesine denktir [5]. 

Bu teoremi, aşağıdaki iki lemma ile ispatlayalım: 

3.2.1. Lemma 

Tanım 3.2.1. (iii) (b) de tanımlanan üçgen eşitsizliği (R = max ile); ∀α∈(0,1] ve 

x
r

, y
r

∈X için, 

||| x
r

+ y
r

||| α
2  ≤ ||| x

r
||| α

2 +||| y
r

||| α
2  (3.1) 

üçgen eşitsizliğine denktir [5]. 
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İspat 

Eş.3.1 deki kabulümüzü ve y,x
rr

∈X, s ≥ ||| x
r

||| 1
1  , t ≥ ||| y

r
||| 1

1  ifadelerini alalım.                              

α = || yx
rr

+ ||(s+t) diye tanımlayalım. Bu durumda, 

s+t ≤ ||| yx
rr

+ ||| α
2  ≤ ||| x

r
||| α

2 +||| y
r

||| α
2 . 

Bu nedenle s ≤ ||| x
r

||| α
2  veya t ≤ ||| y

r
||| α

2  dır. Bu || x
r

||(s) ≥ α veya || y
r

||(t) ≥ α gerektirir 

ve böylece, 

max(|| x
r

||(s), || y
r

||(t)) ≥ α = || yx
rr

+ ||(s+t). 

Bu R(⋅,⋅) = max (⋅,⋅) ile tanımlanan Tanım 3.2.1 (iii) (b) dir. 

Tam tersine, Tanım 3.2.1 (iii) (b) kabulümüzü varsayalım; α∈(0,1] ve Xy,x ∈
rr

 

alalım. İspatlayalım ki, 

||| x
r

+ y
r

||| α
2 > ||| x

r
||| α

2  + ||| y
r

||| α
2  dır. 

Bu durumda, 

s > ||| x
r

||| α
2  ≥ ||| x

r
||| 1

1  ve t > ||| y
r

||| α
2  ≥ ||| y

r
||| 1

1  

vardır öyle ki; 

s+t = ||| x
r

+ y
r

||| α
2  ≥ ||| x

r
+ y
r

||| 1
1 . 

Böylece Tanım 3.2.1 (iii) (b) ile 

α = || x
r

+ y
r

||(s+t) ≤ max (|| x
r

||(s),|| y
r

||(t)) < α. 

Bu bir çelişkidir. 

Sonuç olarak; lemmanın ispatı tamamlanır. 
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3.2.2. Lemma 

Tanım 3.2.1 (iii) (a) de tanımlanan üçgen eşitsizliği (L = min ile), ∀α∈(0,1] ve  

x
r

, y
r

∈X için 

||| x
r

+ y
r

||| α
1  ≤ ||| x

r
||| α

1  + ||| y
r

||| α
1   (3.2) 

üçgen eşitsizliğine denktir [5]. 

İspat 

Eş.3.2 kabulümüzü varsayalım. x
r

, y
r

∈X ve s ≤ ||| x
r

||| 1
1    t ≤ ||| y

r
||| 1

1  alalım öyle ki           

s+t ≤ ||| x
r

+ y
r

||| 1
1  dir. 

α = || x
r

||(s), β = || y
r

||(t) ve γ = min(α,β) şeklinde tanımlayalım. 

Şimdi ||| x
r

||| α
1 ≤ s ve ||| y

r
||| β

1 ≤ t dir. 

α için |||⋅||| α
1  azalmayan olduğundan Eş.3.2 ile, 

||| x
r

+ y
r

||| γ
1 ≤ ||| x

r
||| γ

1 +||| y
r

||| γ
1  

≤ ||| x
r

||| α
1 +||| y

r
||| β

1  

≤  s + t 

≤  ||| x
r

+ y
r

||| 1
1 , 

yazabiliriz. Bu da, 

|| x
r

+ y
r

|| (s+t) ≥ γ = min  (|| x
r

||(s),|| y
r

||(t)) , 

L(.,.) = min (.,.) ile tanımlanan Tanım 3.2.1 (iii) (a) gerektirir. 
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Tam tersine L = min ile tanımlanan Tanım 3.2.1 (iii) (a) kabulümüzü varsayalım. 

x
r

, y
r

∈X ve α∈(0,1] alalım. Bu durumda Tanım 3.2.1 (iii) (a) ile 

||| x
r

||| α
1 +||| y

r
||| α

1  ≤ ||| x
r

+ y
r

||| 1
1  olduğunda, 

|| x
r

+ y
r

|| (||| x
r

||| α
1 +||| y

r
||| α

1 ) ≥ min(|| x
r

||(||| x
r

||| α
1 ),|| y

r
||(||| y

r
||| α

1 ) 

= α dır. 

Bu da, 

||| x
r

+ y
r

||| α
1  ≤ ||| x

r
||| α

1 +||| y
r

||| α
1 , 

gerektirir. Diğer taraftan, 

||| x
r

||| α
1 +||| y

r
||| α

1  ≥ ||| x
r

+ y
r

||| 1
1  

ise, bu durumda α referansına göre |||⋅||| α
1  azalmayan olduğunda Eş.3.2 vardır. 

3.2.1. Not 

Yukarıdaki L ve R seçimi ile: 

(i) x
r

 = 0
r

 ⇔ || x
r

|| = 0 ⇔ ||| x
r

||| α
1  = 0

r
 ve ||| x

r
||| α

2  = 0
r

. 

(ii) r = 0 ise, bu durumda 

[||r x
r

||]α = [|| 0
r

||]α = {0} = [|r|.|| x
r

||]α. 

r ≠ 0 için, 

[||r x
r

||]α = {t : ||r x
r

||(t) ≥ α} 

= {t : (|r|.|| x
r

||)(t) ≥ α} 
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= {t : || x
r

||(t/|r|) ≥ α}. 

t/|r| = k , r ≠ 0 ise, 

[||r x
r

||]α = {k.|r| : || x
r

||(k) ≥ α} 

= [|r|.||| x
r

||| α
1 ,|r|.||| x

r
||| α

2 ] 

= [|r|.|| x
r

||]α. 

Fakat 

[||r x
r

||]α = [|||r x
r

||| α
1 , |||r x

r
||| α

2 ]. 

Yani, 

|||r x
r

||| α
1 = |r|.||| x

r
||| α

1 , 

ve 

|||r x
r

||| α
2 = |r|.||| x

r
||| α

2 . 

(iii) Eğer herhangi y,x
rr

∈X çifti için 

|| yx
rr

+ || M || x
r

||⊕|| y
r

||. 

Bu durumda 0 < α ≤ 1 olacak şekilde her bir α için, 

||| yx
rr

+ ||| α
1  ≤ ||| x

r
||| α

1 +||| y
r

||| α
1     

ve 

||| yx
rr

+ ||| α
2  ≤  ||| x

r
||| α

2 +||| y
r

||| α
2  [5]. 

3.2.1. Örnek 

X = IRn, IR üzerinde bir vektör uzayı, her (x1,x2,...,xn)∈IRn için 
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||(x1,x2,...,xn)||(t) = 




 +++=

.durumlardadiğer,0

x...xxt,1 2
n

2
2

2
1  

şeklinde tanımlanan ve yukarıdaki L ve R seçimi ile tanımlanan, Tanım 3.2.1’e göre 

||⋅||: IRn→IR*(I) fonksiyonu IRn üzerinde bir fuzzy normdur. 

3.2.2. Tanım 

X ≠ ∅ bir küme, d: X×X→R*(I) bir fonksiyon ve L,R : [0,1]×[0,1]→[0,1] 

fonksiyonları simetrik, her ikisi de azalmayan ve L(0,0) = 0 , R(1,1) = 1 sağlansın. 

∀x,y∈X, α∈(0,1] için 

[d(x,y)]α = [λα(x,y),Pα(x,y)] 

şeklinde gösterelim. 

Bu d fonksiyonu aşağıdaki üç şartı sağlıyorsa, (X,d,L,R) dörtlüsüne fuzzy metrik 

uzay ve d ye de fuzzy metrik denir; 

(i) d(x,y) = 0  ⇔ x = y 

(ii) ∀x,y∈X için d(x,y) = d(y,x) 

(iii) ∀x,y∈X için 

(1) s ≤ λ1(x,z) , t ≤ λ1(z,y) ve s+t ≤ λ1(x,y) olduğunda 

d(x,y)(s+t) ≥ L(d(x,z)(s),d(z,y)(t)), 

(2) s ≥ λ1(x,z) , t ≥ λ1(z,y) ve s+t ≥ λ1(x,y) olduğunda, 

d(x,y)(s+t) ≤ R(d(x,z)(s),d(z,y)(t))  [7]. 

[7] nin Teorem 3.1’den eğer L = min ve R = max seçilirse Tanım 3.2.2 (iii) üçgen 

eşitsizliği 
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d(x,y) M d(x,z) ⊕ d(z,y) , 

eşitsizliğine denktir [7]. 

3.2.1. Önerme 

(X,||⋅||) bir fuzzy normlu uzay ve d: X×X→R*(I) bir fonksiyon olsun. 

[d( y,x
rr

)]α = [λα( y,x
rr

),Pα( y,x
rr

)] = [|| yx
rr

− ||]α 

şeklinde tanımlanan d fonksiyonu, ∀ y,x
rr

∈X ve α∈(0,1] için bir fuzzy metriktir. 

İspat 

(i) [d( y,x
rr

)]α = [|| yx
rr

− ||]α = 0  ⇔ λα( y,x
rr

) = ||| yx
rr

− ||| α
1  = 0

r
, 

Pα( y,x
rr

) = ||| yx
rr

− ||| α
2  = 0

r
 ⇔ yx

rr
=  (?). 

λα( y,x
rr

) = ||| yx
rr

− ||| α
1  = 0

r
 ise, ||| yx

rr
− ||| α

1  fuzzy normlu uzay olduğundan               

⇔ yx
rr

−  = 0
r

 ⇔ yx
rr

=  dir. 

Pα( y,x
rr

) = ||| yx
rr

− ||| α
2  = 0

r
 ise, ||| yx

rr
− ||| α

2  fuzzy normlu uzay olduğundan               

⇔ yx
rr

−  = 0
r

 ⇔ yx
rr

=  dir. 

Böylece 

[d( y,x
rr

)]α =  0  ⇔ yx
rr

=  dir. 

(ii) [d( y,x
rr

)]α = [|| yx
rr

− ||]α = [|| xy
rr

− ||]α = [d( xy
rr

− )]α (?). 

(X,||⋅||) fuzzy norm olduğundan aşağıdaki ifadeleri yazabiliriz.  
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[||| yx
rr

− |||1]α = {t1 : ||| yx
rr

− |||1(t1) ≥ α} 

= {t1 : |||–1.( xy
rr

− )|||1(t1) ≥ α} 

= {t1 : |–1|.||| xy
rr

− |||1(t1) ≥ α} 

= {t1 : ||| xy
rr

− |||1(t1/|–1|) ≥ α} 

= {t1 : ||| xy
rr

− |||1(t1) ≥ α} 

= [||| xy
rr

− |||1]α , 

ve 

[||| yx
rr

− |||2]α = {t2 : ||| yx
rr

− |||2(t2) ≥ α} 

= {t2 : |||–1.( xy
rr

− )|||2(t2) ≥ α} 

= {t2 : |–1|.||| xy
rr

− |||2(t2) ≥ α} 

= {t2 : ||| xy
rr

− |||2(t2/|–1|) ≥ α} 

= {t2 : ||| xy
rr

− |||2(t2) ≥ α} 

= [||| xy
rr

− |||2]α . 

Bu nedenle, 

[d( y,x
rr

)]α = [|| yx
rr

− ||]α = [||| yx
rr

− ||| α
1 , ||| yx

rr
− ||| α

2 ] =  

= [||| xy
rr

− ||| α
1  , ||| xy

rr
− ||| α

2 ] = [|| xy
rr

− ||]α =  [d( y
r

, x
r

)]α . 
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(iii) (X,||⋅||) fuzzy norm olduğundan ve ∀ z,y,x
rrr

∈X için, 

λα( y,x
rr

) = ||| yx
rr

− ||| α
1  = ||| yzzx

rrrr
−+− ||| α

1  ≤ ||| zx
rr

− ||| α
1 +||| yz

rr
− ||| α

1  

= λα( z,x
rr

) + λα( y,z
rr

). 

Pα( y,x
rr

) = ||| yx
rr

− ||| α
2  = ||| yzzx

rrrr
−+− ||| α

2  ≤ ||| zx
rr

− ||| α
2 +||| yz

rr
− ||| α

2  

= Pα( z,x
rr

) + Pα( y,z
rr

). 

Bu iki ifadeden, 

|| yx
rr

− || M  || zx
rr

− || ⊕ || yz
rr

− || 

d( y,x
rr

) M d( z,x
rr

)⊕d( y,z
rr

). 

Böylece; her fuzzy normlu uzay, fuzzy metriktir ama tersi her zaman doğru değildir. 

3.2.3. Tanım 

(X,||⋅||) bir fuzzy normlu lineer uzayı olsun. (xn)∈X dizisi, x∈X noktasına yakınsaktır 

denir ve şöyle gösterilir: 

0||xx||limxxlim n
n

n
n

=−⇔=
∞→∞→

 

yani α∈(0,1] için, 

0|||xx|||lim|||xx|||lim 2n
n

1n
n

=−=− α

∞→

α

∞→
  [5]. 

3.2.4. Tanım 

(X,||⋅||) fuzzy normlu lineer uzay olsun. Eğer, 

0||xx||lim nm

m
n

=−
∞→

∞→
 ise,  

(xn) dizisine Cauchy dizisi denir. 
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Yani α∈(0,1] için, 

0|||xx|||lim 2nm

m
n

=− α

∞→
∞→

 [5]. 

3.2.2. Not 

||x|| O 0  olduğunda, ∀α∈(0,1] için 0 ≤ |||x||| α
1 ≤ |||x||| α

2  elde edilir. Böylece 

∞→n
lim ||xn–x|| = 0  ⇔ 

∞→n
lim |||xn–x||| α

2  = 0   [5]. 

3.2.5. Tanım 

(X,||⋅||) bir fuzzy normlu lineer uzay olsun. (xn) dizisi ve α∈(0,1] için x∈X noktasına 

düzgün yakınsaktır denir gerek ve yeter şart, verilen ε > 0 için en az bir n0(ε)∈N var 

öyle ki ∀n > n0(ε) ve α∈(0,1] için |||xn–x||| α
2  < ε [4]. 

3.2.6. Tanım 

(X,||⋅||), (Y,||⋅||*) iki fuzzy normlu lineer uzay ve f: X→Y bir fonksiyon olsun. Eğer, 

(xn) dizisi X de xn→x0 ⇒ Y de f(xn)→f(x0) ise  

f fonksiyonuna x0 noktasında dizisel süreklidir denir [4]. 

3.2.2. Önerme 

(X,||⋅||) fuzzy normlu lineer uzayda yakınsak dizinin bütün alt dizileri de, bu dizinin 

limitine yakınsar [5]. 

İspat 

(xn)→x olsun. Bu durumda α∈(0,1] için 

∞→n
lim |||xn–x||| α

2  = 0. 
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Yani herhangi bir sabitlenmiş α∈(0,1] için verilen ε > 0, 

n0 var öyle ki ∀n ≥ n0(α) için |||xn–x||| α
2 <ε. 

k(n): N→{N’nin bir alt kümesi} öyle ki n < m için k(n) < k(m) olmak üzere (xk(n)) 

dizisi, (xn) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xk(n)) alt dizisi olduğunda m0(α) var öyle ki  

n ≥ m0(α) için k(n) ≥ n0(α). Böylece n ≥ m0(α) için |||xk(n)–x||| α
2 < ε yani                

∞→n
lim ||xk(n)–x|| = 0  veya (xk(n)) alt dizisi x noktasına yakınsar. 

3.2.3. Önerme 

(X,||⋅||) bir fuzzy normlu lineer uzayında her yakınsak dizi Cauchy dizisidir [5]. 

İspat 

(xn) dizisi x∈X e yakınsasın. Bu durumda ∀α∈(0,1] için 

∞→n
lim |||xn – x||| α

2  = 0, 

yani verilen ε > 0 ve α∈(0,1] için bir n0(α) vardır öyle ki ∀n ≥ n0(α) için, 

|||xn–x||| α
2  < 

2

ε
. 

Şimdi, Lemma 3.2.1 deki tanıma göre ||⋅|| α
2  bir norm olduğundan, ∀m,n≥n0(α) için, 

|||xm–xn|||
α
2  = |||(xm–x)–(xn–x)||| α

2  

≤ |||xm–x||| α
2 +|||xn–x||| α

2  

≤ .
22

ε=
ε

+
ε
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4. FUZZY NORMLA ELDE EDİLEN FUZZY TOPOLOJİK UZAYLAR 

Bu bölümde, fuzzy normlu lineer uzaydan fuzzy topolojik uzay elde edilecek ve bu 

topolojiye ait bazı özellikler çalışılacaktır. Şimdi aşağıdaki gibi (X,||⋅||) fuzzy normlu 

lineer uzayda α–açık yuvar tanımını verelim. 

4.1.1. Tanım 

Sabitleştirilmiş α∈(0,1] ve ε > 0 için (X,||⋅||) de  

µα(x,ε)(y) = 


 ε<α α

.durumlardadiğer,0

ise|||x-y|||ancakveancak, 2  

şeklinde tanımlanan µα(x,ε) fuzzy kümesine  (X,||⋅||) de α–açık yuvar denir [4]. 

Aşağıda fuzzy normlu lineer uzayda bir α–açık yuvar için örnek verelim. 

4.1.1. Örnek 

(IRn,||⋅||) fuzzy normlu uzayı gözönüne alalım. Buradan  ||⋅|| : IRn→IR*(I) 

||(x1,x2,...,xn)||(t) = 




 +++=

.durumlardadiğer,0

x...xxt,1 2
n

2
2

2
1  

şeklinde tanımlanmıştır. O halde her α∈(0,1] için |||(x1,x2,...,xn)|||
α
2  = 2

n
2
1 x...x ++ . 

x = 0 = (0,0,...,0) ve ε = 1 alalım. Bu durumda y = (y1,y2,...,yn)∈IRn için 

µα(0,1)(y) = 




 <+++⇔α

.durumlardadiğer,0

ise1y...yy 2
n

2
2

2
1  

(IRn,||⋅||) de α–açık yuvardır. 
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Yukarıdaki örnekte gördük ki (y1,y2,...,yn)∈µα(0,1)⇔ ∑ 2
iy < 1 ki bu alışılmış 

normlu lineer uzayda merkezi orijinde ve yarıçapı birim olan açık yuvar notasyonun 

genelleştirilmesidir [4]. 

4.1.2. Tanım 

µ∈IX herhangi bir fuzzy kümesi olsun. Eğer µ(x) > 0 için ∃ε > 0 var öyle ki α∈(0,1] 

için µα(x,ε) ≤ µ ise µ fuzzy kümesine  ||⋅||–açık denir [4]. 

Aşağıdaki iki örnek bir fuzzy açık kümesinin açık küme olduğu fakat fuzzy alt 

kümesini açık olması gerekmediğini göstermektedir. 

4.1.2. Örnek 

Örnek 4.1.1. de tanımlanan µα(0,1) α–açık yuvarı (IRn,||⋅||)’nin fuzzy ||⋅||–açık alt 

kümesidir. 

Bu, Önerme 4.1.2’den elde edilir. 

4.1.3. Örnek 

(IRn,||⋅||) fuzzy normlu lineer uzayında µ fuzzy kümesini 

µ(x) = 




 ≤⇔ ∑

.durumlardadiğer,0

,1x1 2
1  

şeklinde tanımlayalım. Burada x = (x1,x2,...,xn)∈IRn dir. 

y = (1,0,0,...,0)∈IRn alalım. Bu durumda µ(y) > 0. 

ε > 0 , α∈(0,1] alalım. (IRn,||⋅||) de µα(y,ε) α–açık yuvarı 

µα(y,ε)(x) = 




 ε<+++−⇔α

.durumlardadiğer,0

,x...x)1x( 2
n

2
2

2
1  
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z = (1+ε/2,0,0,...,0)∈IRn alalım. Bu durumda µα(y,ε)(z) = α. Fakat µ(z) = 0. 

Böylece her α∈(0,1] ve her ε > 0 için µα(y,ε){µ. O halde µ,  (IRn,||⋅||) nın açık fuzzy 

alt kümesi değildir [4]. 

4.1.1. Önerme  

(X,||⋅||) fuzzy normlu lineer uzayında, 

τ||⋅||  = {µ : µ , ||⋅||–açık} 

ailesi X üzerinde bir fuzzy topolojisidir [4]. 

İspat 

(i) Her x∈X için 1(x) = 1 > 0. Böylece herhangi ε > 0 ve α∈(0,1] için µα(x,ε) ≤ 1. 

Yine x∈X için 0(x) = 0 } 0. Böylece 1 ve 0, τ||⋅|| elemanıdır. 

(ii) µ1, µ2∈τ||⋅||  alalım. (µ1∧µ2)(x) > 0 için µ1(x) > 0, µ2(x) > 0 dır. Böylece 

α1,α2∈(0,1] ve ε1,ε2∈IR+ olmak üzere ),x( 1
1

εµ
α

≤ µ1 ve ),x( 2
2

εµ
α

≤ µ2 vardır. 

α = min(α1,α2) ve ε = min(ε1,ε2) alalım. Eğer, 

|||y–x||| α
2  < ε ≤ ε1 ise bu durumda |||y–x||| 1

2
α ≤ |||y–x||| α

2 < ε ≤ ε1. 

Böylece µα(x,ε)(y) = α ≤ α1 = ),x( 1
1

εµ
α

(y). O halde 

µα(x,ε)≤ ),x( 1
1

εµ
α

≤ µ1. Yine, eğer |||y–x||| α
2  > ε1 ise, bu durumda                                     

|||y–x||| α
2  ≥ |||y–x||| 1

2
α  > ε1

 ≥ ε. O halde µα(x,ε)(y) = 0 = ),x( 1
1

εµ
α

(y). Böylece, 

µα(x,ε) ≤ µ1.  (4.1) 

Benzer şekilde,  
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α = min(α1,α2) ve ε = min(ε1,ε2) alalım. Eğer |||y–x||| α
2  < ε ≤ ε2 ise, bu durumda            

|||y–x||| 2

2
α  ≤ |||y–x||| α

2  < ε ≤ ε2. Böylece 

µα(x,ε)(y) = α ≤ α2 = ),x( 2
2

εµ
α

(y). O halde µα(x,ε) ≤ ),x( 2
2

εµ
α

≤ µ2. Yine, eğer 

|||y–x||| α
2  > ε2 ise, bu durumda |||y–x||| α

2 ≥ |||y–x||| 2

2
α > ε2 ≥ ε. O halde µα(x,ε)(y) = 0 = 

),x( 2
2

εµ
α

(y). Böylece, 

µα(x,ε) ≤ µ2 (4.2) 

Eş.4.1 ve Eş.4.2 nin ara kesitlerini alırsak, 

µα(x,ε) ≤ µ1∧µ2, 

olup, µ1∧µ2∈τ||⋅|| olduğunu gösterir. 

(iii) {µi}∈τ||⋅|| alalım. Eğer 0)x(i
Ii

>µ∨
∈

 ise, bu durumda ∃i0 var öyle ki )x(
0iµ > 0. 

Böylece IR+ da ε > 0 ve α∈(0,1] var öyle ki µα(x,ε) ≤ 
0iµ dır. O halde µα(x,ε) ≤ i

Ii
µ∨

∈
 

ve 
Ii∈

∨  µi∈τ||⋅|| dır. 

Sonuç olarak; τ||⋅||, (X,||⋅||) üzerinde bir fuzzy topolojisidir. 

4.1.2. Önerme 

Her α–açık yuvar, fuzzy açık kümedir [4]. 

İspat 

ε > 0 ve α0∈(0,1] için ),x( 00
εµα  fuzzy kümesini  

),x( 00
εµα (y) = 



 ε<−⇔α α

.durumlardadiğer,0

,|||yx||| 0

200  
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şeklinde tanımlayalım. ),x( 00
εµα , τ||⋅|| fuzzy topolojisine göre açık olduğunu 

göstermeliyiz. 

),x( 00
εµα (y) > 0 alalım. Bu |||x0–y||| 0

2
α  < ε olduğunu verir. 

δ = ε – |||x0–y||| 0

2
α  ve α1 < α0 alalım. Eğer |||y–z||| 1

2
α  < δ ise, bu durumda 

|||x0–z||| 0

2
α  = |||(x0–y)+(y–z)||| 0

2
α  

≤ |||x0–y||| 0

2
α + |||y–z||| 0

2
α  

< |||x0–y||| 0

2
α + |||y–z||| 1

2
α  

< |||x0–y||| 0

2
α + δ = ε. 

O halde ),y(
1

δµα (z) = α1 < α0 = ),x( 00
εµα (z). 

Yine eğer |||x0–z||| 0

2
α ≥ ε ise, bu durumda, 

|||y–z||| 1

2
α > |||y–z||| 0

2
α > |||x0–z||| 0

2
α  – |||x0–y||| 0

2
α  

> ε – (ε – δ) = δ. 

Böylece, 

),y(
1

δµα (z) = 0 = ).z)(,x( 00
εµα  

O halde, α1∈(0,1] ve δ > 0 var öyle ki ),y(
1

δµα ≤ ),x( 00
εµα  olup, bu da ),x( 00

εµα  

nun (X,τ||⋅||) da açık olduğunu verir. 
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4.1.3. Önerme 

Fuzzy normlu lineer uzayında, α∈(0,1] olmak üzere her α–açık yuvarı, fuzzy 

konvekstir [4]. 

İspat 

x0∈X, α∈(0,1] ve ε > 0 olmak üzere µα(x0,ε) α–açık kümesini gözönüne alalım ve 

aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

µα(x0,ε)(y) = 


 ε<−⇔α α

.durumlardadiğer,0

,|||yx||| 20  

Konveksliği ispatlamak için herhangi bir β∈(0,1] (β≤α) için µα(x0,ε) nun β–seviye 

kümesinin konveks olduğunu göstermek yeterlidir (Tanım 2.1.13). 

[µα(x0,ε)]β = {y∈X : |||y–x0|||
α
2 < ε} 

β seviye kümesinin x1,y1 noktaları ve [0,1] deki k için aşağıdaki eşitsizlik vardır. 

|||x1–x0|||
α
2  < ε ve |||y1–x0|||

α
2 < ε olduğundan, 

|||kx1 + (1–k)y1 – x0|||
α
2  = |||kx1 + (1–k)y1 – kx0 + kx0 – x0|||

α
2  

= |||kx1 + (1–k)y1 – kx0 – (1–k)x0|||
α
2  

= |||k(x1 – x0) + (1–k)(y1 –x0)|||
α
2  

≤ |||k.(x1–x0)|||
α
2  + |||(1–k).(y1 – x0)|||

α
2  

= |k|.|||x1 – x0|||
α
2  + |1–k|.|||y –x0|||

α
2  

≤ k.ε + (1–k)ε = ε. 
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Bu durumda, kx1 + (1–k)y1∈[µα(x0,ε)]β dır. O halde ∀β∈(0,1], β ≤ α için [µα(x0,ε)]β 

kümesi konvekstir. Bu da µα(x,ε)’nın (X,||⋅||) fuzzy konveks olduğunu gösterir. 

Aşağıdaki önerme, (X, ||⋅||) fuzzy normlu uzayında fuzzy kümesinin açıklığı dönüşüm 

ve skaler çarpım altında korunduğunu gösterir. 

4.1.4. Önerme 

(X,τ||⋅||) fuzzy topolojik uzay ve xα bir fuzzy noktası olsun. Eğer µ, (X,τ||⋅||) da açık ise,  

bu durumda xα+µ de açıktır [4]. 

İspat 

(Xα+µ)(y) > 0 alalım. Bu µ(y–x)∧α > 0 gerektirir. Böylece µ(y–x) > 0 dır. µ açık 

olduğundan, ε > 0 var öyle ki α∈(0,1] için µα(y–x,ε) ≤ µ. 

α1 < α ve ε1 < ε seçelim. |||y–z|||
1

2
α < ε1 olduğunda,  

|||z – x + x – y||| α
2  = |||(z–x)–(y–x)||| α

2  = |||y–z||| α
2  

< |||y–z|||
1

2
α  < ε1 < ε. 

Böylece 

µα(y–x,ε)(z–x) = α < µ(z–x) (4.3) 

Ayrıca, |||y–z|||
1

2
α  < ε1 olduğunda 

1α
µ (y,ε1)(z) = α1 < α < µ(z–x) (4.4) 

Bu nedenle Eş.4.3 ve Eş.4.4 den 

1α
µ (y,ε1)(z) ≤ α∧µ(z–x) = (xα + µ)(z). 
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Böylece 
1α

µ (y,ε1) ≤ xα + µ ve xα + µ, (X,τ||⋅||) da açıktır. 

4.1.5. Önerme 

(X,τ||⋅||) fuzzy topolojik uzay olsun. (X,τ||⋅||) da X’in µ fuzzy alt kümesi açık ise, bu 

durumda t ≠ 0 için tµ’de açıktır [4]. 

İspat 

tµ(x) > 0 alalım. Bu da bize µ(x/t) > 0 olduğunu verir. O halde ε > 0, α∈(0,1] var 

öyle ki µα(x/t,ε) ≤ µ dir. 

Şimdi α1 < α ve ε1 = ε.|t| seçelim. 

Eğer |||z–x|||
1

2
α  < ε1 ise, bu durumda |||z–x|||

1

2
α  < ε.|t|. Böylece |||z/t–x/t|||

1

2
α  < ε dur. Bu 

nedenle |||z/t–x/t||| α
2 < ε. O halde 

1α
µ (x,ε1)(z) = α1 olduğundan, µα(x/t,ε)(z/t) = α ya 

sahibiz. Böylece 

1α
µ (x,ε1)(z) = α1 < α = µα(x/t,ε)(z/t) ≤ µ(z/t) = t.µ(z) 

olur öyle ki: 

1α
µ (x,ε1) ≤ tµ. 

Sonuç olarak; tµ, (X,τ||⋅||) da açıktır. 

Aşağıdaki önermeler (X,||⋅||) fuzzy normlu uzayında bir dizinin yakınsaklığı ve bir 

fuzzy norm tarafından oluşturulan τ||⋅|| fuzzy topolojisine göre bir dizinin 

yakınsaklığına denk olduğunu ispatladık. 
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4.1.6. Önerme 

(X,||⋅||) bir fuzzy normlu uzayında herhangi bir (xn) dizisi, x∈X noktasına 

yakınsaması için gerek ve yeter şart τ||⋅||  fuzzy topolojisine göre xn→x olmasıdır [4]. 

İspat 

||xn–x||→ 0  olsun. µ, (X,τ||⋅||) nın herhangi bir fuzzy açık alt kümesi ve µ(x) > 0 olsun. 

Bu durumda ε > 0 var öyle ki α∈(0,1] için µα(x,ε) ≤ µ dır. 

Şimdi ||xn–x||→ 0  olduğundan, |||xn–x||| α
2 → 0 dır, yani n0∈N var öyle ki ε > 0 ve her 

n≥n0 ise |||xn–x||| α
2 < ε. 

O halde ∀n ≥ n0 için µα(x,ε)(xn) = α dır. Böylece (X,τ||⋅||) da µ(xn) > 0, yani xn→x. 

Ters olarak; (X,τ||⋅||) de xn→x yakınsasın. O halde herhangi µ∈τ||⋅|| ve µ(x) > 0 için en 

az bir n0∈N var ∀n > n0 olduğunda µ(xn) > 0 dır. Biz (X,τ||⋅||) da, ),x( 00
εµα  fuzzy 

açık yuvarını gözönüne alalım. 

),x( 00
εµα (x) = α0 > 0 olduğunda en az bir n0∈N var öyle ki ),x( 00

εµα (xn) > 0 dır. 

Bu bize ∀n > n0 için |||xn–x||| 0

2
α < ε0 olduğunu verir. Sabit bir α0 ve IR+ da bütün ε 

üzerinde değişen ε0 ile biz,  

|||xn–x||| 0

2
α  → 0 

sahibiz. Eğer α0 keyfi ise ∀n > n0 için 

|||xn–x||| α
2 → 0 

olduğunu verir. 

Böylece, ||xn–x||→ 0 ’dır. 
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4.1.7. Önerme 

||⋅|| ve ||⋅||* fuzzy normları ile oluşturulan fuzzy topolojik uzayları sırasıyla (X,τ||⋅||) ve 

(Y,τ||⋅||*) olsun. Bu durumda f: (X,τ||⋅||)→(Y,τ||⋅||*) fonksiyonu bir noktada dizisel 

sürekli olması için gerek ve yeter şart f  fonksiyonunun o noktada sürekli olmasıdır 

[4]. 

İspat 

İlk olarak; f: (X,τ||⋅||)→(Y,τ||⋅||*) fonksiyonu x∈X de fuzzy sürekli olsun ve τ||⋅|| fuzzy 

topolojisine göre X de (xn) dizisi x’e yakınsasın. Gösterelim ki f(xn)→f(x) dir. 

µ∈τ||⋅||*, µ(x) > 0 ve ρ = f–1(µ) alalım. f sürekli olduğundan, ρ, x in bir açık 

komşuluğudur, yani ρ∈τ||⋅|| ve ρ(x) > 0 dır. 

Şimdi 

f(ρ)(y) = )x)((fsup)x(sup 1

)y(fx)y(fx 11

µ=ρ −

∈∈ −−

 

= 




≠

=µ
=µ

−∈ ise.f(x)y,0

ise)x(fy,)y(
))x(f(sup

)y(fx 1

 

O halde, ∀y∈Y için f(ρ)(y) ≤ µ(y) dir. (µ(y) > 0 olduğundan) yani f(ρ) ≤ µ dür. 

Ayrıca xn→x0 olduğunda ∃n0∈N var öyle ki ∀n > n0 ise ρ(xn) > 0. 

Yine 

f(ρ)(y) = )x(sup
)y(fx 1

ρ
−∈

 dir. 

Böylece, 

f(ρ)(f(xn)) = ).u(sup
))x(f(fu n

1

ρ
−∈
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Bu bize f(ρ)(f(xn)) > 0 verir, yani µ(f(xn)) > 0 dır. (f(ρ) ≤ µ olduğundan). O halde her 

n > n0 için f(xn)∈µ dir. Sonuç olarak (X,τ||⋅||*) da f(xn)→f(x) dır. Bu da f in dizisel 

sürekli olduğunu gösterir. 

Tersine; f, x0∈X noktasında dizisel sürekli olsun. Kabul edelim ki f, x0 noktasında 

sürekli olmasın. Böylece τ||⋅||* da f(x0) ın µ açık komşuluğu vardır öyle ki τ||⋅|| da                  

f–1(µ), x0 ın bir açık komşuluğu değildir, yani f–1(µ)(x0) > 0 , ∀ε > 0 ve α∈(0,1] için 

µα(x0,ε) ≤ f–1(µ) vardır. Böylece her α∈(0,1] ve n∈N için |||xn–x0|||
α
2  < 1/n olacak 

şekilde xn vardır fakat xn ∉ f–1(µ) dır. Bundan dolayı µ(f(x0)) > 0 dır, ancak                 

µ(f(xn)) } 0, yani τ||⋅|| da xn→x0 iken τ||⋅||* f(xn) → f(x0) dır. Bu bir çelişkidir.  

Sonuç olarak; f, x0∈X de süreklidir. 

4.1.8. Önerme 

(X,τ||⋅||) fuzzy topolojik uzayı, fuzzy Hausdorfftur [3]. 

İspat 

a,b∈X ve a≠b alalım. Böylece a–b≠0, yani infα |||a–b||| α
1 > 0. 

infα |||a–b||| α
1 = δ alalım. µ1(a,δ/2)(a) = 1 ve µ1(b,δ/2)(b) = 1 olmak üzere (X,τ||⋅||) da 

µ1(a,δ/2) ve µ1(b,δ/2) fuzzy açık yuvarlarını göz önüne alalım, iddia ediyoruz ki 

µ1(a,δ/2)∧µ1(b,δ/2) = 0, yani ∀x∈X ise 

min(µ1(a,δ/2)(x),µ1(b,δ/2))(x) = 0. 

Eğer bu doğru değilse, x0∈X var öyle ki 

µ1(a,δ/2)(x0) > 0 ve µ1(b,δ/2)(x0)  > 0, 

yani, 

|||x0–a||| 1
2 < δ/2 ve |||x0–b||| 1

2  < δ/2. 
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Şimdi, 

δ ≤ |||a–b||| 1
1  ≤ |||a–b||| 1

2  

≤ |||x0–a||| 1
2 +|||x0–b||| 1

2  

< δ/2 + δ/2 = δ 

Bu bir çelişkidir. 

Sonuç olarak; (X,τ||⋅||) bir fuzzy Hausdorfftur. 
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