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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calsmada kullanilmy bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ilelilkii

asagida sunulmstur.

Simgeler Aciklama

o X'den I'ya tanimlanan bitiin fonksiyonlarkiimesi
Ua A fuzzy kiimesinin Uyelik fonksiyonu

[]a a—seviye kimesi

T Fuzzy topolojisi

X,N) Fuzzy normlu lineer uzay

B(x,a,t) Fuzzy normlu lineer uzayinda ayuikar

I e a- normu

X* (XeRdeki tim guclt fuzzy sinirli lineer fonksiyonelle

X’ (XgNdeki tum zayif fuzzy sinirh lineer fonksiyonetle



1. GIRIS

Bilimsel calsmalarda son 40 yila kadar sadece iki ciktili olanst@ mantg
kullaniimistir. Aristo mantgina gore siyah veya beyaz ciktilarindan birini iterc
etmek gereklidir. Ancak, insanin glince sisteminde arada olangtggk derecede gri
tercihlerinde yapilmasi s6z konusudur. Buna imkanegek olan fuzzy (bulanik)
mantik ve ondan kaynaklanan sistemler ilk defa Bagcanli LUtfU Askerzade
tarafindan 1965 yilinda ortaya atiftm. O tarihnten sonra onemi gittikge artarak
ginimuize kadar gelen fuzzy (bulanik) mantik, belikderin anlatimi ve
belirsizliklerle calgilabilmesi icin  kurulmg bir matematik dizen olarak
tanimlanabilir. Bulanik mantik teorisi: Aristo mghhin siyah-beyaz ikilemine
kargilik, Lutfu Asker Zadeh’ in grinin ¢gtli derecelerinin varigini bilimsel olarak
ifade edebilmesidir.

Fuzzy man@in temeli fuzzy kiime ve alt kimelerine dayanir.dtfayaklgimda bir
nesne ya kiimenin elemanidir ya dgildier. Matematiksel olarak ifade ediglinde
nesne kime ile olan uyelik gkisi bakimindan kimenin elemani offlunda (1),
kimenin elemani olmagh zaman (0O) dgerini alir. Fuzzy kiumesinde her bir
nesnenin Uyelik derecesi vardir. Nesnelerin Gyadéikecesi, [0,1] aralinda herhangi
bir deger olabilir ve tiyelik fonksiyonu(x) ile gosterilir. Ornek olarak normal oda
sicaklgini 21 derece olarak kabul edersek, klasik kiimarkuna gére 21 derecenin
uzerindeki sicaklik derecelerini sicak olarak kabderiz ve bu derecelerin sicak
kiimesindeki Uyelik dereceleri (1) olur. 21 dereoealtindaki sicaklik dereceleri ise
soguktur ve sicak kimesindeki Uyelik dereceleri (O)rolS@uk kimesini temel
aldigimizda bu dgerler tersine doner. Fuzzy kime yakhainda Uyelik dgerleri
[0,1] aralginda dgerler almaktadir. Fuzzy kiime yaklainda uUyelik dereceleri
[0,1] aralginda sonsuz sayida geebilir.

Fuzzy kavrami dgal dildeki belirsizlgi modellemek icin ortaya konmgtur. Bati
dunyasindguphe ile kagilanmsg ve oldukca ygun tenkitler almgtir. Bunun nedeni
bati dinyasinda Aristo maginin kullaniimasidir. Fakat 1970’ yillardan sonra
dogu dunyasinda 6zellikle de Japonya’da fuzzy mangilsigtem kavramlarina 6nem
verilmistir. Mamdani ve Assilian tarafindan 1975 yilind& defa bir buhar



makinesinin kontrolu fuzzy sistem ile modellegtmi Bu calsmadan, fuzzy
sistemlerle ¢ajmanin ne kadar kolay ve sonuglarinin da ne kadali etdugunu
anlamgtirlar. 1978 yilinda Holmblad ve Ostergaard fuzzgtesn uygulamasini
cimento fabrikasinirsietiimesi ve kontroll icin yapilinca; fuzzy kavraanidiinyanin
bircok yerinde gittikce yayginsekilde kullaniimaya bganmstir. Ozellikle de
Japonya, Singapur, Kore ve Malezya'da fazlaca lsamdgostermytir. Japonya’da
Ozellikle fuzzy process controller olarak adlarnidm 6zel amach mikrgiemci
cipi’nin Uretilmesi Uzerinde callmaktadir. Daha sonraki yillarda fuzzy sistem
Japonya’da elektrikli stpurgeler, cagmwma makineleri, asansorler, metrgjrket
isletimi ve veri tabanlarinin sozejl@ilmesi gibi konularda yayginsekilde
kullaniimaya bglanmstir. Fuzzy alanindaki gelnelerden uzay agarmalari ve
havacilik alanlarinda da yararlanitm. Baska uygulama alani olarak otomatik
civatalamalarin dgerlendiriimesinde fuzzy sistem kullaniimaktadir. Gintzde
Ozelliklede muahendislik alaninda fuzzy sistem olgak yggun bir sekilde
kullaniimaktadir. Tum bunlarin gal sonucu olarak matemgithde fuzzy kime
kavramina gore yenidegekillenmesi gerekmngive bu alanlarda camalar artmakla

birlikte bircok makale yayinlanrtir.

Bu tez caymamizin ikinci bolimde Zadeh [1] in fuzzy kimeitan fuzzy kime ile
ilgili temel kavramlar ve bu kavramlarin bazi o#eéri verilmistir. Chang [2] ve
Nanda[7] in ortaya koydiu fuzzy topolojik uzay tanimi ve bazi 6zellikleri
gosterilmi, fuzzy carpim ve fuzzy bolim uzayi tanimi veriftini Uctinct bélimde
ilk 6nce |. Sadeqi [11] makalesinden yararlananazy normlu lineer uzay tanimi
verildi. Fuzzy normlu lineer uzayda acik yuvar wenokta tanimlanarak bunlarin
olusturdusu topolojilerin agitli gi gosterildi. 1. Sadeqi [11] makalesinden yarariaka
fuzzy topolojik vektor uzayr tanimi verildi. Fuzaengeli, fuzzy konveks ve fuzzy
emen(yutan, absorbing) kimeleri tanimlandi. Doértdiinbélimde T.Bag[14]
makalesinden yararlanarak fuzzy sinirli lineerlematanimlanarak bazi teoremlere
yer verildi. Bainci bolimde ise, fuzzy sureklilik ve sinirlililegtleri tanimlandi ve
bunlar arasindaki gkiler verildi. Altinci bélimde T.Bag[14] makalesied

yararlanarak fuzzy dual uzay kavrami verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boélimde fuzzy kime tanimi ve fuzzy kimeler idgliii slemlere yer verilecektir.
Ayrica fuzzy topolojik uzay ve fuzzy topolojik udayn o6zellikleri hakkinda
tanimlar verilmg ve teoremler ispatlanacaktir. B6lumin sonundayfgzzpim uzayi

ve fuzzy bélim uzayi tanimlanacaktir.
2.1. Fuzzy Kiime ve Fuzzy Kimeler ilellgili Islemler
2.1. Tanim

X bostan farkli herhangi bir kime ve | =[0,1] olmakeiie X’den I'ya tanimlanan
butiin fonksiyonlarin kiimesini* lile gosterelim. *lin her bir elemanina X’'in bir

fuzzy kiimesi denir [1].
2.2. Tanim

X# @ ve I=[0,1] olmak Uzere g1: X—I Uyelik fonksiyonu ile karakterize edilen
A = {(X, pa(x)): xeX} c XxI kumesine X'in bir A fuzzy alt kiimesi denir.uBada
Ha(X), X'in A fuzzy kiimesine Uyelik derecesidir. Buard sonra zaman zaman |

yerine A, 1h(X) yerine A(x) alinacaktir [1].
2.3. Tanim

Xve @ kumeleri birer fuzzy kiimesi olup,
VvV xeXigin ux (xX) = 1= X ={(x,1): xeX}

vV xeXicin pg (X) = 0= @ = {(x,0): xeX} seklinde ifade edilir [2].

Kimeler teorisinde bilinen kapsama™, esitlik “ =", birlesim “U” ve kessim “N”
islemleri yerine sirasiyla <, =, V, A isaretleri kulanilarak ggidaki gibi
tanimlanir.
2.4. Tanim

X'deki herhangi iki fuzzy kime A ve B olsun. A verilh Uyelik fonksiyonlari

sirasiyla |4 ve s olmak tzere;



(1) A<B & pa(x) < ps(X) WXEX)

(2) A =B pa(x) = ta(x) VXEX)

(3) AV B =C& lc(x) = maks{ia(x), te(x)}  (¥XEX)
(4) AAB =D & pp(x) = minfua(x), He()} (¥XEX)
B)A° ey =1-K) VXEX)
seklinde tanimlanir [2].

2.5. Tanim

X'deki fuzzy kumelerin bir ailesi {Ai}e; olsun. Buna gore birjen ve kesgim

islemlerinin genellgtirilmis hali

1) C = Via A; © Hc(X)=stipier {Ha,;(X)} xeX)
2) D =AjerAj © Ho(X) = infier{ pa, ()} FxeX)
seklinde tanimlanir [2].

2.6. Tanim

A ve B, X'deki herhangi iki fuzzy kiime olmak tUzefeve B fuzzy kimelerinin
farki A — B = M B® & pas(X) = min{ua(x), ps(x)} (vxeX) seklinde tanimlanir
[2].

2.1. Teorem
X'de iki fuzzy kiime A ve B olmak Uzere;
i) AVB fuzzy kiimesi A ve B'yi ihtiva eden en kicuk fuzzymesidir.

it) AAB fuzzy kiimesi A ve B kimelerini tarafindan ihtivadilen en buyik fuzzy

kimesidir [3].
Ispat

i) A ve B, fuzzy kiimelerinin Uyelik fonksiyonlarirasiylaua ve pg olsun.



AV B = C, pc(x) = maksfua(x), us(X)} (¥xeX) oldugundan A< C ve B< C dur.
Kabul edelim ki A ve B'i ihtiva eden en kigiuk fiyzkime D olsun. D fuzzy
kiimesinin tyelik fonksiyonup olmak tzere;

A<D= pa(x)<po(x)

B <D = ug(x) < up(x) dir. Buradan

maks{ua(x), us(x)}<up(X) = wave(X) = pe(X) < uo(x)

AVB = C fuzzy kimesi A ve B'yi ihtiva eden bir kimtip kabulden dolayi
A (X) < pp (X) < pe(X) ve us(X) < po(X) < pc(X)

= up(X) < pc(x). O halde her&X igin,

= pp(X) =pc(x) = C=D

Buna gore A ve B'i ihtiva eden en kicik fuzzy kufeB dir.

it) dei) sikkina benzegekilde ispat edilir.

Ornek

X ={x1, X2},  =[0,1] olmak tizere, X'de fuzzy kiimeleri A \i¢

A ={(x1/0,2), (%/0,7)}, B ={(x1/0,5), (%/0,3)} olarak verilsin. Boylece ¥B, AAB
fuzzy kiimelerini ve Teorem 2.1." in ga oldugunu gosteriniz?

Cozim

A ve B fuzzy kimelerinin &X i¢in tyelik fonksiyonlarinin dgerleri sirasiyla p(x)

ve pg(X) olsun. Buna gore;

x1EX i¢in pa(X1) = 0,2 ve xeX igin pg(x1) = 0,5
X2EX igin pa(X2) = 0,7 ve xeX igin pg(x2) = 0,3 dir.
AAB= C & pc(X) = min{pa(x), Ms(X)} (VXeX)

Hc(x) = {(x/0,2), (%/0,3)}



AAB = {(x1/0,2), (%/0,3)}

Gergekten G A ve C< Bdir.

AVB = D& pp(X) = max{pa(x), us(X)} (YXeX)
Up(x) = {(x4/0,5), (%/0,7)}

AVB={(x41/0,5), (%/0,7)}

Gercekten A< AVB ve B< Av B dir.

2.1. Ozellikler

A, B ve C, X'deki fuzzy kiimeleri olmak Uzere;
)AVD = A, AAND =0 , AVX =X, AAX=A

it) AVB = BVA, AAB = BAA, AVA = A, AAA =A
iit) AV(BVC) = (AVB)VC, AA(BAC) = (AAB)AC
iv)A<B=AVB=B,A<B=AAB=A

v) AA(BVC) = (AAB)V(AAC) , AV(BAC) = (AVB)A(AVC) dir [3].
2.2. Ozellikler

A ve B, X'de iki fuzzy kiime olmak Uzere;
HA-@=A

i) p°= X, X°= ¢ , (A9)°= A

iif) A<B e B <A

iv) (AAB)°= AV B, (AVB)® = A°AB® dir [3].
2.2. Teorem

X kumesi Uzerindeki herhangi bir fuzzy kimesi Awoi.



i) AAA®= @ olmak zorunda dgldir.

i) AVA® = X olmak zorunda ggldir [3].

Ispat

Bu teoremi d@rulayan ornek gagida verilmatir.
X ={a,b} olmak tzere, X'de bir fuzzy kimesi A =4(0.2), (b,0.9)} olarak verilsin.
i) AAAC = @ midir?

i) AVA® = X midir?

A®={(a, 0.8),(b, 0.1)}

AAAS={(a, 0.2), (b, 0.1)} = AAAC#0

i) AVA® = {(a, 0.8), (b, 0.9)}= AVAC® # X

2.7. Tanim

X, Y iki kime olmak Uzere g: XY bir fonksiyon ve A, Uyelik fonksiyonu Aolan

X'de bir fuzzy kimesi olsunv yeY igin,

Supxeg_l(y){ MA(X)}' g—l(y) + @

Hgca) (Y)=
, gty =20

dyelik fonksiyonu ile tanimlanan g(A) = g{u fuzzy kiimesine A'nin g altindaki
goruntusu denir [2].
2.8. Tanim

X ve Y iki kime olmak Uzere g: XY bir fonksiyon ve B, uyelik fonksiyonu gt

olan, Y’de bir fuzzy kiimesi olsuiwvxeX igin,
Hg-1(8)(X) = 1e (9(X))

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanan§B) = g (ug) ifadesine B'nin ters goriintiisi



denir [2].

2.3. Teorem

g: X—Y bir fonksiyon, A, X'de ve B, Y'de fuzzy kimeleolmak Uzere gagidaki
ozellikler vardir [2].

a)v Bel" = g'(B%) = [g'(B)I°

b) v A€l * = g(A%) > [g(A)]°

)V By, Bo€l” igin B, <B;= g '(B1) < g (Bo)
d)V Az, AEI" igin Ar< A= g(Ar) < g(A)
e)V Bel” = g(gi(B)) < B

f) v Ael* = A< g(g(A))

2.9. Tanim

X bogstan farkh herhangi bir kime ve € (0,1] olmak lzere X'deki x fuzzy

kiimesinin x: X—I uyelik fonksiyonu;

_{0(, t=x

XD = 0, t#x

seklinde tanimli ise, bu durumda kuzzy kiimesine X'de bir fuzzy nokta denir.
Burada X noktasina x fuzzy noktasinin desie (dayanai), a€(0,1] sayisina da

X, /Nin dezeri denir [4].

Eger A, X'de bir fuzzy kiimesi olmak tzere;

a < A(x) ise, X fuzzy noktasi bir A fuzzy kimesi tarafindan kaps§b+9].
2.10. Tanim

A, X'de bir fuzzy kimesi vet(0,1] olmak Uzere;

[Ala= {x€X: n(x)=a}= [A] . X



kiimesine, A fuzzy kiimesinua-seviye kiimesi denir [4].
2.4. Teorem
A ve B, X'in herhangi iki fuzzy kiimeleri olsuk.a, €(0,1] icin,
i)[Al.=[Blo>A=B
it) [Al,  [Alp = p<a [5].
Ispat
i) ispati aciktir.
it) & B <a olsun. [A], c [A]g ifadesi aciktir.
= [A]. c [A]gvep >a olsun.
[Al. = {xeX: A(X) > a},
[Alp = {xeX: A(x)>p}.

O zaman en az birg&X var oyle ki Xo€[A]p ve %&[A], dir. O halde ¥€[A] g ise,
B < A(Xo) ve %€&[A], ise, Alp) <a dir. B > a iken A(X) < a < B < A(Xp) dir.
Boylece x€[A] . elde edilir.vxe[A] g ise,f < A(X) dir. = a < < A(X) ise, VXE[A] g
ise, e[A] . dir. = [A] € [A] ..

Bu ssitsizlikle celigkiye distuk. Cunkip > o almsstik. Boylece,

[Alo c [A]lp= B <a'drr.

2.11. Tanim

X vektor uzayinin iki fuzzy kiimesi A ve B olsun.+AB seklinde iki fuzzy
kiimesinin toplamaslemi soyle tanimlanir;

(A+B)(X) = supy—x,+x, {AX1) AB(X2)}, Vx=x; +x; €X.

X’'de bir X, fuzzy noktasi icin, toplamalemi kolayca sagidaki gibi tanimlanabilir.
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(Xq FA)(Y) =a A A(y — X) ve Ozellikle, (x+A)(y) = A(y—x) olarak gosterilebilir [4].
2.12. Tanim
X vektor uzayinin bir fuzzy alt kimesi A v&tR bir sabit olsun. Boylece,

a) t# 0, VxeX icin (t.A)(X) = At ™.x).

b) t=0icin
0, x#0
(tA)X) supA(x), x=0
dir [4].
2.13. Tanim

X bir vektoér uzay ve bu uzayin fuzzy alt kimesolsun. Her x,¢X ve ke[0,1] icin,
A(kx + (1- K)y)= min{A(x), A(y)}

sartini sglayan A fuzzy alt kimesine X vektdr uzayinin binkeks fuzzy kiimesi
denir [5].

Ayni seklide herag(0,1] igin,

[A], = {xeX: A(X) > o} seklindeki kime de bir konveks kiimedir.

2.2. Fuzzy Topolojik Uzaylar ve Fuzzy Topolojik Uzglarinda Temel Kavramlar
2.14. Tanim

X bostan farkl bir kiime ver < I* fuzzy kiimelerinin bir ailesi olsun.

Asagidaki sartlar sglayan t ailesine X lzerinde fuzzy topolojisi, @,ikilisine de

fuzzy topolojik uzay denir [2].
ty) @, Xetr (veya 0,E71)

tz) VA1 Ao,...,AfET> /\?eIAiE T
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t3) Vielicin, A€t = Vi AiET

T topolojisinin her bir elemanina X'de fuzzy aciknké, X uzayina gore timleyeni

fuzzy acik olan kiimeye de fuzzy kapall kiime deziir [

Genel topolojide oldgu gibi t ailesi sadece 0 ve 1'den elyorsa, (Xg) fuzzy
topolojik uzayina indiskret, tim fuzzy kiimelerindelusuyorsa, yanit = I* ise,
(X,1) fuzzy topolojik uzayina da diskret fuzzy topokojizay denir [6].

Ornek

X = {a, b} olmak iizere, X kiimesi iizerine de bir #yzopolojisi olgturalim.
A, ={(a/0,4), (b/0,7)},A(a)=0,4, A(b)=0,7

A,={(a/0,5), (b/0,2)},A(a)=0,5, A(b)=0,2

As = {(a/0,4), (b/0,2)}, A(a) = 0,4, A(b)=0,2

As={(a/0,5), (b/0,7)},A(a)=0,5, A(b)=0,7

1=X={(a/1), (b/1)} 0 =p ={(a/o), (b/0)}

Fuzzy kimelerini alacak olursak= {0,1, A;, Az, Az, A4} seklinde tanimlanan

ailesi X Uzerinde bir fuzzy topolojisi ajturur [3].
Cozim
t1) 0 ve 1 fuzzy kimeleti ailesine ait oldgundan O ve &z dir.

t;) t ailesine ait her sonlu elemanin arakesitailesine aittir. Fuzzy kiimelerinde

arakesit taniminda “0” kumesiningdirleri ile arakesiti O ve 1 in gerleri ile arakesiti
diger fuzzy kiimeleri oldgundan, sonlu arakesit@anir. Ayrica,

A1NA, = {(a/0,4), (b/0,2)} = Aer,

A1AAz={(a/0,4), (b/0,2)} = AeT,

AinA, ={(a/0,4), (b/0,7)} = A€r,
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ANA3 ={(a/0,4), (b/0,2)} = A€r,

AsnA,={(a/0,5), (b/0,2)} = AeT,

A3nA, ={(a/0,4), (b/0,2)} = A€T.

Benzer olarak;

AINANA3 = (AIAAL)NA3 = AsET,

AINANAL = (AAA)NA, = AsET,

AIAAAA, = (AiAAZ)AA, = AgET,

AINANANA L = (AAA)A(A3NA ) = AgET.

Fuzzy kiimelerinin sonlu arakesitleri yim@ilesine aittir.

t3) Keyfi birlesimleri det ailesine ait oldgu (t;) dekine benzer olarak gosterilebilir.
O haldey ailesi X Uzerinde bir fuzzy topolojisidir.

2.5. Teorem

(X,1) fuzzy topolojik uzay olmak tzere;

k = {Ke I K fuzzy kapalie K et}

seklinde tanimlk (kapalilar) ailesi gagidakisartlari sglar [2].
ki) @, Xex

ko) V K1,Ko,....,Ki€k = Vg K Ex

ks) Vielicin Kiex = Ajg K€

2.15. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay ve &I* olsun.

A’ =v{B: B <A, Bet} =sup{B: B<A, Bet}
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seklinde tanimlanan fuzzy kimesine A fuzzy kimesimndenir. Tanimdan da
anlasildig gibi A° fuzzy acik bir kiimedir. Ustelik®, A’'nin kapsadil en genj fuzzy
acik kimedir [2].

2.6. Teorem

(X,1) fuzzy topolojik uzay ve &I* olsun. A'nin fuzzy acik kiime olmasi icin gerekli
ve yeterli kgul A = A° olmasidir [7].

2.1. Sonug

(X,t) fuzzy topolojik uzay A, & I1¥ A%, A fuzzy kiimesinin ici olsun. Bu durumda;
) X=X, ¢°=0

i) A° <A

iif) AO° = A°

iv) A<B = A%< BO

V) (A A B)? =A°AB°

salanir [3].

2.16. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay ve AI* olsun.

A= A{B: A <B, Bt} =inf{B: A <B, Bt}

ile tanimlanan fuzzy kiimesine A fuzzy kiimesinin&ag denir.A kiimesi tanimdan
da anlaildigi gibi fuzzy kapali bir kiimedir. Ayrica , A'yl kapsayan en kugcuk
fuzzy kapali kimedir [2].
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2.7. Teorem

(X,1) fuzzy topolojik uzay ve &I* olsun. A'nin fuzzy kapali kime olmasi igin

gerekli ve yeterli kgul A= A olmasidir [7].
2.2. Sonug

(X,t ) fuzzy topolojik uzay A ve B, X'in iki fuzzykmesi ve A, A’'nin kapang

olsun. Bu durumda;

Ozellikleri vardir [2].
2.17. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay ve, =p, X'in fuzzy noktasi olsun. p fuzzy noktasini
iceren bir A fuzzy acik kimesini kapsayan her Nzfjuxkimesine p’nin fuzzy
komsulugu denir ve p’nin batln fuzzy kogaluklarinin ailesi N(p) ile gosterilir. O
zaman NN(p) & JAetvars p <A<N [4].

2.18. Tanim

(X,t) fuzzy topolojik uzay ve A&I* olsun. A'yi ihtiva eden bir B fuzzy acik
kimesini kapsayan N kiimesine, A fuzzy kiimesinirkbimsulugu denir. Buna gore

N, A'nin fuzzy komyulugu < 3IBert var dyle ki A <B <N [4].
2.19. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay, gI* ve N(p) de p’nin fuzzy koguluklar ailesi olsun.
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Asagidaki ifadeler vardir;

N;) Her NeN(p)= p <N

N2) V N1,N2eN(p) = N1 A N2 € N(p)

N3) Herhangi bir NN(p) ve N< B = BEN(p)

N4) Her NeN(p) icin A < N olacaksekilde oyle bir Afuzzy kiimesi van q < A
sartini sglayan her g fuzzy noktasi icindWN(q) [4].

2.20. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay, N(p) X kiimesinde p fuzzyktasinin korguluklar ailesi
ve E(p)'de, N(p)'nin bir alt ailesi olsun. N(p)miher N elemanina kahk E < N
olacak bicimde E(p)'nin bir E elemani varsa, Bfp)'p’nin fuzzy komguluklar

tabani (fuzzy yerel tabani) denir [4].

2.21. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay v < t olsun. Her At icin A = V;4B; olacaksekilde
{Bi}iel < B alt ailesi varsgj’ya t icin bir taban denir. Yani,

B, Tigin tabane VA€t igin 3p'< B vars A = Vg, B [8].

2.22. Tanim

(X,tr) fuzzy topolojik uzay ve fl < 1t olsun. flI'nin elemanlarinin her sonlu
kessimlerinin olusturdusu kiimeler ailest icin bir taban olsturuyor ise, fl ailesine

icin bir alt taban denir. Yani,
fl, Ticin alt tabandir= { AgegS : 0 < fl ve 0 sonlu} ailesit icin tabandir [8].
2.23. Tanim

(X,t) fuzzy topolojik uzay ve, t ic¢in bir taban olsun. X’in bir p fuzzy noktasing

Bp={B: p < B, BepP} ailesini gbz oniine alalm. p < A olmak Uzere, WeFt igin
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p < B < A olacaksekilde en az bir Bf, varsa, B, ailesine p fuzzy noktasinin

topolojisine gore yerel tabani (lokal tabani) d¢ajr
2.24. Tanim

X ve Y herhangi iki kiime olsun. X’den, Y’ye birehie orten bir fonksiyon varsa, X
ve Y kumelerine elemanlari sayisi bakimindan denida ayni kardinal sayiya
sahiptir denir. Herhangi bir X kiimesinin kardinalysi bu kiimenin kardinalitesiyle
belirlenir ve |X| ile gosterilir. Butin pozitif tam sayilarin,” Xiimesinin kardinal

sayisi N (alef sifir) ile gosterilir [9].
2.25. Tanim

Bir kiime sonlu ya da kardinalitesipN(alef sifir) ise, bu kiimeye sayilabilir kiime,

aksi halde sayllamaz kiime denir [9].
2.26. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzayinin her fuzzy noktasinin galyilir bir komsuluklar tabani

varsa bu uzaya birinci sayilabilir fuzzy topolojikayi denir [3].
2.27. Tanim

(X,t ) fuzzy topolojik uzayi sayilabilir bir tabana gage, bu uzaya ikinci sayilabilir

fuzzy topolojik uzayi denir [3].
2.8. Teorem

Her ikinci sayilabilir fuzzy topolojik uzayi, birom sayilabilir fuzzy topolojik uzayidir

[3].
Ispat

(X,t ) ikinci sayilabilir fuzzy topolojik uzayi olsurQ halde sayilabilir bir tabana
sahiptir., " nun sayilabilir tabani olsuifi, ={B: p <p Be B} ailesini g6z dnune
alalim ve bu ailenin p fuzzy noktasinin karuklar tabani oldgunu gosterelim.

Oncelikle B < B ve B sayilabilir oldgundanp, ailesi sayilabilirdirSimdi p < A



17

olacaksekilde Ae t alalim.B, v'nun tabani oldgundan p< B < A olacaksekilde

B € B vardir.
p<B ve EEB= BeP,

O halde p < A olacafekilde A€t igin, p< B < A olacaksekilde en az bir B
elemani bulundgundanfp, p noktasinin koguluklar tabanidir. Bu durumda (X)
fuzzy topolojik uzayinin her noktasinin sayilabitir komsuluklar tabani vardir.

Boylece (X,t) birinci sayilabilir fuzzy topolojik uzayidir.
2.28. Tanim

(X,t ) fuzzy topolojik uzay ve A = {A;}ie; fuzzy agik kiimelerin bir ailesi olsun.

Eger X=Vic A; ise, U = {A;}ie ailesine X’in bir fuzzy acik ortisu denir [10].
2.29. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay olsun. X'in herdl = {A;}i¢ fuzzy acik 6rttisinin sonlu

bir alt 6rtisu varsa,t(X) fuzzy topolojik uzayina fuzzy kompakt uzaynitg10].
2.30. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay olsun. X ’'deki her dizinin X’nin bir noktasina

yakinsayan alt dizileri varsa, X'e dizisel kompdknir [11].
2.31. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay olsun. X'nin her sayilabifuzzy agik ortistinin sonlu bir

alt ortisu varsa, X kiimesine sayilabilir kompalke denir[11].
2.32. Tanim

(X,7) ve (Y1) fuzzy topolojik uzaylar ve g: %Y bir fonksiyon olsun. Y’deki her
fuzzy acik kimenin g altindaki ters goruntiist Xfdezy acik ise, g fonksiyonu

fuzzy sireklidir denir. Yani,

g fuzzy siirekli (F-siirekl}=> v Uet’ icin g (U)et [2].



18

2.9. Teorem

(X,1), (Y,©') ve (Z1") fuzzy topolojik uzaylar ve g: %Y, h: Y—Z fonksiyonlari
verilmis olsun. g ve h fonksiyonlarn sirekli ise, hog—X fonksiyonu da fuzzy
sureklidir [2].

Ispat

g: X—Y, h: Y—Z fuzzy sirekli ve herwet” olsun. h fonksiyonu fuzzy surekli
oldugundan, R'(w)et’ dir. Ayrica g fonksiyonu fuzzy surekli olgundan, F{w)et’

icin g{(h (@))€t dur. Ayrica (hog) () = g(h ™)) oldugunu biliyoruz.
Bu ise, hog: X>Z fonksiyonunun fuzzy surekli olmasi demektir.
2.33. Tanim

(X,r) ve (Y1) fuzzy topoloji uzay ve g: %Y bir fonksiyon olsun. Eer g
fonksiyonu fuzzy siirekli ve tersiy var ve g'de fuzzy surekli ise, g’ ye bir fuzzy
homeomorfizm denir [13]. ger iki fuzzy topolojik uzay arasinda bir fuzzy
homeomorfizm varsa, bunlara fuzzy homeomorf uzagtanir [8].

2.34. Tanim

Fuzzy topolojik uzaylarda fuzzy homeomorfizm alaraiismeyen ozelliklere,
fuzzy topolojik dzelik (fuzzy topolojik invaryantgenir [2,7].

2.3. Fuzzy Carpim ve Bolum Uzaylari

A, X’in B ise Y'nin fuzzy kiimeleri ise, AxB’de XxYin bir fuzzy kiimesi olup, bu

kartezyen carpingu sekilde tanimlanir;

V (X,Y)EXXY icin AXB < (AXB)(x,y) = min{A(x), B(y)}

f1: X3—Y 1 ve fo: Xo—Y 5 iki fonksiyon olsun.

fixf: X9xXo — Y1xY; bir fonksiyon olupsu sekilde tanimlanir:

V(X1,X2)EX 1% X2 icin (f1xf2)(X1,%2) = (f (X1), f (X2)) dir [12].
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f: X—>Y ve g:X—XxY ve vxeX igin g(x) = (xf(x)), {(x,f (x)): xeX} cXxY'dir [12].
2.10. Teorem

i = 1,2 olmak Gzer&: Xi— Y, Bi, Yi'nin fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda
(f1 % f2)X(B1xBy) = £ 1(By) x f5 1(By) dir [12].

Ispat

V(X1,X2)EX1%X> i¢in

(fixf) (B1xB2)(Xa,%2) = (BixBo)( fa(xa), fax2)) = min{Bifi(x1), Bofa(x)}
=min{f;'B; (1), fz 1Bz (x2)} = (i 'B1xfz 'B2)( X1, X2)

= (f1xf) (B1xBy) = fi 1 (B1)xf5 *(B,) olur.

2.35. Tanim

(X,1), (Y,©") fuzzy topoloji uzayi olsun. X ve Y uzaylarininrgan topolojisi,
{Pr*(Ay), Py*(Bg): A, €T Bg €7,P;,P, projeksiyonlar}

ailesiyle olygturulan (i = 1,2) Pfonksiyonu sirekli yapan XxY Uzerinde taniml en

kaba fuzzy topolojisine denir [12].

Burada

Pr1(Ay) = Ay x 1 P;1(Bg) = 1xBg

{PrY(AD A Py(Bg) = (Au X 1)A(1xBg): Ag €T Bg €1} dir.
Fuzzy carpim uzayi tanimini daha genel olasaiidaki sekilde verebiliriz.
2.36. Tanim

Her a€J icin (X, 14) bir fuzzy topolojik uzay X ] X, bu uzaylarin kartezyen

carpimi ve hea€ed icin B;: X—X, bir a—inci projeksiyon olsun.

A={P (U Uy €T, a€J}
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B = {NaeePa " (Uy): Uy € 1o, ¢ €] sonlu}

olarak tanimlansinB’nin elemanlarinin batin keyfi bigemlerinin ailesini t ile
gOsterelim. Bu durumdd&B, t icin taban,.A ise bir alt tabanidir. Oyle ki
A < B c tdir. Bu sekilde tanimlananc topolojisine fuzzy carpim topolojisi ve

(X,1)'ya da fuzzy carpim uzayi denir [12].
2.37. Tanim

(X,1) bir fuzzy topoloji uzay! ve R, X lzerinde tanimlanan bir denklik datisi,
X/ R bolim kimesi ve q: %X/ R, x—[x] bolim dongimi olsun. X/[R'deki fuzzy
kiimelerininU = {B: q%(B)et} ailesi q'yu F—sirekli yapan bir fuzzy topolojisid
Bu topolojiye fuzzy bolim topolojisi ve (XR,U) ikilisine de fuzzy boélim uzayi
denir [12].

2.38. Tanim

X # @ bir kime ve F cismi igin FR (veya K= C) olsun.

+: XxX—-X, (X, y)— Xty

. FxX—X, A, X) = AX

donitmleri ile toplama ve carpmsalémlerini tanimlayalim.
V X,y,2eX ve a,lE Ficin gagidaki kagullar salansin:

1) x+y = y+X

2) x+(y+z) = (x+y)+z

3) vxeX icin x+0 = 0+x = x olacaksekilde bir tekbeX var.
4) vxeX icin x+(—x) = (—=x)+x =0 olacaksekilde bir tek —eX var.
5) vxeXigin 1.x = x.1 =x

6) a.(x+y) = axtay

7) (a+b)x = ax+bx



8) (a.b)x = a(bx)

X’e F Uzerinde vektor uzayi denir [12].

21
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3. FUZZY NORMLU L INEER UZAYLAR

Bu boélimde fuzzy uzaylari Gzerindeki normlu yaptiEmmlanacak ve fuzzy normlu
lineer uzaylardaki bazi teoremlere yer verileceliuzzy normlu lineer uzaylarin
olusturduklari topolojiler tanimlanarak, kalastirlacaktir. Ayrica her fuzzy normlu

lineer uzayin bir topolojik vektér uzayi olgu ifade edilecektir.
3.1. Fuzzy Normlu Lineer Uzaylar ve Ozellikleri
3.1. Tanim

X, R cismi Uzerinde bir vektdr uzayi olsun. Rnin bir fuzzy kimesi N'ye X

Uzerinde bir fuzzy norm denir,ger gagidakisartlar sglanirsa;
V X,yeX ve ceR igin,

Ni) VteR ve t<0ise, N(x,t) =0

N2) V teR ve t > 0 igin N(x,t) = k= x=0

N3) V teR t> 0icin c# 0 ise, N(cx, t) = N(x%)

N4) V X,yeXveV s, € R, N(x+y, s+t)> min{N(x,s), N(y,)}
Ns) R Uzerinde N(X, .) bir azalmayan fonksiyonlit@,_,., N(x,t) = 1
(X,N) ikilisine de fuzzy normlu lineer uzay denitq].

XeX ve teR icin N, X Uzerinde bir fuzzy norm olsun. x’in mou, t reel sayisi

olmak Uzere N(x,tE [0,1] ile gOsterilir [14].

Ornek
(X011 bir normlu lineer uzay, N(x, t)sagidaki gibi tanimlansin:
t
N(X,t):{m’ teRt>0ve VxeX
o , teR, t<0ve VxeX

Bu durumda (X, N) bir fuzzy normlu lineer uzaydi¢].
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3.1.Teorem
(X, N) fuzzy normlu lineer uzay olsun.
Ng) Vt>0, N(x,t) >0= x=0.

I x 1l o =inf{t >0: N(X,t)>a} a€(0,1) tanimlandinda{ll xll,: a € (0,1) }, X

Uzerindeki normun artan ailesidir [15].

Ispat

)vxe X veVa € (0,1)icin, I xlly =0

i) Va €(0,1), Ixll,=0 & x=0

itt)Va €(0,1) ve c skaleriicin|l cx llo=lc| I X ll

iv)Va €(0,1), I x+y llo < I x llo+Il y Il oldugunu gosterelim.
I x g+ Nylley =inf{t>0: NXt)= a}+inf{s>0: N(y,s)= a}
>inf{s+t > 0: N(x+y,s+)> a}=lx+yl,

Simdi artan aile oldgunu gosterelim.

o < azolsun. [[x|[o, =inf{t>0: N(x, t)= a,}dir. Bu da

Ix]lo,= Inf{ s > 0: N(X, s}= a,} oldugundan,

inf{t>0: N(x,t)=>a;} < inf{s>0: N(y,s)= a,}dir. Buradan artan aile olgu
gOsterir.

3.2.Teorem

X lineer uzayinda ffx||, : o €(0,1) } normun bir artan ailesi olsun. N': Rx—[0,1]

fonksiyonunu gagidaki gibi tanimlayalim:

vo o (sup{a € (0,1) Ixll, <t}, (x,t) #0
N'x.0= { 0 , xt)=(0,0)veya{a€ (0,1) x|, <t} =0

Bu durumda N', X Uzerinde bir fuzzy normdur [15].
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Ispat
N,) Vte R ve t <0 igin, N'(x,t) = sup& € (0,1): ||x|lo <t} =0 vx e Xdir.
t = 0 ve x# 0 ise, bu durumda N'(x,t) = O dir.

t =0 ve x= 0 ise, N'(x, t) tanimindan N'(x, t) = O dir. Boydee teR ve t< 0 ise,
vXeX, N'(x,t) =0 dir. O halde Nsart1 sglanir.

N,) = VteR ve t > 0igin, N'(x,t) = 1 olsurz. € (0,1) segelim. Bu durumda her bir
t>0 3 a € (5 1) var dyle ki [[x|[o, <t ve dolayisiyla||x||; < t dir. t > 0 keyfi

oldugundan, ||x|| = 0 buradan x = 0 yazabiliriz.

< Eger x =0 ise, bu durumdat > 0 igin,

N'(0, t) = supfc: |[|0]| < t} = supfx € (0,1]: ||0]l <t} =1 bOylece
VieR vet>0icin, N'(x,t) = k= x =0 sglanir.

N; ) VteR ve t > 0 igin e 0 olsun.

N'(cx, t) = N(x,é) sarti kolaylikla gosterilebilir.

N, ) V X,yeX, V s,ER icin N'(x+y, s+t)= min{N(x,s), N(y,t)}

V X,YEX, V S,ER olsun. EBer

i) s+t<0,

it)s=t=0,

ii)t+s>0; s>0,t<0; s<0,t>0 ise,duwumda

N'(x+y, s+t)= min{N'(x,s), N'(y,t)} oldusu agiktir.

iv) s>0,t>0icin, p=N'(x,s) g=N'(y,t) ye< q olsun.

Eger p=0ve q=0ise, bu durumda gdrti aciktir.

0 <r<p< qolsun. Budurumdaa > r var dyle ki |[x||, < sve3d B > riken

llyllg <t dir.y = min{a, B} > r buradan
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Ixlly < lIxlle =s ve |lyll, < lIxllg < tdir. Boylece

lIx +ylly, < lIxlly+llylly < s+t Ohalde Nx+y, s+t) =y >r dr.

0 <r < p keyfi oldgundan N'(x+y, s+t p = min{N'(x, s), N'(y, t)}dir.

Eger p=> q ise, benzegekilde gdsterilir. Buradan Narti s&lanir.

Ns) x€ X ve a €(0,1) alalim.Simdi t >||x|l, =N'(x,t) = sup{B: [[xllg <t} =«
buradanim,..,, N'(x,t) = 1 dir.

N'(x, .), R'de azalmayan fonksiyon ol@unu gosterelim.

vV X,eXicin eger t; < t, < 0ise, bu durumda N'(x;) = N'(x,t; ) =0.
Egert, >t; = 0ise, {a € (0,1): ||X|lq <t;} c{a€ (0,1): [[x]lo <t,}=
sup{a € (0,1): [Ixllq <t} < sup{a € (0,1): [[xllq < t2} = N'(X,t;) < N'(X, t2)

Buradan N' (x, .)'inR’'de azalmayan fonksiyon olgunu ve Nsartinin sglandgini

soyleyebiliriz.

(X,N) fuzzy normlu uzay olsun. Ayrica (X,N) nornagggidakisartlari sglasin.
N-) Sifirdan farkli her bir x elemani igin, N (x, B'de surekli fonksiyon ve
{t: O0<N(x,t)<1}de kesin artandir [11].

3.1. Lemma

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayr N ve N, sartlarini sglasin ve
{a€0,1): Ixll, <t} lIxle=inf{t>0: N(x,t)>a} a € (0,1) olarak tanimlanan
X normunun bir artan ailesi ise, bu durumdg# %€eX icin, N(xXo, Il X llg) > a
va € (0,1) [11].

3.2. Lemma

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay! Nve N; sartlarini sglasin ve {| x ll,: o €(0,1)},

I x Il = inf{t >0: N(X,t{)>a} a € (0,1) olarak tanimlanan X normunun bir ailesi
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ise, bu durumda ¥ 0,a€ (0,1)ve teR, >0 icinl[xllga=t & N(X,t)=a
dir [14].

3.3. Teorem
(X, N) fuzzy normlu lineer uzayr \ve N; sartlarini sglasin.

IXIl,=inf {t > 0: N(x,t)>a}ve N': Xx R — [0,1] fonksiyonu gagidaki sekilde

tanimlansin;
N (x,1)= {sup{ a€ (0,1): [Ixllq <t} (x,t) # (0,0)

A ) ,(x,t) = (0,0)veya{a € (0,1) |xl| <t} =0
Bu durumda,;

Y Il xll o a€(0,1)} X Gizerindeki normun bir artan ailesidir.
it) N'(x,t), X Gzerinde bir fuzzy normundur.

i) N = N' dir [11].

3.2. Tanim

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. Bet) = {y: N(x—y, t) > 1—-a } kiimesine,

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayinda bir agik yuxdganir [11].
3.4. Teorem
(X,N) fuzzy normlu lineer uzay olsun.

7, ={Gc X: x€G & «a € (0,1),3t > 0 var dyle ki B(x,a, t) € G } seklinde
tanimlanant;, (X,N)’'de bir topolojidir [14].

Ispat
t)o Xetr, m?
@ kiimenin hi¢ bir elemani olmagindan @ kiimenin elemanlarini merkez kabul

eden acik yuvar btur. Dolayisiylag € 1,
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x€ X i¢in t >0 secelim vea € (0,1) olacakekilde B(x,a,t) X, X€ 7; bulunabilir.
t)) Gy, G, Gs, ... G, € 7; olsun.
Eger NiL,G; =0 ise, tdendolayiNiL,G; € r, dir.

G =NjL;G; ve > G alalim. Bu durumda her i=1,2,...n icin€ ;. Bdylece

3t; > 0veve q; € (0,1) var dyle ki

B(X, a;,t) € Gy ={y: N(X-Vy, t;)>1—ao;} € G;dir.

to=min{ ty,t,, ...t } ve o= min{ ay, ay, ... a,} alalim. Bu durumda
B(X, o, to)C Niz; G; = G bdylece G 7, dir.

t3) G=Uie G; alalim.Simdi xe G = r=iigin,x € G, = 3It. > 0vea, €(0,1)

var oyle ki B(x,a, t.) € G.dir.=B(X,a,, t;) € G, c G.

X, G’den keyfi secilmy bir nokta oldgundan Ge t; dir. Sonuc olarak,, X'de bir

topolojidir.
3.3. Tanim

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. Teorem 3.4kd t,'in elemanlari (X,N)'de

acik kiimeler olarak adlandirilir [14].
3.4. Tanim

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay! Nsartini sglasin. xeOcX noktasi|| ||, gore
bir i¢c noktasi olarak tanimlanir,ger here > 0 i¢in3 O' nun S alt kimesi var dyle ki
YES = ||x —¥||« < e ise [11]. (a € (0,1) olmak Uzerd |[|,, N'deki a-normunu

gostermektedir.)
3.5. Tanim

| I, N'dea-normlari olmak tizere t > 0 icin,
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Su(X, t) = {ye O;: |Ix—yll, < t} kimesine, (X,|| |l,) normlu uzayinda bir acik
yuvar denir. N sartini sglayan (X,N) fuzzy normlu uzayindaO; cX iken,

Sag((x,t) ={ye0;: |Ix— Yl < tl } seklinde gosterilir [11].
3.5. Teorem
(X,N) fuzzy normlu lineer uzayi Nsartini sglasin.

7, ={O cX; eger O’'nun her x noktasl| ||, gore bir i¢c nokta isej, x’e bal

oldugunda t,, (X,N) tGizerinde bir topolojidir [14].
Ispat

Batin noktalari i¢ nokta olan kiime, acik kimeugithdan ispat Teorem 3.4.’e

benzer olarak yapilir.
3.6. Teorem

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayr Nve N; sartini sglasin. O halde Teorem 3.4.’deki

7, ve Teorem 3.5.'dekir, topolojileri esittir [14].
Ispat

O€ 1, olsun.a x'e bgh olmak tzere, O'nun her x noktali ||, gobre bir ic

noktadir.x, € O alalim. x,, || ”axo gore bir i¢ noktadir. Béylecg t, > 0 var Oyle

ki Saxo(Xo'txO)C 0. Yani {y: ||xo— y||aXO < ty,} € Odir.

oy, =1—PBx, olmak Gzere, {y: [|xo — Y”l—on <ty,} < Odir.

tx

. . . ty
Simdi ye X icin, Nixo =y, 22) >1— B, = Il — yllip, < 22 <ty

= B(xo, Bx, ,t"T‘)) c{y: |lxo— y”l—ﬁxo <ty,} € O yazabiliriz. Béylece O,t,‘In

elemanlarinin birlgmi olarak yazilabilir ve dolayisiyla®©rt; dir.= 1, c 14
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Simdi de Ce t; olsun. O, B(xp(x),t(x)) bicimindeki kiimelerin birlgmi olarak
yazilabilir. oy € (0,1),t, > 0 icin, ye B(x,00, to ) alalim.Bu durumda

N(xg =V, ty) >1— aydir.
N, N, sartini sglamasi ve Ng, —y, .) surekliliginden 3 t'< t, var dyle ki
N(xo =y, t'(X0 = ¥)) >1—ay = |Ixg = ¥lli—a, =t'(x0—y) <to. (1)
Vo € B(Xq, 0, tp ) alalim. Boylece Nk, — yo, to ) >1—a, dir.
N(x9 — Vo, to) > Bo >1—qq olacak sekilde Bo secelim, {)’den
I xo = Yollgy(xo—ye) < to -
59 = 020l 5 g ikeny € Sg, (¥, o) alalim. Simdi
to—ll xo-Yollg,

Ixo — yllg, < Il X0 — yollg, + llyo = ¥llg, < Il %0 = vollg, + >

to+l Xo—yollg,
=—<t.
2 0

BoyleceN;'denVy € Sg (yo,S0), N(Xo —y,to) > Bo >1—ay .

Y € B(Xo,00,tp) oOlur. Bu durumda ¥ Sg (yo,S0) € B(xq, o, to)dir. Boylece
Yo, Il llg, 90re bir ic noktadir. Buradan her exB(x,ao,ty) bir i¢c nokta ve

dolayisiylaB(x,, oy, ty )€ T,dIr. Sonucg olarak ©1, dir.= 1; C 1,
3.2. Fuzzy Topolojik Vektor Uzaylari

Simdi  fuzzy normlu lineer uzaylarin, klasik amzdeki anlamda bir topolojik

vektor uzayi oldgu tanimi verilerek, ilgili tanim ve teoremler ineekecektir.
3.6. Tanim

', X vektor uzayi tzerinde bir topoloji olsungét vektdr uzay! operatorleri X'deki
her noktaya gore kapall v’ ye gore surekli ise, (Xz') topolojik vektdr uzayi

denir.



30

3.7. Tanim

T, X vektdr uzay Uzerinde bir fuzzy topoloji olsuiser vektér uzayr operatorleri
X'deki her fuzzy noktaya gore kapali wegtre sirekli ise, (Xr) fuzzy topolojik

vektor uzayi denir [11].
3.1. Not
Her fuzzy normlu lineer uzay bir topolojik vektézayidir [11].
3.3. Lemma
(X,N) fuzzy normlu lineer uzay olsun.€ (0,1), t>0 icin
B(O, a,t) ={x: N(x, t) >1—- o } kimesi gagidaki ifadeleri sglar [11].
a) B(x,a,t) = x+ B(0,a,t)
b) B(0,a,t) =tB(X,a,1)
c) Egeru<t, ise, B0, t;) € B(0,q, tp)
d) Esera; < ay ise, B(0,a,t) < B(0, az, t)
Ispat
a) x+B(0,a,t) =x+{y: N(y, t) >}a}
={x+y: N(y, t) >da}, x+y=2zigin

={z: N(zx, t) >1—a}

= B(X, a,t)
b) tB(0,a,1) = t{y: N(y, 1) >*a}

= {ty: N(y,1) >da }, ty = xigin

={x: l\ig(,l) >1-a}

= {x: N(x, t) >do }
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=B(Qy, 1)

C) < tp olsun. xeB(0, a, t;) alalim. N(x, .),R Uzerinde bir azalmayan fonksiyon
oldugundan, *a < N(x, ) < N(X, t) ve boylece gB(0,a, t) dir.
Buradan B(Oq, t;) € B(0, a, tp) yazilabilir.

d) a; < oz olsun. xeB(0, a ,t) alalim. Xa; < 1-a; < N(X,t) bu durumda

X€B(0, ay,t) olur ve buradan B(®;, t) € B(0, ay, t) yazabiliriz.
3.7. Teorem

(X,N), fuzzy normlu lineer uzayi Nsartini sglasin. Bu durumda (X,N) Hausdorff
topolojik vektér uzayidir, dyle ki (X,N)'de O’ingijinin) yerel kormuluklar tabani
{B(, a,t):t>0, a € (0,1)}dir [11].

Ispat
Wl = B(O, 0(1, tl) VeWZ = B(O, 0(2, tz) a|a|lm0(0 = mln{ O(l, az}

O halde {B(O,o,t): t> 0,a € (0,1)}, X uzerindeki topolojinin tabanidiSimdi X

Uzerindeki topoloiji ile birlikte topolojik vektawnzay old@gunu gosterelim.
a) (X,N) Hausdorff uzaydir.

Eger x €X ve x# 0 Ny sartindan, N(x, .), R'min { t: 0 < N(x,t) <1} altkiimesi

Uzerinde kesin artandir. Yani N(x#)0 oldugunda, t, > 0, o, € (0,1) var Oyle ki
N(X, to) < 1-0o, bBylece x¢ B(0, ag, to)'dir. O halde B(0, a, 2) N B(x, ap,~2)= @,
aksine ye B(0, ao,t;‘)) N B(x, ao,%") kabul edelim. Bu durumd& (y, %0) >1—-a, ve
N(X—y, t;o) >1— o dir.

N(X, to) = min{N(x—y, 2), N(y, -)}> 1— a, dir. Dolayisiyla

X€ B(0,a,ty) olur ancak, biz & B(0,a,,ty) secmgtik, kabulimuz ile ceiti.
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b) Bu topolojiye gore vektor uzayl operatorleriplioma ve skaler ile carpma)
sureklidir. Gosterelim ki W = B((y,t) ikenW; = B(0, a;,t;) ve W, = B(0, ay,t,)
var oyle ki W;+W,cW ve W=B(0,at) icin W; =B(0,a,,t;) ve
N.(Q); A > Ovar oyleki N.(A)W; € Wdir.

0,0, <o t,t, <§ secelim, N(x+y, t) >% a dir.
X E Wl = B(O, Aq, tl) :{X N(X, tl) >1- 0(1} ve

y € W, = B(0,a,,t;) ={x: N(x,t;) >1— a,}oldugundan

. t t
N(x+y,t) = min {N (x, E) ,N (y, E)} buradan x+¥ W = B(0, a, t)dir. Dolayisiyla
toplam vektori sureklidirSimdi skaler ile carpimin strekligini gosterelim:

X€ W; = B(0,a4,t;) ve B € N.(A) alalim. Bu durumda N(t;) >1—oy, [B—A| <71

dir. Buradan

N(Bx, )= N(Bx — Ax + Ax,t) = N((B — D)x + Ax, t) > min{N(X, m),N(x,ﬁ)}dlr.

Gy<a, tﬁﬁ , = 2—; secildginde, |B — Al < i ve NBx,t) > 1 — a bu durumda
Bx € W = B(0, o, t)dir.

Sonug olarak (X,N) bir topolojik vektér uzayidir.

3.2. Not

(X,N) bir fuzzy normlu lineer uzayi f\ve Ny sartlarini sgliyor ise, bu durumda
(X,N) birinci sayilabilirdir. Lemma 3.3."den vea € Q bir rasyonel sayl olmak
tzere, {B(O,a,t): a€(0,1)t>0 tvex e Q } ailesi topolojinin tabanidir. Boylece
(X,N) cifti birinci sayilabilirdir [11].

Simdi asagidaki sonucu verebiliriz.
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3.1. Sonug

(X,N) bir fuzzy normlu lineer uzay olsun. Bu durdan (X,N) cifti metriklgebilir
buradaki metrik klasik haldedir [11].

Ispat

Teorem 3.7.°den (X,N), Nsartlarini sglayan bir topolojik vektor uzayidir ve bir
Not 3.2.’den (X,N) cifti birinci sayilabilirdir. [&] (1. kisim: 1.24)den X
metriklesebilirdir.

3.8. Teorem

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay! Nsartini sglasin. Bu durumdasagidaki ifadeler

es degerdir [11].

a) X fuzzy kompakttir.

b) X fuzzy sayilabilir kompakttir.

c) X fuzzy dizisel kompakttir.

3.8. Tanim

X topolojik vektdr uzayr olmak tzere A, B ve C,dX birer fuzzy kiimeleri olsun.

a) Ac X dengelidir (balance)ger herAeF ve |A |< 1igin AAC Alise.
b) Bc X fuzzy konvekstir, ger herA eF ve 0<A < % icin AB+ (% —A)Bc Bise.

¢ ) C fuzzy konveks kiime olsun. C’ ye fuzzy emeauntdy, absorbing) kiime
denir, ger her xe X icin 3 t = t(a) > 0 dyle ki xe tC ise [11].

3.4. Lemma

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. O zaman

a)W = B(0,a, t) dengeli (balance)

b) W =B(0,qa, t) fuzzy konveks
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c) W = B(0,a, t), Ns ve N sartlarini sglarsa fuzzy absorbing (emen, yutan)'dir
[11].

Ispat
a) EserA=0ise, O0B(Og, t)={0} < B(O, t)
Eeri#0ise, AB(0,a, t) ={ly: N(x-y,t)>1-a}
={x 1 NEAt)> 1o}

|A |< 1 alalim. Bu durumda Al[t<tdir. Nssartindan %+ o < N(X, |A [{) < N(x,t)
ve xe B(O, a ,t) dir.

b) Her x,yeB(0, a, t) veA € [0%] icin
N [A x+ (— =2y, t]>min{N(x, 2|M) N(y, . )}buradan ger x,yeB(0, a,t) ise,

bu durumda N(x, t) >2 o ve N(y, t) > o Nssartindan;

N(X, )> 1— a ve N(Y,—5—) >1— a olur. Bu durumda Nfx + (— —Ay, 1) >1-«a

(2)

yazilir sonug olarakix + (% —A)y € B(0, a, t).

c) (X,N), N sartini s@lasin. Bu durumdager xeX icin A = secersek,

t+|| Nl
oyle bir N@x,t) = N(x,ﬁ) = N(X, tH]x]||o), Ns'den dolayi

1— o < N(X, |[%|]o) < N(X, t +][x]||,) bOylece Ax €B(0, a ,t) olur, (X,N) N, sartini
sgilamasi Teorem 3.7. uygulanirsa, (X,N) topolojikktée uzayidir. Boylece

B(O, a,t) topolojinin bir kongulugu olarak absorbing (emen ,yutan)’dir.
3.9. Tanim

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay vex{,} X'de bir dizi olsun.
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Vt>0, lim,,,N(x, — % t) =1 olacaksekilde birx € X varsa, &,} dizisine X

de yakinsak denir véim,,_, ., x,= X seklinde gdsterilir [11].

3.10. Tanim

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay vex{,} X'de bir dizi olsun.

vt>0,p =123, ...i¢in limy_, N(Xp4p — Xp, t) = lise {x,} dizisine Cauchy
dizisi denir [11].

3.11. Tanim

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay ve G X olsun.

Eger G'deki her Cauchy dizisi G'de yakinsak isedomumda G’ye fuzzy tam uzay
denir [11].

3.1. Ozellik

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayi f\ve N; sartlarini sglasin ve k,} X'de bir dizi

olsun. Bu durumda;

Vt>0, limp_,NXx,—X% t) =1 & Vae (0,1), lim,_l|x, — x|l =0dr
[14].
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4. FUZZY SINIRLI L iNEER OPERATORLER

Bu bolimde fuzzy normlu lineer uzayda fuzzy kumersimirhligi, normun
sinirhhgr, dongiman sinirhlgl,  a-yakinsaklgl, a-Cauchy dizisip-tam olma

tanimlari verilerek aralarindakigkiler incelenecektir.
4.1. Fuzzy Sinirl Lineer Operatorler ve Ozelikleri
Once klasik analizdeki bazi tanimlari hatirlayalhim.
4.1. Tanim

X, R reel sayilar cismi tizerinde bir topolojik vektdray ve E=X olsun. X'de 0’in
her V konyulugu icin Ec t,V olacaksekilde bir t, > 0 sayisi varsa E sinirlidir denir
[11].

4.2. Tanim

XveY, R reel sayilar cismi tizerinde birer topolojik vektirayl ve T:X-Y lineer
donim olmak tzere, T sinirh kiimeleri sinirli kimeleionigturiyor ise, T lineer

donimuine sinirhdir denir [11].
4.3. Tanim

X ve Y, R reel sayilar cismi Uzerinde birer topolojik vektérayl ve T:X->Y lineer
donim olmak tzere,ger v xeX ve T(x)'in her bir V komulugu icin , X’in bir U

komsulugu var dyle ki T(U)cV ise, T dongumu sureklidir denir [11].
Simdi klasik analizdeki kavramlarin fuzzy uzayikdearsiliklarini verelim;
4.4. Tanim

(X, N) fuzzy normlu uzayin bir G alt kiimesi sirth denir< 3t >0ve 0 <r<1
var oyle ki vx € Xicin N(x,t) =1—-r [14].

4.5. Tanim

Ng sartini sglayan (X,N) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylar,
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T:(X,N1) — (Y,N) bir dongum olsun. X’in her bir G fuzzy sinirl alt kimese v
Va> 0 igin f(a) > 0 var oyle ki |[x || < ti(a) iken () var Oyle ki V xeG

[1Tx]|| o < to(a) ise, bu durumda T fuzzy sinirhdir [11].
4.6. Tanim

(X,N1) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(Xa — (Y,N2) bir don&im

olsun. T dongimu (X,N)’in fuzzy sinirh  alt uzayindan, (YM)nin fuzzy sinirli
alt uzayinin tizerine ise, bu durumda T fuzzybkdir denir [11].

4.1. Teorem

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. & X bir fuzzy sinirli kimedir= G, X’in

sinirh alt kimesidir [11].
Ispat

= G c X fuzzy sinirh kime olsun¥ t > 0 ve a € (0,1) i¢cin birM, var Oyle ki
G cB( 0,a, M) dir. Bu durumdaa = % secersek & tB(0,a, A ) dir. O halde G

sinirhdir.

& G X’in sinirli altkimesi olsun. ger a € (0,1) ve t =1 ise, bu durumda
M, # O var 6yleki G € M B(0,a,1) ve M, B(0,a,1)=B(0,a,M,) oldugundan
GcB(0,0a,M, ) dir. Boylece G fuzzy sinirh kiimedir.

4.2. Teorem

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayr Nve N; sartlarini sglasin vea € (0,1) icin,
| x Il o= inf{t >0: N(x,t)>a} seklinde tanimlanan X'deki, N'in a- normlarinin
{I'l - a€(0,1)}, ailesi olsun. Bu durumda (0,1) agmhda her bir artan veya

azalan fx,} diziigin, vx € X vea €(0,1), a, — a = [|xllq, — [IxIl, dir [14].
Ispat

x=0ig¢in, ay — a= [xllo, — [Ixll¢ oldusu agiktir.
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x#0 olsun. Lemma 3.2.’den x# O0,a€(0,1) ve t>0 icin
I xll,=t < N(x, t) = a yazabiliriz.{a,}, (0, 1) aralginda artan bir dizi dyle ki

a€ (0,1), ap — adir.

Ixlle,=tn ve |Ix[lq= t alahm. Bu durumda N(x,)=a, ve N(xt) =a dir.{)
{I'll : o« €(0,1)} normlarin artan bir ailesi olgundan {t,} reel sayilarin artan bir
dizisidir ve usten tile sinirhdi n € Nigin, [|x||o, < [Ix|l¢ oldugundan dolayisiyla

{t,} yakinsaktir. O halde

lim, o N(x,t,) =lim,_4 o = N(X, lim,_ t,)=a.(ii)

(i) ve (i)'den N( x,lim,_, t,) = N(X,t)= N7sartindan lim,_,., t,=t yazabiliriz.
O haldelim,_q Il X llq, = Il X llodr.

Benzersekilde {a,}, (0,1) aralginda azalan bir dizidir ven,, — o €(0,1) ise, bu

durumda Vx € X icin, |[x|lo, — [Ixll, gosterilebilir.
4.1. Sonug

X bir lineer uzay ve [ ll,: a €(0,1)}, X Uzerindekia-normlarin bir artan ailesi
olsun.{a,}, (0,1) aralginda artan veya azalan her dizi iciny x € X ve a €(0,1),

oy — a= |[|x[lq, — [Ixl[g dir [14].
4.3. Teorem

X bir lineer uzay ve [ Il ,: «€(0,1)}, X dzerindeki normlarin bir artan ailesi

Sonug 4.1.'i sglasin. X Gzerindeki N fuzzy normungagidaki gibi tanimlayalim;

_ (supfa e (0,): [Ixll, < 1}, x 0 % (0,0)
N(x, = { 0 , x 0 = (0,0)

Il I : X— R* fonksiyon,a € (0,1), Il x llg=inf{t: N(x, t)=> a}ile tanimlayalim.
Bu durumdava €(0,1) igin, I x llg = ||xl, dir [14].

Ispat

x =0ve Va €(0,1) icin, I x 1= Ix]l, dir.
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x#0 ve ay €(0,1) icin, [[x|l4, = to alalim. Bu durumda® 0 dir. N(x, t) tanimindan
N(X,to) = apdir. [l xllg tamimindan I xllg, <to = [xllo, dir. Bu suretle,

Il X llg, < lIxllg,cir . ¢)
r>| x llg,= 3ty <rvar Oyle ki N(x, 1) = ay

= suda € (0,1): [|IxXllq <t1} = ap. Eger supa € (0,1): |[xllg <t} = aq ise,
bu durumda en az bifa,}, (0,1) aralginda artan dizisi var dyle ki, T o, ve

Ixlle,, < t; dir. Boylece Sonug 4.1." denlx||, < t;<r yazabiliriz.
Eger suf o € (0,1): [[x|lq < t;} > g ise, bu durumdix|l,, < t;<rdir.
Her hangi bir durumda r ix|[, dir. Sonug olarak x llo, > [x[|¢, dir. ()

(i) ve Gi)den vx € X, Il x llg,=lIxllo, yazabiliriz. o, € (0,1) keyfi oldusundan
Va €(0,1),vx € X, |l x llg=lIxll, dir.

4.7. Tanim
(X,N) fuzzy normlu lineer uzay ve € (0,1) olsun{x,}, X'de bir dizi olmak Uzere,

eger3 x€ X var 3 Vt>0igin lim, . N(x, —x,t) > a ise, bu durumda{x,}

X'de a-yakinsaktir denir.
Burada x,{x,} dizisinin limitidir [14].
4.4. Teorem

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayi fsartini sglasin. Bu durumdan-yakinsak dizinin
limiti tektir [14].

Ispat
{x,} a-yakinsak dizi olsun. Kabul edelim t,} dizisi x ve y noktalarina
a-yakinsak olsun.

Vt>0icginlim, o, N(x, —x,t) > aveVt> 0iginlim,_, N(x, —y,t) > a olur.
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N(X=Y, 1) = N(x— X5 =Y, =+=) = Min{N(X— Xy, ), N, =¥, 5)}
=N (X—=y, t) = min{lim,_,, N(x — X, %), lim,_, N(x, — V, %)}
=Vt>0 Nx=y,t)>a>0

= Ngsartindan xy =0

= x=ydir.

4.1. Lemma

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay! fsartini sglasin. {x,}, (X,N)de a-yakinsak bir
dizi ise, bu durumda R o iken ||x, —x||, — O dir. Fakat tersi genelde go

degildir (|| |4, N'in a- normu gostermektedir.) [14].
Ispat

{x,}, (X,N)Yde a-yakinsak bir dizi ve x noktasina yakinsak olsBo.durumda

Vt>0icginlim, o, N(x, —x,t) > a
= Vt> 0, 3Ing(t) var dyle kivn=> ny(t) iken N(x, —x,t) > a
= Vt> 0, 3Ingy(t) var dyle kivn= ny(t) iken ||x, —x|| <tdir.

t > 0 keyfi oldugundan m> o iken ||x, — x| o = 0 dir.Simdi tersinin her zaman

dogru olmadgini gosteren bir 6érnek verelim.
Ornek

X=1® bir dizi uzayi olsun. x=¢4, X5, ..., Xp, ... ) 0lmak tzere||x||= sup{x,|} ve

Xn

n

IIx|[o= sup{|—=|} seklinde tanimlarsak, bu durumla || ve| ||, X'de normlardir.

X = (Xq,Xy, ., Xp ... ) Oldugunda N: XXR —[0,1] fonksiyonunu gagidaki gibi
tanimlayalim;

(1 eger t > sup {|x,|}
N(x,t) = 0,5 eger sup{[—|} < t < sup{|x,|}

i 0 eger t < sup{|—|}

Xn
n

Xn
n
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Simdi N'nin  X’de bir fuzzy norm oldgunu gdsterelim.

N;) Egert < O ise, bu durumda < sup{|—|} olup buradan N(x, t) = O dir.

Xn
n

No) Vt> 0 N(x,t) =1 = sup{|x,|}=0 => Vn€eN, |x,|=0
= VneN, x,=0= x=0dir.
X=0& sup{|x,|}=0=Vt>0icin, N(x,t) =1dIr.
N3) c#0 icin, &er N(cx, t) = 1 ise, bu durumda t sup{|cx,|} dir. Yani

L > sup {|x,]} =N(x, |Tt|): 1. O halde N(cx, t) = N()%) dir. Yine eer

el

N(cx,t)=0,5 ise, bu durumdaup {|ch“

} < t < sup{|cx,|} dir.

Iy < = < sup{|x,[} :N(x,é = 0,5. O halde N(cx, t) = N(% )dir.

n lc] —

Yani sup{

Benzersekilde N(cx, t) = 0ise, bu durumda N(cx, t) :xl\&l) =0dr.
O halde c=0 icin, N(cx, t) = N(x%' )dir.

Ng) V X,yeX ve V S,ER N(x+y, s+t)> min{N(x,s), N(y,t)} oldusunu gosterelim.

Eger
i)s+t<0,
it)s=t=0,

ii) s +t >0 s >0 t<0 s <0 t> ke bu durumda

N(x+y, s+t)> min{N(x, s), N(y, t)} aciktir.

iv) s > 0, t > 0 durumunda, X =x(, Xz, ...,Xp -..) V€ Y = (V1,¥2, «-) Yn ---) Olmak
uzere x,¥X alalim. Eser s >sup{|x,|}, t>sup{ly,|} ise, bu durumda N(x, s) =1
ve N(y,t) =1dir.Simdi,

s + t >sup{lxpl} +sup{lynl} = sup{lxp +ynl} = Nxt+y, s+ t) = 1
= NX + vy, s + t)> min{N(x, s), N(y, t)} dir. Eer s >sup{|x,|} ve
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Yn

sup{| |} <t < sup{lyal} ise, buradan N(x, s) = 1 ve N(y, ) = Odr.

J 2 sup {[ 3} + sup 5]} 2 sup {2

= N(x +vy, s +1t) = 0,5 min{N(x,s), N(y,t)} dir. Benzegekilde diger durumlarda

Xn+¥n
n

S + t >sup{|x,|} + sup{

Yn
n

Xn
n

Yn
n

s&lanir.

Ns) N(x, .), R Uzerinde bir azalmayan fonksiyon ofiu kolayca gdosterilebilir.

Ayricalim;_,, N(x,t) = 1dir. Boylece N, X'de bir fuzzy normdur.

Ne)Vt> 0, N(X, )> 0 = sup{

Xn
n

} =0=x=0.
N'nin a-normlart;

1>a> 0,5 iken ||x|[= [IxI|

0 < a <0,5 iken||x||, = lIxll, seklinde verilsin.
er=(1,0,0,...)

e=(0,1,0,...)

e,=(0,0,..., i ,...) olacaksekilde X'de{e,}, g0z d6nine alalim. Bu durumda

n.terim
{en}n dizisi|| [lo5 gore x = (0,0,0,...) yakinsaktir.

0
n+1

= = .- =1
llen = xllos = llenllos = sup( .5,z =7, -,) =~ . O halde

. 1 .
lim, . lle, —xllgs = 0 dir. t =3 alalim, ger n> 3 ise,

Sup(% rg ) rl ’Ll p) = % < SUp(0,0,,O,l,O,)dII‘

n n+1

lim,_,. N(e, — X, %) = lim,,, N (en, %) = 0,5 » 0,5 dir. Boylece {e,}, dizisi

0,5-yakinsak olmagi halde{e,}, dizisi || [|o5 gbre x’e yakinsaktir.
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4.1. Not

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayinda ger a € (0,1) ise, bu durumda

B(x, o, t) ={y: N(x—y, t) > 1- o} ve

B, (X,t) ={y: 3 s =5s(y) <tvar dyle ki N(*y, s)=> a} oldugunda;
T={GcX: xeG< 3t>0,a €(0,1) var dyle ki B(xgp, t) c G},
T, ={0cX: xe0 & It> 0, var dyle ki B(x,a, t) cO},
T,={0cX: xeE0 & It> 0, var dyle kiB,(x,t) cO},

T, T V€T, NIN X Uzerinde topolojiler oldtunu gosterilebilir.

7, U{ry: a € (0,1)} tabanin olgturmus oldugu topolojiyi gostermektedir. N, N
sartini sghyor ise, bu durumda (X,N)'de herhangi Hix,} dizisi yakinsaktir< t’a
gore yakinsaktir. ger {x,} dizisi a-yakinsak (Tanim 4.7.) ise, bu durumde& (0,1)
olmak Uzeret,’ a gore de yakinsaktir.@&r N , N; sartlarini sglyorsa {x,} dizisi
7, a gobre de yakinsakte= a € (0,1) icin {x,} dizisi|| ||, gore de yakinsaktir.

Eger N, Ns ve N, sartlarini sgliyorsa, bu durumdax € (0,1) icin 7, = 7/, dir.
4.8. Tanim

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay ve € (0,1) olsunEger vt > 0, p =1,2,3,... i¢in

limy e N(Xp — Xp4p, ) = aise,{x,} dizisine a-Cauchy dizisi denir [14].
4.2. Lemma

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay ve € (0,1) olsun. Bu durumda (X,N)'de her
a-yakinsak dizi, (X,N)'de bin-Cauchy dizisidir [14].

Ispat
{x,}, X’e a-yakinsak bir dizi olsun. Boylecet > 0 igin,
lim, o, N(x, —x,t) > adir. p=1,2,3,... icin

t t
N(xn — Xn4ps t)= N(xn —X+X—Xpyp, E+E)
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N(xn—x+x—xn+p, §+§) Zmin{N(Xn—X, %),N(X—xn_,_p, 2)} =

1Moo N(Xn = Xnap, ) ZMin {limyeo N(xy = X, 2), limp_eo N(X = Xpap, 2P
= {Xp}n (X,N)'de bir a-Cauchy dizisidir.

4.3. Lemma

(X,N) normlu lineer uzayinda her sabit dizi,€ (0,1) icin, a-Cauchy dizisidir [14].
Ispat

a-Cauchy dizisi tanimindan ispat aciktir.

4.4. Lemma

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayr Nsartini sglasin. « € (0,1) icin, || |l N'in
a-normu olmak tzere, (A, ||,)'da her Cauchy dizisi (X,N)'de bin-Cauchy
dizisidir [14].

Ispat

oo € (0,1) keyfi sabit ve{x,}, (X,|| Il4,)'de bir Cauchy dizisi olsun.

Bu durumda p = 1,2,... iginiim, e, ||x, — Xn+P”a0: 0 dir. Boylece verilen

g > 0icin AN(e) > 0 tamsayisi var dyle kivn > N(g) igin ||x, _XH+P”a0< g,
p=12,...

= Vn=N(g)vep=12,..icin, inf{t>0: N, —xp4p )= ap}<e

= Vn > N(g) veherp=12,... i¢ina t(n,p,e) <e var dyle ki

N(xn = Xn+p, t(N,P,€)) = otp.

= Vv n = N(g) igin, NX, — Xp4p, €) = g, p = 1,2, ...

€ > 0 keyfi oldugundan Vt> 0, lim,_ N(X, — Xp4p, 1) = o .
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= {x,} (X,Nyde a,-Cauchy dizisidir.

ay € (0,1) keyfi old@gundan (X,|| |lo)’deki her Cauchy dizisi hex € (0,1) igin
(X,N)’'de bir a-Cauchy dizisidir.

4.9. Tanim

(X,N) fuzzy normlu lineer uzay ve € (0,1) olsun. Eer X'de herhangi bir
a-Cauchy dizisi X'de bir noktaya-yakinsak ise, bu durumda Xéeetamdir denir
[14].

4.5. Lemma

(X,N) fuzzy normlu lineer uzayl Nsartini sglasin.a € (0,1) icin X, || ||, go6re
tamdir ger (X,N) o -tam ise. Bunun tersi gou dezildir [14].

Ispat

O0<ap < 1 secelim{xp}, (X, |l llg)de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
Lemma 4.4. den{x,},, (X,N) de a,-Cauchy dizisidir. (X,N), a,-tam oldi@gundan
Ix eX var oyle ki vt > 0, lim,,,NX, —x1t) > a,dir. Lemma 4.1.’den

limy,e [IXn = Xllg,=0 = || o, 90rex, »x= (X, [l Ilg,) tamdir.
Bu lemmanin tersinin dwu olmadgini gosteren bir érnek verelim.
Ornek

X lineer uzayinin elemanlari,}2,|&|? < o olmak Uzere §,¢,,...) bicimindeki

kompleks sayilarin dizisidir||x||0=(2{‘illii|2)% ve X =(§;,%,,...) EX olmak Uzere

[Ix]] = sup{%;|} seklinde tanimlayalim. Bu durumdi ||, ve|l || X’de normlardir
ve X, || o), X ]I |I) Banach uzaylaridi§imdi

N:XxR —[0,1] fonksiyonu gagidakisekilde tanimlayalim;

1
1 eger t > {2, 5%}z

1
05  egersup{|§l} <t<{XZ,%l°)
0 eger t < sup{[5;}

N(x,t)=
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N, X'de bir fuzzy norm oldgunu gdsterelim.

N;) Eger t<0ise, bu durumda< sup{|§;|} = N(x,t) = 0.

N2) t> 0 icin N(x.t) = 16 {I2, 1§12} = 0 Vi igin §= 0 x = (&,&,,...) olmak

Uzere x=0dir.

N3) ¢ # 0 icin &er N(cx, t) =1 ise, bu durumda t{E{‘illcEilz}% = ICI{Zfillzilz}%.

Yani L > (2, &12) . O halde N(cx, t) = NG = 1di,

Eger N(cx, t) =0,5ise, bu durumdaip{|c§|} <t < {Zfillciilz}% .

Yani sup{|;|} < ﬁ < {Z{‘illiilz}% = N(X, ﬁ) = 0,5 dir.Boylece

N(cx,t) = N(x,%) =0,5dr.
Benzersekilde N(cx, t) = 0 oldgunda N(cx, t) = N(x%) =0drr.

Ng) V X,yeXveV site R, N(x+y, sttp> min{N(x,s), N(y,t)} oldusunu gosterelim.
X =(&,&,,...) ve y {04, M2,...) alalim. Eer,

i)s+t<O0

it)s=t=0

ii)s+t>0; s >0,t<0; s<0,t>0is\a,durumda

N(x+y, s+t)> min{N(x,s), N(y,t)} aciktir.

Iv) s >0, t > 0 oldgunu digunelim.
Eger s >{Z{‘§1|Ei|2}% 1 >{Z{‘§1lni|2}% ise, bu durumda N(x,s) =1 ve N(y,t) = 1dir.

1 1 1
st >{E24161°) + {Z21mil*}z = {(E241& +mil*}z = Nixty, s+9) = 1

= N(x+y, s+t)> min{N(x,s), N(y,t)}.
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Eger s >{Z§1|Ei|2}% vesup{|n;|} <t < {2{21|§i|2}% ise, bu durumda N(x,s) =1
ve N(y,t) = 0,5dIr.
s +t>{32,1&1%}2 + sup{|n;|} > sup{|&[} + sup{|n;[} = sup{|&; + n:l}.

= N(x+y, s+t)> 0,5> min{N(x,s), N(y,t)}dir. Diger durumlarda benzegekilde
salanir.

Ns) N(X, .) R’nin bir azalmayan fonksiyonu olgu kolayca gosterilebilir. Ayrica
lim,_,., N(x,t) = 1dir. Boylece N, X Gizerinde bir fuzzy normdur.

Ne) Vt>0, N(x,t) > 0= sup{|§|}=0= VieNicin, £ =0 = x=0dir.

N'nin a-normlari;

1>a>0,5 iken |[x[[¢=[Ixllo

0 < a <0,5 iken|[x|| = |[x]| seklinde verilsin. Acik¢a X|[x||o 5 gOre tamdir.
x.= (1,0,0,...)

Xo = (%, %,o,...)

1

11
X3= (\/_E’ \/_E’ ﬁ,O,)

1 1

-l L1 1
Xn—(\/ﬁ, \/ﬁ,\/ﬁ,.”’ @ )

0,...) olmak uzere, X'de{x,}, bir dizi g6z 6nine alalim.

ot

n.ter

=

m

Bu durumdal|x,|| =% ve||x]l, = 1dir. O halde

|0 — Xn4p|| = max{\/iﬁ —\/%er , \/%p} boylece AT;HXH — Xp4p|| = O dir. O halde
Vt>0, lim N(x, — Xp4p, t) > 0,5. Boylece{x,}, (X,N)de 0,5-Cauchy dizisidir.
n—»>oo

Eger x = (0,0,0,...) ise, bu durumda

0 <t<1 oldwunda lim N(x, —x,t)=0,5
n—-»>oo
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t>1 oldgunda lim N(x, —x,t) =1 dir. {)
n—-oo

Eger 3 x' #0 varsa,v t > 0 icin lim N(x, —x',t) > 0,5 dir. Bu durumda Lemma
n—-oo

4.1’den n— o iken [|x, —%'|[o5s = 0 elde edilir. Va<0,5 i¢in, || ||, gore
X, — 0oldugundan bu mimkin gédir. Boylece §)’den {x,}, 0,5-yakinsak
degildir.
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5. FUZZY LINEER OPERATORLERIN SUREKLILiGi VE SINIRLILI Gl

Bu bolimde fuzzy normlu lineer uzaylarda bir op@ran sureklilgi, guclu fuzzy
surekliligi , zayif fuzzy surekligi ve dizisel fuzzy sureklifii tanimlari verilecek ve
aralarindaki ilgkiler incelenecektir. Ayrica fuzzy normlu lineer aytardaki lineer
operatdrler icin, zayif fuzzy sinirigh ve gucli fuzzy sinirlit tanimlanarak, sinirlik

ile sureklilik arasindaki ilki incelenecektir.
5.1. Fuzzy Lineer Operatorlerin Sureklilik Cesitleri
5.1. Tanim

(X,N1) ve (Y,Ny) fuzzy normlu lineer uzaylar, T: (XgN— (Y,N2) don&im ve
XoEX olsun. Eser her bire > 0 sayisia €(0,1) igin, 3 6 = o(a, € ) > O,
B=PB (o, € ) € (0,1) var Oyle kiv xeX igin Ni(x—Xo, 8) > B oldugunda
N2(T(X) =T(Xg), €) >a ise, bu durumda T dogiimine X noktasinda fuzzy

surekli denir.

Eger T, X'in her noktasinda fuzzy surekli ise, hwrwinda T'ye X tzerinde fuzzy
surekli denir [11].

5.2. Tanim

(X,N1) ve (Y,Ny) fuzzy normlu lineer uzaylar, T: (XgN— (Y,N2) don&im ve
XoEX olsun. Eger her bire > 0 sayisw €(0,1) i¢in,3 & =d(a, € ) > 0 var oyle ki
N2(T(X) =T(Xo), €) = N1(X—Xo, ) ise, bu durumda T dogiimine ¥ €X noktasinda

gucli fuzzy surekli denir.

Eger T, X'in her noktasinda guglu fuzzy surekli ibe, durumda T'ye X Uzerinde
gucli fuzzy surekli denir [14].

5.3. Tanim

(X;Nj) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylar, T: (XgN— (Y,N2) donum olsun
XoEX olsun. Eer her bire > 0 sayisiu €(0,1) icin, 3 8 =d(a, € ) > 0 var dyle ki
N1(X—Xo, 8) = a = No(T(X) —=T(Xo), €) = a ise, bu durumda T dogiimine xeX

noktasindaayif fuzzy surekli denir.
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Eger T, X'in her noktasinda zayif fuzzy surekli,isbu durumda T'ye X Uzerinde
zayif fuzzy surekli denir [14].

54. Tanim

(X,N1) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(XjN—(Y,N2) bir lineer
doniim ve % €X olsun. Ber {x,}, X'de her hangi bir dizi ¥ X, va €(0,1) i¢in,
Xn —Xo = T(Xn) = T(Xo) ise, bu durumda T dogiimine x€X noktasinda dizisel

fuzzy sureklidir denir. Yan¥ t > 0, lim,_N;(X, —Xo, t) =1=Vt>0,
lim, e No(T(x,) — T(xg),t) =1 dir [11].
5.1. Teorem

(X,N1) ve (Y,N) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(X4N —(Y,N2) bir dongim
olsun. T guclu fuzzy sirekli ise, bu durumda Tisbk fuzzy sireklidir, fakat tersi
dogru dezildir [14].

Ispat

Once T, ¥eX noktasinda giclu fuzzy surekli olsun. O halde hiere > 0 sayisi
a €(0,1),3 & =6 > 0 var dyle kiV xeX, Na(T(x) —=T(Xp), €) = Ni(X— X, d)dir. ()

{xn}n X'de bir dizi 6yle kix, = x, olsun. Yanivt >0, lim N;(x, — Xo, t) =1dir.({i)
n—»>oo

(iyden, n=1,2,... icin NT(x,) —T(Xo), &) = Ni(x, — Xo, 0) yazabiliriz.
:I}Lrg No(T(xn) —T(X0), €) = Aggo Ni(x, — Xo, 0)

= (ii)’'den 1115210 No(T(x,) —T(X0),€) = 1.

¢ istenildigi kadar ki¢uk pozitif sayl oldwnda, T(x) —T(Xo) dir.

Simdi dizisel fuzzy surekli T domiimun, gucliu fuzzy sirekli olmagliile ilgili bir

ornek verelim.



51

Ornek

Vv Xe R icin ||x|| =|x| olmak Gzere, (X=R,|| [|) bir normlu lineer uzay olsun. k >0
bir sabit olmak tUzere, NXx R —[0,1] ve N: Xx R —[0,1] fonksiyonlari
asagidaki gibi tanimlansin;

eger t>0, Vx€X

t
Nl(x, t) :{t+|x| ) ve
, egert<0, VxeX

t

Na(x, t) = {t+k|x| ’
, egert<0, VxeX

eger t>0, Vx€X

N; ve Nnin X de fuzzy norm olduklarn kolaylikla gostetilir, boylece (X,N)

ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylardir. Bir T(x)l-—j% fonksiyonunu g6z 6niine

alalim.{x,}, dizisi secelinx,, €X var dyle ki x,, = X,

vt>0icin, lim Ny(x, — Xo,t)=1 = lim — Lt =1
n—-oo

n—oo t+|Xn—Xol| -
= lim |x, — X,| = 0 yazabiliriz. {it)
n—>0o

_ t _ t|1+x3||1+x3]
NZ(T(Xn) T(%o), = t+k Xt x§ - t|1+x3 ||1+x3|+ K|xE +x x5 —x§—xEx3
1+x3  1+x3

_ t|1+x3||1+x3]
t|14x3||1+x3|+ K| (xn—X0) (Xn +x0) (x3+x3) +x5x3( x5 —x3)|

t|1+x3||1+x3]

t-|1+xﬁ||1+xg|+ K |xn—Xol|(xn+x0) (x4 +x3) +x2 X3 (X +X0 )|

= (iit) kullanildiginda v t > 0 igin, lim N,(T(x,) — T(x(),t) =1
n—»>oo

= (X, Ny) de T(x) —T(xo) dir.

e>0olsunvx € X, N,(T(x) — T(xq),&) = Ni( X— Xo, d)
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= N, (( ) - ),s>2N1(x— Xo, 3)

1+x2 1+x2

£ 8 g|1+x2||1+x3] 8
? 772 ? 2 2_ 44 =
etk x*  xp §+|x —xo| £|1+X2||1+X0|+ k|x4+x4x0—x0—xox2 | 5+|x —x¢|
1+x2  14x3

s|1+x2||1+x%| 1
g|1+x2||1+x3|+ K| X — Xo|[x+xXo|[x2 +xZ+x2x2| T § +| x —Xo|

= k8| x — xo||x + Xo||x2 + x3 + xZx2| < g|1 + x?||1 + x3|| x — %,

g| 1+x2 || 1+x3 |
K| x+xol| x2(1+x3)+x3 |

= X # Xgicin 6§ <

. (v)

Vx€X, X #X, i¢in 38 >0 var dyle ki {v) salanirsa, T,x, hoktasinda surekli

oldugunu gosterebiliriz.

(1+x2)(1 +x%)
(x+x0) (x2(1+x3)+x3)

Vx €X, x #Xx, Uzerinde inf alinarak §; = Inf olsun. Bu

durumdas = %81 (iv) saglar. Fakats; = 0 olmasi halinde bu imkansizdir. O halde T

gucli fuzzy sarekli dgldir.
5.2. Teorem

(X,Np) ve (Y,N) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(XgN —(Y,N2) bir donim

olsun.
T fuzzy sureklidire T dizisel fuzzy sureklidir [11].
Ispat

= T, Xo€ X noktasinda fuzzy surekli olsufx,}, dizisi x noktasina yakinsayan X
de herhangi bir dizi olsune > 0 verilsin a € (0,1) secelim. T, xnoktasinda fuzzy
surekli old@gundan 3 6 =6(a,e) >0 ve 3 B =p(a,e)€(0,1) var ©Oyle ki YXeX igin

N1 (X—Xo, 0) > B =Na(T(X) =T(Xo), €) > a dir.

X'de x, — Xo oldugundan3 n, € Z* var dyle kivn = n, icin Ny (x, —Xo, 8) > B
dir. O haldeV n > nyicin Na(T(Xn) —T(Xg), €) > a dir.
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Boylece verilen bire > 0 ve her bir o €(0,1) icin, 3Iny,€ Z* var 0Oyle ki
vn = ng, Nu(T(x,) — T(xq),€) > adir. Buradanlim,_,,, N,(T(x,) — T(xq),€)=1
yazabiliriz.e > 0 keyfi secilmi oldugundan (Y,N)'de T(x,) = T(Xo) dir.

< T, Xx€ X noktasinda dizisel fuzzy surekli olsun. Kabul ledeki T, Xo € X
noktasinda fuzzy surekli olmasin. O zamaug > 0 ve oo > 0 var 3 her birs >0 ve
BE(0,1) icing, B bagh 3 y var dyle ki N(xo—Y, 6) > B dir. Fakat

N2(T(xo) =T(y), &) < a. (i)

Buradan p=1— = §5=—— n=123,.. icirtg y, var oyleki

1
n+1 n+1

N1(Xo—Yn, ﬁ) >1— ﬁ fakat N(T(xo) =T(vy), €) < a olur.
6 >0 alalim,3 ng var dyle ki vn > n,, ﬁ< 8. Bu durumda Vv n = ny igin

Ni(Xo—Yn, ©) = Ni(Xo—Yn, ﬁ) > 1-— ﬁ = limy,e Ny (X9 —yp,0) =1

== yn g XO
Fakat ()'den Ny(T(Xo) —=T(yn),€) < a bu ylzden m> oo iken

N2(T(Xo) =T(yn),€) = 1dir. O halde Ne gorey, = %o iken T,), T(X) a
yakinsak dgildir. Bu bizim kabulimuz ile ¢efti. Sonug olarak T gda fuzzy

sureklidir.
5.2. Fuzzy Lineer Operatdrlerin Sinirlihgr ve Caitleri
5.5. Tanim

(X;N1) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(XA—(Y,N>) lineer operator
olsun. Bu durumda T, X Uzerinde gigcli fuzzy sidirl= 3 Me R* var oyle ki

VXEX ve Vse R icin Ny(T(x), s)= Ni(x, %) [14].

Ornek

Her sifir ve birim operat6r gucli fuzzy sinirlifiid].
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Ornek

Sifir veya birim operatdrden farkh olarak bir diicluzzy sinirh lineer operator
ornesi verelim [14].

(X, Il II) normlu lineer uzay a,, a, pozitif reel sayilar vex;> a, olmak Uzere,
Ni: Xx R —[0,1] ve Nb: Xx R —[0,1] fonksiyonlarini gagidaki gibi tanimlayalim;

t

Ni(x,t) = {t+a1||x||
0 , egert<0

t

ve Ny(x,t) = {t+azllxll
0 , egert<0

, eger t>0 , eger t>0

N; ve N'nin X'de fuzzy norm oldgunu goésterelim.

N;) V teR ve t<0 ise, tanimdan {{x, t) = O dir.

t

Ny V teER ve t > 0 icin N, t) = 1 =1l o |x||=0 x=0

t+ay [Ix|l
t
N3) V teR ve t > 0 icin €F c# 0 ise, N(cx, t) =t+a1t”cx|| = = +';' T Ni(X, |_(t;|) dir.
m 1

Ng) V X,yeXveV s, R Ny(x+y, s+t)> min{N(x,s), Ni(y,t)} oldugunu gosterelim.
Eger s+t<0; s=t=0; s+t>0; s*8,0; s<0,t>0 ise, budurumda

Ni(x+y, s+t)> min{Ni(x,s), N(y,t)} oldugu agik¢a gorulir.

s+t > s+t
s+t+aqlIx+yll — s+t llxll+aqllyll

Egert>0,s>0ise, {x+y, s+t) =

. . S t S t
imdi > = — >0 = d||yll —t|]|Ix]| >0 dir.
3 staqllxll T t+aqllyll stoqllxll traqllyll — Iyl Il =
+t t -t .
Buradan > — = ot Syl = ezl . Boylece

sttty Ixll+aqllyll  tragllyll  (s+t+oqlxll+aqllylDt+aqllyl)

S t s+t

> = > dir. Benzer olarak
s+ ||| t+oq lyll s+t+ay |[x+yll t+oq lyll

t S s+t S

> = > de gosterilir. Dolayisiyla
traalyl = staallxll  sttraalxiyll — stoqlxl o 9 YISty

Ni(x+y, s+t)> min{N1(x,s), N(y,t)} dir.
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Ns) Eger < t; < 0 ise, bu durumds xeX igin Ni(X,t;) = Ny(x,t) = 0.

Eger, b> > 0 ise, V x€X ign —2— — — 1 __ = alit-t)

ta+aq[Ix]| ty+aq x| (ta+aq (XD +aq X)) —

= Vx€X, Ni(X, &) > Ny(x, t1) dir. O halde MNx, .) R'nin bir azalmayan

fonksiyondur.

. : . L t . _
Eger x# 0 ise, lim;_,, N; (X, t) =lim Tl =lim, e PRI

Eger x = 0 ise,lime,, N;(%, t) =lim,, N;(0,t) =1 dir. Boylecev xeX igin,
lim_,, N;(x,t) =1dIr.

Sonug olarak (X, N bir fuzzy normlu lineer uzaydir. Benzer olarak (¥)'nin de

bir fuzzy normlu lineer uzay olgw gosterilebilir.

T: (X, N1) = (X, Np) tanimlansin. € R r # 0 bir sabit olmak Uzere, T(x) = rx.

Buradan T lineer operatdrdirgé& bir pozitif M sayisi var dyle ki M |r| ise, bu
durumdaVv te R, WXeX igin Ny(T(x), t) > Nl(x,ﬁ) oldugsunu gdosterebiliriz.
V XeEX, M > |r|icin  a;> a, > 0 oldgundao; M||x|| > a,|r|||x]| = V¥ t > 0 igin

t+ ay M[[x]| = t + az[r|[Ix]|

t
t+ap |r{lIx|| T t+aq Ml[x||

1 1
=
t+a|r|lIx|] T t+oq M|x]|

= Vt>0icin,

£

= Vt>0icin : > M dir.

= t
trapllexl] = Loy x|

Buradanv t > 0,V xeX icin  Ny(T(x), t) > Nl(x,ﬁ) dir. Eger t< 0 ise, bu durumda

Vv xeX i¢in sgglanr. Dolayisiyla T gucli fuzzy sinirli lineer operatdar.
5.6. Tanim

(X,N3) ve (Y,N) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(XN—(Y,N>) bir lineer operator

olsun.
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Eger her birae (0,1) icin 3 My,> 0, 0&yle ki YXeX ve Vte R icin
Nl(x,ML) > No(T(x), t)= o ise, bu durumda T'e X Uzerinde zayif fuzzy sidirl

denir [14].
5.3. Teorem

(X;Nj) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(Xd—(Y,N2) bir lineer operator
olsun. Ber T gugcli fuzzy sinirli ise, bu durumda T fuzzyizainirhdir, fakat tersi
dogru dezildir [14].

Ispat

Ik olarak kabul edelim ki T gicli fuzzy sinirli als. O halde3 M > 0 var dyle ki
vV te R, V xeXigin Ny(T(x), t) = Nl(x,iM) dir. Her bira € (0,1) icin IM, =M >0
var oyle ki N(X,ML) >a=Vte RVXEX NyT(x),t)=adir.

Buradan T zayif fuzzy sinirlidir. Bu teoremin tarsidgzru olmadgini goésteren bir

ornek verelim

Ornek
(X, || II) bir normlu lineer uzay olsun. ;Nve N, fonksiyonlari gagidaki gibi
tanimlansin:
t2—||x]|2 o
N1(X,t):{t2+llx||2 , eger t> ||| ve
0 , egert < [[x]|

_t ~
N2(x,t) :{t+|lx|| , egert>0,vxeX
0 , egert<0,VxeX

N2'nin - X'de bir fuzzy norm oldgunu biliyoruz. N'in de X'de bir fuzzy norm

oldugunu gosterelim.

N;) V teR ve t< 0 ise, bu durumda tanimdan(kit) = Odir.

CE — e 22— |IxlI2 =t + [xI1?
t2+]Ix||?

No) VteR vet>0icin, Nxt)=1le
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< ||x|| =0 x=0dir.

N3) c# 0 icin, ger t >||cx|| ise, bu durumda

e—jexlz _ G)?—IIxII? ¢ i .
Ni(cx, t) = = L = Nl(x'ﬁ) dir. c# 0 icin, eer t< ||cx| ise, bu

t
t2+cx||? (m)2+IIXII2

durumda%| < ||x|| ve buradan Ncx, t) =0 = N(X,ﬁ) dir.

Ng) V X,yeX ve V s, R Ny(x+y, s+t) > min{ Ny(x,s), N (y,t)} oldugunu

gosterelim. & ||x|| veya t< ||y|| ise bu durumda ispat aciktir.

s >||x|| ve t >||y|| kabul edelim. Bu durumda

- llyll* _ s~ IxI?

24{lyll2 ~ s2+[x|1?

Ni(y,t) > Ni(X,8)=

= t?s? — s?|lyll* + t2[Ixl|*> — llylI*[Ix[I* > t*s* — t*||x[|* + s*[lyll* — llyll*|Ix]|?
= t?||x]|2 — s2|lyll> =0 dir. §)
s +t>||x|| + llyll > |Ix + y||. Boylece

(0P lxtyI? (st (Il lylD?
Na(X+Y, SH) = Ty Z = (v (xlilylDE

s+ =lIxll+llylD? _ s®—IIx]I?
(s+02+(lIxll+llylD?  s?+]Ix][?

A={(s + 0% + (lIxll + llylD?}(s* + [Ix]|*) olmak tizere,

_ IxlZ(s+02=s2 (Il +1lyID? =s2 Il +lly D2 + 111 (s+D)?
A

2 2

=< [Ixl*(s + 92 = s*(lIxll + llyl)? =5 [IxlI*t* = 2stllx|l* + s?[lyll — 2s*[Ix[llyll]
2 :

= < [lIxlI*t? — llylI*s® + 2s|Ix]| CtllxIl - sllylD] =0 ()'den.

Dolayisiyla N(x+y, s+t)> min{ N1(x,s), N, (y,t)}dir.

N5) L<tH< ”X” oldugunda, N(X, tl) = N]_(X, tz) =0

2
Eger &> 1> [xllise, B = G+IxI2)(E+IIxI12) == (t, +£,)( (t2 — t;) 20 igin



58

ol olE (P SID g Dolayisiyla Mx,t) > Nay(x.t) dir.

SHIxlI? F+x)? B

£2—||x||2
to® 24| 1x||2

vV XeX igin, lim;_,, N;(x,t) =lim =1 dir. Sonug olarak () bir fuzzy

normlu lineer uzaydir.
T:(X,N1) — (Y,N>) bir lineer operatory xeX icin, T(x) = x seklinde tanimlansin.

(1-00)?t?—||x||?
(1-o)2e2+|Ix|2 —

Va €(0,1), Mfﬁ secelim. Bu durumdﬁl(x,ML) >a=
= t?(1 — ) — [IxII* = a1 — )?t? + alx]|?

= t2(1—a)? - a(l —a)?t?> (1 + a) ||x]|?

= t?(1—-a)3>1+ a) ||x]|?

= ||| < % Val-“
t(l—a)\/m (1_0‘)\/1—0(+\/1+a
= t+ x| < ft=t
VIt e
t Vita ’
= t+|x|| = (1—oVI—a+Vita dir. (h)
Simdi Vita >a SVita>a(l—a)Vi—a+a/l+a

1-a)Vi—-a+vVit+a —

S(l-wvli+aza(l—a)Vl —«

SVl4+a>avl —a (a # 1igin)
S 1+a>a*(1-a)
S 1+ a+ o >a® buVa €(0,1) icin d@rudur. O halde if)’den va €(0,1) igin,

t+ﬁx|| >a= t>||x|| ise, bu durumda NT(x), t)>a dir.

2~ |Ix|?

il
t<lixllise, oo 5

= 0 buradarva €(0,1) igin, N(x, =) = a = No(T(x), 1) > .

Dolayisiyla T zayif fuzzy sinirhdir. tx|| ve x # 0 igin, Nx(T(x), t) > Ni(X, ﬁ)
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t t2—M2?||x||?
> [l
t+(|x]| T t2+M2||x]|?

& 7+ tM2Ix]12 > 62 = M2tlIx]|? + t2Ix]| — M?[Ix]1°

e tM2Ix]] = —M2tllx]l + t*]Ix]| — M2||x]|®

& tM?||x]12 2—M?t|Ix[|1? + t* = M?[Ix]|* (IIx]| # 0 icin)

t2 ..
& M2l + [IxI12) > & M? > (l1xll > 0 icin)

esM>—— (Il > 0icin)

2tlixll+x112)z
& t- oo iken M =co dir. Sonug olarak T guglu fuzzy sinirhigldir.
5.7.Tanim
(X,N1) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylar ve T=% Y bir lineer operator olsun.

Eger3 M > 0 var oyle ki||Tx||2 < M||x||Y Va € (0,1) ise, bu durumda T diizglin

sinirhdir denir. (Buradd| ||L ve|l |[|? sirasiyla Nve N ‘nin a-normlaridir)[14].
5.4. Teorem

(X,N1) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylari \ve N; sartlarini sglasin.
T:(X,N1)—(Y,Ny) bir lineer operator olsun. T gucli fuzzy sinmhiegs> T, Ny ve
N2'nin a-normlarina goére duzgun sinirhdir [14].

Ispat

I 11X vell || sirasiyla Nve N'nin a-normlarinin kagiligi olsun.

Kabul edelim ki T guclu fuzzy sinirli olsun. Boykec

3 M > 0 var oyle kivxeX ve Vse R icin, No(T(x), s)= Ni(X, %) dir. ()

Yani Np(T(x), s)= N1(Mx, s) dir.Simdi

IMx||l} <t = inf{s: Ny(Mx, s)>a} <t = 3 <t var dyle ki N(MX, S) > «
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= (i)’den dolayl 3 o<t 6yle ki N(T(X),5) = o, = |IT®)|Z <s<tdir.

BdyleceV a € (0,1) icin, ||T(x)||2 < |IMx||} = M||x||} . Buradana € (0,1) olmak

Uzere, T'nina-normlarina gore dizgun sinirhdir.

Tersini kabul edelim ki@ M > 0 var 6yle kiva € (0,1) ve xXgin

ITGONE < Mlxllg- (i)

Simdi r < Ny(Mx, s) alalim.

= r < stp{a €(0,1): |IMx||} < s} = 3Ja, €(0,1) var dyle ki r <, ve|Mx||} <s
= (ii)’den dolay! |[T(x)[|2 <s = Ny(T(x), S)= ap > r dir.

Boylece N(T(x), s)= Ni(Mx, s) = I\h(x,iM) dir.Yani T guclu fuzzy sinirlidir.

5.5. Teorem
(X,Ny) ve (Y,Ny) fuzzy normlu lineer uzaylari f\ve N;sartlarini sglasin.
T:(X,N1) — (Y,Ny) bir lineer operatdr olsun. Bu durumda;

a) Bger T, bir x,€X noktasinda gugclu fuzzy sirekli ise, bu durumda Tin Xer

yerinde gucli fuzzy sureklidir.
b) T, guclu fuzzy sureklidie= T, gicli fuzzy sinirhdir [14].
Ispat

a) T, bir x,€X noktasinda guclu fuzzy sirekli olglundan, her bire > 0 sayisi
a €(0,1) ic¢in,3 6 =& > 0 var dyle kiNa(T(x) —T(Xo), €) = N1(Xx—Xo, 8) dir. Her bir

y € X ve x yerine x+ y—y alarak,
No(T(X+ X0 — Y) —=T(Xo), €) = Ni(X+ Xo- Y — Xo, 0)
= No(T(X)+ T(%0) =T(y) =T(X0), €) = Na(X — Y, d)

= No(T(X) =T(y), &) = Ni(X —y, ) elde edilir.
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y keyfi secildginden T, X'de guglu fuzzy sureklidir.

b) ilk olarak kabul edelim ki T guiclii fuzzy sinirli als. O halde3 M > 0 var Oyle ki

VXEX ve Ye>0 igin N2(T(x),e)2N1(x,ﬁ) dir. Yani YxeX Ve>0 icin,

No(T(x) =T(0), €) = Ny (x— o,ﬁ) dir.

é =ﬁ olmak uzere NT(x) —T(0),€) = Ni(x— 0,6) dir. Buradan T, 0 noktasinda
guclu fuzzy siureklidir ve dolayisiyla X’de guclizfy streklidir.

Tersine T, X’de guclu fuzzy surekli olsun.

x = 0’'da T'nin guclu fuzzy sureklilik tanimindane =1 i¢in, 3 6 > 0 var oyle ki
vxeX, Ny(T(x) —=T(0), 1) = Ny(x— 0, 3) dir.

1 ..
x#0vet>0olsun.y =: alalim, bu durumda M = olmak Uzere,

NAT(X), ) = NofT(), ) = N(T(Y), 1) = Na(y, )= Nu(%, 8) =Na(x, 5) dl.

Boylece N(T(x),t) = Ni(x, ﬁ) dir.

Eger x# 0 ve t< 0 ise, bu durumda (T (x),t) = 0 = Ny(x, ﬁ).

Eger x = 0 ve €R ise, bu durumda 0§) =0y ve

t > 0 ise, N(Oy, 1) = Ni(O, ﬁ) =1

t<0ise, N(Oy,t) = Ni(0x, ﬁ) = 0 dir. Sonug olarak T fuzzy gucla sinirhdir.
5.1. Not

T, X'de guclu fuzzy sinirh ise, T dizisel fuzzyreklidir[14].

5.6. Teorem

(X,Ny) ve (Y,N;) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(XiN —(Y,N2) bir lineer
operator olsun. T, X'in bir noktasinda dizisekty surekli ise, bu durumda T
X'de dizisel fuzzy sureklidir [14].



62

Ispat

x € X keyfi secilmi bir nokta ve {x}, X de bir dizi dyle ki x—x olsun. O halde
Vt>0, lim,,,N;(x, —x,t) =1 vyani

Vt>0, lim,oN;((xp — X+ Xo) —Xq,t) =1 dir. T,x,'da surekli oldgundan
vV t>0, lim,,N,(T(x, — X+ %) — T(xp),t) = 1 yazabiliriz. Yani

vV t>0, lim,,N,(T(x,) — T(x) + T(X9) — T(x0),t) = 1 buda

V>0, lim,_,N,(T(x,) — T(x),t) = 1dir.

O halde

V>0, limp_oN;X,—xt)=1=V1t>0, lim_N,(T(x,) —T(x),t) =1

buradan T, X'de dizisel fuzzy streklidir.
5.7. Teorem

(X,Nj) ve (Y,N;) fuzzy normlu lineer uzaylar, T:(XgN—(Y,N>) bir lineer operator

olsun. Bu durumda;

a) Eger T, bir x,€X noktasinda zayif fuzzy surekli ise, bu durumda Tin Xer

yerinde zayif fuzzy sureklidir.
b) T zayif fuzzy sureklidie= T zayif fuzzy sinirlidir [14].
Ispat

a) T, birx,€X noktasinda zayif fuzzy surekli olgundan, her bie > 0,a €(0,1) i¢in,
36 =d(a, € ) > 0 var dyle ki N(X —Xg, 6) = o = Ny(T(X) — T(Xp), €) = adir. ye X

ve x yerine x+ ¥—y aldigimizda;
Ni(X+ Xo — Y —Xo, 8) = ¢ = Na(T(X+ Xo — y) —T(Xo), €) =, yani
Ni(X—=y, 8) = a = Ny(T(X) —T(y),e) =«

y keyfi secildginden T, X'de zayif fuzzy sureklidir.
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b) T zayif fuzzy sinirli olsun. O halde her hig(0,1)icin,3 M, > 0 var dyle ki

VXeXveVte R Ni(x, ML) > a =Ny(T(x), t) = a yazabiliriz. Yani

N1(x—0,—) = & = No(T(x) =T(0), ) = a dlr.

Buradare >0 igin, N(x—0,-=)= a = Ny(T(x) =T(0), &) = a dir. Yanid =——

(04

icin,N1(x—0,8) = a = Nx(T(x) —T(0),¢) = «a.
T, x =0 noktasinda zayif fuzzy sureklidir ve dofayla X'de zayif fuzzy sureklidir.
T, X'de zayif fuzzy surekli olsun.

Eger x = 0 ise, T'nin 0’da zayif fuzzy surekliliknemindan €=1 i¢in, Va €(0,1),
Vv XeX, 3 3(a,t) > 0 var dyle KiNi(X— Xo, 6) = o = Ny(T(x) —=T(0),1) = adir. Yani
Ni(X, 8) = a = Nx(T(x), 1)dir.

Eger x#0vet> 0 ise, x % alalim. Buradan Nzt )= a= N2(T(% ),1)>«a

1

T olmak Uzere

yazabiliriz.Yani N(y, ) > a= NxT(y), t) > a dir. M, =

N1(y, ML) > a = Ny(T(y),t) = a. Bu durumlarda T zayif fuzzy sinirlidir.
Eger x# 0 ve t< 0 ise, bu durumda her i, > 0 igin Ny(x, ﬁ) =0 = N(T(x),1).
Eger x = 0 ise, bu durumadd, > 0 icin t > 0 ise, N\x, ML) = Ny(T(x),t) =1 dir.

t<O0ise, N(x ML) = Ny(T(x),t) = 0 dir. Bu ¢ durumda des(0,1) i¢in, 3 My, >0

varoyle kiv xeX veV se R, Ny(y, ML) > o= Nx(T(y), t) = a dir. Dolayisiyla T

zayif fuzzy sinirhdir.
5.8.Teorem
(X,N1) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylarif\ve N sartlarini sglasin ve

T:(X,N1) — (Y,N2) bir lineer operator olsun. Bu durumda T zaydzy sinirlidir

Va € (0,1) icin T, Ny ve No'nin a-normlarina gore sinirhd[d4].
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Ispat

T zayif fuzzy sinirh olsun. O hald&x €(0,1),3M,> 0 var Oyle kivx € X, Vt € R

Nl(X,M—t) > a= Ny(T(x),t) > a.Yani N;(Myx,t) > o« = Na(T(x),t) > « dir.

Buradan

sup{B € (0,1): [IMuxllg < t} = a =supfB € (0,1): [IT®)|I§ < t} = a yazabiliriz.¢)
Simdi gosterelim ki; sup B € (0,1): [[Mexllg St} 2 a & [[Mex||%, < tdir.

Eger x =0 ise, bu durumda aciktir.

x # 0 olsun. Eer sup{B € (0,1): ||Max||§ <t} > aise, bu durumda

[IMx|IL < tdir. (i)

Eger sup{B € (0,1): ||Max||§ < t}=a ise, bu durumda (0,1)dei{a,} artan dizsi
var oyle ki a, T ave [[Mgxlls, <t dir. Bu durumda Teorem 4.2.den

IMx|IL <t yazabiliriz. i)
Bbylece ) ve ii)'den, supB € (0,1): [[Mgxl} < = a = [[Mx]l} < t. (V)

IMex|lL <t oldusunu kabul edelim. ger M x||l< t ise, bu durumda

Ni(Mex,t) = adir. Yani supB € (0,1): [[Mgx|l < t} = adir. (v)

Eger |IMgx||L =t yani inf{s: N(Myx,s) = o} =t ise, bu durumdaR’'de 3{s,}

azalan dizisi var oyle ks, 1 t ve N (MyX, s,) = «

= r111_r)1;1o N1 (Myx, sp) = a= N7den N (Mgx, nllglo Sp) = a= Ny(Myx,t) = a.
= supfB € (0,1): [IMxllg <t} = adir. (v)

(v) ve (v)dan, [[Myx|l§ < t= Sup 8 € (0,1): [IMexllg <t} = a. (vii)

(iv) ve (vii)’den, supp € (0,1): ||Max||§ <t} = ae |Mx|lL <t (viii)

Benzersekilde,
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sup{B € (O,1): ITWIE <= a= ITEIZ <t dir. (x)
Dolayisiyla (vii) ve (x)’dan N;(Myx,t) = a = No(T(x),t) = a bu durumda
IMex]l < t=|IT(x)]|2 < tdir. Budava €(0,1) icin, [|IT(X)||3 < M|Ix||L dir.

TersinevVa €(0,1),IM, > 0 var oyle kivx € X, |IT(x)|13 < M,|Ix||% olsun. Bu
durumda x# 0 icin,Vt> 0, [[Mx||L < t= |IT®)|I2 < tyani

inf{ s: N;(Myx,s) = a} < t= inf{s: N(T(x),s) = o} < tdir.

Benzersekilde,

inf{ s: Ny(Mgx,s) = o} <t N;(Mgx,t) = ave

inf{ s: N,(T(x),s) = a} <te N,(T(x),t) = o dir. Boylecevx € Xigin,

N, (XMLQ) > o= Ny(T(x),t) > a dir. EBer x #0,t <0 ve x= 0, t > 0 ise, bu
durumda ispat agiktir.

5.9. Teorem

(X,N1) ve (Y,Np) fuzzy normlu lineer uzaylarigN\ve N; sartlarini sglasin ve

T:(X,N1) — (Y,N>) bir lineer operator olsun.gér X sonlu boyutlu ise, bu durumda

T zayif fuzzy sinirhdir [14].
Ispat

(X,N1) ve (Y,Nb) fuzzy normlu lineer uzaylan Nsartini sglasin.|| || ve|l %,
sirasiyla Nve Ny'nin a-normlarint kagilik geldigini kabul edelim. T sonlu boyutlu
oldugundanv a€(0,1) icin, T:(X, || 1Y)—(Y, || 1I2) bir sinirli lineer operatordur.

Teorem 5.8. uygulanginda T'nin fuzzy zayif sinirli oldiw bulunur.
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6. FUZZY DUAL UZAYLAR

Bu bolumde (X, N) ve (Y, Nb) fuzzy normlu lineer uzaylar, F(X,Y), (XdNden
(Y,N2)'e tim guclu fuzzy sinirli lineer operatorlerin rkésini ve benzesgekilde
F'(X)Y), (X, Np'den (Y, Nb)'e tum zayif fuzzy sinirh lineer operatdrlerinrk@ési
olsun. F(X,Y) ve F'(X,Y) kumeleri Gzerinde fuzzpmmlar tanimlayarak, bunlarin
birer fuzzy normlu lineer uzay olgu gosterilecektir. Once F(X,Y)'nin lineer uzay

oldugunu gdsterelim.

6.1. Fuzzy Dual Uzaylar ve Ozellikleri
6.1. Teorem

F(X,Y) bir lineer uzaydir [14].

Ispat

x €EX ve T,Te F(X,Y) icin (T1+To)(X) = Ti(X)+T2(x) ve her birA skaleri icin
(AT1)(X) = AT1(X) oldugunu gosterelim. Tve T, guclu fuzzy sinirli oldgundan, en

az iki pozitif M; ve M, sayisi var dyle ki

vV xeX veV te Ricin Na(T1x,t) = Ny(X, ML)
1
V XeX veV te R icgin Na(T2x,t) = Ny(X, ML)dII’. Vv xeX ve her bir a ve 3 skaleri icin,
2

No((oT+ BT2)X, )= No(aTi(Xx)+ BTAX), t)=> min{Nz(Tl(ax),g), N2(T2(Bx),§)}

> min { Na(ox, 5 ) Na(Bx, > )}— min { N y(x, ;- |M) Ni(X, m)}dlr. @)

M = max{2|a|M,,2|B|M,}+ 1 secgelim. Bu durumdavt > 0, >2 ve

2|a |M1 M
t
2|B|Mz

— Boylece N(X, ) = Nai(X, —) ve Ni(x, ) > Na(X, —) dir.

t
2|a IM 2|BIM;

Boylece min{ N(x,

t
sy Nal, ZIBIM = Na(x, —) v t=0 icin, ()'den

N2((aT1+ BT2)X,t) = Ni(X, ﬁ). Eger t < 0 ise, bu durumda aciktir. Boylede € X,

V te R icin IM > 0 var dyle ki N((aT1+ BT2)x,t) = Ny(X, ﬁ) dir.
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Bu daaT+ BT2€ F(X, Y)dir. Dolayisiyla F(X,Y) bir lineer uzaydir.
6.1.Lemma

(X,N1) ve (Y,Ny) fuzzy normlu lineer uzaylari )Nve N; sartlarini sglasin.

2
ITxII3

Il
Il

TE F(XiY) I(;In! B € (Orl)l “Tllb: vXEX,XiO vea € (011)) ”T”az\/BSO(”T”%

Bu durumda {Ixl,: a€(0,1)}, F(X,Y) de normun artan ailesidir ve

N:F(X)Y) x R — [0,1] fonksiyonu gagidaki gibi tanimlansin;

V{a € (0,1): |ITll¢ <s}, (T,s) #(0,0)

N(T.)= { 0 . (T.s) = (0,0)

F(X,Y)'de bir fuzzy normdur[14].
Ispat

i) Va €(0,1) i¢in, tanimindaifi T||, = O yazilabilir.
it) Eger || T||,= O ise, bu durumdeg., ||T||E3 =0=VB <q, ||T||;3: 0=T= Odur.

Tersine olarak gr T=0 ise, bu durumda v €(0,1), |[Tllz=0
= VB €(0,1),Va €(0,1), V< lITllg = 0= Ya €(0,1), || T||o= O dir.

iit) Her bira skaleri igin, |ATllq = Vp<a ATl = Al Vp<a ITIg= ATl q-
iv) Ty, T2 €F(X,Y) icin

Ve (ITy + T2 lIg) < V<o (ITallg + IT2llg) < Vpsa ITallg + VpsaIT2llg
= Va € (0,1),[ITy + Tzlla < I Tyllo+I T2l dir.

Egera,, a, € (0,1), O<a,,< a5, ise, bu durumda

Tl e, = Vpsa, ITIlg < Vpso, ITllg = [ITllo,cir. Dolayisiyla {ll x Il o> a€(0,1) },
F(X,Y)de normun artan ailesidir. Teorem 3.2.’déh F(X,Y) x R — [0,1]
fonksiyonu aagidaki gibi tanimlandiinda;

sup{a € (0,1): ||T||o <s}, (T,s) # (0,0)

N(T.s)= { 0 . (Ts) = (0,0)
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F(X,Y)'de bir fuzzy normdur.
6.2. Lemma

F'(X,Y) bir lineer uzaydir [14].
Ispat

x €X ve T, Te F(X,Y) icin (T1+T2)(X)= Ti(X)+T2(x) ve her birA skaleri icin
(AT1)(X) = AT1(x) oldugunu gosterelim. Tve T, zayif fuzzy sinirli oldgundan,

va €(0,1) icin en az iki pozitiMl ve M2 sayisi var dyle ki

V XeX veV te R igin Nl(x,#) > a = Ny(Ty(x),t) = ave

V XeX veV te R icin Ny(X, #) > a = Ny(T2(x), )= o dir. Her bir sifirdan farkl

ki ve k skaleri icin, N(X, Na(kq X, ﬁ) > o = Np(T1(k;X), %)2 ave

|k |M1)

Na(X, Na(kzX, =) = o« = Ny(T(k;X),5) = a yazabiliriz.

2|k, |M2)

M= 2|k, |M] +2|k,|MZ secelimSimdi

t
D 7) 2
2[kq M +2lkz|MZ

a = Ny(X,

Na(X, MLQ) = Nu(X, —)>ave N(X,

t
2|ky |M 2|k2|M§) =«
= No(Ty (k1x),5) = ave N(Ty(kzX),3) = a = No( (ki Ty + ko To)x, 1) >
= kT, + kT, € F'(X,Y) dir.

k; ve k skaleri 0 @it oldugunda, k,T; + k,T, € F'(X,Y) aciktir. Dolayisiyla
F'(X,Y) lineerdir.

Y= R veya C olmakiizere, Y lineer uzay olsun.,NYxXR —[0,1] fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlansin;

(0, egert < [x|
Na(x, = { 1, egert > |x| (A)
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Bu durumda & Y’'de bir fuzzy norm ve boéylece (Y, Nin fuzzy normlu lineer

uzay oldgu kolaylikla gosterilir.

6.1. Not

(Y, N2), Ngsartini sgliyorsa, t > 0 icin, Nx,t) > 0=Vt > 0igin [x| <t
= |x| =0=x=0drr.

Boylecevt > 0 icin, No(x,t) > 0 = x = 0 dir.Simdi || ||2 N2’nin a- normlari ise, bu
durumda ||x]|2=inf{t > 0: Nyx,t) > a}, a€ (OD=inf{t>0: t>]|x|}=
x| [14].

6.1. Tanim

(Y, N2), (A)daki gibi tanimlanmak Uzere, (X;Nden (Y,N,)’e tanimlanan gucli

fuzzy sinirli  lineer operatérlere, gucli fuzzydi lineer fonksiyonel denir [14].
X*, (X,Nz)’deki tum gugcli fuzzy sinirh lineer fonksiyonetl géstermektedir [14].
6.2. Tanim

(Y, Np2), (A)daki gibi tanimlanmak Uzere, (XjNden (Y,Ny)’e tanimlanan zayif

fuzzy sinirli lineer operatorlere, zayif fuzgynirl lineer fonksiyonel denir [14].
X', (X,Np)'deki tim zayif fuzzy sinirli lineer fonksiyonetlegdstermektedir[14].
6.3. Tanim

(X,N1) fuzzy normlu lineer uzayr Nve N, sartlarini sglasin. T € X* ve

{Ixllt : a€(0,1)}, N/ in a- normlarinin ailesi olsun.

[IT]|; = VXEX,X;,tOl'T(—X)I Va € (0,1) olarak tanimlasin. Bu durumda

I%/1T-a

{II llz:a€(0,1) }, X*Iin normlarinin bir artan ailesidir. T guclu fuzzy sin

oldugundany xeX, IM > 0 var oyle ki|T(x)| < M||x||i_, ve bdylece

Va € (0,1) icin [|T[|; < M dir. Ayrica
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sup{ a € (0,1) |[|IT||s < s}, (T,s) # 0icin

N*(T, s)= { 0 , (T,s) = (0,0)igin

Bu durumda Teorem 3.2.°den N*, X*'da bir fuzzymadur ve béylece (X*, N*)

fuzzy normlu lineer uzaydir. X*, X’in birinci gucltuzzy dual uzayidir [14].
6.4. Tanim

(X,Nj) fuzzy normlu lineer uzayi f\ve N; sartlarini sglasin veX' lineer uzayi, X'in
tum zayif fuzzy sinirh lineer fonksiyonlar olsum.€ X' ve{ || |l&: a € (0,1) },

N:'In a- normlarinin ailesi olsun.

[IT]l = VXEX,WOM Va € (0,1) olarak tanimlasin. Bu durumda

I%/1T-a

{II lle: € (0,1) }, X"in normlarinin bir artan ailesidir. T zayif fuzzy sin

oldugundany xeX, IM, > 0 var dyle ki T(x)| < M.|Ix||}_, ve boylece
Va € (0,1) icin [|T[l; < M, dir. Ayrica

, sup{ a € (0,1) |[|T|l& < s}, (T,s) # 0icin
N'(T, sy { 0 , (T,s) = (0,0)igin

Bu durumda Teorem 3.2."den N', X"da bir fuzzymolur ve boylece (X', N') bir

fuzzy normlu lineer uzaydir. X', X’in birinci zayifuzzy dual uzayidir [14].
6.1. Lemma

(X,N1) fuzzy normlu lineer uzayr Nve N; sartlarini sglasin ve (Y,N) fuzzy
normlu lineer uzayl (A)'daki gibi tanimlansig|l ||: a € (0,1) } normlarin bir

artan ailesi olmak tzere, N', X"de fuzzy normagadaki sekilde tanimlayalim;

, sup{ a € (0,1): [|Tll; < s}, (T,s) # 0icin )
N'(T, S)E{ 0 U (T,s) = (0,0)icin
Eger || |lh: X'—>R* fonksiyonu,Va € (0,1)icin [|IT||l4= inf {t N'(T,t) > o}

seklinde tanimlaniyorsa, bu durumdla‘llgzz || Tl dir [14]. @)
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Ispat

Teorem 4.2.den (0,1) arginda her bir artan veya azalam,} dizi icin, vx € X ve

a €0,1), oy — o= lIxlli_g, — lxlli_q dir. i)
Eger T = 0 ise, bu durumdax € (0,1) icin ||T||g:: || T||¢,= Odir.

T+ 0 oldigunda o, € (0,1) ve [|T|lg, =to alalim, bu durumdg, > 0 dir. ¢)'den
N'(T, to)= o dir. (i)y'den [|Tlly, < to=ITll%, yazabiliriz.

Béylece||Tlly, < ITll%, dir. (v)

r> ||T||g:0 alalim= 3t;<r var dyle ki N'(Tt;)= a,

= 3Jt;<rvar dyle kisup{ a € (0,1): ||T|lx <t} = o, dir. Ezer
sup{ a € (0,1): ||ITllx < t1} =, ise,3 (0,1)'de {a,}dizisi var dyle ki, T o Ve

vn € N icin, [|T|ly,, <t; = Vn € N igin, VxeX,x;to_”lT(X)l

<t
g, = 1
_ITeor

X1,

= x # 0,vx € Xigin, Vn € N, <t

ITEI

IxI1 g

ITEI

IxI1 g,

= x # 0,Vx € X igin,

< t1 = VXEX,XiO = ”T”:xo < t1< r

= [ITlly, = [Tl dir. (v)
Eger sup{ a € (0,1): [|IT||; < t1} > a, ise, bu durumda
Tl < ty<r=>ITlle = TllG,. ()

(iv), (v) ve (@)’dan ||T||g:0= T, yazabiliriz. oy € (0,1) keyfi oldusundan,
va € (0,1), VT e X icin, ||T|I4=|ITIl’, dir.

6.1. Teorem

(X,N1) fuzzy normlu lineer uzayi Nve N; sartlarini sglasin. Bu durumda (X', N’)

birinci zayif dual uzayi, bir tam fuzzy normlu lereuzaydir [14].



72

Ispat

{T} ', N')’de bir Cauchy dizisi olsun. Bdylece
vt > 0,p = 1,2,3,...i¢in lim,_, N(T, — Ty4p,t) = 1. Bu durumda Ozellik 3.1. ve
Lemma 4.1. uygularsakfa € (0,1) ve n— o iken ||T, —Tn+p||; — 0 dir. ¢

Va € (0,1) veV x € X icin
| Ta(x) — Tn+p(X) | = |(Tn - Tn+p)X | < ”Tn - Tn+p||;||X|H—<x

= (1)'denvx € X igin n— oo iken || T,(x) — Tn+p(x)||; —s 0 dir. Boylece {T(x)},

Y’de bir Cauchy dizidir. (Y]] ||) tam old@gundan, (Y| |)'de lim, ., T,(X) =Yy
vardir. Bu da (X,N)'de her x icin d@ru oldusundanlim,,_,, T,(x) = T(x) dir. Bu

durumda T lineer oldgunu kolaylik goérebiliriz.{)’'denva € (0,1) ve n— oo iken

|||Tn||& — ||Tn+p||:x| <|T, - Tn+p”:x — 0. Dolayisiyla Va € (0,1)icin, negatif

olmayan reel sayilarin|{l, |} bir Cauchy dizisidir ve yakinsaktir. Boylece hér b
a € (0,1) i¢in {||Tyllo} sinirhdir. Boylece her big € (0,1) icin, 3 K, > 0 var oyle ki
n=12.3,... icin|T,|lx < K, dir.

Va € (0,1) vevx € Xicin | T(x) |=lim, | TX) | < Kllxlli_, . Buradan her bir
a € (0,1) icin, T sinirhidir ve dolayisiyla T zayif fuzzynsilidir. O halde € X' dir.
(i)’den Vo € (0,1), n — o iken ||T, — Tn+p”:x — 0 yazabiliriz. Béylece her bir
€>0i¢in,3 Ny (¢) var dyle ki

vn > N, (¢), ||Tn — Tn+p||;< e dir. Bu durumdarx € X vn = N, (¢) ve p=1,2,3,...

icin | Tp(x) — Tnap ) | < || T — Tn+p||;||X||%_a< ellxlli_ -

Vx € X Vn = N (g) icin, p— o alirsak,| T,(x) — T(x) | < ¢||x|l}_,

[(Th—T®)

= Vn 2 N(x(e) I(;In VXEX,X-'FO ”X”%
—ag

= Vvn = Ny (e)icin ||T, =Tl < €

= Va € (0,1),n— o iken||T, — T|lz — O



= Ozellik 3.1.'denv t > 0,lim,_,., N(T, — T,t) = 1

= (X', N') tamdir.
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