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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

FUZZY NORMLU LIiNEER UZAYLARDA SUREKLILiK VE LINEER OPERATORLER

Ziilal DERIN

Biilent Ecevit Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Tez Damismani: Doc. Dr. Tiilin COSKUN
Ocak 2016, 101 sayfa

Bu tezde ilk olarak karakteristik fonksiyon, fuzzy kiime tammmu gibi temel kavramlar ve bu

kavramlarm baz1 6zellikleri verilmistir.

Daha sonra Katsaras, Felbin, Bag-Samanta ve Saadati Vaezpour tarafindan literatiirde tanimlanan bazi
farkli norm tanimlari verildi. Bu tamimlar o6rnekler, bazi o6zellikler, teoremler ve ispatlarla
desteklenmigtir. Ardindan Bag-Samanta’nin makalesinden yararlamilarak fuzzy yakisaklik tanimlan

ve ornekleri verilmistir.

Ugiincii bsliimde ise, Bag-Samanta’nin fuzzy norm karsilastirmalari makalesinden yararlanilarak ilk
olarak; Fuzzy anti norm tamim ve Ornekleri ardindan Felbin- Bag Samanta, Katsaras-Bag Samanta

fuzzy norm karsilastirmalarina yer verilmistir.

Dordiincii boliimde ise, fuzzy normlu lineer uzaylarda lineer operatorlere yer verilmistir. Fuzzy siirekli
operator, fuzzy smurli lineer operatér ve onlar arasindaki iliski verilmistir. Ayrica fuzzy dizisel siirekli,
fuzzy giiclii siirekli ve diizgiin siirekli fuzzy operatdrler ile ilgili bazi tamimlar, 6rnekler ve teoremler

verilmigtir,
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OZET (devam ediyor)
Son boliimde, yapilan ¢aligma ile ilgili 6nerilere yer verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy kiime, Fuzzy sayi, Fuzzy normlu lineer uzay, Fuzzy anti-norm,

Fuzzy lineer operator.

Bilim Kodu: 403.03.01
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

FUZZY NORMED LINEAR SPACES CONTINUOUS AND LINEAR OPERATORS

Ziilal DERIN

Biilent Ecevit University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assoc. Prof. Dr. Tiilin COSKUN
Ocak 2016, 101 pages

The firstly in this thesis, basic concepts like characteristic function, fuzzy set definition and some

poperties of these concepts are given.

Later some different fuzzy normed definition are given which are defined by Katsaras,Felbin, Bag-
Samanta and Saadati Vaezpour in literature. These definitions are supported with examples, some
properties, theorems and proofs. After, by using from article of Bag-Samanta fuzzy convergence

definitions and examles are given.

In the thirth chapter, by using from article of Bag-Samanta firstly; fuzzy anti norm definition and
examples after Felbin- Bag ve Samanta, Katsaras- Bag ve Samanta comparative of fuzzy norms and

examples are introduced.



ABSTRACT (continued)

In the fourth chapter are given place to fuzzy linear operators in fuzzy normed linear spaces.
Continuous fuzzy operator, fuzzy bounded linear operator and relationship between them are
introduced. Also, some definitions, examples and theorems related to fuzzy sequentially

continuous, fuzzy strong continuous and uniformly continuous fuzzy operator are given.

In the final chapter are given place to suggestions with study.

Keywords: Fuzzy sets, Fuzzy numbers, Fuzzy normed linear space, Fuzzy anti norm, Fuzzy linear

operator.

Science Code: 403.03.01
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TESEKKUR

Tez konumu verip beni fuzzy uzaylarina yonlendiren, tezin hazirlanmasi ve yazilmasi
sirasinda yardimlarini ve degerli zamanini esirgemeyen, arastirma siiresi boyunca bilgi ve
deneyimlerini paylagarak degerli goriis ve onerileriyle bana yol gosteren hocalarim danigman
hocam Sayin Dog¢. Dr. Tulin COSKUN’a, Sayin Prof. Dr. Erdal COSKUN’a, ¢aligmalarim
boyunca ve tezin yazimi, diizeltilmesi sirasinda biiyiik emegi gecen yakin ilgisi ve sevgisiyle
bana destek olan Yrd. Dog. Dr. Nazmiye GONUL’e, ¢alismalarimin her aninda yanimda olup,
desteklerini asla esirgemeyen biricik aileme, kardeslerim Zafer DERIN ve Abdurrahman
DERIN’e, bana giic veren Abdul Bari YAQUB’a, ¢alismalarimiz boyunca yardimini

esirgemeyen arkadagim Melih CINAR’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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Dorduncii bolumde ise, Fuzzy normlu lineer uzaylarda lineer operatorlere yer verilmistir.
Fuzzy surekli, gicli siirekli ve diizgiin siirekli operatorler ile ilgili tanim, 6rnek ve teoremler

verilmisgtir.

Son bolumde, ¢aligma ile ilgili dnerilere yer verilmistir.

1.1 FUZZY KUMELER HAKKINDA TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilacak temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.
Tanmm 1.1.1

X herhangi bir kiime olmak tizere A € X olsun.

s X EA

1
XA(x):{O x¢A

seklinde tamimli y,: X — [0,1] fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Karakteristik fonksiyonun tanimindan X uzayinin elemanlarinin ya A4 alt kiimesinin elemani
oldugunu ya da elemani olmadigini goririiz. Yani X uzayinin elemanlart kesin olarak ya A alt

kiimesinin elemainidir ya da elemani degildir.

Cogu kez reel uzayda karsilagilan nesnelerin sinifi i¢in karakteristik kriteri kesin olarak
belirlenemez. Ornegin, kesin kiime teorisine gore 32 °C’ de hava sicak, 31°C’ de sicak
sayilmamaktadir. Fakat bu durum degisik kisiler tarafindan degisik sekillerde yorumlanabilir.
Bir kisiye gore hava sicak bir diger kisiye gore hava biraz sicak, daha sicak ya da ¢ok sicak
olabilir. Dolayisiyla biraz sicak kavrami matematiksel anlamdaki kiimeleri olusturmaz. Iste bu
sekilde kesin olarak ifade edilemeyen kiimelerin varligindan  Fuzzy kiime kavrami

dogmustur.

1.1.1 de tanimlanmig olan karakteristik fonksiyon bu sekilde belirtilen kiimeleri karakterize
etmek i¢in kullanilamaz. 25°C klasik kiime kavramina gore sicak sayilmiyor fakat fuzzy kiime
kavramina gore bu degerin sicaklik kiimesine tyeligi 0.5 diyebiliriz. Yani 25°C tam sicak

degil ama sogukta degildir.
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Sekil 1.1 Kesin Grafik Sekil 1.2 Fuzzy (Bulanik) Gratik

Boylece bu sekildeki kiimeler i¢in X uzayinin herhangi bir elemaninin bu kiimeye ait olmasini
baska formda derecelendirmek gerekir. Bu durumda kesin kiimelerden farkli olarak, elemanin

kiimeye ait olmas1 kesin olmayip herhangi bir olasilikla verilmesi gerekir.

Buna gore fuzzy kiimeyi asagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

Tanim 1.1.2

X herhangi bir kiime ve I = [0,1] olmak tzere uz: X — [ tuyelik fonksiyonu ile karakterize

edilen A= {(x, uz(x)): x € X} kiimesine X’ in bir A fuzzy kiimesi denir.

Burada pz ya A fuzzy kiimesinin iyelik fonksiyonu, her x € X icin pz(x) € I degeri de, x ’in

A fuzzy kumesine iyelik derecesidir denir. X* den [0,1]’e taniml1 tiim fuzzy kiimelerin ailesi

I% ile gosterilecektir.
Ornek 1.1.3
Uyelik fonksiyonu,
1 , 0<x<15
ui(x) =1(30—x)/15 , 15 < x < 30
0 , x = 30

seklinde tanimli pz: R — [0,1] ile karakterize edilen A < R kiimesi bir fuzzy kiimedir.



pa(x)

0 15 30

Sekil 1.3 Her x € Rigin (4, uz(x)) fuzzy kiimesi

Tanmim 1.1.4

X herhangi bir kiime olsun. ug: X — [0,1] tyelik fonksiyonu her x € X i¢in 1 degerini alirsa,
fuzzy kiimest;

X={(x1:x€eX}

seklinde tanimlanir.

Benzer olarak pg : X — [0,1], her x € X i¢in ug (x) = O ise @ fuzzy kimesi

F={(x,0): xEX}
seklinde tanimlidir (Zadeh 1965).
Tamim 1.1.5

X herhangi bir kiime ve p;: X — [0,1], @ € [0,1] olmak tizere her x € X igin uz(x) = «
olsun. Bu durumda A fuzzy kiimesine sabit fuzzy kiime denir (Zadeh 1965).



Tanmim 1.1.6

X herhangi bir kiime A ve B, X* de iki fuzzy kiime olsun. Bu durumda

1. Her x€X igin uz(x) < ug(x) oluyor ise A fuzzy kiimesi B fuzzy kimesinin alt kiimesidir

denir ve A < B ile gosterilir.
2. Her x€X igin uz(x) = ug(x) ise A fuzzy kiimesi B fuzzy kiimesine esittir denir ve
A = B ile gosterilir.

3. Her x€X icin 1-puz(x) = g ile karakterize edilen fuzzy kimeye A fuzzy kiimesinin

tiimleyeni denir ve A° ile gosterilir.

4. Her x€X icin A ve B herhangi iki fuzzy kiime olmak tizere bu fuzzy kiimelerinin birlesimi

bir fuzzy kiimedir ve birlesim kiimesinin tiyelik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

C = AU B & Her x€X icin pz,5(x) = max{uz (x), us(x)} = pa(x) V ug(x)
A U B fuzzy kimesi A ve B yi kapsayan en kiigiik fuzzy kiimedir.

5. Her x€X igin A ve B herhangi iki fuzzy kiime olmak tizere bu fuzzy kiimelerinin kesisimi
bir fuzzy kiimedir ve kesisim kiimesinin tyelik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

D = AU B © Her x€X icin up(x) = min{uz (x), us ()} = uz () A pg(x)
A U B fuzzy kimesi A ve B fuzzy kiimelerinde kapsanan en biiyiik fuzzy kiimedir.

(Zadeh 1965)
Fuzzy kiimelerde birlesim, kesisim ve timlemenin bazi 6zellikleri verilecektir.

1) Fuzzy kiimelerde birlesim ve kesisimin komutatif (degisme) ozelligi vardir. A ve B
herhangi iki fuzzy kiime ise tiyelik fonksiyonlari p;(x) ve ug(x) mevcuttur,
Hi() V opp(x) = up(x) V pg(x)

dir. Benzer olarak,

ur() A pp(x) = ug CON pg(x).



2) Fuzzy kiimelerde birlesim ve kesisimin asosyatif (bilesim) ¢zelligi vardir. 4, B, C herhangi

fuzzy kiimeler ve pz(x), g (x), ue(x) ise tiyelik fonksiyonlar1 olmak iizere;

[z (OV s (Ve (x) = pa OV pg Ve (x)]

dir. Kesigim i¢in de;

[z CON s (O] AR (%) = pa CONAL g CO AR (x)]

1.2 FUZZY KUMELERDE CEBIRSEL OZELLIKLER

1) 4, B fuzzy kimeler olmak iizere A ve B nin cebirsel arpimi ; AB ile gosterilir ve tiyelik
fonksiyonu, her x € X igin,

pap () = pg (). up (x)

bigiminde tanimlanir.

0 < uilx) <1veO < pug(x) <1 oldugundan

tap(x) = pa(x). g (x) < minfuz (x), ug (%)}

dir. AB € A n B olur.

2) A, B fuzzy kimeler olmak tizere A ve B’nin cebirsel toplami A + B ile gosterilir ve tiyelik
fonksiyonu, her x € X i¢in

pavs(x) = pg(x) + pp(x)

seklindedir. Cebirsel toplamin olmasi igin pz(x) + pg(x) < 1 kosulunun olmasi gereklidir.
Tanim 1.2.1

X bostan farkli herhangi bir kiime ve a € (0,1]olmak tizere X deki bir A fuzzy kiimesinin,
uz: X — I uyelik fonksiyonu;

04 , t=x
m@={9 " ix



seklinde tanimli ise A fuzzy kimesine Xde bir fuzzy nokta denir. Burada x noktasma fuzzy

noktasinin dayanag, o sayisina da fuzzy noktasinin degeri denir.

Tanmim 1.2.2

Klasik kiime teorisinde A € R kiimesinin konveks olmast i¢gin her x{,x, €Ave 0 <A1 <1

olmak tizere Ax; + (1 — A)x, C A ise A kiimesine konvekstir (disbiikey) denir.

Uyarn 1.2.3
1) Bos kiime konvekstir.
i) Tek elemanli kiime konvekstir.

i1) Dogru parcasi konvekstir.
v) R’nin konveks alt kiimeleri araliklardir.

V) Bir Oklid uzayinda tiim kapali ve agik yuvarlar konvekstir.

Tanmim 1.2.4 (Konveks Fonksiyon)

A kimesi R de konveks bir kime, f:A — R reel degerli bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun A kiimesi tizerinde konveks olmast igin gerek ve yeter sart her x1,x, € A ve
0 <A<1 olmak tzere f(Ax;+ (1—A)xy) <Af(x1)+ (1 —A)f(xy) olmasidir. Tanim

kiimesi konveks olmadik¢a konveks fonksiyonlardan bahsedilemez.

Teorem 1.2.5

fi,f» konveks fonksiyonlar €1, ¢; negatif olmayan sayilar olmak izere

f(x) = ci1f(x) + c,f (x) de konveks fonksiyondur.

Kanit

f:A — R bir fonksiyon ve A kumesi R" de konveks bir kiimedir. Her x,x, € A ve

0 < A <1 olmak tizere x; = Axq + (1 — A)x, € A dir.

f(x2) = cifi(x3) + c2fa(x2)



Buradan x; = Ax; + (1 — A)x, ifadesi esitlikte yerine yazilirsa,

FAx; + (1= Dxp) = 1 fs Axy + (1= Dxy) + 6o Gy + (1= Dixy)

elde edilir. f;, f, konveks fonksiyonlar oldugundan

FQx + (1= Dxy) = ¢1 i (Axy + (1= Dxy) + ¢ f5(Axy + (1 — D)

< i AMfi(x) + (1= Dfilxa)+ 2Af,(x1) + (1 = Dfz(x2)

dir. Buradan

fQx; + (1= Dx) < Aerfilx) + e2f2(x0)) + (1= D (e fi(x2) + 2f2(x2))
FQAxy + (1= Dxp) < Af(xy) + (1 — D)f (x2)

elde edilir.
Tanim 1.2.6 (Konkav Fonksiyon)

Her xq,x, € R" ve 0 < A < 1 olmak tzere,
fxy + (1= Dx) = Af (x1) + (1 = Df (x2)

sartini saglayan f (x) fonksiyonuna konkav (ichiikey) denir.

Tamm 1.2.7

A, R’ nin bir fuzzy kimesi olsun. a € [0,1] olmak iizere [A], ile gosterilen {x: u;(x) = a}

kiimesine A fuzzy kiimesinin a-kesim kiimesi denir.



ﬂA:(x)

v

a,© al(a’)oil(a) r,3 @ g (@) g ©

[A]a = [a1(a)»a3(a)]

[A],

= [a 1(0/), a3(a’)]

Sekil 1.4 a — ve a’ — kesimleri

Tanim 1.2.8 (Konvekslik)

Her x{,x, € R veher A € [0,1] i¢in

pi(Axg + (1 — Dxp) = min{ui(xq), pi(x)}

esitsizligini saglayan p; konveks fonksiyonu ile belirli 4 fuzzy kiimesine konvekstir denir.

v

Sekil 1.5

A konveks fuzzy kiime

Konveks fuzzy kiime tanimi asagidaki gibi de verilebilir.

X herhangi bir kiime A X de bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda her a € [0,1] igin [x],

a —kesim kiimesi konveks (klasik) ise A fuzzy kiimesine konvekstir denir.



Tanim 1.2.9 (Normallik)

A bir fuzzy kimesi olsun. En az bir xy € R igin pz(xo) = 1 oluyorsa A fuzzy kimesine

normaldir denir.

v
=

Sekil 1.6 A normal fuzzy kiime

Tanim 1.2.10 (Ust Yan Siireklilik)

A, R’nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Her t € R ve € > 0 igin puz(t) = q ve
|s — t] < ¢ = c(t) i¢in uz(s) < q + ¢ olacak sekilde bir ¢ > 0 varsa uy ile belirli A fuzzy

kiimesine iistten yari siireklidir denir.

Bu tanima denk olarak su tanim da verilebilir;

Her t € [0,1] igin {x: pz(x) < t} kiimesi acik ise py ile belirli A fuzzy kiimesine iist yart
siireklidir denir.

Tanim 1.2.11 (Fuzzy say1)

A, R’nin bir fuzzy kiimesi ve yz, A nin iiyelik fonksiyonu olsun.

1) A fuzzy kiimesi normaldir.
ii) A fuzzy kiimesi konvekstir.
i1) A fuzzy kiimesi iist yar1 siireklidir.

iv)  [A]o={t€ R: ug(t) > 0} kimesi kompaktir.

10



ozelliklerini saglayan A fuzzy kiimesine bir fuzzy sayt denir.
Tum fuzzy sayilarin ailesi F(R) ile gosterilecektir. Tezin bundan sonraki bolimiinde fuzzy
sayilar A yerine ¥ ile gosterilecektir.

Uyarn 1.2.12

a €[0,1] i¢in fuzzy sayilarin o —kesim kiimeleri kapali araliklardir. Yani a €[0,1] olmak
tizere ustten yart surekli, konveks ve normal fuzzy kiimelerinin a —kesim kiimesi kapal1 bir

araliktir. Bu araliklar i¢in [a%, b*] gosterimi kullanilacaktir.
Tanmm 1.2.13
X bir fuzzy sayist olmak tizere her t < 0 i¢in pz(t) = 0 oluyorsa X e negatif olmayan fuzzy

sayist denir.

Tium negatif olmayan fuzzy sayilarin ailesi F (R, ) ile gosterilecektir.

pz(x)

t

1

Sekil 1.7 x negatif olmayan fuzzy sayist
Ornek 1.2.14

3:R - [0,1] e taniml olsun.

1 , t=3
”§(t):{0 t+3

3 ile belirli fuzzy kiimesi bir fuzzy sayidir.

11



Coziim

i) 3 normaldir. Yani en az bir t, € R igin pz(ty) = 1 olmalidir.

Agikga ty = 3igin puz(3) = 1dir.

ii) 3 konvekstir. Her x,y € R ve A € [0,1] igin,
puz(Ax + (1 — Dy) = min {uz(x), uz(y)}
oldugu gosterilecektir. Genelligi bozmadan,
min {uz(x), u3(y)} = puz3(x)
olsun. Yani uz(x) < uz(y) dir. Bu durumda;
a) x =3,y =3 ise;
p3(x) < pz(y) oldugundan 1 = pz(3) < uz(y) = 1.
Bu durumda esitsizlik saglanir.
uz(A3+(1—-13) =1
dir.
b) x # 3,y =3 ise;
uz(x) = 0 ve uz(y) = 1 oldugundan pz(x) < uz(y) dir. Buradan uz(1x + (1 — A)y) = 0.
c) x #3vey # 3ise
pz(Ax + (1 — Dy) = 0.

x =3 ise pz(x) < pz(y) oldugundan y # 3 olma durumu s6z konusu degildir. Benzer

sekilde u3(y) < puz(x) i¢in de yapilabilir.

Bu durumda konvekslik sart1 saglanir.

iii) 3 iist yar stureklidir. Ciinkii her a € [0,1] igin

pz (o0, a) = {x € Ripz() < a}

12



R de aligilmis topolojiye gore agiktir.

1) x=3ise ps(x) = 1< a, uz *(—o0,a) = 9
2) x #3ise ps(x) = 0< a, puz (—o0,a) = R/{3}

dir.

Gosterim 1.2.15

a € [0,1] olmak izere [A], = [al,bl] ve [B], = [a2,bZ] olsun. " <" kismi siralama
bagintisini gostermek iizere bu durumda al < a2 ve bl < b? esitsizlikleri saglaniyorsa kismi

siralama bagintist olmak tizere A < B gosterimi kullamlir.

Her k > 0 i¢in kx;
(kx)(t) = x(%) seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.16

i) {a},]0,1] de @’ ya yakinsayan artan bir dizi olsun. [a,, b, ] ailesi i¢in
[fimac, fimbe] = laeb

esitligi saglaniyorsa bu durumda [aak, bak] dizisi [a,, b, ] ya yakinsar denir.

Uyan 1.2.17

a €]0,1] ve [a,, b, ] bostan farkl: bir araliklar ailesi olsun. Bu durumda her 0 < a; < a; i¢in,

[aall bal] = [aazl baz]

kapsamasi gegerlidir.
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Tanim 1.2.18

Her a €]0,1] i¢in [X], = [ay, b, ] ve [Xy]q = [Ak o) Dy o] Olsun.

Igim Ay g = Qg V€ Igim by « = b, oluyorsa {x;}, F(R) de x’e yakinsar denir. Bu yakinsamaya

a-kesim yakinsaklik da denir.

Onerme 1.2.19

f:X — Y bir fonksiyon olsun. O halde X deki bir x, fuzzy noktasi igin f(x,), Y de bir fuzzy
noktadir ve f(x,) = f(x), dir.

Tanim 1.2.20
X, K cismi iizerinde bir vektor uzay ve A, X de bir fuzzy kimesi olsun. Her x,y € X ve
A € K igin uiyelik fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglayan saglayan A ya X in bir fuzzy alt

uzayt denir.

(1) paCx +y) = AMpa(x), pa(y)}

(if) ua(hx) = A (x)
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BOLUM 2
FUZZY NORMLU LINER UZAYLAR
Bu bolumde literatiirde tanimlanmig fuzzy normlu uzay tanimlarindan Katsaras, Felbin, T.Bag

Samanta, Saadati Vaezpour , Jehad R. Kider’in yaptig1 tanimlara yer verilmistir. Bu tanimlar

kullanilarak fuzzy norm ornekleri ve bazi temel teoremler kanitlanmustir.
2.1 KATSARAS ANLAMINDA FUZZY NORMLU UZAY TANIMI

Tanim 2.1.1

Bir X lineer uzay: tizerinde A, B iki fuzzy kime ve p, v sirastyla bu kiimelerin iiyelik

fonksiyonlar1 olsun. u + v ve tu uyelik fonksiyonlar: agagidaki gibi tanimlanir.

@) w+v)x) = V { ux)Av(x)}

xX=x1+x>y

() e
(i)t (x) = 0 ) t=0,x#0
VyeXﬂ()’) ] t= le =0

(Katsaras 1984).
Tamim 2.1.2

X bir lineer uzay olsun. 4, X de bir fuzzy kiime olsun p: X — [0,1] A nin uyelik fonksiyonu
olmak Uzere;
(i) Her t € [0,1] igin tu(x) + (1 — t)u(x) < u(x) ise A ya konvekstir denir.

(i) Her t skaleri i¢in |t| <1 olmak iizere tu(x) < u(x) ise A ya dengelidir denir.
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(iii) A konveks ve dengeli ise A, mutlak konvekstir denir.

(iv) rzlg)xtu(x) = 1ise A, yutandir denir. (Katsaras 1984)

Tanim 2.1.3

X deki bir A fuzzy kiimesinin mutlak konveks ve yutan ozelliklerini saglayan u uyelik
fonksiyonuna X lineer uzayinda bir fuzzy yar1 normdur denir. Ayrica x # 0 i¢in

Ao () (x) = 0 bzelligi de saglaniyorsa i’ ye Katsaras-fuzzy norm denir. (Katsaras 1984)
Ornek 2.1.4

X bir lineer uzay ve asagidaki sekilde tammli N: XxR — [0,1] fonksiyonux # 0 igin t = 0
da ust yart sirekli ise bu durumda p:X — [0,1]" e tammli fonksiyonu her x € X i¢in
u(x) = N(x,1) olarak tanimlanirsa p fonksiyonu bir Katsaras-fuzzy norm olur.

Her x,y € X ve ¢ € R\{0}, s,t € R igin,
(N Hert<0,N(x,t) =0
(N,) x = 0 ancak ve ancak her t > 0 igin N(x,t) = 1

(N3) N(cx, t) = N(x,lz—I

Ny N(x+y,s +t) = min{N (x,s),N(y,t)}
(N5) N(x,.) R’ de azalmayan bir fonksiyon ve lim,, N(x,t) = 1

ozelikleri saglansin.
Kanit

t, tu skalerleri igin, tu(x);

«(z)

t
twx) =1 o , t=0,x#0
Vyexu() , t=0x=0

, t#0

ile tanimlanirsa X’in pqve y, iki fuzzy altkiimesi igin,
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(U + p2)(X) = Supse=y, 1o, min{uy (x1), p (x5) } tammlidir. (N2) kosulundan
1(0) =N(0,1) = 1 dir.

V) Vst () = Viso 1 (5) = VesoN (5,1) = VisoN(x, £) = 1 (N5) den)

v) x # 0 i¢in N(x,.), t = 0 da ust yar1 siirekli oldugundan,

x # 0igin Apsoti(x) = AesoN(x,t) = 0 dir.

ii) Simdi |t| < 1 iken tu < p oldugu gosterilecektir.
o« . X X
—1<t<0igintu() < p () =N (1) = NGe It < N(x 1) = p(o)
t = 0,x # 0igin ty nun tanimindan tu(x) = 0 dir. Yani tu(x) < p(x) dir.
t =0,x = 0icin tu = qu(y) <1=N(0,1) = u(x).
ye€

0<t<l1ligintulx)=N(xt) <N(x 1) = u(x).

Boylece |t] <1, her x € X igin tu(x) < u(x).

1) Simdi her t € [0,1] i¢in, tu + (1 — t)u < u oldugu gosterilecektir.

[t + (1= DWICO = V_{EDEAT - D))

Egert = 0, u # 0 ise bu durumda (tu)(u) = 0 dir.

Boylece (ti) (WAL —tHu(v) =0 < u(x) dir.

Egert = 0,u = 0 ise (tu)(u) < 1 dir. Bu nedenle ;

(tw)(WAA - Hu(v) < IAu(@) = pu(v) = u(x),buradau + v =x, u =0 dir.
Boylece t=0 igin,

L A@mWAL = Op@)} < p(x) dir.

Benzer sekilde t = 1 i¢in bu gegerlidir.

0 <t < 1ise bu durumda,

17



[tn+ (A -0ule) = V_{EwAL - Du)}

=V {Nut)AN@wp1-t) < +V: {(N(u+v,1)}=N(x1) = u(x)

u+tv=x

ii1) 1 ve 11 den mutlak konvekstir.

Bu durumda her t € [0,1],tu+ (1 —Hu < u.
Dolayisiyla ust yart surekli N(x,1) e esit olan u fonksiyonu Katsaras anlanunda fuzzy

normdur.
2.2 FELBIN ANLAMINDA FUZZY NORMLU UZAY
Tanim 2.2.1

X, R lizerinde bir vektoér uzay olsun. L, R:[0,1]x[0,1] —» [0,1], L(0,0) =0, R(1,1) =1
kosullarini saglayan simetrik azalmayan dontigimler olsun. Herx e X ve 0 < ag < 1

kosulunu saglayan uygun her a < ay igin;

A) llx]le " < oo
B) infllx|l,” >0

kosullar1 saglanmak tizere [||x||], = [llxll, ||x||a+] olsun. Bu durumda

_ 1, t=0
O(t)—{o, t =0

olmak Uzere,

Hlx=0e=x=0
ixeX,reR, |lrx|| =lx|llr|,x,y € X,s,t € Rigin,

iii) Vx,y € X ve s,t € Rigin L(x,y) = min{x, y} ve R(x,y) = max{x, y} olmak lizere,
Ds<lxlle ,t<lxlle s+t<lx+yle

llx +yll (s + ) = LCllx (), [Tyl ()

Ve

2)s=lxlle ,t=llxlle s+t=llx+yll, ise

2
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llx + yll(s + ) < Rllx]I(s), llyll(£))

dzelliklerini saglayan ||. ||: X = F(R) seklinde tanimli doniisiime fuzzy norm ve (X, |||, L, R)

uzayina da fuzzy normlu lineer uzay denir (Felbin 1992).

Ornek 2.2.2

X = R" ve x € R"olsun. x = (x4, x5, ..., X, ) olmak lzere,

_ 2 2 1 ... 2
0 , digerdurumlarda

seklinde tamimlansin. Bu durumda (X, ||. ||) bir fuzzy normlu uzaydir.
Coziim

Felbin tanimdaki sartlarin saglandigi gosterilecektir.

i. (:=)x = 0 olsun. x = (x4, x5, ..., x,) = (0,0, ...,0) igin tanim uygulanirsa

0 , diger durumda 0, t+0

olur. Buradan

1, t=0
ko ={; © 2,

oldugundan ||x||(t) = a(t).

(<) Diger taraftan ||x||(t) = 0(t) olsun.

_ 2 2 ... 2
0 , diger durumda

lx]I(t) = 1ise 0(¢) nin tammindan t = 0 dir. Bu durumda /x12 + x,2 + - + x,2 = 0 olur.

Yani x;2 + x,% 4+ -+ + x,%2 = 0 dir. Buradan x; = 0,x, = 0,..., x,, = 0 dur.
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t # 0 ise; |lx||(t) =0 olacagindan yine 0(t) nin tammindan t = /%1% + x,2 + -+

esitligi kullanilarak x = 0 = (0,0, ...,0) olur.

ii. x € X ver € R olsun.

|ﬂmmw=uﬂmi)

||

oldugundan,

t 1,
||

= \/xlz + xzz + .- +xn2

S|

[E4IIC

0, diger durumda

ve esitligine denk olan

||x||(L )1, t= \/T2x12+r2x22+...+r2xn2
] N
0, diger durumda

ifadesi kullanilirsa, agikga

I llxll (@) = llrx]I(e)

olur.

i, llx+ylis + ) = min(llx(s), Iyl (©®)

ve

lx + yll(s +£) < max(llx/1(s), Iyl ()

esitsizlikleri gosterilmelidir. Bunun i¢in

uﬂ@>={115=J@0ﬁwu+@az

0, diger durumlarda

ve

— 2 2
lx+yliGs+6) =1L stt_\/(x1+y1) + ot (X + Vi)
0 , digerdurumlarda

esitlikleri kullanilarak
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lx +yll(s + ) = Oise, s +t # /(31 +y1)? + -+ (%, + ¥,,)? olacaktr.

Bu durumda ya s # /(x1)% + - + (x,)% yaday # /(y1)? + -+ + (¥,)? dur.
Buradan ya [|x||(s) = 0 yada [[y]|(t) = 0 dir. O halde min(llxll(s), ||y||(t)) = 0 olur. Bu
ise esitsizligin saglandigini gosterir. Dolayisiyla

llxx + yliis + ) = min(llxlI(s), Iy l(©)

ve

lxx + yli(s + ) < max(llxll(s), lyll(®))

esitsizlikleri gecerlidir.
Uyar 2.2.3

(x @ y)(t) = Supinf{x(s),y(t —s)} olmak iizere tammda L = A (inf) ve U = V(sup)
seR

doniisimii olarak alinirsa tanimdaki tggen esitsizligi [|x + y|| < llx|| @ |lyll halini alir.

(Felbin 1992).
2.3 BAG VE SAMANTA ANLAMINDA FUZZY NORMLU UZAY
Tanmm 2.3.1

X, R de lineer uzay olsun. N: XxR — [0,1] fonksiyonu X tzerinde eger asagidaki sartlar
saglarsa N’ ye Bag-Samanta anlanminda fuzzy normdur denir. Her x,y € X ve ¢ € R\{0},
s,t € Rigin,

(Ny) Hert < 0igin, N(x,t) = 0 dir.
(N;) x = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her t > 0 i¢in N(x,t) = 1 olmasidir.

(N3) N(cx, t) = N(x, |i—|> esitligi gecerlidir.

Ny N(x+y,s+1t) = minigN (x,s),N(y,t)} dir.
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(N5) N(x,.)R’ de azalmayan bir fonksiyon ve lim,_,, N(x,t) = 1 olur.

(X, N) ciftine B-S anlaminda fuzzy normlu lineer uzay denir. Her x,y € X ve t € R i¢in x’ in
normu N(x,t) € [0,1] ile gosterilir. (Bag /and Samanta 2003).

Kisaca Bag-Samanta anlaminda fuzzy norm B-S fuzzy norm olarak gosterilecektir.
Ornek 2.3.2

(X, |I.ID normlu lineer uzay olmak tizere

N:X xR - [0,1],

0, t<lxll

N(’“”:{1 , t> |xl

seklinde tamimli N fonksiyonu X tizerinde bir fuzzy normdur.

Coziim

(NI)Hert e Rvet < 0igint < 0 < ||x|| oldugundan N (x,t) = 0 dir.

(N2) Her t € R ve t > 0 i¢in N(x,t) = 1 olsun. Tamimdan t > |[|x|| olmalidir. Bu durumda
t > 0 oldugundan ||x|| = 0 ve boylece klasik anlamda norm tanimindan x = 0 dir. Simdi de

x = 0 alinsin. Bu durumda her t € Rve t > 0 igin t > ||x|| oldugundan N(x, t) = 1 dir.

(N3)Hert e Rvet > 0vec # 0 igin

t
0 , —=<lxl
_{o t< llexll _ |l _
N(Cx't)‘{1 Y 1 t = Neep
1, m> [l ||

olur.

(N4)Hert,s e Rvex,y € Xigin N(x + y,s + t) = min{N(x,s),N(y, t)}
oldugu gosterilmelidir. Ilk olarak min{N (x,s), N(y,t)} = N(x, s) olsun. Bu durumda

Nx+y,s+t)=0ises +t < |lx +yll < x|l + llyll
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oldugundan asagidaki ti¢ durum s6z konusudur.

a)s < |lx]|vet <|lyllise N(x + y,s +t) = 0 =min{N(x,s) = 0,N(y,t) = 0}
b)s <|lx|l vet > |lyll ise N(x + y,s +t) = 0 = min{N(x,s) = 0,N(y,t) = 1}
c)s > |lxl[vet <|lyllise N(x +y,s +t) = 0 =min{N(x,s) = 1,N(y, t) = 0}

Eger N(x +y,s + t) = 1ise min{N(x,s),N(y,t)} < 1
oldugundan,
Nx+y,s+t) =1=min{N(x,s), N(y, t)}

dir. Dolayistiyla her iki durumda da N(x + y,s + t) = min{N(x,s), N(y, t)} olur.

(N5) Tamimdan agiktir ki N(x,.) R’ de azalmayan bir fonksiyondur ve tlimN (x,t) =1 dir.

(N1)-(NS5) den N fonksiyonu X uzayinda bir fuzzy norm ve (X, N) bir fuzzy normlu bir lineer

uzaydir.
Ornek 2.3.3

(X, |I. ID bir normlu lineer uzay olsun. Her x € X, t € R i¢in

t
N, t) =y t+|lxll
0 , t<0

t>0

olarak tamimlanirsa (X, N) fuzzy normlu lineer uzaydir. (Bag /and Samanta 2003).

Coziim

(N1)Hert € Rve t < 0igin N(x, t) nin tanimindan agikga N(x,t) = 0 olur.

MN)Nx ) =1 —=1

t+]lx|l

S t=t+ x|
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< |xl[=0
S x=0

olur.

(N3)Her t € R, t > 0 i¢in, ¢ # 0 oldugundan

t
£ _d —N(xi
= - =
tHllexll ol " el

N(cx, t) =

olur bu ise istenendir.

(N4) Her t,se€R ve x,y€X igin N(x+y,s+1t)=min{N(x,t),N(y,s)} oldugu
gosterilecektir.

a)s +t < 0 olsun. Bu durumda s < O veyat < 0 dir. Buradan N(y,s) = 0 veya

N(x,t) = 0 olur. Yani,

Nx+y,t+s)=0=min{N(x,t),N(u,s)}

bulunur.

b) s+t = 0 olsun. Budurumdas =t = 0 veyas =-t olur.
Egers =t = 0ise,

Nx+y,t+s)=0=min{N(x,t) =0,N(y,s) = 0}
olacaktir. Benzer sekilde,

s =—tise N(x,t) =0veya N(y,s) =0

olacagindan

Nx+y,t+s)=0=min{N(x,t),N(y,s)}

esitligi gecerlidir.

c)s+t>0 ise,

) s<0<t

iiyt<0<s
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iii) s,t > 0
durumlar1 s6z konusu olacaktir.
i) ve ii) durumlari igin N(y,s) = 0 ya da N(x,t) = 0 olacagindan iki durum igin de

min{N(x,t), N(y,s)} = 0 esitligi gegerlidir. Yani N(x +y,t +5) = min{N(x,t), N(y,s)}

olur.

ii1) s,t > 0 olsun. Bu durumda,

s

N(x,t) = StV

ve N(y,s) =

t+llxll
dir. Genelligi bozmadan

min{N(x,t),N(y,s)} = N(y, s)

kabul edilsin. (Diger durum benzer sekilde yapilabilir.)
Yani,

N(x,t) > N(y,s) esitsizligi dogru olsun. Bu durumda,

t

N(x,t) = > — =N(y,s)

t+llxll syl

oldugundan,

N(x+y,t+s)=N(y,s)

esitsizliginin dogru oldugu gosterilmelidir.
N(x,t) > N(y,s)

esitsizligini kullanarak

t > S t S >0
=3 -
t+llxll ™ s+lyll e+ 1ixll s+ iyl
t -Slix
yll=sllxll
(¢ +lixID(s + iyl
< tlyll-slixll >0 2.1

bulunur.
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Bu esitsizlikten yararlanarak

t+s t+s
>
t+s+lx+yl —t+s+ x| + [yl

esitsizliginden yola ¢ikilarak

t+s s tliyll = sllxll
t+s+llxll+ iyl s+ Myl @+s+lxll+lylDs + llylD

olup (2.1) den yararlanilarak

tlyll = slix||

>0
(€ +s+xll + lylDCs + Myl

dir.Yani,

t+s s
— >0
t+s+llx+yl s+l

oldugundan,

t+s s
>
t+s+llx+yl ™ s+lyll

t
e+l |l

esitsizligi dogrudur. Benzer kanit N(x +y,t +s) > i¢in de yapilabilir. Boylece

Nx+yt+s) =min{N(x,t),N(y,s)}
esitsizligi gegerlidir.
(N5 t; <ty < 0igin N(x,t;) = N(x,t,) = 0 olur.

Diger taraftan 0 < t; < t, ise ;

ot (ty — &)l
to el 2+ llxll @+ llxID (e + lix1D

N(x,t;) — N(x, t,) =
olur.

t; < ty oldugundan N(x,t;) — N(x,t,) < 0 bulunur.

Yani N, R de artan bir fonksiyondur. tl_iz)lN (x, t) ifadesi i¢in iki durum vardir.
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x = 0O ise,
Hm NG ) = lim = = 1

x # 0 ise,

1

lim N, ©) = lim—— = lim— = — =
e I Ay R A ET A T
t

bulunur. Her iki durum iginde tlim N(x,t) = 1 dir.

(N1)-(NS5) kosullar1 saglandigindan N fonksiyonu, X uzayinda bir B-S fuzzy normdur.
Teorem 2.3.4

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. (N1)-(N5) kosullarina ilaveten
(Ng)Hert > 0 igin N(x,t) > 0=x = 0 06zelligi saglansin.

a € (0,1) olmak tizere ||x ||, =A{t > 0: N(x,t) > a } seklinde taniml ifade
{lIx |l : @ € (0,1)}; X tizerinde normun azalmayan bir ailesidir ve X uzerinde o —norm

olarak adlandirilir. (Bag /and Samanta 2003)
Kanit

Oncelikle ||. ||, nin klasik norm kosullarini sagladig gosterilecektir.

i) x €X,t>0veN(x,t) =0igin, a € (0,1) oldugundan A{t: N(x,t) = a} =0
olur. Boylece ||x||, = 0 olacaktir.

ii) (=) |lx |le =0ise, A{t:N(x,t) = a} =0dir. Hert € R, t > 0 igin
N(x,t) = a > 0ise (N6) dan x = 0 dir.

(&) x =0 ise her t > 0 i¢in N(x,t) = 1 olur. Boylece A{t: N(x,t) = a} =0 olup ||x || =

0 olacaktir.
iii) ¢ # O ise,

llex |, = A{t:N(cx, t) > a}
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=/\{t:N<x,|z—|> > of

= Nclt, N(x,t) = a}
=Alc|{t: N(x, t) > a}
olur.
Boylece,
llexlle = lelllxll
dir.
Diger taraftan ¢ = 0 ise, her a € (0,1) igin,

lexlle = 10|, = 0 = Ollxlle = Iclllxll; olur.

@) lxllz + Iyll, = AMt:N(x, t) = a}+ A{s:N(y,s) = a}

ANt +s:N(x,t) =2 a,N(y,s) = a}
> AMt+s:N(x+y,t+s)=>a}
= AMr:Nx+y,r)=>a}

Burada r =t + s olmak tizere N(x,t) > a, N(y,s) = a oldugundan N(x +y,t +s) >
dir. Boylece ||x + yll, < llxll + llyll, olur. Yani ||.]|, klasik anlamda bir normdur. Simdi

II. ||, nin artan bir fonksiyon oldugu gosterilecektir.

0 < a; < ay alinsin.

lxlle, = AM{t: N(x, £) = e}, |lxllo, = A{t: N(x, t) = a,} seklinde tanimli oldugundan,
{t:N(x,t) = a,} c {t: N(x,t) = a;} olur. Buradan

Mt:N(x,t) = ar} = A{t: N(x, t) = a} olup, llxllo, = lIxll,, dir.

Teorem 2.3.5

{ll.llg:x € (0,1)} ailesi, X lineer uzayr uzerinde normlarin artan bir ailesi ve

N':X x R - [0,1] e taniml: foksiyonu
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: _(V{aeO:lxll, =t}, (xt)*#(0,0)
N (x't)‘{ 0 ., (@0 =00

seklinde taniml1 olsun. Bu durumda N', X tizerinde B-S anlaminda bir fuzzy normdur.

Kanit

N'(x, t) nin B-S anlaminda bir fuzzy norm kosullarini sagladig1 gosterilmelidir.

(N1) Her x €EX,t e R,t <0 icin N (x,t) =V{a € (0,D:|lxll, <t} =0 dir. (Ciinkii
t < 0 oldugunda her x € X igin V{a:||x|l, <t} =0).

t=0vex # 0 icin V{a:|lx|l, <t} =0ise N(x,t) =0.
x = 0 ve t = 0 oldugunda tanimdan N (x,t) = 0 dir.
Boylece her t € R, t < 0 ve her x € X icin N (x,t) = 0 dur.

(N2) (:=) Her t € R" i¢in N (x,t) = 1 olsun. Bu durumda herhangi bir ¢t > 0 icin en az bir
a; € (& 1] vardir oyle ki [|x]l,, < tiken & € (0,1) olmak tizere, ||x||, < t dir.
t > 0 keyfi oldugundan ||x||, = 0 iken x = 0 dir.

(:<) x = 0 ise bu durumda ¢ > 0 i¢in,
N'(0.) = v{w o], <}
=V{w:a e (0,1} =1

bulunur.

(N3)Herx € X, t € R" i¢in ¢ # O skaleri igin,

N'(ex, ) = Vi llexll, < 8 = Ve Iellixlle < 8 = V{a llxlle <5} = N (x,-5)

lel

olur. Buise N (cx,t) = N’ (x, L) demektir.

lel

(N4) Her s, t € R igin,
N'(x +y,s + ) > minfV' (x,5), N (3,£)

oldugu gosterilecektir.
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() s+t<0
(b)s=t=0
©)s+t>0;,5>0,t<0;s<0,t>0

durumlari agik¢a gorilir.
(d)s>0, t>0igin, p=N'(x,5),g =N (y,t) ve p < q olsun.
p = 0,q = 0 ise (N4) kosulu agikca saglanir.

0 < r < p < q olsun. Bu durumda en az bir ¢ > r vardir éyle ki ||x|[, < s veenazbir g > r

vardir oyle ki ||yl < t dir.

¥y = a/A\B > r olsun. Boylece,

Ixll, < lixlle < svellyll, <llyllg <t

esitsizlikleri gecerlidir. Dolayisiyla

Ix +yll, < llxll, +llyll, <s +¢

dir. Boylece N'(x +y,s +t) = y > r olur. 0 < r < y oldugundan,
N'(x+y,s+t) = p=minifN (x,5),N (y,t)}

yazilabilir. Bu ise istenendir.

Benzer sekilde, p = g igin de esitsizligin dogru oldugu gosterilebilir.

(N5)x € X, a € (0,1) olsun. t > |[x]|, ise;

N, ) =V{a:lxll, <t} >«
dir. Bu nedenle

lim, ., N'(x,t) =1

dir. Diger taraftan N'(x,.) fonksiyonunun R’ nin artan fonksiyonu oldugu gosterilmelidir.
t; <ty < O0ise, acikca N'(x,t;) = N'(x,t,) = 0 dur.

t; > t; > 0ise;

{a:|lx|l, <t} c{a:|lx]l, < t;}olacagindan
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Via:[lxlle < t13 < V{a: lixlly < t5}

olur. Yani

N'(x,t1) < N'(x,t,)

esitsizligi gegerlidir.

O halde N'(x,.), Rnin artan bir fonksiyonudur.

(N1)-(N5) den N, X tizerinde B-S fuzzy normdur. m

Asagida fuzzy norm tanimlarinin karsilastirilmasit igin gerekli olmasi nedeniyle bir 6zellik

daha tanimlanacaktir.

(N7) x # 0 igin N(x,.), R de siirekli fonksiyon olsun. N(x,.) fonksiyonu, R nin

{t: 0 < N(x,t) < 1} alt kiimesi iizerinde kesin artan bir fonksiyonudur.

Asagidaki iki lemma N ve N fonksiyonlar1 arasinda bir bagint: kurmak amaciyla bir hazirlik

niteligindedir.
Lemma 2.3.6

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay1 (N6) ve (N7) sartlarim saglasin. {||.|l,:a € (0,1)} ailesi,
lxll; = A{t > 0:N(x,t) = a}, a € (0,1) olarak tamimlanan X normunun artan bir ailesi

olsun. Bu durumda xy # 0, xy € X, her a € (0,1) igin, N (xy, |[xoll,) = « dir.
Kanit

llxoll. = T olsun. Klasik norm tanimi ve xy # 0 oldugundan bu durumda T > 0 dir. t, > 0,
n € N olmak lizere en az bir {t,}, dizisi vardir oyle ki N(xpt,) =a ve t, 1T

limN(xg,t,) = a iken ((N7) deki siireklilik kosulundan)
n—co
N(xq, lim t,) = a olur.

n—co

Buise a € (0,1) i¢in N(xg, l|xoll,) = a olmasi demektir. Bu ise kanit1 tamamlar.
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Lemma 2.3.7

(X, N), (N6) ve (N7) sartlarim saglayan fuzzy normlu lineer uzay ve {||.|l,: @ € (0,1)} ailesi,
lx|l; = A{t > 0:N(x,t) = a}, « € (0,1) olarak tammlanan X uzayinda normlarin artan bir
ailesi olsun. Bu durumda x, # 0, xo € X, her a € (0,1), t € R* icin, ||lxoll, =t olmast i¢in

gerekli ve yeterli kosul N(xo,t") = a olmasidir.

Kanit

N(xg,t)=a ve N(xyt) <a oldugu gosterilmeli. Ilk olarak N(xo,t) > a oldugu
gosterilecektir.
(=) @ €(0,1), xo £0 ve t = |lxolla = A{s:N(xq,5) = a}. (N7) ozelligi sagladigs kabul

edilen N(x,.), sirekli oldugundan Lemma 2.3.6 kullanilarak

N(xp,t) = a (22)

yazilabilir. Diger taraftan, ||. ||, nin artanhigindan N(xg,t ) < N(x,5) dir. ||. ||, nin tanimu ile

N(xq,5) =2

dir. Kabul edelim ki N(xo,t') > a olsun. N(x,,.) nin t de sirekliliginden en azbirt” <t
vardir 6yle ki N(xo,t ) > a dir. Ancak but’ = A{s: N(xq,s) = a} oldugundan
N(xo,t) > a olmast miamkiin degildir. O halde kabul yanlis olup

N(xp,t) < a (23)
olmalidir. (2.2) ve (2.3) den N(xo,t") = a elde edilir.

Boylece t' = ||xoll, oldugunda N(x,,t) = « esitligi saglanr.

(&) Tersine a € (0,1) olmak tizere N(x,,t ) = a olsun. Bu durumda tanimdan,

lxolle = A{s:N(xo,t) = a} =t

oldugu biliniyor. Dolayisiyla a € (0,1), xo # 0 ve t > 0 icin, ||xll, =t  dir. Bu ise kaniti

tamamlar.
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Teorem 2.3.8

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay1 (N6) ve (N7) sartlarini saglasin.
lxll, = A{t > 0:N(x,t) > a}, a € (0,1) ve N': X x R - [0,1] fonksiyonu

: V{iee O Ixll, =3, (x8)#(0,0)
N(x't):{ 0 . (1) =(0,0)

sekilde tanimlansin. Bu durumda,;

N =N
dir.

Kanit

(x0,tg) € X X Rve N(xg,ty) = ag olsun.
1. Durum. x5 = 0, {5 < 0 olsun. Bu durumda B-S fuzzy norm tanimindan

N(xy,ty) = 0 dir. Boylece
N(x0,t0) = N (x0,t9) = 0
dir.
2. Durum. xo = 0, t; > 0 olsun. Bu durumda agikca N(xq,ty) = N (xo,t) = 1.
3. Durum. xo # 0, ty < 0 olsun. Bu durumda N(x,,to) = N (x4,t5) = O.

4. Durum. xy, # 0 vety > 0 icin 6yle ki N(xg, t;) = 0 olsun.

Bu durumda a € (0,1) i¢in,
Ixolle = A{t: N(xq,t) = a}

dir. Lemma 2.3.6'dan her a € (0,1) i¢in N(xq, [|xoll,) = @ oldugu biliniyor.
N(xg,ty) = 0 < a oldugundan, her & > 0 i¢in, ty < ||xgll, dir.

Bu yiizden,

N (x0,t0) = Vi{a € (0,1): llxoll, <t} =v® =0

olur. Boylece,

N(xg,t9) = N'(xo,t5) = 0

dir.
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5. Durum. xy # 0 vety > 0ve 0 < N(xg,ty) < 1 olsun. N(xg,ty) =: ag olarak
tanimlanirsa bu durumda 0 < ay < 1 dir.
Simdi (x,t) # (0,0) iken,
N'(x,t) = V{a:|Ixll, <t} 24
0 < ag < 1oldugunda her x € X i¢in ||x||, = A{t:N(x,t) = a}
N(xy,ty) = ag olugundan
lxolle, < to (2.5)
dir. (2.5) kullanilarak (2.4) den,
N'(x0,t0) = ag = N (x0,t9) = N(xo,to) (2.6)
elde edilir.
Lemma 2.3.7 den N(xo,ty) = ag © |lxollg, = to dur.

1>a>a, icin, ||xoll, =t olsun.Bu durumda Lemma 2.3.7 den N(x,,t) =a dir. Bu

yizden,
N(xO, t,) =a>ay—= N(xO, to)
N(xo,.), Sy, = {t: N(xo,t) € (0,1)}, t,t5 € S,, dakesin monoton artan ve

N(xo,t) > N(xo,t5) oldugundan t > t, dir. Bu yiizden 1 > a > aq icin, |[xll, =t < &,
dir. Boylece,

N'(x0,t0) < ap = N(xo,%0) (2.7)
(2.6) ve (2.7) den N' (x4, ty) = N(xo,tp) dir.
6. Durum. x;, # 0, ty > 0ve N(xp,tg) = 1 olsun.
(x,t) # (0,0) icin N (x,t) = V{a: ||x|l, <t}
llx|l, = AM{t:N(x,t) = a},a€ (0,1], x €X

oldugundan her a € (0,1) i¢in,
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llxoll, < to ve N(xq,ty) = 1 oldugundan N (xq,t,) = 1 dir
Baoylece N(xg,ty) = N (x9,t5) = 1 dir. Dolayistyla her (x,t) € X X R i¢in
N(x,t) = N'(x, t)

olur.
Tanim 2.3.9

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay ve {x, } , X uzayinda bir dizi olsun. Her t > 0 igin,

lim N(x, —x,t) = 1 olacak sekilde en az bir x € X varsa, {x,} dizisine X uzayinda x’e
n—o0

yakinsaktir denir ve lim x,, = x seklinde gosterilir. (Bag /and Samanta 2003)
n—oo

Tanim 2.3.10

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay ve {x,} , X uzayinda bir dizi olsun. Her t > 0 ve p € N i¢in,

lim N(x,4, — x5, t) = 1lise {x,} dizisine bir Cauchy dizisidir denir.

n—ao0

Tanmm 2.3.11

A, X fuzzy normlu lineer uzayinda bir alt kiime olsun. Her x € A ve 0 <7 < 1 i¢in

N(x,t) > 1 — r olacak sekilde en az bir t > 0 varsa A kiimesine stntrlidir denir.
Uyar: 2.3.12

(X, N) fuzzy normlu lineer uzayi (N6) ve (N7) sartlarini1 saglasin ve {x,}, X da bir dizi olsun.
Bu durumda, her t > 0 igin, lim N(x, — x,t) = 1 olmasi her @ € (0,1) i¢in
n—0

lim ||x, — x||, = 0 esitligine denktir.
n—o0
Teorem 2.3.13

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay1 (N6) ve (N7) sartlarini saglasin. {||.||,:a € (0,1)} ailesi

llx|l, = A{t > 0: N(x,t) = a} olarak tanimlanan N’ nin @ —normuna karsilik gelmek iizere
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(0,1) de artan (veya azalan) bir dizi a,, dizisi i¢gin @ € (0,1) i¢in @, — a ise her x € X i¢in

lxlle, — llxllg dir.
Kanit

x = 0 igin @, — a oldugunda ||x|l,, — IIx|l, durumu agiktir.

x # 0 olsun. 2.3.7 Lemmadan, a € (0,1) ve t > 0 i¢in ||x|l, = t olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul N(x,t) = a olmasidir. {a,}, (0,1) de artan bir dizi ve a, — a, a € (0,1)
oldugundan ||x||,, = t, vellx|l, = ti¢in N(x,t,) = a, ve N(x,1) =«

olur. {||.|l;: @ € (0,1)} ailesi normlarin artan bir ailesi oldugundan {t, }, gergel sayilarin artan
bir dizisidir ve t ile tstten stnirlidir. Yani (her n € N i¢in) |[[x|l,, < |[x]l, dir. Boylece {t,}
yakinsaktir.

Bu nedenle N(x,.) nin sirekliliginden,

lim N(x,t,) = lim a, ise N (x, lim tn) =«
n—co

n —oo n—co
olur (i) ve (ii) den N (x lim tn) = N(x, t) ise lim , ot, =t
n-—-co
olacaktir. Boylece lim ||x|l,, = llx|l, esitligi gosterilmis olur.
n-—-co

Benzer sekilde{a,,} azalan dizi olmak tuizere {a,,} = @ € (0,1) ise her x € X i¢in

llxlle, — llxll, oldugu kolayca gésterilebilir. m

Teorem 2.3.14
X bir lineer uzay ve {||.|l,: @ € (0,1)}, X tzerinde normlarin artan ailesi olsun ve Teorem
2.3.13° un kosullarini saglansin. N, X uzay1 iizerinde

V{iee (0,D:|Ixll, <t , (xt)+(0,0)

N(x,t) :{ 0 . (n0) =(0,0) (2.8)

olarak tamiml1 bir fuzzy normdur. Ayrica ||x||,: X — R* fonksiyonu,
lxIl, : A{t: N(x,t) > a}, @ € (0,1) olarak tanimli olsun. Bu durumda her a € (0,1) i¢in,
lxlle = llxllg (2.9)
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olur.
Kanit

Actkga x = 0 ve her a € (0,1) icin, ||x|l, = ||lx|l, = 0 dur.
x # 0 olsun.

ag € (0,1) igin ||x||'0(0 =ty, to > 0 dir. Bu durumda

2

(3.2) den ve Lemma 2.3.6 den N(x,ty) = ag olur. Ayrica (3.3) den ||x||;10 <ty = lIxllg, dir.

Boylece
ey < Nxlla, (2.10)
olur.
r> ||x||;10 olsun. Bu durumda
N(x,t;) = aq olacak sekilde en az bir t; < r vardir. Dolayisiyla
V{a € (0,1):|[x]l, <t} = ag olur.
i) Vi{a € (0,1):|x|l, < t1} = aq ise a,, T @, olacak sekilde (0,1) de en az bir {a,, }
artan dizisi vardir ve ||x||,, <t dir.
Boylece Teorem 2.3.13 den ||x|[,, < t; <7 olur.
ii) V{a € (0,1): |lx|l, < t1} > ag ise bu durumda da [[x|l,, < t; < r dir.
Yani her durumda r > ||x||,, dir. Boylece
ey = xlla, (2.11)

olur. (2.10) ve (2.11) dan her x € X i¢in ||x||;](0 = ||lxl,, elde edilir. Dolayisiyla ag € (0,1)

keyfi oldugundan, her x € X, her a € (0,1) icin ||x|l, = l|x|l, esitligi gosterilmis olur.
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Tanim 2.3.15

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. {x, }, X de bir dizi ve hert > 0, @ € (0,1) igin

lim N(x,, —x,t) > a olacak sekilde en az bir x € X varsa {x,} dizisi X’de a — yakinsaktr
n—co

ve x’e {x,,} dizisinin limiti denir.
Not 2.3.16

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay1 (N6) sartin1 saglasin. Bu durumda a — yakinsak olan bir

dizinin limiti tektir.
Kanit

Kabul edelim ki & — yakinsak olan bir {x,,} dizisinin iki limiti olsun. x ve y, {x,} dizisinin

X uzayinda limitleri olsun. Bu durumda, her t > 0 i¢in lim N(x, —x,t) > a ve her
n—oco

lim N(x, —y,t) > a dir.
n—>Cco
Su halde her n € N i¢in (N4) den,

t t

. t t
= min{N (x — x"‘E) N (xn — y,E)}
oldugundan,
s t. . t
N(x —y,t) 2 min{lim N(x,, — x, E)' lim N(x, — y,z)} >a>0
Tn—co n—co

dir ve (N6) ozelliginden ise x —y = 0 olur. Bu ise x = y olmasi demektir. O halde kabul

yanlis olup {x, } dizisinin limiti tektir.
Onerme 2.3.17

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay1 (N6) 6zelligini saglasin. Eger (X, N) deki bir {x,} dizisi

a-yakinsak ise bu durumda n — oo i¢in ||x, — x|, — 0 olur.
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Kanit

{x,} dizisi (X,N) de x € X’e yakinsak a-yakinsak olsun. Bu durumda her t > 0 igin,

lim N(x, —x,t) > a dir. Ayrica her t > 0 igin en az bir ng € N ve her n = ny(t) i¢in
n—>co

N(x, —x,t) > aolur.Yani her t > 0 ve n > ny(t) igin |[x,, — x||, < t olur.

t > 0 oldugundan, n — o igin [|x, — x||, = 0 olacaktir.

Asagidaki 6rnek bu 6nermenin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.
Ornek 2.3.18

X =1, dizi uzay1 olsun. x = (x4, X5, ..., Xp, . ) ve |l 1L 1. 1lo

Xn
n

x|l = sup{lx,|} ve llx|lo = sup{|=|} seklinde tammli X uzay: lizerinde klasik normlar

olmak tizere N: X X R — [0,1]" e taniml1 fonksiyonu,

1 , t > sup{lx, |}
xn
NG, t) =4 0 . sup{[ < £ < suplixal)
X
0 , t< Sup{|7n|}

seklinde verilsin. N fonksiyonu X uzay1 tizerinde B — S anlaminda bir fuzzy normdur. Ancak

bu norma gore yakinsak bir dizi a yakinsak degildir.

Kanit

Her n € N igin,

(N1) t < 0 olsun. t < sup{|~*|} iken agikga N(x,t) = 0 dir.

Xn
n

(N2) Her t > 0 i¢in N(x,t) = 1 olsun. Bu durumda sup{|x,|} = 0 olur. Yani |x,| = 0 dir.

Buradan, her n € N i¢in x,, = 0 olup x = 0 olur.
Tersine x = 0 olsun. Her n € N i¢in x,, = 0 oldugundan sup{|x, |} = 0ise N(x,t) = 1 dir.

(N3) ¢ # 0 igin, N(cx,t) =1 olsun. N fonksiyonunun tammindan t > sup{|cx,|} yani

t/lc| > supf|x,|} dir. Dolayisiyla N(x, IZ_I) = 1 olur.
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N(cx,t) = 0.5 isesup{|cx,/n|} <t < sup{lcx,|} yani sup{|x,/n|} <t/c < sup{|x,|}
olup N(x, |i—|> = 0.5 dir.

Bu nedenle N(cx,t) = N(x, IZ_I) olur.

N(cx,t) = 0 durumu da benzer sekilde gosterilebileceginden

N(cx,t) = N(x, IZ_I) esitligi gosterilmis olur.

(N4) N(x+y,s+t)=min{N(x,s), N(y,t)} oldugu gosterilmelidir. Dort durum soz

konusudur. (1)-(iii) durumu agiktir.
)s+t<0
(i)s=t=0
(iii))s+t>0;s>0, t<0;s <0,t>0.
(iv)s >0,t >0
Sadece (iv) durumunu gostermek yeterlidir.
x,yEXvex = (X1,X3, e, Xps ), V= (Y1, Y2, e+e» Vu» - ) Olmak izere
a) s> sup{lx,|}, t> sup{|y,|}ise bu durumda N(x,s) = 1ve N(y,t) = 1 dir.
Agikga s + t > sup{|x, |} + sup{|y, |} = sup{lx, + v, |} dir.

O halde N(x+y,s+t)=1 dir. Bu durum N(x+7y,s+t)=min{N(x,s),N(y, t)}

olacaktir.

b) s > sup{lx,|} ve sup{ } < t < sup{|y,|} olsun. Bu durumda,

Yn
n
N(x,s) = 1ve N(y,t) = 0.5 olur. Dolayisiyla

} > sup |

s+t > supf|x,|} + sup{

Yn
n

Xn
n

J+ sup {[2]} = supgte2y)

In
n
olacaktir. Buradan agik¢a

N(x+y,s+t) =0.5=min{N(x,s), N(y, t)

esitsizligi gegerlidir. Diger durumlar da benzer sekilde gosterilebilir.

(N5) N(x,.) fonksiyonunun R’ nin azalmayan bir fonksiyon oldugu kolayca gosterilebilir.
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Agikca %im =N(x,t) = 1dir.

Boylece N, X iizerinde bir fuzzy normdur.
Simdi de 2.3.17 6nermenin tersinin saglanmadigi gosterilecektir. Oncelikle dnermedeki (N6)

kosulunun saglandigi gosterilmelidir.

(N6) Her t > 0 i¢in N(x,t) > 0 oldugundan sup{x,} = 0 dir. Boylece x = 0 olur.

N nin a-normlart;

1> a > 0.5iken ||x||, = ||x]|

0 < a < 0.5iken ||x||, = llx|lo seklinde verilsin.
e; =(1,0, 0,..)

e, =(0, 1, 0,...)

n.terim

olacak sekilde X’ de {e,} dizisi g6z oniine alinsin.

{e,} dizisi ve ||. ||g 5 normuna gére x = (0,0,0, ...) noktasina 0.5 —yakinsaktir: Ciinkii,

lew —xllos = llexllos = Sup (7.5, -~~~} =
n = Xllos = lenllos = WP 1 "1 TR
O halde lim ||le,, — x|los = O dir.

n—->co
t:% alinirsa n > 3 i¢in

1 0 1
A )=t <supf00, .10, = 1

olur. Buradan lim N (en — X, %) =lim N (en,%) = 0.5 # 0.5 olacagindan {e, } dizisi |. ||y

n—-co n—-co

gore x* e yakinsak oldugu halde {e, } 0.5-yakinsak degildir.
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Tanim 2.3.19 (a-Cauchy dizisi)

(X, N) B-S fuzzy normlu lineer uzay ve a € (0,1) olsun.

LmN(x, — xp4p, t) = a ise {x,} dizisine a-Cauchy dizisi denir.
n—co

Onerme 2.3.20

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay ve a € (0,1) olsun. (X, N) deki her a-yakinsak dizi, (X, N)

de bir a-Cauchy dizisidir.
Kanit

{x,}, x° e a—-yakinsak bir dizi olsun. Boylece her t > 0, p € N i¢in,
limN(x, —x,t) > a dir.
n—co
t t

N(xn — xn+p,t) =N(x, —x+x— xn+p,§+ E)

t t o t t
N(x, —x+x— Xnipr + E) = mm{rgl_)rzloN(xn - X, E)',f‘l?oN(xn — xn+p,§)} >a
ise {x, }, dizisi (X, N) de bir a—Cauchy dizisidir.
Onerme 2.3.21

(X, N) fuzzy normlu lineer uzayinda her sabit dizi, « € (0,1) i¢in, a-Cauchy dizisidir.

Kanit

a—Cauchy dizisi tanimindan ispat agiktir.
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Onerme 2.3.22

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay1 (N6) sartini saglasin. a € (0,1) igin ||.||,, N nin @- normu
olmak tizere, (X, ||.]l,)" da her Cauchy dizisi (X, N)’ de bir a— Cauchy dizisidir.

Kanit

ag € (0,1) keyfi sabit ve {x,}, (X,||.ll)’da bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
p € N igin, gll_r&”xn — x”+P”a0 = 0 dir.

Boylece verilen € > 0 igin en az bir N(¢) > 0 tamsayist vardir oyle ki her n > N(¢)
icin ||xn - x"+P”a0 < & dur.

Bu durumda her n = N(&) ve p € Nigin A{t > 0: N(x, — Xy, ) = @p} < & dur.
O halde her n = N(¢) ve p € N i¢in en az bir t(n,p, €) < € vardir oyle ki;
N(x, — Xp4p, t(n, p, €)) = g dir. Dolayisiyla € > 0 keyfi oldugundan her £ > 0, p € N igin

LimN(x, — Xxp4p, €) = ag olup {x,}, (X, N)’de bir ag-Cauchydizisidir.
n—co
Dolayisiyla ay € (0,1) keyfi oldugundan (X, ||.||l,)’ deki her Cauchy dizisi (X,N)’ de bir

a—Cauchy dizisidir. m
Tanim 2.3.23

(X, N) fuzzy normlu lineer uzay ve a € (0,1) olsun. X uzayinda herhangi bir a—Cauchy dizisi

X’ de bir noktaya a—yakinsak ise, bu durumda X uzayina a-tamdir denir.

Onerme 2.3.24

(N6) sartin1 saglayan (X, N) fuzzy normlu lineer uzay1 a-tam ise, X, ||.||, ya gore de tamdir.

Bunun tersi dogru degildir.

Kanit

(X, N) de her de a—Cauchy dizisinin a-yakinsak oldugu kabul edilsin. 0 < ay < 1 segilsin.
{x,}, dizisi (X, |l.ll¢,)” de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda Onerme 2.3.22 den {x,},
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dizist (X, N)’ de ap-Cauchy dizisidir. (X, N), ap-tam oldugundan en az bir x € X vardir 6yle
kiher t > 0, limN(x, —x,t) >ty dir. 2.3.15 Onermeden,
n—Cco

lim|lx, — xllo, = Oise ||.ll4,” a gore x, = xise (X, ||.[l¢,) tamdir. m
n—>co

Bu 6nermenin tersinin dogru olmadigini gosteren bir 6érnek asagida verilmigtir.
Ornek 2.3.25

X lineer uzayinin elmanlar1 %, ,|&;|? < oo olmak iizere (&, &5, ...) seklindeki gercel sayilarin

bir dizisi ve x = (&1, &5, ...) € X olmak tzere

1
lxllo = &5241&1)7 ve |lx|| = sup{|&;|} seklinde tammlansin. ||. ||y ve ||.|| normlar1 X* deki
klasik normlar olmak iizere da normlardir ve (X, ||.|lo), (X, ||. ||) Banach uzaylardir.

N:X X R — [0,1] fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlansin.

1L 0D
i=1

N(x,t) =4 © 3
05, swll&h <t< Q&R
i=1

0 , t < sup{l$;[}

N fonksiyonunun, X de fuzzy norm oldugu gosterilecektir.

(N1) t < 0 ise bu durumda t < sup{|¢;|} ise N(x,t) = 0 dir.

1
(N2)t > 0igin N(x,t) = 1 & (3724&1%)2 =0
S Heri=12,. . 1i¢cin&; =0.
© x = (&,¢,, ... ) olmak tizere x = 0 dir.

(N3) ¢ # 0 igin eger N(cx,t) = 1 ise, bu durumda

t> (Y lel?) =1elYIElP
i=1 =1
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olur. Yani

EETORID
i=1

dir. O halde

t

N(cx,t) = N(x,
|c|

)=1

dir.

Eger N(cx,t) = 0.5 ise bu durumda

1
2

sup{legil} <t < ) legl?)
i=1
olur. Yani
L& 7
sup{lg} <17 < {;wm

olup
t
N <x, —) =0.5
|l
dir.
Diger taraftan N(cx,t) = 0 oldugunda N(cx,t) = N(x, ﬁ) = 0 dir.

(N4)Herx,y € X ve her s,t € Rigin N(x + y,s +t) = min{N(,s), N(y, t)} oldugu

goterilecektir.
x=(&,&, ...) vey = (1,1, ...) alinsin,
(i) s+t<0
(i)s=t=0

(i) s+t >0;5s >0,t <0;s <0,t > 0 durumlart igin
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N(x+y,s+t) =min{N(x,s), N(y,t)}
oldugu agiktir. Simdi de,

(iv) s > 0, t > 0 durumu ele alinsin.
1 1
Egers > {¥72,1&1%32, t > {¥2,1n:1?}% ise, bu durumda N(x,s) = 1ve N(y,t) = 1 olur.

1 1 1
s+t > {I2E12Y + {22127 = {(Z7241€; + 1;1237 ise,
N(x+y,s+t) =1oldugundan N(x +y,s +t) = min{N(x,s), N(y,t)} .
1 o
Eger s > {372,1&1232 ve sup{In; [} < t < {Z7211&1%} ise,

bu durumda N(x,s) = 1 ve N(y,t) = 0.5 dir. Tanimdan

1
2

s+t>0) 16l +suplind} = sup(l&l} + sup{lnl} > sup{1§: + )
i=1

olacagindan

N(x+y,s+1t)>20.5=>min{(N(x,s), Ny, t)}

bulunur. Diger durumlar da benzer sekilde gosterilebilir.

(N5) N(x,.) nin tanimindan azalmayan bir fonksiyonu oldugu kolayca goriilebilir ve
rgl_l’?o Nx =1

dir. Boylece N, X uizerinde bir B-S fuzzy normdur.

(N6) Her t > 0, N(x,t) > 0 ise sup{|¢;|} = 0 oldugundan her i € N igin, £ = 0 ise x =0
dir.

N’ nin a¢-normlari;
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1> a > 0.5i¢in ||x]||, = |lx]lo olur.
0 < a < 0.5 durumunda ||x||, = ||x]| seklinde olacagindan;
agikca X, ||x|los gore tamdir.

x = (1,0,0,...)

(1 1 1 1 0.)
x = _,_,_, ’ y— ’ y
" n Vn vJn Jn

olmak tizere X da {x, }, dizisi goz oniine alinsin. Bu durumda ||x, || = \/% ve [|x|lp = 1 dir. O

halde,

1 1 1
o=l = mart o ey
boylece
fim e — oy = 0

dir. Ayrica her ¢ > 0 i¢in, lim N(xn — Xnips t) >0.5.
n—oco

Boylece {x, }, dizisi (X, N)’de 0.5-Cauchy dizisidir.

Eger x = (0,0,0, ...) ise, bu durumda 0 < ¢t < 1 oldugunda;

rgirzloN(xn —x,t) =0.5 (2.12)
olur.

t > 1 oldugunda ise;
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limN(x, —x,t) =1 (2.13)
n—Cco

Enazbir x # 0 ve her t > 0 igin,

limN(x, —x,t) > 0.5
n—oco

oldugu kabul edilsin. Bu durumda Onerme 2.3.15 den,

n — oo iken ||x,, — x|lo5 — O elde edilir.

Her a < 0.5 igin, ||. ||, ya gore x;,, = 0 oldugundan bu miimkiin degildir. Bu durumda (2.12)
ve (2.13) den {x, },, 0.5-yakinsak degildir.

Dolayisiyla ||. ||, ya gore tam olan bir dizi & — tam olmak zorunda degildir.
Tanim 2.3.26

+:[0,1] — [0,1] ikili islemi verilsin. Eger * islemi
(1) * birlegmeli ve degismeli
(2)Hera € [0,1]i¢ina*x1=a

(3) Her a < c ve b < d ozelligini saglayan her a,b,c,d € [0,1] igin a * b < ¢ * d kosullart

saglantyorsa ve * iglemi siirekli ise bu isleme s#irekli t-norm denir.

Siklikla kullanilan t—normlarin bazilar1 asagida verilmektedir. Her a, b € [0,1] i¢in,
(1) a*b =min(a,b)

(i)a*xb =ab

(i) a * b =max(0,a+ b —1)

* 1iglemlerinin her biri stirekli t-normdur.

a s b=1
axb=1b s a =1
0 , diger durumda
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t —normlar arasinda, a * b < max(0,a + b — 1) < ab < min(a, b) iliskisi vardir. (Bag /and
Samanta 2011).

Asagidaki tanimda lineer uzaydaki bir B-S anlaminda fuzzy normun Tamim 2.3.1 deki (N4)
kosulunda “min” ifadesi yerine onun genel bir sekli ele alinmistir. 2003 de “min” ile verilen

tanim 2011 de = ikili islemi olarak genellestirilmisgtir.
Tanim 2.3.27

X, R cismi Uzerinde bir lineer uzay ve N, X X R nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger

asagidaki kosullar saglanirsa N' ye bir B-S fuzzy norm denir.
Herx,u € X ve c € R igin,
(N1)Hert € Rve t < 0igin, N(x,t) = 0 olur.

(N2)Hert € Rve t > 0igin N(x,t) = 1 olmast igin gerek ve yeter kosul x = 0 olmasidir.
(N3)Hert € Rve t > 0, ¢ # Oigin N(cx, t) = N(x, lz—l) dir.

(N4)Hers,t e Rve x,u € Uigin, N(x + u,s +t) = N(x,s) = N(u, t) esitsizligi gecerlidir.

(N5) N(x,.), R nin azalmayan bir fonksiyonu ve tlimN (x,t) = 1 esitsizligini saglar.

Bu ozellikleri saglayan (X, N,*) ui¢lisiine fuzzy normlu lineer uzay denir. (Bag /and Samanta

2011).
Not 2.3.28
(N4) ten agikga,
N(xy + -+ x,,t + - +t,) = N(xy, ty) *..x N(xp,, )
esitsizligi gegerlidir.

Ornek 2.3.29

X, R cismi tizerinde bir lineer uzay ve N: X X R — [0,1] taniml1 fonksiyonu,
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t—|lxll
N, t) =<t + |Ixl
0 t< x|l

t> |lx]|

olarak verilsin. Bu durumda (X, N,*) fuzzy normlu lineer uzaydir.
Kanit
(N1), (N2) kosullar1 tanimdan ag¢ikg¢a saglanir.

Ll
t—llexll _ e=lelllxll _ T _

— — T -
t+llexll  t+lelllxl m+|lx|l

t

N(x,—

lel

(N3)t €R, t > 0vec # 0igin, N(cx, t)=

olup N(cx,t) = N(x, lz—l) esitligi gosterilmis olur.
(N4)x,y € X ve s,t € R olsun.
t < llxll ves < llyll igin,

t+s—Hx+yH>t+s—HM%ﬂWH
t+s+lx+yll —t+s+ x|l + [yl

Nx+yt+s)=

esitsizligi yazilabilir. Genelligi bozmadan,
N(x,t) <N(y,s)

olsun. Bu durumda

min{N(x,t),N(y,s)} = N(x,t)

dir. N(x +y,s + t) i¢in,

t+s—(lxll + 1yl Il
t+s+xll+ 1yl -+l

ifadesinde paydalar esitlendiginde,

tllxll + sllyll
t+ s+ (lxll + Nyl

ifadesi elde edilir. Burada pay ve payda pozitif oldugundan,

tllxll + sllyll

>0
t+ s+ (llxll + llylD
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dir. O halde

t+s—(xll+llyll) eIl
t+s+lxll+ 1yl = ¢+ [l

olur. Bu durumda,
N(x+y,t+s)>N(xt) =min{N(x,t), N(y, )}

esitsizligi yazilabilir. Boylece

t+s—|lx+ t+s—|lx|| — t—|lx]| s—
NG+ y,t+5) = llx + vl llxll = llyll n{ Il Ilyll}

> >mi ,
t+s+lx+yll —t+s+|xIl + 1yl t+lxIl”s + llyll
> N(x,t) * N(y,s)

olup 6zellik kanitlanmig olur.
(N5) N(x,.) azalmayandir. Gergekten,
1) t; <t, <|lx|| olsun.
N(x,t;) =0=N(x,t,)
esitligi elde edilir.
2) |lx|| < t; < t; olsun. Bu durumda,

N(x,t)) = Z:—::z:: ve N(x,t,) = 22;—::’;:: seklinde tanimli olup,
1 2

t; < t, oldugundan,

t—llxll =l L~ Il
ta +lxll ™ty + llxll = 2 + [l

esitsizlikleri gecerlidir. Buradan
N(x, tl) < N(x, tz)
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esitsizligi dogrudur.

3) t1 < llxll <t;igin,

N(x, t;) = 0ve N(x, t,) = 21

2+l

oldugundan,

t; > 0,N(x,t;) =0 < N(x,t3)

olup N(x,.) azalmayandir.

Boylece (N1)-(N5) den (X, N,*) fuzzy normlu lineer uzaydir.

Ornek 2.3.30

(X = R?), R cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. x = (x4,x,) € X ,N:X X R - [0,1]

£2
, t>0
N(x,t) = (& + | D+ |x2])
0 , t<0
seklinde tanimli ve
a s b=1
axb=13b , a=1
0 s aksi durumda

olarak verilsin. (X,N,*), a * b = min(a, b) olarak alinirsa, (X,N),*) fuzzy normlu lineer

uzay degildir. Fakat a * b = ab t-norm strekli olarak alinirsa fuzzy normlu lineer uzaydir.

Kanit

Ik olarak (X,N),*), a x b = min(a, b)olarak alindiginda fuzzy normlu lineer uzay olmadig

gosterilecektir.

x =(1,0),y =(0,1), ¢ =s = 1 olarak alinirsa,
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NG t) =2=N,s)ve N(x +y,t +5) =3

esitlikleri gecerlidir. Buradan
N(x+yt+s) <min{N(x,t), N(y,s)} olacaktir. Dolayisiyla N, (N4) kosulunu saglamaz.
Yani a * b = min(a, b) olarak alinirsa (X, N) ,*) fuzzy normlu lineer uzay degildir.

a * b = ab olarak alindiginda fuzzy norm kosullarinin saglandig: gosterilmelidir.
(N1)Hert € R, t < 0i¢in, tammdan agik¢a N(x,t) = 0 dir.

(N2)Hert € R, t > 0 igin, N(x,t) = 1 olsun. Bu durumda

tZ
CHlaDC gD

dir. Bu ise

t2 =t2 + t(|xq | + |x2]) + |x1%,]

olmasi demektir. Boylece her t > 0 igin,

t(lxq| + 1o ]) + [x1%2] = 0

olur. Dolayisiyla

lx1] =0, [xy] =0 yani x =0 dir.

Tersine x = 0 olsun. Her t € R, t > 0 i¢in, tammdan agikga N(x,t) = 1 dir.

(N3)Hert € R, ¢ > 0 ve ¢ # 0 i¢in,

N(ext) = t? _ (%)2 = N(x i)
, —(t+|x1|)(t+|x2|)_(lz_|+|x1|) |Z_|+|x2| el

esitligi gegerlidir.
(N4)t > 0, s > 0 olsun. Bu durumda,

Nx+y,t+s)— (N(xt)«N(y,s))= (t+5)> B (22

(t+s+lxr+y DE+s+Hlxz+y2)  (E+HxDEHx2 D+ Iy s+Hy2D)
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> t2 425t 452 252
T s+l Hy DEFsHx vz l) el ezl Flxix2D(S24sly+slyzl+Hyyal)

={(t? + 2st + s2)(t%s% + t2s|y,| + t2s|y1| + t2s]|ya| + 2 |y1y2| + ts? x| +
tslxgyiltslerys| + tleyyrya | + t2s|xa| + tslxoys | + tslxaya| + tlxpyiya| + %1%, | +
s|x1x2, | + s1x12095 | + X121 7 1) — t25(E28%(E2 + st + t|xy| + tly,| + st + 52 +
sl + slyz | + tlaq | + slxg| + |xq2a| + [x1y2] + tlys| + slyal + [yrx2| + [y1y2D3

1
X
((t + 5+ Ixg| + |y D&+ s+ |xo| + [y, D2 4+ tlxg | + tlxg] + [x1x,D (82 + slyg| + sly,| + |}’13’2|)

= {(t*s® + t*slyr| + t*slyy | + t*yiya | + 352 x| + slxgy,| + Bxixy,| +
35225 | + slxoy1| + 3slxayy | + 3y ya| + 252 x| + t252 2120 | +

t2s|xy 2001 [+E2s 10020515 | + 2y, y1 Y, | + 2533 + 25283y | + 25283y, | +
253y, v, | + 25362 x| + 26282 |xyy1 | + 26282 |x1 v, | + 2562 X1y, | + 26253 |xy| +
26252 |xoy1 | + 25262 | x5y, | + 25t2 [ x0y1 v, | + 283 t|x 20| + 282t |y x1 %5 +

252 t|y 1% | + 25t|yyox1%0| + 5*t2 + $3 2 |y | + S22y, | + 2R |y ya| + st |+
s3tly x| + SPtlegy | + s2tlyixyya | + st | + 3ty x| + 3ty x| + s2tly iy xo| +
s*lxyxp ]| + 83 yrxg x| + S3yax00] + 52|y yox120]) — ($2* + 5363 + 523 x5 | +
23|y, | + 8383 + 54?2 + 32 xy| + 23 |xq | + 32 xq | + 32 xq | + Pt xyxy| +

S22 |xyyo | + s2E3 |y | + s3E2 |y |+s2 2y | + s2E2yixa sty y2 D}

1
x{ }
(t+ s+ x|+ [y D&+ s+ x| + [y D@2 + tlxg| + tlxo| + 1x1x,D (2 + slyi| + slya| + [y1y2]

= {(t*s? + ths|ys| + tisly,| + tHy1vo| + 352 |y | + sy vy | 4+ Bslxyyo| + 3 a1y,
) (i)

+ 352 |y | + sy |+ Eslxgys | + Blaayrys | + t2s?xxo| + t2s|xgx, v, |
(iit) (iv)

+t2s|xy x5y, | + 2 |x1 2251V | + 25383 4+ 25283 |y, | + 25263y, | + 2583 |y v2 | + 2532 x4
) (vi) (vii) (viii)

+2t252 [y y1 | + 26282 |x1 5| + 252|112 | + 28283 x5 | + 26257 |xp31 | + 2572 x5, |
(ix) () (i)

+25t2|x,y1 Y2 | + 253t x1 x5 | + 252ty 0%, | + 282ty x1x5| + 25|y Yo x1 x5 | + sHE?
(xii)
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+ 5362 |y1| 4+ S3E2 |y | + s2E2|yava | 4+ sttlxg | + 3ty xq | + s3tlxgys| + s2elyixgys |
(xiii) (xiv) (xv)

+sttlxy| + S3tlyrxg| + s3tlyxp|+s2tlyryaxa st x| + 3y x| + $3 1y x| +

Sy yax1x50) — (s2t% + 25363 + 263 |xy [+52 83|y, | + sHE2 + 362 x| + S3E2 y,| +
O @ @i @ @ @ i)

s x| + 8707 x| + $% 02 g xo | + S22 2y | + 2 |ya | + 8707y | + 5702 [y x|
(viii) (ix) (%) (xi) (xii) (xiii) (xiv)

1
(t+s+lxplHy DE+s+Hxzl+Hy2 D@2+t lxg | +tlx o [+ lxx2 ) (s2+slyq [+slyz [ +Hy1y2 D)

+ 522 |y1y2 D} x {
(xv)

Gerekli sadelestirmeler yapilarak N(x +y,t +s) = N(x,t) * N(y,s) esitsizligi gosterilmig

}>0

olur.

2
(NS) limN(x,t) = lim ‘

U et

Boylece a * b = ab olarak alindiginda (X, N,*) fuzzy normlu lineer uzaydir.

Uyar 2.3.31

Bu ornekte verilen ikili islem a * b = ab olarak alinirsa N(x,t) yardimiyla elde edilen ||x]|,
klasik anlamda bir norm degildir.

N(x,t) = a olsun. Bu durumda,

£2
>
(t+ [x D@+ |x20)

dir. Buradan,
t2 > at? + ta(|xy| + |x]) + alxq|]x,]
olacaktir. O halde,

(1 — a)t? — ta(|xy| + |x,]) — alxq]lx,] = 0

esitsizligi dogru olur. Bu durumda

(t—a)(t—b)=0
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yazilabileceginden
(1 —a)t? — ta(lxy| + |x2) — alx|lxy] = 0

denkleminin koklerti,

g= a(lx| + 1x20) + a2 (x| + [x:1)? + 4a(1 — ) x| |x,
B 2(1—a)

Ve

b= a(lx | + 1x20) = a2 ([xq] + [x:1)? + 4a(1 — )|xq x|
B 2(1—a)

olur. Bu nedenle her a € (0,1) igin,

a(lx] + [x2]) + \/a2(|x1| + 122102 + 4a(1 — a)|x||x;]

lxll, = A{t >0:N(x,t) > a} = 21— )

dir. x = (1,0) ve y = (0,1) alinsin. Bu durumda her a € (0,1) i¢in,

a+Va

11—«

lelle = = lIylle = == ve llx + yll, =
olacaktir. Dolayisiyla her a € (0,1) i¢in,

2a _a+a<a+\/a_” oyl
1-a 1-a 1-a M7Vl

lxlle + llylle =

bulunur. Bu durumda normun tiggen esitsizligi saglanmaz.

2.4 SAADATI VAEZPOUR ANLAMINDA FUZZY NORMLU UZAY

Tanim 2.4.1

X bir vektor uzay, * donisimi sturekli bir t-norm ve N’de Xx]0, +oo[ uizerinde bir fuzzy
kiime olsun. Her x,y € X ve t,5s > 0 i¢in asagidaki kosullar1 saglayan N’ ye fuzzy norm

denir.

i) N(x,t) >0
ii) Nx,t)=1ex=0
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iii) Va # Oigin N(ax,t) = N(x,t /|a|)
iv) N(x,t)*N(y,s) < N(x+y,s+1)
V) N(x,.):]0,00[— [0,1] e surekli

vi) tl_izLN (x,t) =1

(X, N,*) ug¢lisiine Saadati -Vaezpour anlaminda fuzzy norm denir

(Saadati /and Vaezpour 2005).

Kisaca S-V fuzzy norm ile gosterilecektir.
Ornek 2.4.2

X = Rolsun. a,b € [0,1] i¢in a * b = ab olsun. N, Rx(0, o0) tizerinde seklinde tanimli olsun.

Bu durumda (X, N,*) tg¢list bir fuzzy normlu uzaydir.

Coziim
(i) Agik¢a N(x,t) = ”1,6_” >0
et

(i) N(x, t) =e”1,§_”= leer=1
c»”f—”: 0
& [lxll =0
=x=0

olur.

(iii) (a # 0) igin norm kullanilarak,
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1 1 1 t
N(ax,t) = —g = gy = 31 = N Fik
et et el

esitligi gegerli olur.

(iv) x,y € X vet,s > 0ig¢in

lx + vl < llxll + Nyl

oldugundan

t+s t+s
I+ 1 < (== el + ()l
S
bulunur. Buradan

X+ x
I yIISII I Nyl
t+s t S

elde edilir. Ustel fonksiyonun 6zelliginden

llx+yl llxll | Iy ll Il lyll
etts <et s —et.et

olup
1 1 1
ol ol S e

et et e t+s

bulunur. Buradan

N(x,t) «N(y,s) < Nx+yt+s)

esitsizligi elde edilir.

(v) e* ustel fonksiyonu sirekli oldugundan N(x,.): (0,00) — (0,1] siireklidir.

1
e0

(vi) lim N(x,t) = tligz”%_” =1=1
et

O halde (X, N,*) bir fuzzy normlu uzaydir.
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Uyar 2.4.3

2.4.2 deki Ornek Bag-Samanta tanimiyla incelenirse,

1
[l
G

(N1)Hert < 0igin N(x,t) = # 0 oldugundan N(x, t) = 0 kosulunu saglamaz ancak

e

1
N(x,t) =4 K~

t

e
o , t=0

t>0

seklinde tanimlanirsa (N1) kosulu saglanir. Agik¢a diger kosullarda gegerlidir. O halde ¢ = 0

durumunu da igeren bu fonksiyon Bag-Samanta anlaminda da bir fuzzy normdur.

Ornek 2.4.4

(X, |l 1) bir normlu uzay olsun. a,b € [0,1] igin a *x b = ab ve x € X ,t > 0 olmak iizere

N(x,t) =
8 =

bi¢giminde tanimlanan N donigimi, X tGzerinde Saadati Vaezpour anlaminda fuzzy norm olup

(X, N,*) bir fuzzy normlu uzaydir.

Kanit

t
t+llxll

(i) Agikga N(x,t) =

t

(i) N(x,t) = T let=t+ x|
& [lxl[ =0
Sx=0

dir.

(ii1) (o # 0) olmak uizere,

t

t ol t
= = = N(x:m)

N(ax,t) = = - o
t+ llaxll  t+ |alllxl |t|+||x||
a
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esitliklerinden N(ax,t) = N(x, |otc_|) dir.,

(iv) x,y € X ve t,s > 0 olsun. Klasik normun ||lx + y|| < ||lx|| + ||yl 6zelligi kullanilarak

S t-s

t
NGO« Ny, s) =+ Flxl s +10xll ~ G+ 1xIDG + 1IyD

< t+s S+t
Tt+s+|xll s+e+|vl

B (t +s)?
T+ )2+ E+ Dyl + E+ Dl + Nl vl

- (t +s)?
T2+ +s)xN+NyID

- (t + 5)?
— @+ s)lxll + Nyl

B t+s
()t +s+x+ylD

t+s
S t+s+lx+yll

=Nx+yt+s)
bulunur. Béylece N(x + y,t +5) = N(x,t) * N(y,s) esitsizligi kanitlanmis olur.
t > 0 oldugundan,

(v) N(x,.): (0,00) — [0,1] fonksiyonunun sirekli oldugu agiktir.

t

(vi) Agikga tl_lle (x,t) = tl_lle”x” = 1 saglanr.
O halde (X, N,x) Sadati Vaezpour anlaminda bir fuzzy normlu uzaydir. Bu norma ||.|| normu

tarafindan indirgenmis standart fuzzy norm denir.
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BOLUM 3

BIR LINEER UZAYDAKI FUZZY NORMLARIN KARSILASTIRILMASI

Simdi literatirdeki farkli yazarlar tarafindan tanimlanan fuzzy norm ve fuzzy lineer uzay
tanimlarinin karsilagtirmasi yapilacaktir.

Felbin tanimini ve Bag-Samanta tanimi su sekildeydi.
Tanmim 2.2.1

X, R izerinde bir vektoér uzay olsun. L,R:[0,1]x[0,1] - [0,1], L(0,0) =0,R(1,1) =1
kosullarini saglayan simetrik azalmayan dontigimler olsun. Herx e X ve 0 < ag < 1
kosulunu saglayan uygun her a < ay igin;

A) llxlle " <o

B) infllxll, >0

kosullar1 saglanmak tizere [||x||], = [llxll, ||x||a+] olsun. Bu durumda

_ 1, t=0
O(t)—{o, t =0

olmak Uzere,

Dlxl=0ex=0

ixeX,reR, |lrx|| =lx|llr|,x,y € X,s,t € Rigin,

iii) Vx,y € X ve s,t € Rigin L(x,y) = min{x,y} ve R(x,y) = max{x, y} olmak lzere,
Ds<lxlly ,t<lxlly s+t<lx+ylle

llx +yll (s + ) = LCllx (), [Tyl ()
ve
2)s = lxlle ,t=llxlle s+t=llx+yll, ise

2

llx + yll(s + ) < Rllx]I(s), llyll(£))
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dzelliklerini saglayan ||. ||: X = F(R) seklinde tanimli doniisiime fuzzy norm ve (X, |||, L, R)

uzayina da fuzzy normlu lineer uzay denir.
Uyar 2.2.3

Tanimda L = A (min) ve U = V(max) donigimi olarak alinirsa tanimdaki tiggen esitsizligi

llx + yll < llx|l @ llyll halini alir. (x @ y)(¢) = SIEtﬂzgmin{x(S),y(t —s)})

Tanim 3.1.2

X, R de lineer uzay olsun. N: XxR — [0,1] fonksiyonu X tzerinde eger asagidaki sartlari
saglarsa N’ ye Bag-Samanta anlaminda fuzzy normdur denir. Her x,y € X ve ¢ € R\{0},
s,t € Rigin,

(Ny) Hert < 0igin, N(x,t) = 0 dir.

(N;) x = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her t > 0 i¢in N(x,t) = 1 olmasidir.

(N3) N(cx, t) = N(x, lz—l) esitligi gecerlidir.

Ny ) Nx+y,s+t) = mingN (x,s),N(y,t)} dir.

(N5) N(x,.)R’ de azalmayan bir fonksiyon ve lim,_,, N(x,t) = 1 olur.

(X, N) ciftine B — S anlaminda fuzzy normlu lineer uzay denir. Her x,y € X ve t € R i¢in

x” innormu N(x, t) € [0,1] ile gosterilir.
3.1 B-S FUZZY NORM VE B-S FUZZY TERS NORMUN BAZI OZELLIKLERI

Bu bolimde norm tanimlart arasinda karsilagtirma yapabilmek i¢in daha 6énce Teorem 2.3.3
de verilen N fonksiyonunun taniminda kullamlan e, (0,1] araligina genisletilerek fuzzy ters

norm ve bazi 6zellikleri verilecektir.
Teorem 3.1.1

I llo: @ € (0,1], X lineer uzayi lizerinde normlarin artan ailesi ve N: X X R — [0,1] e tanimli

foksiyonu,

V{aeO:|x|l, <t, (x,t)+(0,0)
0 , (xt) =(0,0)
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seklinde taniml1 olsun.

(a) N', X uizerinde bir B-S fuzzy normdur.
(b) Her x € X i¢in en az bir t = t(x) > 0 vardir yle ki her s > t igin N(x,s) = 1 dir.

(Bag /and Samanta 2007)

Kanit

(a) nin ispat1 2.3.5 Teoremde yapilmisti. Bu nedenle yalnizca (b) sikki kanitlanacaktir.
(b) Her x € X i¢in, |[x]|; tamimlidir ve boylece ||x||; < t olacak sekilde en az bir

t = t(x) > 0 vardir. Bu durumda N (x,t) = max{a € (0,1]:|Ix|l; <t} = 1 bulunur.
Tanmim 3.1.2

X, R uzerinde taniml1 bir lineer uzay olsun. Her x,u € X ve ¢ € R i¢in asagidaki ozellikleri

saglayan X X R nin bir N* fuzzy alt kimesine B-S fuzzy anti norm denir.

(N*1)Hert e R, t <0igin N*(x,t) = 1 dir.

(N“2) Her te R , t >0 i¢in N*(x,t) =0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul x =0

olmasidir.
(N*3)Hert e R,t >0vec #0igin N*(cx,t) = N*(x,ﬁ) dir.

(N*4) Hers,t e Rvex,u € Xigin, N*(x + u,s + t) = max{N*(x,s), N*(u, t)} dir.
(N*5) N*(x,.) , R nin artmayan bir fonksiyonudur ve lim;_,N*(x,t) = 0 dir.

(X, N*) uzayina fuzzy anti normlu lineer uzay denir. (Bag /and Samanta 2007)

63



Uyan 3.1.3

N* fonksiyonu X tzerinde bir B-S fuzzy anti norm olmasi ile 1 — N* 1n X tzerinde bir fuzzy

norm olmast denk kavramlardir.

(N*6) Her t > 0 igin N*(x,t) < 1 olmasi durumunda agik¢a x = 0 6zeligi saglanir.
Teorem 3.1.4

N* X lineer uzay1 uzerinde (N*6) y1 saglayan B-S fuzzy anti norm olsun. @ € (0,1] olmak

uzere, |[x|I*, = A{t > 0: N*(x,t) < a} olarak tanimlanirsa bu durumda,

{Il.II",: « € (0,1]} ailesi X tizerinde normun artmayan ailesidir.

Kanit

(i) Her a € (0,1] ve her x € X i¢in agikca |[x||*, = 0 dur.

(ii) N*(x, t) nin tanimindan ||x|[*, = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul x = 0 olmasidir.

(iif) Her a € (0,1] ve c skaleri igin agike¢a ||cx||*, = |c|llx]]*, dir.

O halde yalnizca iv) 6zelligin gosterilmesi yeterlidir.

(iv) Her a € (0,1] igin [|x + yll*a < lxll*, + ||y||*a oldugu gosterilmelidir.

x|, + llyll*, = min{s > 0:N*(x,s) < a} + min{t > 0: N*(y,t) < a}
=min{s+t>0:N(x,s)<aN(yt) <a}
>min{s+t>0N"(x+ys+0) <a=lx+yl,

dir. Agik¢a a, > aq igin, ||x|* = |[x|* _dir. Boylece {||.||* :a € (0,1]} ailesi X lineer
a ay a

uzay1 iizerinde normun artmayan ailesidir.
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Teorem 3.1.5

{Il.II",:« € (0,1]}, X uzerinde normun artmayan ailesi olsun. N':X x R - [0,1] tamuml1

fonksiyonu,

" (AN {ae@1]:lxlI", =}, (%) #(0,0)
N (x't)‘{l , (6,0 =(0,0)

ile verilsin. Bu durumda N, X iizerinde B-S fuzzy anti normdur.
Kanit
(N*1) Her x € X veher t < 0 igin, N (x,t) = 1 dir.

(N*2) Hert > 0igin, N" (x,t) = 0 olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul x = 0 olmasdir.

(N*3)Hert €ER,t > 0vec # 0igin actkca N (cx,t) =N~ (x,%) dir.

(N*4) Hers,t e Rve x,u € X i¢in ;
N (x+u,s+t) <max{N" (x,5),N (u,t)}oldugu gosterilmelidir.
Kabul edelimki N (x + u,s +t) > max{N" (x,s), N" (u,t)} olsun. Bu durumda

N (x+u,s+1t)>k>max{N (x,5),N (u,t)} (3.1

olacak sekilde bir k segilirse,

N (x +u,s +t) > k oldugundan

NMa € (01]:]lx +ull*, <s+t}>kdr.
llxll*, + llull*, > s+t olur.

Diger taraftan yine (3.1) den k > max{N  (x,s),N" (u,t)} oldugundan k > N" (x,s) ve
k>N"(ut)olur.

Bu durumda,
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lxll*, <svellull, <t oldugundan [|x|*, + |lull*, <s +t olur.
O halde,

s+t <|lxll*, +1lull", <s+t

olur. Bu ise bir ¢eligkidir. Yani,

N (x+u,s+t) <max{N" (x,s),N" (u,t)}

olmalidir.

(N*5) Tammdan N (x,.), R’ nin artmayan bir fonksiyonudur ve lim,, N (x,t) = 0 dur.

Dolayistyla N, X iizerinde bir B-S fuzzy anti normdur.
Uyarn 3.1.6

x # 0 i¢in ||x||]] > 0 . Boylece ||x]l7 > t(x) > 0 olacak sekilde en az bir t =t(x) >0
vardir. Yani her & € (0,1], [|Ix|l;, > t(x) iken N (x,t) = 1 dir.

3.2 FELBIN FUZZY NORM VE B-S FUZZY NORMUN KARSILASTIRMASI
Onerme 3.2.1

(X, I. 1) Felbin fuzzy normlu uzay ve her a € (0,1] olmak tizere, [|lx|[], =[x}, Ix]I2 ]

olsun. N ve N* X X R de taniml1 iki fonksiyon olmak tizere,

o (Viae©I:lxi<t}, (@0 #(00)
N(“)—{o . @D =000
Ve

[ AaE@U: x2S, @O # (00
N(“)—{ 1 . (60 =(00)
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olarak tanimlamrsa N' bir B-S fuzzy norm ve N* B-S fuzzy anti normdur. Ayrica asagidaki

kosullar saglanir.

(1) N (N6) kosulunu saglar.

(i) N*, (N*6) kosulunu saglar.

(iii) Her x # 0 igin en az bir r = r(x) > 0 vardir éyle ki her t > r igin N(x,t) = 1 dir.
(iv) Her x # 0 i¢in en az bir t; = t;(x) > 0 vardir ve N(x,t;) = 0 dir.

(V) N(x,t +) = limy N(x,s) olmak tizere N*(x,t) <1 = N(x,t +) = 1 dir.
Kanit

N', 3.1.5 ve 2.3.5 Teoremlerden X iizerinde bir B-S fuzzy norm ve N* X iizerinde bir B-S

fuzzy anti normdur.
(i) Her t > 0 igin, N'(x,t) > 0 oldugundan, her t > 0 keyfi oldugundan
max {a € (0,1]: |Ix|l} <t }>0
olur. Ayrica her t > 0 igin en az bir @ = a(t) € (0,1] vardir oyle ki |[x||} <t dir.
t > 0 keyfi oldugundan infae(o,l]llxllé = 0 olur.
Bu ise x = 0 (Felbin-fuzzy normun (B) kosulundan) olmast demektir.
Dolayistyla N' normu, (N6) kosulunu saglar.
(i) Her t > O ig¢in N*(x,t) < 1 olsun. Bu durumda
Her t > Oigin, A{ @ € (0,1] : ||x||2 <t} < 1 olur.

Buradan her t > 0 i¢in en az bir @ = a(t) € (0,1] vardir dyle ki ||x]|2 < ¢ esitsizligi saglanir.
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LI < |I. 112 oldugundan ||x||} < t dir.
t > 0 keyfi oldugundan /(\0 1]||x||é = 0 olur. Yanix = 0 dur.
a€e(0,

Felbin normundaki B kosulu kulanilarak (N*6) kosulu saglandig1 gosterilmis olur.

(ii1) Bu kosulun saglandig: kolayca goriilebilir.

(iv) Her x # 0 i¢in Felbin-fuzzy normun (B) kosulu kullanilarak /(\0 1]||x||é > 0 dir.
ae(0,

Bu nedenle en az bir t; = t;(x) > 0 vardir ve her a € (0,1] igin ||x||} > t; dir. Bu yiizden
enaz bir t; = t;(x) >0 ve her o € (0,1] i¢in N(x, t;) < a dir. Buradan a keyfi oldugundan
enazbir t; =t;(x) > 0 i¢in N(x,t) = 0 dir.

(v) N*(x,t) < 1 olsun. N* in tanimindan

NMa € (0,1]: Ix]I2 <t} < 1

dir. Bu durumda en az bir @y € (0,1) vardir 6yle ki ||x||§0 < t dir. Buradan

lxllf < llx]l3, <t

olur. Boylece her a € (0,1] igin,

lxlle < llxllt < llxlif <t

oldugundan iii) 6zeligini kullanarak N(x,t) = 1 olur.

Dolayisiyla N(x,t +) = 1 esitligi gegerlidir.

Onerme 3.2.2

X lineer uzay1 iizerinde N, B-S fuzzy norm ve N*, B-S fuzzy anti norm olsun. Onerme 3.2.1 in

(1) ve (v) kosullar1 saglanirsa bu durumda, X izerinde en azindan bir Felbin fuzzy norm

vardir.
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Kanit

Her a € (0,1] i¢in

lxll, = A{t > 0:N(x,t) = a}

ve

lxll, = Af{t > 0:N(x,t) < a}

olsun. Bu durumda her o € (0,1] i¢in (|lx|l, , Ix|l;) cifti klasik normlardr.

Ayrica {||x|l,, , & € (0,11} ve {l|x|l, , @ € (0,1]}; X iizerinde normlarin bir ailesidir. Simdi her
a € (0,1] i¢in;

lxlle < llxll
oldugu gosterilmelidir.

llx|l, nin tammidan N*(x,t,) < 1 olacak sekilde en az bir {t,} pozitif sayilarin dizisi

vardir. Boylece;
th = llxlly

olur. Bir dnceki 6nerme 3.2.1'in (v) 6zelliginden, her n € N i¢in,
1
N <x, t, + —) =1
n
dir. Boylece her n € N igin,
: 1
”xlll <t + E

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla ||x||; < ||lx||; olur.

Her a € (0,1] i¢in,
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lxclle < llxlly < llxlly < llxllg
esitsizligi gecerli olacaktir. O halde {[||x|l, , lIx|l,], @ € (0,1]} araliklarin bir ailesidir.

{a,},]0,1] de artan bir dizi ve @, — a olsun. Bu durumda

Limy, o llxlly, = NIl
Ve
Lim,, o llxlly, = llxll

esitlikleri gosterilmelidir.

Her n € N i¢in («,,) artan ve a;; = a oldugundan

lxlle, < llxllq

alinsin. Kabul edilsin ki,

LMy oo XN, < llxlle

esitsizligi saglansin. Bu durumda bir k sayis1 vardir oyle ki
LMy oo X, <k < llxlla

esitsizligi gegerlidir.

limn_m,llxllrm1 <k

i¢in bu durumda her n € N igin ||x||an < k olmalidir. Boylece her n € N igin,
||x||’0l11 =At>0:N(xt)=>a,}<k

olur. Buradan her n € N i¢in

N(x,k) = a, oldugundan N(x,k) = a dir. O halde,
ANMt>0:Nx,t)>a} <k

dir. Buradan ise,

k<llxlly <k

bulunur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece kabul yanlig olup
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Limy, o llxlly, = NIl
olmalidir. Benzer sekilde,
Lim,, o llxlly, = NIl

oldugu gosterilebilir. Béylece [||x|l, , Ix|l;] bir fuzzy araligin a-kesim kiimesidir. Kisalik
olmasi bakimindan bu kiime o € (0,1] i¢in, [[lx]I*], = [lIx|l, , lIx]l.] ile gosterilecektir. Son

olarak ||x||* in Felbin anlaminda fuzzy norm kosullarin1 sagladigi gosterilirse ispat biter.

Acikea [|I. I, ve |I. Il,, klasik anlamda norm oldugundan

DxI*=0=x=0

2) llrxll* = Ir. llx]|

3)Her x,y € X igin,

llxx + ylI* < llx|I* @ llyll"

ifadeleri gegerlidir.

Ayrica ||x||;, her a € (0,1] i¢in klasik bir norm oldugundan ||x||, < oo.

Yani Felbin anlaminda norm taniminin (A) kosulu saglanir.

iv) Ozelliginden her x # 0 igin N(x,t) =0 olacak sekilde en az bir t; = t;(x) >0
bulunabilir. Yani her & € (0,1] i¢in N(x, t;) = 0 < a olmalidur.

Boylece her a € (0,1] igin ||x|l, = t; olacaktir. Buradan

inf |lx|l, =t; > 0 elde edilir. Yani Felbin fuzzy normun (B) sart1 saglanir.
a€e(0,1]

Onerme 3.2.3

(X, |I. I Felbin anlaminda fuzzy normlu uzay ve @ € (0,1] olmak iizere,

[lxIe = [lxllE  lxlIZ] olsun.
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supfa € (0,1]:|lxllg < t}, (x,8) #(0,0)

mmw={ 0 , @) =(0,0)

olarak tamimli N; fonksiyonu, bir B-S fuzzy normdur ve N6 kosulu saglanir.

Ayrica a € (0,1] i¢in,

lxll, = A{t > 0:Ny(x,t) = a}

olarak tammlanursa ||x||,, , X tizerinde bir normdur ve her a € (0,1] i¢in ||x||% = ||lx||, olur.
Kanit

Onerme 3.2.1'den Ny, B-S fuzzy normdur ve (N6) 6zelligini saglar. Agikga ||x||, X tizerinde
bir normdur. Her a € (0,1] icin ||x]|L = ||x||,, oldugunu gosterilmesi yeterlidir.

Eger x = 0 ise , her a € (0,1] icin ||x|| = ||x||, dur.

Eger x # 0 ise, her a € (0,1] i¢in ||lx|lz, =to olsun. Agik¢a to >0 dir.  Ny(x,t) nin

tammindan Ny (x, t) = ag dir. [|x]|, niin tammindan ise bir ¢, > 0 vardir 6yle ki
lxlley < to = I,
olur. Boylece

lxlle, < llxll}, bulunur. (3.2)

||x||'0(0 < rigin N;(x, t;) = ag olacak sekilde en az bir t; < r vardir. Boylece

sup{a €]0,1]: lIxlle < t} = ao

olur. Eger,
(i) Via €]101]:1Ixllz < t1} = ag

ise en az bir {a,} artan dizisi vardir 6yle ki a, Tay ve llx|l3, <t; dir. Boylece

lim, o llxll%, <ty dir. Yani [|x|lz, < t; <7

(i1) Eger
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Via €]01]: Ixl} < 3 > aq

ise

2

lIxllz, < ti <r olur. Boylece
g = ALt > 0:Ny(x, 1) 2 g} = {£ > 0: sup{a: llxllyy < 6} 2 a0

oldugundan

llxlley = NIl (3.3)
esitsizligi gegerlidir.

(3.2) ve (3.3) den ||x|ly, = llx|I%, bulunur. @y €]0,1] keyfi oldugundan her a €]0,1] igin,
llxlle = llxll

dir. Boylece kanit tamamlanmig olur. m

Onerme 3.2.4

(X, |I. I Felbin anlaminda bir fuzzy normlu lineer uzay ve a €]0,1] olmak iizere,

xlle] = [lxNE , IxlI2] olsun. ]0,1] deki a; | a olan her {a;} dizisi i¢in ||x||§k T xI3

olmak Uzere,

NMa € (0,1]:Ix]|2 < t}, (x,t) # (0,0)

Ny(x,t) :{ 1 , (x,t) =(0,0)

seklinde tanimlansin. a €]0,1] i¢in,

lxlll = Afe >0 Ny(x,t) < a}

olarak tammlanmak iizere ||x|,, ; X tizerinde bir normdur ve her a €]0,1] icin,
llxllZ = llxlle

esitligi gecerlidir.
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Kanit

lx]|2 klasik anlamda norm oldugundan,
N, (x,t) agik¢a B-S fuzzy normdur ve (N*6) ozelligini saglar. Ayrica

{llxll, : « € (0,11}, X tizerinde normlarin azalan bir ailesidir. O halde yalnizca her a € (0,1]

icin ||x]I2 = x|l esitliginin gosterilmesi yeterlidir.
x = 0ise [lx1Z = llx|l, olur.
x # 0 olsun. ay €]0,1] i¢in [|x]I3, > to > 0 olacak sekilde to vardr.

Boylece Ny(x,t) nin tammindan N,(x,ty) > @, olur. ||lx||, nin tanimindan ise ||x||;);0 >ty

olmalidir. Boylece
lxllay = llxlIZ,

esitsizligi gecerlidir. Ayrica x # 0 igin ||x||'0;0 > rise No(x,1) > ay. Fakat N,(x, 1) # ag dir.

Diger taraftan

No(x,7) = Aa € (0,1]: |Ix]|2 <1} = ay

dir. 10,1] de bir ay, dizisi vardir dyle ki ay | aq ve ||x]|3, < r olur. Dolayisiyla kabulden
lxll, <7 (3.5)
olmalidir. Eger

NMa €l01]:|[xll2 <r}=ay >0

ise bu durumda bir {a,,} dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in a,, T &t ve ||x||§l;1 > r dir.

Yani limn_m,llxllé;1 > r olup

lxllZ, =7 (3.6)

dir. Boylece (3.5) ve (3.6) dan ||x||5, = r bulunur.
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@y ve r keyfi olarak secildiginden ||x||;];0 > r . Genelligi bozmadan, N,(x,r) > ay olarak

alinirsa ||x||%, > r olacaktir. Boylece
lxllZ, = llxllg,
olur. Buradan [|x|ly, = llxlI2, ve llxlI2, = llx|l;, esitsizlikleri yardimiyla

lllz = Nlxlleg

esitligi elde edilmis olur. Bu ise kanit1 tamamlar.

33 KATSARAS FUZZY NORM VE B-S FUZZY NORMUN
KARSILASTIRILMASI

Tanim 2.1.1' den Katsaras’in tanimi1 su sekilde verilmisti.
Tanim 2.1.1

w, v V lineer uzayinda iki fuzzy kiime ¢ skaler olsun. Bu durumda p + v ve tu asagidaki

sekilde tanimli1 olan fuzzy kiimelerdir.

(@) (u+v)x = Sup min{u(xy) + v(xz)}

x1+x7
B e
(i) (tw) =< 0 ,t=0x=0

@g;cu(y) , t=0x=0

Tanim 2.1.2

V bir lineer uzay olsun. y, V de bir fuzzy kiime ve u: V — [0,1]” e taniml1 doniigimii i¢in
() Hert € [0,1] igin u + (1 — t)u < p ise konvekstir.

(ii) Her t skaleri igin |t| < 1 olmak tizere tu < u ise dengededir.

(ii1) p konveks ve dengeli ise mutlak konvextir.

(iv) max tu = 1 ise yutandir.(absorbing)
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(Katsaras 1984)

tanimlar1 verilmisti.
Tanim 2.1.3

V> deki bir p fuzzy kiime mutlak konvex ve yutan ozellikleri ile V lineer uzayinda bir fuzzy
yart normdur. Ek olarak x = 0 i¢in A;5q (tp)(x) = 0 saglandiginda p’ ya bir Katsaras-fuzzy
norm denir. Asagidaki onerme Bag-Samanta anlaminda tanimli bir fuzzy normun hangi

kosullar altinda Katsaras fuzzy norm oldugunu vermektedir. (Katsaras 1984)

Onerme 3.3.1

X bir lineer uzay ve asagidaki sekilde tammli N: XxR — [0,1] fonksiyonux # 0 igin t = 0
da ust yart sirekli ise bu durumda p:X — [0,1]" e tammli fonksiyonu her x € X i¢in
u(x) = N(x,1) olarak tanimlanirsa p fonksiyonu bir Katsaras-fuzzy norm olur.

Kanit

t, tu skalerleri igin, tu(x)

X
u (?) , t#0

(twx) =1 o , t=0,x#0
Vyexu() , t=0x=0

ile tanimlanirsa X’in pyve U, iki fuzzy altkiimesi igin,

(U + p2)(X) = Supse=y, 1o, min{uy (x1), p (x5) } tammlidir. (N2) kosulundan
w(0) =N(0,1) = 1 dir.

¥D) Vesoth(x) = Viso 1 (5) = VisoN (5.1) = VisoN(x, 1) = 1 (NS) den)
v) x # 0 i¢in N(x,.), t = 0 da ust yar1 siirekli oldugundan ,

x # 0igin Apsoti(x) = AesoN(x,t) = 0 dir.

ii) Simdi |t| < 1 iken tu < p oldugu gosterilecektir.
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—1<t<0igintu() < p () =N (1) = NGe Ith < N(x 1) = p(x)
t = 0,x # 0 igin ty nun tanimindan tu(x) = 0 dir. Yani tu(x) < p(x) dir.
t=0x=0idintu= V p(y) <1=N(01) = p(x).

ye

0<t<ligintulx)=N(xt) <N(x 1) = u(x).
Boylece |t] <1, her x € X igin tu(x) < u(x)
1) Simdi her t € [0,1] i¢in, tu + (1 — t)u < u oldugu gosterilecektir.

[ta+ (1= WG = V{0 AL = Du()} ()

Egert = 0, u # 0 ise bu durumda (tp)(u) = 0 dir.

Boylece (ti) (A1 —tHu(v) =0 < u(x) dir.

Egert = 0,u = 0 ise (tu)(u) < 1 dir. Bu nedenle ;

W WA - Du(w) < 1Au(w) = p(v) = p(x),buradau + v =x, u=0dr.
Boylece t=0 i¢in,

LV AWML = Op@)} < p(x) dir.

Benzer sekilde t = 1 i¢in bu gegerlidir.

0 <t < 1ise bu durumda,

[tn+ (A -0ple) = V_{EwWAL - Du)}

=u+Vv:x{N(u, OANw,1-1t) < qu\l/izx{N(u +v,1)} = N(x,1) = u(x)

ii1) 1 ve 11 den mutlak konvekstir.
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Budurumda hert € [0, 1], tu+ (1 —Ou<pu.

Dolayisiyla N(.,.), X° de B-S fuzzy norm ve N(x,.) x # 0 i¢in t = 0 da st yart sturekli ise

N(x,1) e esit olan u fonksiyonu X de Katsaras anlaminda bir fuzzy normdur. m
Onerme 3.3.2

p, X uzayinda Katsaras anlaminda fuzzy norm olsun. Bu durumda

t , t>0
N(x,t):{ 0P<x> >0

olarak tanimlanan x # 0, t = 0 da st yar1 surekli N(.,.) fonksiyonu, B-S fuzzy normdur.
Kanit
(N1) N(x,t) nin tanimindan agtk¢a her t < 0 ve her x € X i¢in N(x,t) = 0 dir.

(N2) (:=) Her t > 0 i¢in N(x,t) = 1 olsun. Bu durumda her t > 0 i¢in

p (f) = 1 olur. Dolayisiyla her t > 0 i¢in

p(5) = p@ (3.7)

dir. x # 0 i¢in, /;0 tp(x) = 0 olur buradan Ap (f) = 0 dir. Bu durumda en az bir t > 0
t

vardir oyle ki

p(5) <3#p(0) (3.8)

dir. (3.7) ve (3.8) den her t > 0 i¢in N(x,t) = 1 oldugunda x = 0 olur.

(&) Diger taraftan x = 0 olsun. Bu durumda her ¢ > 0 i¢in

NG, ) = tp(a) = p () = p(0) = 1
olur. Boylece her t > 0 i¢in x = 0 igin N(x,t) = 1 dir. O halde (N2) saglanir.

(N3) p dengede oldugundan |t| < 1igin tp(x) = p(x) dir. Boylece t = —1 igin,
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—1.p(x) < p(x) dir. Bu durumda

p(=x) < p(x) (3.9)
olur. Ayrica

p(x) = p(—(—x)) < p(—x) (3.10)
esitsizligi gegerlidir. (3.9) ve (3.10) dan p(x) = p(—x) dir.

¢ # 0 igin ( p(x) = p(—x) oldugundan )
N(ex, ) = tp(ex) = tp(lel) = p() = NGx 7o)

Boylece (N3) saglanir.

N4)s=t=0;5<0,t<0;5s>0,t<0 ;5 =0veyat = 0 durumlarinda
N(x+y,s+t) =2min{N(x,s), N(y,t)}
esitsizligi agiktir.

s> 0,t > 0 oldugu durumlar1 géz 6ntine alinirsa p konveks oldugundan her t € [0,1], her

x € X igin,
tp(x) + (1 - t)p(x) < p(x)

dir. Boylece her t > 0, her s > 0 ve her x,y € X ig¢in,
x+y S x+y t x+y
p<s+t>25+tp<s+t>+s+tp< )
s+t

olur. Buradan p (%) > sp(x +y) + tp(x + y) bulunur.

Boylece,

p (x kil ) >V +y{Sp(xl)/\tp(Xz)}

s+t x1+xp=x

oldugundan,

(s +Op(x +y) = sp(xIAtp(y)
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dir. Yani,
N(x+y,s+1t) =min{N(x,s), N(y,t)

olur. O halde (N4) saglanir.

(NS5) Bu ozellik i¢in, s < ¢ < 0 ise tanimdan her x € X i¢in, N(x,t) = N(x,s) dir.

s >t > 0iseburadan 0 < E < 1 yazilabilir. p nun konveks olma 6zelliginden her x € X igin,

gp(x) + (1 —E) p(x) < p(x)
G (-9 )= 0
pG)er(sit) Sp(g)

tp(x) + (s — )p(x) < sp(x)
olur. Buradan ise sp(x) > tp(x)olarak yazilabileceginden N(x,s) = N(x,t) dir. Boylece

N(x,.) R’de azalmayandir.

Ayrica her x € X igin \40 tp(x) = 1 oldugundan \40 N(x,t) = 1 esitligi dogrudur.
t t

O halde lim;_,N(x,t) = 1 dir. Boylece (N5) saglanir.
Yani N bir B-S fuzzy normdur. (Bag /and Samanta 2008)
Simdi N(x,.) in x # 0 i¢in t = 0 da Gst yar1 surekli oldugu gosterilecektir.

p, Katsaras-fuzzy norm oldugundan x # 0 igin />\0 tp(x) =0 ve
t

t , t>0
N(x,t):{ (/))(x) i

seklindedir.

€ > 0 segilirse, x # 0 igin />\0 tp(x) = 0 < & olur. O halde N(x,ty) = top(x) < € olacak
t

sekilde en az bir £y > 0 vardir. Her ¢ € (—¢p, tp) i¢in N(x,t) < € oldugundan N(x,.), t nin
monoton azalmayan fonksiyonu oldugundan N(x,.), t = 0 da ust yar1 siirekli

olur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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BOLUM 4

FUZZY NORMLU LINEER UZAYLARDA LINEER OPERATORLER

Bu bolimde B-S fuzzy norm tanimi kullanilarak insa edilen lineer uzaylarda operatorler ve
bazi temel ozelikler verilecektir. B-S fuzzy norm taniminda * ikili iglemi yerine minimum

(min) islemi alinacaktir.

4.1 LINEER OPERATORLER ILE ILGILI TEMEL OZELLIKLER

Tanmm 4.1.1

(X, N) ve (Y, N) iki fuzzy normlu lineer uzay ve T: X — Y bir operator olsun.
Herx,y € X, a € R igin,
T(x+y)=Tx+Ty veT(ax) = aT(x)

esitliklerini saglayan T doniisiimiine lineer operatér denir.

Tanmim 4.1.2

X ve Y fuzzy normlu lineer uzaylar olsun her x € X i¢in, 0.x = 0 ile tamiml1 operatore sifir

operatér denir.

Tamm 4.1.3

X ve Y fuzzy normlu lineer uzaylar ve T: X — Y bir operator olsun. 0 < r < 1 olmak tizere

N(Tx,t) >rN(x,t) olan bir t>0 sayist varsa T operatorine swmrlidir denir.
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Gosterim 4.1.4

X ve Y fuzzy normlu lineer uzaylar ve X den Y ye tanimli tim simurli lineer operatorlerin

kimesi L(X,Y) ile gosterilecektir.

Uyar 4.1.5

L(X,Y) bir vektor uzaydir Ty, T, € L(X,Y) iki operatoriin toplami 77 + T,
(T + Ty))x =Tix + Thx

ve ¢arpimi @ € R, T € L(X,Y) olmak tizere aT,

(aT)x = aT(x)

seklinde tanimlidir.

Teorem 4.1.6

X den Y ye taniml1 tiim sinirli lineer operatorlerin normu asagidaki gibi tanimlanur;

I Tx||
ITIl = sup w—~ = sup [ITxl|
xeX ”x” xeX
x#0 [lxll=1

ve norm kosullar saglanir.
Tanim 4.1.7

L(X,Y), R cismi uizerinde bir lineer uzay olsun. L(X,Y) uzerinde bir fuzzy norm asagidaki

sekilde tanimlanir.
A={((T,0), N(T,£)): (T, 1) € L(X, V) x R}

Burada N, L(X,Y) X R* min fuzzy alt kiimesi eger asagidaki kosullari saglarsa L(X,Y)

tizerinde bir fuzzy norm olarak adlandirilir.

Her Ty, T, € Lvec € K,
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(Nl)Her te R, t <0,N(T,t) > 0.

(N2)Her t € R, t > 0i¢in N(T,t) = 1 olmasi igin gerekli ve yeterli kogul T = 0 olmasidir.
(N3)Her t € Rvet > 0igin N(cT,t) = N(T,lz—l .

(N4)Her s,t e R, T}, T, € L(X,Y) i¢in,

N(Ty + Ty, s +t) = min{N(Ty,s), (T, h)}.

(N5) N(T,.), R nin azalmayan fonksiyonu ve lim N(T,t) = 1.
n—-co

Bu durumda (L(X,Y), A) uzay1 fuzzy normlu lineer operatér uzay olarak adlandirilir.
Teorem 4.1.8

L((X,Y), |l. ) normlu lineer uzay ve

t
N(T,t) =yt + Tl
0 ) t<o0

t>0,teRTEL

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

A={((T,0), N(T,©)):(T,t) € L(X,Y) x R*}

yardimiyla tammh L((X,Y), A) ikilisi fuzzy normlu lineer operator uzayidir.
Kanit
(N1) Acik¢a N(T,t) > 0.

L -1

N N(T,0) =1 & =

st=t+|T|

s|TI=0esT=0

(N3) ¢ # 0 olmak tizere,
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t t

t I t t
N(T.5) = = = = N(cT, t).
et/ grHiTl S5SNI et leT (T.9)

(N4) Genelligi bozulmaksizin
N(Tl, S) < N(Tz, t)
oldugu kabul edilsin. Bu durumda

s t
<
s+l — t + T2l

olacagindan
t(s + ITulD) < s+ IT21D
yazilabilir. Buradan
Tyl < slIT |l
elde edilir. Bu durumda
S
Il < 21Tl
yazilabileceginden,
S S s+t
ITull + 1Tl < Il + 1Tl < (5 + 1) 1T < —— Tl
olur. Buradan,
s+t
1Ty + Toll < I3l + T2l < —— T2l

olur. Boylece

||T1+T2||<||T2||
S+t -t

yazilabilir. Buradan

T, +T. T
IT+ Tl _ | I

1+ 1+
s+t
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esitsizligi gegerlidir. Gerekli dizenlemeler yapilirsa

s+t+ T, + Tl < t+ Tl

s+t t

ise

S+t t
>
s+t+ Ty +Tall — ¢+ Tl

olur.
Benzer sekilde,

S+t S
>
S+t + Ty + Tl — s+ Tl

oldugu gosterilebilir. Boylece,

N(Ty + Ty, s +t) = min{N(Ty,s), (T, h)}.

(N5) Her t1,t, € Rigineger t; < t, < 0 olsun. Tanimdan N(T,t;) = N(T,t;) = 0.
t; > t1 olsun. Bu durumda her T € L(X,Y) igin,

t 4 (t; — tDITII
_ - >0
ey by (2 F ITIDEayry)

olur. Buradan,

t t
2 > 1

Coir b

dir. Boylece,
N(T,t;) =2 N(T, ty)

saglanir. O halde N(T, t) azalmayan bir fonksiyondur. Diger taraftan
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t
IimN(T,t) = lim ———= lim ————=1
TR T i D

n

olup N bir fuzzy normdur.

Tanim 4.1.9

{T.}, (L(X,Y),A) fuzzy normlu lineer operatér uzayda bir dizi olsun. r >0, t >0,
0 < r < 1 verildiginde her n > ng i¢in N(T,, — T, t) > 1 — r olacak sekilde en az bir ny € R
var ise {T, } dizisi T € L(X,Y) ye yakinsaktir denir.

Teorem 4.1.10

A, operatorlerin fuzzy normlu lineer bir uzayi olsun. {T,,} dizisinin A da T, a yakinsak olmasi

i¢in gerekli ve yeterli kosul lim N(T,, — Ty, t) = 1 olmasidir.
n—oco

Kanit
(:=) t > 0 sabit ve {T;,} dizisi A da T, a yakinsak olsun. O halde r < 0 < 1 olmak iizere en

az bir ny € Z tamsayisi vardir 6yle ki N(T,, — Ty, t) > 1 — r olur. Buradan
1—N(T,, — Ty, t) <r dir. Dolayisiylan — oo igin N(T,, — Ty, t) — 1 dir.

(&:) Tersine, herhangi bir t > 0 ven — oo i¢in N(T,, — Ty, t) = lise r < 0 < 1 olmak tizere
en az bir ny € Z tamsayisi vardir oyle ki 7 < 0 < 1 i¢in en az bir ny € Z tamsayist vardir. Bu
durumda her n > ng igin 1 — N(T,, — Ty, t) < r dir. Buradan her n > ny i¢in

N(T,, — Ty, t) > 1 —r dir. Boylece {T, } dizisi A da T, a yakinsaktir.

Teorem 4.1.11

L(X,Y) uzayinda yakinsak bir {T},} dizisinin limiti tektir.

Kanit

limT, =T, ,limT, =T, ve s,t € R" olsun. Bu durumda
n—>Cco n—>Cco

86



ff_@Tn =T, ise,

fff’.}oN(Tn —-T,t) =1

ve gll_TLloTn =T, ise,

fff’.}oN(Tn —Tt)=1
esitlikleri yazilabilir. Boylece,

N(T, —Ty,s+t)=N(T+T,—T, —Ty,s + t) =2 min{N(T, — Ty, s), N(T, — T,, t)}
olacagindan limit alinirsa,

Lim N(Ty = Ty, s + £) > min {glimoN(Tn —Ty,8) * Lim N(T, =Ty, H}=1

olacaktir. Bu ise

lim N(T; — T,,s + t) = 1 olmasi demek olup T; — T, = 0 dir. Buradan Ty = T, bulunur.
n—>Cco

Teorem 4.1.12

L(X,Y) fuzzy normlu lineer uzayindaki her yakinsak dizinin alt dizisi, dizinin limitine

yakinsar.
Kanit

{T,}, T ye yakisak bir dizi ve {T,, k}, {T,} in T, a yakinsak bir altdizisi olsun. {T;, k} yakinsak

oldugundan 4.1.10 Teoremden, lim N (Tn . — To t) = 1 olur.
n—oco

Bu durumda lim N (Tn , — L+ T, —To, t) = 1 yazilabileceginden
n—co
. Ly . t
min {llm [N <Tn — Tnk'§>'llm N <Tn — T0,§>]} =1

n—co n—-co

dir. Boylece,
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t
lim N <Tn - To,—> =1
n—Cco 2

bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla Ty = T bulunur.

Tanim 4.1.13

{T,}, L(X,Y) de bir dizi olsun. Eger p € N ve t > 0 olmak {izere lim N(Tn+p - T, t) =1
n—-co

ise {T;,} dizisine bir Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.1.14

Fuzzy normlu lineer operator uzayindaki her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
Kanit

{T,}, (L(X,Y), A) daki yakinsak bir dizi olsun. Yani lim T,, = T olsun.

n—-co

s,t € R ve p € N olmak iizere,

UmN(Tpy —Tpos+t) =N(Tpyy —T+T —Tp,s +t)
n—co

> min{N (T, —T,5), N(T =T, )} = min {N(T,1, — T, s),N(T,, — T, t)}

esitsizlikleri gegerlidir. Her iki tarafin limiti alinirsa

lim N(Tyyp — Ty, s+ £) 2 min {lim N(T,.1, = T,5), lim N(T, — T, )} = min{1,1} = 1.
n—oo n—co n—oo

Buradan

Her s,t € R* ve p € N olmak tizere, lim N (Tn+p —T,,s +t) = 1 bulunur. Dolayistyla {T,},
n—co

(L(X,Y), A) dabir Cauchy dizisidir. m
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Teorem 4.1.15

(L(X,Y),A) fuzzy normlu lineer operatér uzay olsun. (L(X,Y),A) da her Cauchy dizisi
yakinsak alt diziye sahiptir. Bu durumda (L(X,Y), A) tamdir.

Kanit

{T,}, (L(X,Y),A) da bir Cauchy dizisi olsun ve t > 0 olmak iizere {Tnk}, T eL(X,Y) ye
yakinsayan {T,,} in bir alt dizisi olsun. Bu durumda {T,,}, (L(X,Y), A) da bir Cauchy dizisi

oldugundan,

lim N (Tn - Tnk,%) =1

tk—ooo

esitligi yazilabilir. T,,, , T ye yakinsak oldugundan,

o
lim N (T, ~T,5) =1

k>

olacagindan

N(T,—T,) =N(T, = T,, +T,, —T.t)

t

> min{N (Tw = To5) N (T, — T%)} = min{1,1} = 1

bulunur. Buradan,

LimN(T, = T,t) = 1
n-—-co

olacaktir. Dolayisiyla {T,, }, (L(X,Y),A) da T ye yakinsar.
Bu durumda (L(X,Y), A) tamdir. m
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42 FUZZY SUREKLILIK GUCLU SUREKLILIK VE DUZGUN SUREKLI
OPERATORLER

Bu boluimde fuzzy operatorlerin sureklilik tirleri ile ilgili temel tamim ve teoremler

verilmisgtir.
Tanim 4.2.1

(X,N) ve (Y,N) R cismi tizerinde iki fuzzy normlu uzaylar olsun. Her £ > 0 ve a € (0,1)
i¢in en az bir 6=6(a, €), B = B(a, &) € (0,1) vardir 6yle ki her Tx € L(X,Y) igin,

N(x —x5,6)>1—p iken N(Tx — Txg, &) > 1— a oluyorsa T:(X,N) — (Y,N) operatori
Txy € L(X,Y) de fuzzy sureklidir denir.

Teorem 4.2.2

T:(X,N) — (Y, N) bir lineer operator olsun. Bu durumda T nin siirekli olmast igin gerekli ve

yeterli kogul T nin sinirli olmasidir.
Kanit

T i¢in iki durum vardir:

T = 0 i¢in kanit agiktir.

(&) T # 0 olsun. Bu durumda ||T|| # O olup T fuzzy sinirh olsun. Herhangi bir x5 € (X, N)
i¢in £ > 0 verildiginde §=6(a, ), B = B(a, €) € (0,1) vardir 6yle ki,

T lineer oldugundan her x € X i¢in,
N(x —x5,8) > 1 — Bicin [lx — xoll < % dir.

ofp ex

5~ ITia— osun
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ea ea

— = — — < - =
1T = TaglI=ITCx = xoll < T Il = %ol < 1Tl s = 22

ise

ITx = Taoll < —
X xO 1_a

olur. Bu durumda

ITx —Txpll(1—a)+e—e—ea <0
dir.

|ITx — Txpl|(1—a)—e+e(1—a) <0
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
A-a)(ITx —Txgll +&) < &

yazilabilir. Buradan

1—«o

et Tx—Txoll
olur. Bu durumda ise

N(Tx —Txp,e)>1—a

elde edilir. xo € (X, N) keyfi oldugundan T sureklidir.

(:=)Tersine T, keyfi xy € (X, N) noktasinda siirekli olsun. Bu durumda € > 0 verildiginde
a € (0,1) olmak tizere N(x — xg,6) > 1 — B igin N(Tx — Txg, &) > 1 — a olacak sekilde
6=6(a,¢), B = B(a, &) € (0,1) vardir.

Herhangi bir y # 0 € (X, N) alinsin.

]
A=Ayl

X=x Y isex —xy = y olacaktir.

i
0T THy]
T surekli oldugundan,

N(Tx — Txy,€) > 1 — a olacaktir. Boylece
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£ € £ £
e+ ITx —Txoll &+ IT(x — xo)ll e+”TQ1MW0y” €+Hﬁma7mm

olup
op ea ea(l—p)
T < = (ITy|| <
Iyl = gn < Toa = 1T < G —ay5s !
olacaktir.
_ea(1-p)

seklinde segilirse ||Ty|| < r||ly|l oldugundan ‘ I yazilabilir. Buradan

>r
T (1-a)5p t+ Tyl t+lyl

N(Ty,t) > rN(y,t) olacaktir. Boylece T fuzzy sinirli operatordiir. m
Tanim 4.2.3

T:(X,N) — (Y,N) operatorii eger herhangi bir {x,} dizisi, her n € N ve x,, € (X,N) i¢in
lim N(x, — xo,t) = 1 oldugunda lim (Tx, — Txy,t) = 1 oluyorsa T ye Txy € L(X,Y) de
n—-co n—-coo

dizisel fuzzy siireklidir denir.
Teorem 4.2.4

T:X — Y olsun. T nin, (X, N) de fuzzy siirekli operator olmasi igin gerekli ve yeterli kosul T,
(X, N) de dizisel fuzzy sireklidir.

Kanit

(:=T) nin xy € X de fuzzy siirekli, {x,}, X de bir dizi ve x,, = x( olsun. € > 0 ve @ € (0,1)
icin T, xg € X de fuzzy siirekli oldugundan, her x € X igin N(x — xy,6) > 1 — 8 iken

N(Tx — Txy, €) olacak sekilde bir §=6(¢, @), B = B(e,a) € (0,1) vardur.
X, & Xo oldugundan tammdan her n >ny igin, N(x, —x9,6)>1—p iken
N(Tx, — Txg,€) > 1— a olacak sekilde bir ny pozitif tamsayist vardir.

Boylece Tx,, = Txq dir yani T, xq de dizisel fuzzy sireklidir.
(&) Diger taraftan T dizisel fuzzy siirekli olsun. T nin, xy da fuzzy siurekli olmadig: kabul

edilsin. Bu durumda € > 0 ve a € (0,1) olmak tzere herhangi bir § > 0 ve § € (0,1) i¢in,
N(xg—1vy,6) > B iken N(Txy — Ty, &) < a olacak sekilde en az bir y(§, B ya bagli) vardir.

92



~~ _ PR SN B
Boylecen =12,..vef =1 —> 0= — igin,

N (xo -, ﬁ) >1- ﬁ ve N(Txy — Ty,, &) < a olacak sekilde bir x; € X noktasina

yakinsak bir y,, vardir. Bu durumda 6 > 0 olmak iizere her n = ny ve ﬁ < 6 i¢in en az bir
ng dogal sayist vardir oyle ki N(xg —vy,,8) =N (xo - yn,ﬁ) >1- ﬁ esitsizligi
saglanir.

Boylece lim N(xq — y,,,6) = 1 ancak N(Txy — Ty,,&) < a dir. Bu durumda
n—-co

lim N(Txg — Ty,,e) # 1

n—>co

olur.Boylece y, — xq oldugu halde {Ty,}, Tx, a yakinsak degildir. Bu bir ¢eligkidir. O halde
kabul yanlig olup T, xq da fuzzy sireklidir.

Tanmim 4.2.5

T:(X,N) » (Y,N) bir operatér olsun. Her ¢>0, a€(0,1) ve her x €X igin,
N(Tx —Txy, &) = N(x — xp,8) olacak sekilde en az bir §(a, €) > 0 var ise bu durumda T ye
Xo € X de giiglii fuzzy siireklidir denir.

Eger T, X in her bir noktasinda gii¢lii ise, T ye X tzerinde gii¢li fuzzy stureklidir denir.

Teorem 4.2.6
T:(X,N) — (Y, N) bir operator olsun. Eger T giiglii fuzzy siirekli ise dizisel fuzzy siireklidir.
Kanit

T:(X,N) —» (Y,N), X lizerinde ve xq € X de giigli fuzzy siirekli olsun. Bu durumda her
£>0,a €(0,1) ve her x € X igin, N(Tx — Txg, &) = N(x — x,8) olacak sekilde en az bir
6(a, &) > 0 vardrr.
{x,}, X de bir dizi ve x,, = xg olsun. Yani, her t > 0 i¢in lim Nx,, — x,,t) = 1 dir. Burada
n—oco
N(Tx — Txy, &) = N(x — x4,6) oldugundan lim N(Tx,, — Txy, &) = 1 dir.
n—oco

Yani Txy € (Y,N) , Tx,, > Txq dir.
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Ornek 4.2.7

T nin dizisel fuzzy sirekli olmast X tzerinde T nin gugli fuzzy strekli oldugu anlamina
gelmez.
(LX), 0. 1D normlu lineer uzayr goz Oniine alimirsa her x € X igin ||T|| = |T| ve her

a,b € [0,1] i¢in, a * b = mini{n, b} seklinde tanimlansin.
Ayrica Ni, No: L(X,Y) X Rt - [0,1],

Ni(T, 1) = o ve Na(T, 6) = =y

c

A={(T,t),N):(T,t) € L(X,Y) x R*}
B ={(T,t),N,):(T,t) € L(X,Y) x R}
olsun. Bu durumda

(L(X,Y), A) ve (L(X,Y), B) nin fuzzy normlu lineer uzay olduklar1 kolayca goriilebilir.

£t
1+x2

Simdi her x € X igin, T(x) = tanimlansin.

X deki {x,} dizisi, x, € X olmak {izere x,, = Xy olsun.
Yani her £ > 0 i¢in,

lim Ny (x,, — xo,t) = 1
n—>Cco

olur. Yani

t

m —-=
n—oo t+|x, —xgl

Bu durumda
lim |x, — x| = 0. 4.1)
n-—-co

Her t > 0 igin,

94



t

N,(Tx, — Txo,t) =
2T = T%0,0) = T ]

t

xn % X

1+x,2  14xp2

4

t+K

B 11+ x, 2|1 + x|
1+ x, 21+ x02] + K, (1 + x92) — xp* (1 + x,2)]

B 11+ x, 2|1 + x0?|
11+ 2 2L+ xR+ K02 — %02) (3,2 + %02) + %2204 (3,2 — x2)|

elde edilir. Bu durumda (4.1) den her t > 0 igin lim N(Tx,, —Txy, &) =1 dir. Boylece
n—co

Tx, — Txy (B’ de) dir.

g > 0 verilsin.
Nz(Tx - TxO, g) = Nl(xn — X, 6)
dir. Bu durumda

e|l1 + x?||1 + x4?] S )
|1+ x2||1 + xp?| + K|(x — xp) [1(x — x0) (x% + x02) + x2x0%(x + x9)| — & + |x — x|

olur. Buradan
K&8|x — xpllx + xgl]x? + x0% + x%x2%| < €l1 + 22|11 + x| 1x — x,
esitsizligi yazilabilir. Boylece

d1+x2H1+x0ﬂ
T Klx+xgllxZ+xg2x2x92]

(x # xp) (4.2)
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dir. Her x # xg i¢in en az bir § > 0 var oldugundan T, x, da sureklidir. Her x # x, i¢in,

h|1+x2||1+x02|
Klx—xgllx2+x92+x2x0?|

61 = lnf

olsun. Bu durumda, § = %61 (4.2) yi saglar.

Ancak 6; = 0 i¢in mimkiin degildir. Kabul yanlis olup T giiglii fuzzy strekli degildir.
Tanmim 4.2.8

T:(X,N) — (Y,N) olsun. Her ¢ > 0 i¢in a € (0,1) olmak tizere her x4, x, € X igin,
N(xq —x5,6) > 1—Biken N(Tx; — Tx,,&) > 1 — a olacak sekilde en az bir

6=06(a,e) >0,B =pL(a,e) >0varise T, X uzerinde diizgiin fuzzy siireklidir denir.
Teorem 4.2.9

T, X tizerinde diizgiin fuzzy siirekli olsun. Eger {x,}, (X, N) deki bir Cauchy dizisi ise {Tx,, },
(Y, N) de bir Cauchy dizisidir.

Kanit

T, X uzerinde duzgiin fuzzy sirekli olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in a € (0,1) olmak tizere
her x1,x, € X i¢in N(xq; —x5,8) > 1 — B iken N(Tx; — Tx,,&) > 1 — a olacak sekilde en
azbir 6 =6(a,e) >0, =pF(a, &) > 0 vardir.

{x,}, (X, N) deki bir Cauchy dizisi oldugundan her m,n = k ve § = §(a, &) > 0, B € (0,1)
icin N(x, — x,,,,6) > 1 — B iken N(Tx, — Tx,,,€) > 1 — a olacak sekilde en az bir kK € N
vardir. Boylece {Tx, }, (Y, N) de bir Cauchy dizisidir. m
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BOLUM 5

SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢aligsmada, koronolojik olarak farkli norm tanimlar1 verilerek, bazi norm
karsilastirmalarina yer verilmistir. Ayrica B-S fuzzy norm tzerindeki lineer operatdr tanimi

ve Ozeliklerine yer verilmistir.

Yeni aragtirmacilara;

Lineer operatorler ile ilgili kismin B-S digindaki normlar yardimiyla da caligilabilecegi

Onerilebilir.
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