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Bu tez caligmas alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, caligmada ele alinan yakinsaklik tiirleri ve tizerinde ¢aligilan uzayin
tarihsel gelisiminden bahsedilmistir. Ikinci boliimde, calismaya temel tegkil eden
bazi kavramlar verilmigtir. Uciincii boliimde, fuzzy normlu uzaylarda invaryant
yakinsaklik ve invaryant Cauchy dizisi tanimlanmig ve ilgili teoremler ispatlariyla
birlikte verilmigtir. Dordiincii boliimde, fuzzy norma gore lacunary invaryant yakin-
saklik ile kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklik tanimlari verilerek bazi onemli
ozellikleri incelenmistir. Beginci boliimde, fuzzy norma gore invaryant istatistiksel
yakinsaklik ve istatistiksel invaryant yakinsaklik kavramlar: tanitilarak bazi ozellikle-
ri verilmis ve bu iki yakinsaklik tipinin birbiriyle iligkisi incelenmigtir. Ayrica, in-
varyant istatistiksel yakinsaklik ile invaryant yakinsaklik iligkisi ispatlanmig ve son
olarak invaryant istatistiksel Cauchy dizisi verilmigtir. Son olarak altinci boliimde,
tez caligmasi boyunca yararlanilan makaleler ve kitaplar kaynaklar listesi olarak ver-

ilmigtir.
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This thesis study consists of six chapters.

In the first chapter, the types of convergence discussed in the study and the his-
torical development of the studied space are mentioned. In the second part, some
concepts that form the basis of the study are given. In the third chapter, invariant
convergence and invariant Cauchy sequence in fuzzy normed spaces are defined and
related theorems are given with their proofs. In the fourth chapter, lacunary invari-
ant convergence and strong lacunary invariant convergence with respect to fuzzy
norm are given and some important properties are examined. In the fifth chapter,
the concepts of invariant statistical convergence and statistical invariant convergence
according to fuzzy norm are introduced and some of their properties are given and
the relationship between these two convergence types is examined. In addition, the
relationship between invariant statistical convergence and invariant convergence has
been proven and the invariant statistical Cauchy sequence is given. Finally, in the
sixth chapter, the articles and books used throughout the thesis are listed as refer-

ences.
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SIMGELER DiZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

| K| K kiimesinin kardinalitesi

lso Reel terimli sinirh dizilerin uzay1
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9, (K) K kiimesinin invaryant yogunlugu

0= (k) Lacunary dizi
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L*(R) Negatif olmayan fuzzy sayilari kiimesi
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(D) — lim x,, (x,,) dizisinin supremum metrigine gore limiti
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(x,,) dizisinin ¢ ye fuzzy norma gore invaryant
istatstiksel yakinsaklig

(x,,) dizisinin ¢ ye fuzzy norma gore istatistiksel

invaryant yakinsakligi




1. GIRIS

Temelleri dizi uzaylar1 teorisine dayanan toplanabilme teorisi; analiz, fonksiyonel
analiz, niimerik analiz vb. bir¢ok matematiksel alanda biiyiik 6neme sahiptir. Klasik
toplanabilme teorisi real veya kompleks terimli dizi veya serilerin yakinsakliginin

genellegtirilmesi ile ilgilidir.

Temelleri dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin dogal yoguluguna dayanan is-
tatistiksel yakinsaklik kavramindan ilk defa Zygmund (1959) un kitabinda farkh
bir isimle bahsedilmisgtir. Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan istatis-
tiksel yakinsaklik kavramindan tam anlamiyla bahsedenler birbirinden bagimsiz
olarak Steinhauss (1951) ve Fast (1951) olmustur. Schoenberg (1959) istatistik-
sel yakinsakligi bir toplanabilme methodu olarak ¢aligmig ve baz1 temel ozelliklerini
vermistir. Bu konuda temel tegkil edecek gahgmalara 6rnek olarak; Salat(1980)
reel sayilarin sinirh istatistiksel yakinsak dizi uzayim incelemis, Fridy (1985) istatis-
tiksel Cauchy kavramini vererek istatistiksel yakinsaklikla denk ifadeler oldugunu
gostermis ve Connor (1988) istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli p-Cesaro topla-

nabilme arasindaki iligkiyi vermistir.

Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzay ile (2") dizisi arasindaki iligki daha 6nce baz
caligmalarda verilmigtir, ancak Freedman vd. (1978) tarafindan (2") dizisi yerine
daha genel olarak lacunary dizi ele alinarak lacunary yakinsaklik tanimlanmigtir.
Ayrica bu ¢aligmada lacunary yakinsaklhigin hangi sartlarda kuvvetli Cesaro topla-
nabilirlikle ayn1 o6zelliklere sahip oldugu gosterilmis ve her durumda kuvvetli hemen
hemen yakinsak ile denk ifadeler oldugu ispatlanmistir. Lacunary istatistiksel yakin-

saklik ilk olarak Fridy ve Orhan (1993) tarafindan tanimlanmigtir.

Banach (1932), Hahn-Banach teoremi uygulamasi olarak sinirh reel degerli dizilerin
kiimesi tizerinde Banach limiti olarak bilinen genellegtirilmig bir limit tanimlamigtir.
Lorentz (1948), sinirh bir dizinin biitiin Banach limitlerinin ayni degeri aldigi durum-
larda hemen hemen yakinsak oldugunu vermistir. Kuvvetli hemen hemen yakinsaklik

kavrami Maddox (1978) tarafindan ¢aligilmigtir. Banach limitinin genellegtirmesi



olarak invaryant limit kavrami ve sinirh bir dizi i¢in invaryant limitlerin aynm degeri
aldigi durumlar i¢in verilen invaryant yakinsaklik kavrami bir ¢ok ¢aligmada kargimiza
gikmaktadir. (Dean ve Raimi 1960, Raimi 1963 ve Schaefer 1972). Ayrica kuvvetli
invaryant yakinsaklik (Mursaleen 1983), invaryant istatistiksel yakinsaklik (Mur-
saleen ve Edely 2009) bu alanda ¢aligilan 6nemli kavramlardir. Das ve Patel (1989)
lacunary hemen hemen yakinsak kavramini vererek hemen hemen yakinsaklik ile
olan iligkisini ispatlamistir. Benzer sekilde lacunary invaryant yakinsaklik kavrami
ve invaryant yakinsaklik kavrami benzerligi Savag (1990) tarafindan gahgilmigtir.
Daha sonra Savag ve Nuray (1993) lacunary invaryant istatistiksel yakinsak kavrami

ve onemli 6zelliklerini vermigtir.

Karmagik sistemlerin kontrol problemlerinde karsilagtigi belirsizlikler icin Zadeh
(1965) fuzzy mantig: teorisini ileri stirmiigtiir. Elemanlar1 belirli iiyelik dereceleriyle
kiimeye ait olan fuzzy kiimesi kavrami bilimsel ¢aligmalar i¢in ¢igir agan bir yaklagim
olmustur. Klasik kiime kavraminda, bir eleman kiimeye ait oldugunda 1, ait ol-
madiginda ise 0 degerini alan ve arada bagka bir deger almayan karakteristik fonksi-
yon s6z konusudur. Fuzzy kiimesinde ise elemanin kiimeye aidiyeti i¢in [0, 1] arasinda
herhangi bir deger alabilen iiyelik fonksiyonu tanimlanmistir. Fuzzy mantiginin li-
teratiire kazandirilmasiyla birlikte klasik matematigin bircok tanim ve teoremi fuzzy
anlaminda tekrar yorumlanmigtir. Reel sayilar kiimesi tizerinde belli ozelliklere
sahip fuzzy kiimeler fuzzy sayisi olarak ele alinmigtir (Dubois ve Prade 1978, 1979).
Nanda (1989) tarafindan ¢ahgilan fuzzy say1 dizileri tizerinde birgok yakinsaklik tipi
tanmmmlanmigtir (Nuray ve Savag 1995, Nuray 1998, Talo ve Cakan 2012). Goetschel
ve Voxman (1986) tarafindan fuzzy calculus alanminda galigmalar yapilmigtir. Mate-
matigin temel konularindan biri olan topoloji, fuzzy anlaminda ilk olarak Chang
(1968) tarafindan verilmis ve Wong (1973, 1974) un caligmalan ile zenginlesti-
rilmigtir. Ayrica Kromasil ve Michalek (1975) istatistiksel metrik kavramiyla iligkili
bir fuzzy metrik tanimlamigtir. Kaleva ve Seikkala (1984) ise iki nokta arasindaki
mesafeyi negatif olmayan bir fuzzy sayisiyla ifade ettigi yeni bir fuzzy metrik kavrami
ortaya atmisgtir. Fuzzy topolojik vektor uzaylar: tizerinde gahigan Katsaras (1984) iki

nokta arasinda belli bir degere gore yakinlik derecesi manasina gelen fuzzy normu



tammlamigtir. Kaleva ve Seikkalanin fuzzy metrigi ile iligkili olarak Felbin (1992)
lineer uzaydaki her bir elemani negatif olmayan bir fuzzy sayisina gotiiren fuzzy
normu vermistir. Ayrica fuzzy norma gore yakinsaklik, fuzzy norma gore Cauchy
dizisi kavramlarimi ¢aligmigtir. Ayrica fuzzy norma gore istatistiksel yakinsaklik
Sengimen ve Pehlivan (2008) tarafindan, fuzzy norma gore lacunary istatistiksel
yakinsaklik Tirkmen ve Ciar (2017) ile Tiirkmen ve Diindar (2019) tarafindan

verilmigtir.

Tez ¢aligmasinin birinci boliimiinde, ¢aligmada ele alinan yakinsaklik tiirleri ve iizerin-

de calisilan uzayin tarihsel gelisiminden bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, caligmaya temel tegkil eden baz1 kavramlar verilmigtir.

Uciincii boliimde, fuzzy normlu uzaylarda invaryant yakinsaklik kavrami tanimlana-
rak limtin tekligi ve lineerligi gibi baz1 6zellikleri ispatlanmistir. Ayrica fuzzy norma

gore Cauchy dizisi ve ilgili teorem verilmistir.

Dordiincii boltimde, fuzzy norma gore lacunary invaryant yakinsaklik ile kuvvetli
lacunary invaryant yakinsaklik kavramlari verilerek limitin tekligi ve lineerligi ince-

lenmigtir.

Beginci boliimde, fuzzy norma gore invaryant istatistiksel yakinsaklik ve istatistik-
sel invaryant yakinsaklik kavramlar1 tanmitilarak bazi ozellikleri verilmis ve bu iki
yakinsaklik tipinin birbiriyle iligkisi incelenmistir. Ayrica, invaryant istatistiksel
yakinsaklik ile invaryant yakinsaklik iligkisi ispatlanmig ve son olarak invaryant is-

tatistiksel Cauchy dizisi verilmigtir.

Son olarak altinci boliimde, tez galigmast boyunca yararlanilan makaleler ve kitaplar

kaynaklar listesi olarak verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez caligmasinin orijinal boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel
tanimlar ve kavramlar not edilmistir. Dizi, sinirh dizi, metrik uzay, vektor uzayi,
normlu uzay, topolojik uzay, altuzay ve “hemen hemen her a i¢in” gibi bazi kavram-

larin bilindigi kabul edilmigtir.

2.1. Temel Tanimlar

Bu kisimda, tez caligmasinda kullanilacak olan Cesaro toplanabilirlik tipleri, dogal
yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, Banach limiti, hemen hemen yakinsaklik, in-
varyant yakinsaklik tipleri, lacunary dizi ve lacunary yakinsaklik tipleri gibi temel

tanimlar verilecektir.

Tanim 2.1.1 Bir (x,,) dizisi i¢in, eger

n
1
lim — 5 x; =V
n—oo0 ) £—

1=

olacak gekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, (z,) dizisi ¢ ye Cesaro toplanabilirdir

denir (Volkov 2001).

Tanim 2.1.2 Bir (z,,) dizisi i¢in, eger

1 n
lim — i— 0 =0
Jin 2 fei =4

olacak gekilde bir ¢ sayisi bulunabiliyorsa, (z,) dizisi ¢ ye kuvvetli Cesaro topla-

nabilirdir denir (Freedman vd. 1978).

Tanim 2.1.3 0 < p < oo olmak {iizere bir (z,,) dizisi igin, eger

n

1
nl—r>Ioloni:1|x |

olacak gekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, (x,) dizisi ¢ ye kuvvetli p-Cesaro topla-

nabilirdir denir (Connor 1988).



Tanim 2.1.4 K C R olsun. |K|, K kiimesinin eleman sayis: (kardinalitesi) ve
K,={k<n:keK}
olmak tizere

1 — 1
O(K)=1lim inf —|K,| ve O(K)=1lim sup —|K,|
n

n—0o0 1 n—00

limitlerine K kiimesinin sirasiyla alt ve iist dogal yogunlugu denir.
3(K) = 0(K)
olmasi durumunda

5(K) = 5(K) = 3(K),

K C R kiimesinin dogal yogunlugudur. Yani, K C R kiimesinin dogal yogunlugu

K, 1
O(K) = lim u: lim —|{k <n:ke K}
n

n—oo N n—o00

dir (Niven vd. 1991).

Tanim 2.1.5 Bir (x,,) dizisi ve her ¢ > 0 i¢in, eger
K(e) =[{n e N: |z, — (] > ¢}|

kiimesinin dogal yogunlugu sifir yani,

1
lim —{k<n:|zy—¥¢ >¢e}|=0

n—oo M,

ya da bagka bir ifadeyle hemen hemen her n icin
|z, — ) < ¢
ise, (z,,) dizisi ¢ ye istatistiksel yakinsaktir denir (Fast 1951).

Tanim 2.1.6 L, ¢, sinirh diziler uzay1 iizerinde taniml bir lineer fonksiyonel olsun.
Eger L lineer fonksiyoneli i¢in

(1) Her n € N i¢in (z,,) > 0 ise L(z,) > 0,

(1i) e = (1,1,---) olmak tizere L(e) =1,

(iii) L(znsr) = L(z,)

sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda L lineer fonksiyoneline bir Banach limitidir denir

(Banach 1932).



Banach limitleri esit olan sinirh diziye hemen hemen yakinsak dizi denir.

Tanmim 2.1.7 Bir (z,,) dizisi i¢in, eger m ye gore diizgiin olarak

m+n
1
lim — g z;, =/
n—oo 1
i=m-+1

olacak gekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, bu durumda (z,,) dizisi ¢ ye hemen hemen

yakinsaktir denir (Lorentz 1948).

Tanim 2.1.8 Bir (x,,) dizisi i¢in, eger m ye gore diizgiin olarak

m—+n

.1
fi o 2 fum =0

i=m-+1
olacak gekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, bu durumda (z,) dizisi ¢ ye kuvvetli

hemen hemen yakinsaktir denir (Maddox 1978).

Tanim 2.1.9 ¢ : N — N birebir bir dontigiim olsun ve m = 1,2, --- i¢in
o™(n) = o™ (n))

olmak iizere her m,n € N igin 0™ (n) # n sartim saglasin. ¢ : £, — R stirekli lineer
fonksiyoneli i¢in

(i) Her n € N igin (x,,) > 0 ise ¢(x,) > 0,

(7i) e = (1,1,---) olmak {izere p(e) = 1,

(i17) Her () € Lo icin @(24(n)) = ©(5)

sartlar1 saglaniyorsa, ¢ lineer fonksiyoneline invaryant limittir veya o—limittir denir

(Schaefer 1972).

Ozel olarak o(n) = n + 1 olmas: halinde ¢ Banach limitidir. Invaryat limitleri esit

olan simirh diziye invaryant yakinsak veya o-yakinsak dizi denir.
Tanmim 2.1.10 Bir (z,,) dizisi i¢in, eger n ye gore diizgiin olarak
i L i oy
ml—l;rclx; m —1 xal(n) N

olacak gekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, bu durumda (x,) dizisi £ ye invaryant

yakinsaktir denir (Schaefer 1972).



Tanim 2.1.11 Bir (z,,) dizisi i¢in, eger n ye gore diizgiin olarak

1
A, o 2N =€ =0
olacak gekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, bu durumda (z,) dizisi ¢ ye kuvvetli

invaryant yakimsaktir denir (Mursaleen 1983).

Tanim 2.1.12 0 < p < oo olmak iizere bir (z,,) dizisi igin, eger n ye gore diizgiin
olarak

lim 1 i ’xgi(n) — K‘p =0

m—o0 M, i1
olacak sekilde bir ¢ sayist bulunabiliyorsa, bu durumda (z,) dizisi ¢ ye kuvvetli

p-invaryant yakinsaktir denir (Mursaleen ve Edely 2009).

Tanim 2.1.13 F porzitif tam sayilarin bir alt kiimesi olmak tizere, eger n ye gore

diizgiin olarak

lim 1 ‘{E N{c(n),o*(n),- - ,Jm(n)}}‘ =0

m—o0 MM,
ise, bu durumda E kiimesi diizgiin invaryant sifir yogunluga sahiptir denir ve bu

durum 6,(F) = 0 ile gosterilir (Raimi 1963).
Tanim 2.1.14 Bir (z,,) dizisi ve her € > 0 igin, eger n ye gore diizgiin olarak

lim lHl{:gm: xgk(n)—é{ 26}| =0

m—o0 T

ya da
Ke)={neN:|z, -] >¢}

olmak iizere 6,(K (¢)) = 0 olacak sekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, bu durumda

(x,,) dizisi ¢ ye invaryant istatistiksel yakinsaktir denir (Savag ve Nuray 1993).

Tanmim 2.1.15 Bir 0 = (k,) dizisi igin kg = 0 ve 7 — oo iken h, = k, — k.1
dizisi negatif olmayan tam sayilarin artan bir dizisi ise § = (k,) dizisine lacunary

dizi denir. # lacunary dizisinin ardigik terimlerinin araliklari ve oranlari sirasiyla

k,

Ir = (kr—la kr] Ve gr = L
r—1

ile gosterilir (Freedman vd. 1978).



Tanim 2.1.16 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun. Bir (z,,) dizisi i¢in, eger
li L =/
Yo g 2=
i€l,
olacak gekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, bu durumda (z,) dizisi ¢ ye lacunary

toplanabilirdir denir (Freedman vd. 1978).

Tanim 2.1.17 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun. Bir (x,,) dizisi i¢in, eger
li L /=0
Yim > et =
icl,
olacak gekilde bir ¢ sayisi bulunabiliyorsa, bu durumda (z,) dizisi ¢ ye kuvvetli

lacunary toplanabilirdir denir (Freedman vd. 1978).

Tanim 2.1.18 6 = (k,) bir lacunary dizi ve 0 < p < oo olsun. Bir (x,,) dizisi i¢in,

eger

1
1 P — . — p =
o h, Ze[ lz: — £ =0

olacak sekilde bir ¢ sayisi bulunabiliyorsa, bu durumda (z,) dizisi ¢ ye kuvvetli

p-lacunary toplanabilirdir denir (Mursaleen ve Alotaibi 2011).

Tanim 2.1.19 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun. Bir (z,,) dizisi ve her ¢ > 0 i¢in,

eger
o1
Tli}rgoh—rl{kelr:\xk—ﬂzaﬂzo
yani,
K()=|H{keN: |z — (] > e}

olmak tlizere

I.NK
A E]

r—00 hr

=0

olacak gekilde bir ¢ sayis1 bulunabiliyorsa, bu durumda (z,) dizisi ¢ ye lacunary

istatistiksel yakinsaktir denir (Fridy ve Orhan 1993).



2.2. Fuzzy Kiimeleri, Fuzy Sayilari ve Fuzzy Normlu Uzay

Bu kisimda, tez ¢aligmasinda kullanilacak olan fuzzy kiimeleri, fuzzy sayilar1 ve fuzzy

normlu uzay ile ilgili temel kavram ve tanimlar verilecektir.

Tanim 2.2.1 X bogtan farkli bir evrensel kiime olsun. w : X — [0, 1] iiyelik

fonksiyonuyla verilen
A=A{(z,u(x)):z € X}
kiimesi fuzzy kiimesidir (Zadeh 1965).
u tiyelik fonksiyonu ile verilen A fuzzy kiimesini sadece u notasyonu ile gosterebiliriz.

Tanim 2.2.2 X evrensel kiimesinde A ve B fuzzy kiimeleri ve bu kiimelerin tiyelik
fonksiyonlari sirasiyla uys ve ug olsun. Fuzzy kiimeleri tizerinde iglemler; her x € X
icin,

i) A= B < us(zr) = up(z),

i) AC B < ua(x) <up(z),

iv) D=ANB < up(r) =ua(r) Nup(r) = min{ua(x),us(x)},
v) A= X\A e ux(x) =1—uy(z)
seklindedir (Chang 1968).

(
(
(1i1) C = AU B < uc(x) = ua(z) Vug(r) = max{ua(x),up(z)},
(
(

Tanim 2.2.3 Bir u fuzzy kiimesinin a-seviye kiimesi,
{r eR:u(z) >a}, aec(0,1],
cd{reR:u(x)>a}, a=0

olarak verilir (Kaleva ve Seikkala 1984).

Tanim 2.2.4 Bir u fuzzy kiimesi i¢in
(7) w normaldir, yani u(z¢) = 1 olacak sekilde bir zy € R vardir,

(17) u konvekstir, yani her z,y € R ve 0 < X\ < 1 igin
w(Az + (1 = A)y) = min{u(z), u(y)},

(i1) w tstten yar stireklidir,
(1v) [u]op kompakt kiimedir,

sartlar1 saglaniyorsa, u fuzzy sayisidir (Fang 2002).
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u fuzzy kiimesinin bir fuzzy sayisi olmas igin gerek ve yeter sart her bir a € [0, 1]

i¢in [u], kesit kiimesinin bogtan farkli, kapali ve sinirh bir aralik olmasidir. Bu aralik

[l = [ug > ug]

a) o

bigiminde yazilir. Kaleva ve Seikkala (1984) tarafindan yapilan fuzzy sayisi taniminda
yukarida verilen iv. madde yerine
“(1v) [u]q = [ug,u}] arahigl icin u; = —oo ve u} = oo durumlar kabul edilebilir”

a?) o

sart1 verilmigtir.

R tizerindeki biitiin fuzzy sayilar kiimesi L(R) ile gosterilir. v € L(R) olmak tizere
her x < 0 igin u(x) = 0 oluyorsa, u ya negatif olmayan fuzzy sayisi denir. R

tizerindeki biitiin negatif olmayan fuzzy sayilar: kiimesi L*(R) ile gosterilir.

Her r € R sayis1

0, t#r

olarak tanimlanan bir fuzzy sayisidir. Bu durumda, fuzzy sayilar reel sayilarin

genellegtirilmesidir.

u,v € L(R) fuzzy sayilarimin v = v seklinde egit olmasi igin gerek ve yeter sart her

z € R i¢in u(z) = v(x) olmasidir.

Tanim 2.2.5 wu,v € L(R) olmak tizere L(R) fuzzy say1 kiimesi iizerinde aritmetik
iglemler

(i) (0 v) () = sup,ep {u ) A0 (2 — )}, 7 € R

(i) (u© v) (2) = supyeg {u(y) Av(y — o)}, v €R,

(1) (1 © v) (&) = 5up,cayso {u (1) Av (a/y)}, @ € R,

(iv) (u @) (x) = supyer {u(yz) Av(y)}, v €R

bigimindedir (Kaleva ve Seikkala 1984).

Bu iglemler Zadeh’in genigleme prensibinin 6zel bir halidir.
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Ayrica skalerle carpma islemi; (cu) () = u (z/c), = € R bic¢imindedir. Ozel olarak
Ou = 0 dir (Felbin 1992).

Lemma 2.2.6 L(R) fuzzy say1 kiimesi tizerinde a-seviye kiimeleri agisindan arit-

metik iglemler,

u,v € L(R) ve [u], = [u,,uf], [v]a = [vS,v]]

a?) o

olmak tizere;
() [u @], = [ug + vy, ug + vl

(it) [u O], = [u, vy, ut.v], u,v € L*(R),

o) Yo

(33d) [1 /] = H %}

U

dir (Kaleva ve Seikkala 1984).

Ayrica skalerle carpma islemi;

[kuy, kut], k>0,
[kulo = klu]s =

[kul, kul], k<O
bi¢imindedir.
Tanim 2.2.7 L(R) fuzzy say1 kiimesi lizerinde < kismi siralama baglantist
p=n heracl0,1]icn ug <ny ve pf <ni

bigimindedir (Kaleva ve Seikkala 1984).
Tanim 2.2.8 (u,) dizisi L(R) de bir dizi, ¢ € L(R) ve

[tn]o = [tng, tna ], (o = g, €3]
olsun. Eger her a € (0, 1] i¢in

lim wu,, =¢, ve lim u,’ =0

n—yoo n—yo0

ise (u,) dizisi £ ye a-seviye yakimsaktir denir ve bu durum lim w,, = ¢ ile gosterilir

n—oo
(Kaleva ve Seikkala 1984).
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Tanim 2.2.9 [u], = [u,,ul] ve [v]o = [v,,v]] olmak tizere u,v € L(R) olsun.

L(R) tizerinde D supremum metrigi

D (u,v) = sup max{|uy —v; |, |uf —v}|}
0<a<l1

bigimindedir (Nanda 1989).

Acgik olarak

D (u,()) = sup max{‘u;

0<a<l

9 9

u;“’}:max{‘ua u(ﬂ}

dir. Eger u € L*(R) ise

dir.
Tanim 2.2.10 (u,), L(R) de bir dizi ve £ € L(R) olsun. Eger

lim D(u,,¢) =0

n—00

ise (u,) fuzzy say1 dizisi ¢ ye yakinsaktir denir ve

(D) — lim u, =/¢

n—oo

ile gosterilir (Nanda 1989).
Tanim 2.2.11 (u,), L(R) de bir dizi ve ¢ € L(R) olsun. Eger her ¢ > 0 igin

1
lim —|{k <n:D(ugl) >} =0

n—oo N,

ise, (u,) fuzzy say1 dizisi ¢ ye istatisiksel yakinsaktir denir ve st — limu, = ¢ ile

gosterilir (Nuray ve Savag 1995).
Tanim 2.2.12 (u,), L(R) de bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim — [{k <n:D(ug,uy) >e}|=0

n—oo N,

olacak gekilde bir N = N(¢) € N var ise (u,,) fuzzy dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir
denir (Nuray ve Savag 1995).
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Tanim 2.2.13 X, R iizerinde bir vektor uzay: ve ||.|| : X — L*(R) olsun. L ve R
L,R:[0,1] x [0,1] = [0,1], L(0,0) =0 ve R(1,1)=1

esitligini saglayan simetrik, azalmayan doniigimler olmak tizere her x € X ve

0<a<1ign

=il = (Il llli]

olsun. Bu durumda,

(i) z = (0,0, ) ise ancak ve ancak ||z| = 0 dur,
(i7) x € X, c € Rigin ||cz|| = || ||z|| d,

(7i1) Her z,y € X ic¢in

(@) s <llzlly s t <|lylly ve s+t <|z+yl; ise

Iz +yll (s + ) = L[l (s) . llyll (),
(b) s > llzlly ¢ = Nlylly ves+t =z +yly ise

[z +yll (s +) < R(ll=[| (s), [lyll (1))

sartlar saglaniyorsa, (X, ||.||, L, R) uzayma fuzzy normlu uzay ve ||.| doniigtimiine

de fuzzy norm denir (Felbin 1992, Xiao ve Zhu 2002).

Tez galigmasi boyunca (X ||.||) fuzzy normlu lineer uzay kisaca X olarak alinacaktir.

Lemma 2.2.14
(1) Eger R = max doniigiimii alinirsa Tanim 2.2.13 (iii)(a) daki liggen esitsizligi her

ae (0,1 ve z,y € X igin
Iz +ylla < llzlla +lyla

liggen esitsizligine dontisiir.
(77) Eger L = min doniigiimii alinirsa Tanim 2.2.13 (7i7)(b) deki iiggen esitsizligi her

a € (0,1] ve z,y € X igin
lz +ylld < llzlly + 1yl
liggen egitsizligine doniigiir (Felbin 1992).
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Teorem 2.2.15 Lemma 2.2.14 te verilen durumlar ele alindiginda Tanim 2.2.13
(1i1) deki tiggen esitsizligi
2 +yll = =l ® [yl

ifadesine esit olur (Felbin 1992).

Tanim 2.2.16 X fuzzy normlu uzayinda = bir nokta olsun. Her ¢ > 0 ve v € [0, 1]

icin z in (e, a)-komsulugu
Ne(e,a) ={y € X :[lz —ylld <<}
bigimindedir (Kaleva ve Seikkala 1984).
Tanim 2.2.17 (z,,), X de bir dizi ve ¢ € X olsun. Eger
(D) — 7}1_)1210 |z — €| =0
ya da
lim D (Hxn - éu,ﬁ) = lim ||z, — ()7 =0
n—oo n—oo
diger bir ifadeyle her € > 0 i¢in bir ny € N vardir 6yle ki her n > ng igin
D (Jlea = €11,0) = flan — £l <<
ise veya
z, € Ny (g,0)

olmasi durumunda, (x,,) dizisi ¢ ye fuzzy norma gore yakimsaktir denir (Felbin 1992,

Fang 2002).
Tanim 2.2.18 (z,,), X de bir dizi olsun. Eger
(D) — lm |z, — 2] = 0
n,Mm—00
diger bir ifadeyle her € > 0 i¢in bir ny € N vardir 6yle ki her n,m > ng igin

D (|l = @l 0) = llzn = i <

olmasi durumunda, (x,) dizisine fuzzy norma gore Cauchy dizisidir denir (Felbin

1992, Fang 2002).
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Tanim 2.2.19 (x,), X de bir dizi ve £ € X olsun. Eger
st —limax, =/
diger bir ifadeyle her € > 0 icin

lim l‘{k‘gn:D(ka—fHﬁ) 25}‘ =0

n—oo N,

yani,

lim lH/{:gn: |z, — €| > e} =0

n—oo 1N
olmasi durumunda, (x,) dizisi ¢ ye fuzzy norma gore istatistiksel yakinsaktir denir

(Sengimen ve Pehlivan 2008).
Tanim 2.2.20 (z,), X de bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim — {k<n: |z —an||f >} =0

n—oo N,
olacak sekilde bir N = N(e) € N varsa (x,,) fuzzy norma gore istatistiksel Cauchy

dizisidir denir (Sengimen ve Pehlivan 2008).
Tanim 2.2.21 (z,,), X de bir dizi, ¢ € X ve 6 = (k,) lacunary dizi olsun. Eger
.1 ~
Tlggoh—r ZD (||mZ — 1, 0) =0
i€l
diger bir ifadeyle

.1 n
lim i ; |z — €]y =0

olmasi durumunda, (z,) dizisi ¢ ye fuzzy norma gore lacunary yakinsaktir denir

(Tirkmen ve Cmar 2017).
Tanim 2.2.22 (z,,), X de bir dizi ve ¢ € X olsun. Eger her € > 0 igin

.
o6 B

{ker:D (|l —10,0) > e}( —0
yani,
. : +
TIE?oh_T {kel :|la,—L|f >c}|=0
olmasi durumunda, (x,,) dizisi £ ye fuzzy norma gore lacunary istatistiksel yakinsaktir

denir (Tirkmen ve Cmar 2017).
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3. FUZZY NORMLU UZAYLARDA INVARYANT VE KUVVETLI
INVARYANT YAKINSAKLIK

Bu boliimde, oncelikle, fuzzy normlu uzaylarda invaryant yakinsaklik tanimi yapildi
ve limitin tekligi ile lineerligi incelendi. Daha sonra fuzzy normlu uzaylarda in-
varyant Cauchy dizi tanmimi verilip, invaryant yakinsak dizi ile arasindaki iligkiyi
gosteren teorem ispatlandi. Ayrica, kuvvetli invaryant yakinsaklik kavrami ile ilgili

tanimlar yapilarak teoremler ispatlariyla verildi.

3.1. Fuzzy Normlu Uzaylarda invaryant Yakinsaklik

Bu kisimda, oncelikle fuzzy norma gore invaryant yakinsaklik tanimi ve invaryant

yakinsak olan bir dizinin limitinin tek oldugunu gosteren teorem verilecektir.

Tanim 3.1.1 (z,), X uzaymda bir dizi olsun.

To(n) + To2(n) + "+ Tom(n)

mn —
m
olmak ftizere, eger n ye gore diizgiin olarak

(D) — lim ||ty — || = 0
m—0o0

yani, her € > 0 i¢in en az bir my € N vardir oyle ki her m > my ve her n € N icin

D(|[tyn — £||,0) = sup Htmn_EHI
a€0,1]
= ltmn — g
< €

ya da
tmn € N (g,0)

olacak gekilde bir ¢ sayisi varsa, (x,,) dizisi £ ye fuzzy norma gore invaryant yakinsaktir
denir ve bu durum

o—FN
T, — 0

ile gosterilir.



Ornek 3.1.2 (z,), X fuzzy normlu uzaymda

1, n cift,
Ty =

0, n tek

olarak tanimlanan bir dizi olsun. o(n) = n + 1 olarak alalm. (z,) dizisi X de

1
yakinsak olmayip, 5 sayisina invaryant yakinsaktir.

Teorem 3.1.3 (z,), X uzaymnda bir dizi olsun. (x,) fuzzy norma gore invaryant

yakinsak ise limiti tektir.

ispat: ¢ # Uy olmak tizere x, By l ve xz, oy {5, oldugunu kabul edelim. Bu

durumda, her ¢ > 0 igin bir m; = my(e) € N vardir 6yle ki her m > m; ve her

n € N i¢in
D(|tmn — 4, 0) = sup |[[tmn — gl“I
a€l0,1]
= |tmn — 4llo
< £
2

dir. Ayrica, verilen € > 0 igin bir mgy = mg(e) € N vardir 6yle ki her m > my ve her

n € N i¢in
D(|[tmn = La]l,0) = sup |[tmn — Loly
a€0,1]
= ltmn — Lallg
< &
2

dir. Boylece, verilen her ¢ > 0 i¢in bir mg = max{m,, ms} vardir éyle ki her m > m,
ve her n € N igin
“gl - £2HSF = H€1 = lmn + tn — £2H6r

< ||€1 - tmn”g + Htmn - EQHS_

- 5+5
2 2
= ¢

dir ve buradan ¢; = ¢, elde edilir.
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Simdi, fuzzy norma gore invaryant yakinsakligin lineerlik 6zelliklerini veren teorem-

ler ispatlariyla verilecektir.

Teorem 3.1.4 (x,) ve (y,), X uzaymda birer dizi olsun. Eger

o—FN o—FN
Tp — b1 ve y, — U

1se
T+ yn = 0 4 0y

dir.

ispat: Kabul edelim ki

o—FN o—FN
Ty, — b1 ve y, — U

olsun. Bu durumda
To(n) + T52(n) + e+ Lom (n)

tmn
m

ve
Yo(n) + Yo2(n) +---+ Yom (n)
m

kmn =

olmak {izere, her € > 0 igin bir m; = my(¢) € N vardwr 6yle ki her m > m; ve her

n € N i¢in
D(Htmn_glnao) = Sup Htmn_gl”i
a€gl0,1]
= Htmn EIHJ
< 19
2

dir. Ayrica, verilen € > 0 igin bir my = ms(e) € N vardir 6yle ki her m > mqy ve her

n € N icin
D(Hkmn_€2”70> = Sup Hkmn_EQH;r
a€l0,1]
= Hkmn - £2”(—)~_
< 9
2

elde edilir.
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Béylece, verilen her € > 0 i¢in bir my = max{my, ms} vardir dyle ki her m > mg ve

her n € N i¢in

< Nltmn = lillg + [[Emn — L2llg
PRI
2 2
= ¢
dir ve buradan
oc—FN

T+ Yo — €1+£2

elde edilir.

Teorem 3.1.5 (z,,), X uzaymda bir dizi ve ¢ skaler bir deger olsun. Eger

o—FN

T, — £
ise
o—FN
cxr, — cl
dir.

ispat: Kabul edelim ki z,, “~I ¢ ve ¢ bir skaler olsun. ¢ = 0 i¢in ispat agiktir. ¢ # 0
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, verilen her € > 0 i¢in bir mg = my(e) € N

vardir oyle ki her m > mg ve her n € N i¢in

19
[tmn — Lll§ < i
dir. Boylece,
HCtmn - CEHE)F = |C| Htmn - 6”8_
£
< e
|
= ¢

oldugundan
oc—FN
cx, — ct
sonucuna varilr.
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Simdi de, fuzzy norma gore invaryant Cauchy dizi kavrami tanitilacak ve invaryant

yakinsaklik ile arasindaki iligkiyi veren teorem ispatiyla birlikte verilecektir.
Tanim 3.1.6 (x,), X uzayinda bir dizi olsun. n ye gore diizgiin olarak

(D) — lHm [ty — trnl| = 0

m,k—o0

yani, her € > 0 i¢in en az bir my € N vardir oyle ki her m, k > m( ve her n € N i¢in

D(Htmn - tanv 0) = Sup Htmn - tanI
a€l0,1]

= Htmn_tknna—
< €
ise, (z,) fuzzy norma gore invaryant Cauchy dizidir denir.

Teorem 3.1.7 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. (z,) dizisinin fuzzy norma gore

invaryant yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart invaryant Cauchy dizisi olmasidir.

ispat: () dizisi fuzzy norma gore ¢ sayisina invaryant yakinsak olsun. Bu du-

rumda, her € > 0 igin bir mg = mg(¢) € N vardir 6yle ki her m > mg ve her n € N

icin
D(|[tyn — £]|,0) = sup ||tmn—5||§
a€gl0,1]
= Htmn—fHJ
< 9
2

dir. Her m,k > mg ve her n € N i¢in
[t = tinlls < Ntmn — €5+ lten — £llg

<

oldugundan, (z,) fuzzy norma gore invaryant Cauchy dizisidir.
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Tersine, (x,) fuzzy norma gore invaryant Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her

e > 0 igin bir mg = my(e) € N vardir 6yle ki her m, k > mg ve her n € N igin

D(”tmn - tkn”? 0) = Sup Htmn - tan;r
a€l0,1]

= Htmn - tkn”(—)'—

- €
2

dir. n yi n = ng olarak sabitleyelim. Invaryant Cauchy dizisi tanimma gore

(timng)_, bir Cauchy dizisidir ve herhangi bir ¢ sayisina yakinsar. Bu durumda,

her € > 0 i¢in bir m; = my(e) € N vardir 6yle ki her m > m; igin

£

o — €15 < 5

dir. Boylece, verilen her € > 0 ve her n € N igin m > max{mg, m;} oldugunda,
“tmn - 6”8_ < Htmn - tmno” 4 Htmno - EHS‘

< +

DO ™
N ™

dir. Sonug olarak (z,) dizisi ¢ ye fuzzy norma gore invaryant yakinsaktir.

3.2. Fuzzy Normlu Uzaylarda Kuvvetli invaryant Yakinsaklik

Bu kisimda, fuzzy norma gore kuvvetli invaryant yakinsaklik tanimi yapilacak, daha

sonra limitin tekligi ve lineerligini veren teoremler ispatlanacaktir.

Tanim 3.2.1 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. n ye gore diizgiin olarak

1 m N 1 m
nll_rgo m § D(Hxal(n) gHv 0) nll—rgo m E_l H:EU (n) gHO O,

i=1

yani, her € > 0 i¢in bir my € N vardir 6yle ki her m > mg ve her n € N i¢in

1 m
— Uin_€+<
m;HIF() o <e¢
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olacak gekilde bir ¢ sayis1 varsa, (x,,) dizisi ¢ ye fuzzy norma gore kuvvetli invaryant
yakinsaktir denir ve bu durum
T, [UiN] 14

ile gosterilir.

Teorem 3.2.2 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. (z,) fuzzy norma gére kuvvetli

invaryant yakinsak ise limiti tektir.
ispat: (1 # {5 olmak tizere
c—FN o—FN
xn[—>]€1 ve a:n[—>]€2

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her € > 0 i¢in bir m; = my(¢) € N vardir dyle

ki her m > my ve her n € N icin

1 €
E Z; ||x0i(n) - El”é_ < 5

dir. Ayrica, verilen € > 0 igin bir my = ms(e) € N vardir 6yle ki her m > my ve her

n € N icin

1 — £
— oi(n —/ + < =
- ;1 |Zoimy — L2llg 5

dir. Boylece, verilen her ¢ > 0 i¢in bir mg = max{m;, my} vardir 6yle ki her m > m,

ve her n € N i¢in

1 m
I —6l§ = —> It -6l
i=1

1 & 1 &
= Y [ i S A T
< miﬂH?ﬂ() 1l +mi:1H$() 2/l

)

T3

N ™

dir ve sonug olarak

elde edilir.
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Teorem 3.2.3 (z,) ve (y,), X uzaymda birer dizi olsun. Eger

[0' FN]

Tn gl V€ Yn [” uy

l

ise
oc—FN
Tn + Yn [ ]€1+€2

dir.

ispat: Kabul edelim ki

[0' FN]

Tn gl V€ Yn [” uy

l

olsun. Bu durumda, her € > 0 i¢in bir m; = my(¢) € N vardir dyle ki her m > my

ve her n € N i¢in

] i €
— oi(n —/ +<—
- ;1 |Zoiny — £allg 2

dir. Ayrica, verilen £ > 0 igin bir mgy = my(e) € N vardir 6yle ki her m > my ve her

n € N icin

1 — 15
o Zl |Yoi(n) — Lol < B

elde edilir. Boylece, verilen her € > 0 igin bir mg = max{m;, ms} vardir 6yle ki her

m > myg ve her n € N icin

1 m
=D @y + voi) = (4 + L)l
i=1

< D Vet = I+ 0l = ol
¢
2 2
=¢
elde edilir ve
Tn + Un “ FN] b+ Ly

sonucuna varilir.
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Teorem 3.2.4 (z,,), X uzaymda bir dizi ve ¢ skaler bir deger olsun. Eger

Ty [Ji>N] 14
ise
cxy, [UiN] cl
dir.
. [o—FN] - v : P
Ispat: z,, — ¥ ve ¢ nin bir skaler oldugunu farzedelim. ¢ = 0 igin ispat agiktir.

¢ # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, verilen her ¢ > 0 i¢in bir my = myg(e) €

N vardir oyle ki her m > mg ve her n € N i¢in

1 & €
— oi(n —/ +<—
— ;1 |Zoi(ny — £lIg

I
dir.
R Y S WS o T
m =1 m =1
< Jd=
]
= €
oldugundan,

CcTy, [Ui>N] cl

sonucuna varilr.

Simdi, bir fuzzy normlu uzayda invaryant yakinsaklik ile kuvvetli invaryant yakinsaklik

arasindaki iligkiyi veren teorem ispatlanacaktir.

Teorem 3.2.5 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. (x,) dizisi ¢ ye kuvvetli invaryant

yakinsak ise, ¢ ye invaryant yakinsaktir.

Ispat: X uzaymda (x,,) dizisi £ ye kuvvetli invaryant yakinsak olsun. Bu durumda,

her € > 0 i¢in bir mg € N vardir oyle ki her m > mg ve her n € N icin
1 m
- e
- Z [Zoimy — g <€
=1
dir.
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Bu durumda
_l’_

”tmn - 6”3‘ -

1 m
E izlxgi(n) -/

[0}

IN

1 & n
- Z 7oty = €l
=1
< €
esitsizliginden (z,,) dizisi £ ye invaryant yakisaktir.

Lemma 3.2.6 (z,), X uzaymnda bir dizi olsun. Verilen her € > 0 i¢in her n > ng

ve her m > my oldugunda

1 m
=D N =Ly <e
=1

olacak gekilde my € N ve ng € N varsa, (z,) dizisi ¢ ye fuzzy norma gore kuvvetli

invaryant yakinsaktir.

Ispat: Verilen keyfi bir € > 0 i¢in m; € N ve ng € N segelim 6yle ki her m > m; ve

n > ng igin

1 & 3
— > Nai =y <3 (3.1)
=1

olsun. Simdi bir my € N nin varhigini ispatlamaliyiz, 6yle ki her m > mgy ve 0 <

n < ng icin
1 m
EZHl‘ai(n) —EH:)F <é€ (32)
i=1

olsun. Ciinkii boyle bir my varsa my = max{my, my} aldigimizda her m > mq ve

her n i¢in

1 m
— D i =y <e
=1

ifadesi saglanir. Bu durum kuvvetli invaryant yakinsaklik tanimi oldugu icin ispat

tamamlanir. Secilen ng i¢in sabit bir M sayis1 vardir oyle ki
ng
D llwi =ty =M (3.3)
i=1

dir.
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Simdi, 0 < n < ny ve m > mg alahm. ng icin bir m’ vardir 6yle ki o™ (n) < ng dir.

Bu durumda

1 & 1 & 1 &
=D Neao =y = =D Mo =ty + - D Nzorn =Ll
i=1 i=1 i=m’+1
1 & L1 +
< E;sz_gno +E;Hxai(no) _€||0
M 1 e
< — ; Hxai(no) — EH:)F (( 3.3) esitliginden)
< % + g ((3.1) esitsizliginden)

olup, yeterince biiytik m ler icin

1 T . + M S
E;foﬂ(”)_g‘}o =g 5 A

elde edilir. Sonug olarak 3.2 sarti saglanir ve boylece ispat tamamlanir.
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4. FUZZY NORMLU UZAYLARDA LACUNARY INVARYANT VE
KUVVETLI LACUNARY INVARYANT YAKINSAKLIK

Bu boliimde, 6ncelikle fuzzy normlu uzaylarda lacunary invaryant yakinsaklik kavra-
m1 tanitilarak limitin tekligi ve yakisakligin lineerlik Ozellikleri verildi. Ayrica
lacunary invaryant Cauchy dizi tanimi verilip lacunary invaryant yakinsaklik ile
iligkisi gosterildi. Daha sonra, fuzzy normlu uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant
yakinsaklik tanimi yapilip limitin tekligi ve yakinsakhigin lineerlik ozellikleri ince-

lendi.

Boliim boyunca 6 = (k) bir lacunary dizi olarak kabul edilecektir.

4.1. Fuzzy Normlu Uzaylarda Lacunary invaryant Yakinsakhk

Bu kisimda, oncelikle fuzzy normlu uzaylarda lacunary invaryant yakinsaklik kavrami

ve limitin tekligi ile lineerligini verilecektir.

Tanim 4.1.1 (x,), X uzayinda bir dizi olsun. n ye gore diizgiin olarak

)
lim D [ ||~ o .0) = tim |2 (
Lim h_r Zxai(n) —/1|,0] = Lim n Zxai(n) —

il icly
ya da basgka bir ifadeyle her ¢ > 0 i¢in bir ry € N vardir oyle ki her » > ry ve her

p< ,a):

olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa, (x,,) dizisi £ ye fuzzy norma gore lacunary invaryant

+
=0
0

n € N icin
) +
h_ E xo-i(n) —/ <e€

" el

1
h_T Z :L’Uz'(n) —/

i€ly

0

yakinsaktir denir ve bu durum

O'—FNg
T, — L

ile gosterilir.

Teorem 4.1.2 (x,), X uzaymnda bir dizi olsun. (z,), fuzzy norma gore lacunary

invaryant yakinsak ise limiti tektir.
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ispat: {1 # {5 olmak tizere,

o—F Ny o—FNy
T, — b ve x, — ¥l

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, verilen her € > 0 i¢in bir r; € N vardir oyle

ki her » > r; ve her n € N icin
+
<€
2
0

i Z xgi(n) — 51

" el
dir. Ayrica,verilen € > 0 ig¢in bir ro € N vardir Oyle ki her > 75 ve her n € N i¢in

+
<

0

S
Loi(n) — £2 5

1
h,

i€l

yazilabilir. Boylece, rg = max{ry, 2} olmak iizere her r > ry ve her n € N i¢in

+ +
1 1
H£1 - £2||(J)r < h_ Z Loi(n) — 61 + h_ Z Loi(n) — 62
" iel, 0 " iel, 0
< 19 i 9
2 2
= £

oldugundan her € > 0 i¢in

[0 —b|§ < e

dur ve sonug olarak

by =4

elde edilir.

Teorem 4.1.3 (z,,) ve (y,), X uzaymnda birer dizi olsun. Eger

o—F Ny o—F Ny
T, ? gl V€ Yn 7 £2

ise bu durumda

e + Yn U_—F];[G 61 +€2

dir.
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Ispat: Hipotez geregi
Tn J_—F];[e 61

oldugundan, her € > 0 i¢in bir r; € N vardir 6yle ki her r > r; ve her n € N igin

+

g
Tgi(n) — 4 < 5

i€l

1
Iy

dir. Ayrica
Un U;FY)VQ 62

oldugundan, verilen € > 0 i¢gin bir ro € N vardir 6yle ki her » > r5 ve her n € N i¢in

1
h_ Z Yoi(n) — €2

" el

+
<€
2

0

dir. Boylece, ro = max{ry, 2} olmak iizere her r > ry ve her n € N i¢in

J’_
1

o Z (Iffi(") + yai(n)) — (01 + £y)

" el

0

1 1
= <h_r D Toimy + h_r Z%%n)) — (Lt 6)

+

i€l i€ly 0
1 B "
< n Z Toitn) — || + 7 Z Yoi(n) — L2
i€l 0 i€l 0
_ € N €
2 2
=€

oldugundan,

Tn + Yn 7 b1 + £y

elde edilir.
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Teorem 4.1.4 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Eger
Tn i\
ise, bu durumda c skaler bir deger olmak tizere
cxy, NG cl
dir.
ispat: ¢ = 0 igin ispat aciktir. ¢ # 0 oldugunu kabul edelim.
Tn Uﬂe 14

oldugundan, her € > 0 i¢in bir ry € N vardir oyle ki her r > ry ve her n € N igin

Jr
1 €
E— oi(n) — 14 < —
By 2 E
ZGIT 0
yazilabilir. Bu durumda
1 ' 1 q
—Zc:cgi(n) —c/ = | h—ngi(n) 4
" iel, 0 " iel, 0
€
< | |H
= ¢
oldugundan,
cxy, e\
dir.

Simdi, fuzzy normlu uzaylarda lacunary invaryant Cauchy dizi kavrami ve bu kavramin

invaryant yakinsaklik ile iligkisi verilecektir.

Tanim 4.1.5 (z,), X uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 igin bir ry € N vardir &yle

ki her r,s > rg ve her n € N igin

1 1
. > Tain) . > Toim)

" iel, jEIs

_l’_
<e€

0

ise, bu durumda (x,,) fuzzy norma gore lacunary invaryant Cauchy dizisidir denir.
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Teorem 4.1.6 (x,), fuzzy norma gore lacunary invariant yakinsak ise lacunary

invaryant Cauchy dizisidir.

Ispat: Kabul edelim ki (x,) dizisi £ syisina fuzzy norma gore lacunary invariant
yakinsak olsun. Bu durumda her € > 0 icin bir o € N vardir 6yle ki her » > ry ve

her n € N igin
_l’_

1
h_ Z Jjai(n)

" el

DO ™

0
dir. Boylece, her r,s > rq ve her n € N i¢in

+ +
1
Lo g o] = [ e i D¢
i€ly jels ZEIT ]EIS
e €
< §+§
= £

oldugundan, (z,) lacunary invariant Cauchy dizisidir.

4.2. Fuzzy Normlu Uzaylarda Kuvvetli Lacunary invaryant Yakinsakhik

Bu kisimda, oncelikle fuzzy normlu uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklik
kavrami tanmitilarak limitinin tekligi ve lineerligi verilecektir. Daha sonra kuvvetli
lacunary invaryant yakinsaklik ile lacunary invaryant yakinsaklik arasindaki iligki

incelenecektir.

Tanim 4.2.1 (xn), X uzayinda bir dizi olsun. n ye gore diizgiin olarak

JE— pu— _— - +:
lim Zanm {.0) = lim anazﬂ I =0

Zelr ’LEIT

ya da basgka bir ifadeyle her ¢ > 0 i¢in bir ry € N vardir 6yle ki her r > rq ve her

n € N i¢in

1
h_ZD<||xU’n é” 0 Z||xa7n _EHS_ <E

" el hy i€l,

olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa, (z,,) dizisi £ ye fuzzy norma goére kuvvetli lacunary
invaryant yakinsaktir denir ve bu durum
c—FN
z, [ _)}0 ;

ile gosterilir.
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Teorem 4.2.2 (x,), X uzaymnda bir dizi olsun. (z,), fuzzy norma gére kuvvetli

lacunary invaryant yakinsak ise limiti tektir.

ispat: (1 # {5 olmak tizere

o—FN o—FN
Ty [ —>]9 by ve x, [ —>]9 Uy

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her € > 0 icin bir r; € N vardir 6yle ki her

r > ry ve her n € N icin

1 €
7 D Mz — 4lly < 3

" el

dir. Ayrica, verilen € > 0 i¢in bir ro € N vardir 6yle ki her r > 75 ve her n € N i¢in

1 €
h_ Z ”xoi(n) - gQHE)F < 5

" el

elde edilir. Ucgen esitsizliginden
16 = bollg < Nlzoimy — Lillg + [Toim) — Lallg
yazilabilir. Bu durumda, rq = max{ry, 73} olmak iizere her r > r( i¢in

1
=Ll = = Il =6

" el

1 1
< D Mzaiey = Gl + " D Naoiny = LIS
" el " iel,
o ¢
2 2

= £

oldugundan, her € > 0 i¢in

101 = bo|l§ < e

elde edilir ve buradan

b =1,

dir.
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Teorem 4.2.3 (x,) ve (y,), X uzaymda iki dizi olsun.

[o— FN]g [o— FN]9

Tn ly ve y, ly
ise bu durumda
Tt e T+ L
dir.
ispat: Hipotez geregi
Ty [gﬂ)v]g 0

oldugundan, her € > 0 i¢in bir r; € N vardir 6yle ki her » > r; ve her n € N igin

9
_Z “3701 (n) —£1Ho+ < 5

7,€I'r

ve ayrica

o—FN
yn[ lo A

oldugundan, verilen € > 0 igin bir ro € N vardir 6yle ki her » > r5 ve her n € N icin

9
_Z ||yol (n) _€2||3— < 5

’LEIT

dir. Bu durumda, rq = max{ry, o} olmak tizere her r > ry ve her n € N i¢in

1
7 > 1@ty + Yor(my) — (G + L)IIS

" el
< _Z”xoln _61”6’_ ZHyaln _62”8_

" iel, " iel,
< IS n e
2 2

=&

oldugundan,

o—FN
xn"—yn[ a ]9€1+€2

elde edilir.
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Teorem 4.2.4 (z,), X uzaymda bir dizi olsun.

z, [Uﬂ)\ﬂe ;

ise, bu durumda ¢ bir skaler olmak iizere

[0 FNJp
cxy, "ot

dir.

ispat: ¢ = 0 igin ispat aciktir. ¢ # 0 oldugunu kabul edelim.

z, [Uﬂ}e ;

oldugundan, her € > 0 i¢in bir ry € N vardir 6yle ki her » > ry ve her n € N i¢in

1 €
— E oi(n —£+<—

" iel,

yazilabilir. Buradan

_Z”Cxaln —CKHS_ F— C|_Z||xaln _£||8_

zeI ZGIT
< el
c]
= ¢
oldugundan,
cxy, [0 File ‘el
dir.

Teorem 4.2.5 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. (z,) dizisi ¢ sayisina kuvvetli

lacunary invaryant yakinsak ise ¢ ye lacunary invaryant yakinsaktir.

Ispat: (x,) dizisi ¢ sayisina kuvvetli lacunary invaryant yakinsak olsun. Bu du-

rumda, her € > 0 icin bir ry € N vardir 6yle ki her » > ry ve her n € N i¢in

1
™ S iy — L <€

" iel,

dir.
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Buradan
+

< —Z 1o (m) — £l

0 ’LEI’F

1
- Z xo-i(n) —/

" el

< €

oldugundan, (z,) dizisi ¢ ye lacunary invaryant yakimsaktir.

Simdi, fuzzy normlu uzaylarda kuvvetli lacunary invaryant yakinsaklik ile kuvvetli

invaryant yakinsaklik arasindaki iligki verilecektir.

Teorem 4.2.6 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Bu durumda

[cr FNJg [c—FN]

T, Vs ox, —
dir.
ispat: Kabul edelim ki
Ty [Uﬂ]g l

olsun. Bu durumda, verilen her £ > 0 i¢in bir ry € N vardir oyle ki her » > rq ve

s > 0 olmak iizere n = o*~1(s) i¢in

h
1 T

T Z [Zginy — LIy <€
T i=1

dir. ¢t bir tamsay1 ve 0 < ¢ < h,. olmak tizere
m = th, +q (4.1)

olarak yazilan m > h, ic¢in

(t+1)h,

1 m
EZH%%n)—ﬁHJ s = Z Zgimy — €llg
i=1

t ,u+1)h7“

= —Z I TS s

pu=0 i=ph,

IN
>
3
™

IN



th,
esitsizligi elde edilir. Ayrica (4.1) den — < 1 oldugu agiktir. Bu durumda
m

1 m
— oitm) — L||F <2
m;Hx m — g < 2¢

dur. Lemma 3.2.6 den

[c—FN]

Ty — ¥
dir. Ayrica
Ty [U;m)V ) l
ise
Zn, [O—ﬂ}g g

oldugu asikardir. Sonug olarak
Ty [Uﬂ)v]e { & z, [UiN] l

oldugu ispatlanir.
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5. FUZZY NORMLU UZAYLARDA ISTATISTIKSEL INVARYANT
YAKINSAKLIK

Bu boéliimde, fuzzy normlu uzaylarda invaryant yakinsaklhigin iki farkl istatistiksel
yaklagimi tanimlandi ve bu tanimlarin birbiri ile iligkisi verildi. Ayrica, invaryant
istatistiksel yakinsaklik kavraminin limitinin tekligi, lineerligi ve kuvvetli invaryant
yakinsaklik ile iligkisi incelendi. Son olarak invaryant istatistiksel Cauchy dizi tanimi

ve ilgili teorem verildi.

5.1. Fuzzy Normlu Uzaylarda invaryant Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda, oncelikle fuzzy normlu uzaylarda invaryant istatistiksel yakinsaklik

kavrami tanitilarak, limitin tekligi ve lineerlik ozellikleri verilecektir.

Tanmim 5.1.1 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in
K(e)={neN: ||z, — | > ¢}
olmak tizere,
9o (K:) =0
yani n ye gore diizgiin olarak

lim — [{k € {o(n),0*(n), - ,0™(m)} : s — €] = c}| =0

m—oo 1

ya da bagka bir ifadeyle n ye gore diizgiin olarak

lim — |[{k < m: [2omm — O >} =0

m—oo MM,
olacak gekilde bir ¢ sayisi varsa, (x,,) dizisi ¢ ye fuzzy norma gore invaryant istatis-
tiksel yakinsaktir denir ve bu durum
o—st—FN
z, — /L

ile gosterilir.
Ornek 5.1.2 (x,), X de bir dizi olsun ve terimleri

n, n asal,

Ty =
0, diger durumlarda
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olarak tamimlansin. o(n) = n + 1 olarak alahm. Her € > 0 ve her asal olmayan
n € N icin

lzn = Ollg = [l0flg =0 <

oldugundan, her € > 0 ve her n € N i¢in
6 ({m €N ||zomm) —0||§ >€}) =0 ({n € N:n asal say1}) =0

dir. Yani, (z,) dizisi 0 a istatistiksel ve invaryant istatistiksel yakinsaktir fakat

invaryant yakinsak degildir.

Teorem 5.1.3 (z,), X uzayinda bir dizi olsun. (x,) fuzzy norma gore invaryant

istatistiksel yakinsak ise limiti tektir.

Ispat: (z,) birbirinden farkl ¢, ve ¢, degerlerine invaryant istatistiksel yakinsak

olsun. Bu durumda, her € > 0 icin n ye gore diizgiin olarak

3 ({m €N ||zgmm) — lll§ > g}) =0

ve
4] ({m € N: ||xgm@m) — la|lg > g}) =0

dir. Buradan, n ye gore diizgiin olarak
+ €
0 ({m eN: Hxam(n) — ngO < 5}) =1ve
+ €
) ({m €EN: Hxam(n) — ‘€2HO < 5
oldugu aciktir.
Oy # L. (5.2)
olarak kabul ettigimiz i¢in baz1 ¢ > 0 lar icin
16 — bollg > €

dir. Bu yiizden
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15
N1 = {m € N: ||xam(n) _£1H(J]r < 5}

ve

g
NQ = {m c N . on-m(n) — EQHJ < 5}

olmak lizere

NiNNy=10
dir. N7 U Ny € N oldugunu biliyoruz. (5.1) den
O(N1)+0(No) <o(N)=1+1<1,
yazilir ve celigki elde edilir. Bu durumda
ly =l

dir.

Teorem 5.1.4 (x,) ve (y,), X uzaymnda iki dizi olsun. Eger

o—st—FN o—st—FN
Tn, — b1 ve y, — Ly

ise bu durumda

Tn 4+ yn N 0 4 0y

dir.
ispat: Kabul edelim ki
o—st—FN o—st—FN
Tn — b1 ve y, — Ly

olsun. Bu durumda, her € > 0 ve n € N icin

N = {m EN: |[gmpm — GlF >

DO ™
——

ve

N2 = {m eN: Hycrm(n) - 62“3 2

DO | ™
——

olmak tizere,
5(N1) =0 ve 5(N2) =0
dir.
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Bu durumda

[(@am(n) + Yomm) — (€ + )5 < |Tgmm) — bllg + [Yomm) — L2llg (5.4)
oldugu i¢in

N ={m e N: |[(gm(m) + Yom(m) — (l1 +L)|lg > e}
olmak iizere
NCNUN, (5.5)
elde edilir. (5.5) in dogru oldugunu gostermek i¢in
mo & N1 U Ns

olacak gekilde bir my € N alalim. my € N; U Ny oldugundan ayni anda mg € Ny ve

mg & Ny dir. Bu durumda my igin

3

€
lzomoy = fillg <5 ve  [lgomom = Lol < 5

2

esitsizlikleri yazilir ve (5.4) den
[(Zomomy + Yomo(m) — (1 +L)|I§ < e

elde edilir. Bu durum mgy € N kabuli ile gelismektedir. Boylece (5.5) igermesi

dogrulanmig olur. (5.3) ve (5.5) den §(IN) = 0 elde edilir. Sonug olarak

Tntyn I+

dir.

Teorem 5.1.5 (z,), X uzaynda bir dizi ve ¢ skaler bir deger olsun. Eger

o—st—FN

T, — /L

ise, bu durumda

o—st—FN
cx, — ct

dir.
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ispat: Kabul edelim ki
o—st—FN
— /L

Tn

ve ¢ skaler bir deger olsun. ¢ = 0 igin ispat agiktir. ¢ # 0 oldugunu kabul edelim.

Boylece her € > 0 ve n € N i¢in

) ({m eEN: ngm(n) —f”g)r > %}) =0

§({m eN: |lcxomm —cll§ >e}) = §({keN:|d||zomm — U >¢e})

= 4 <{m € N: ||zgmmy — €| > %})

= 40

dir. Bu durumda

oldugu gortiliir. Sonug olarak

o—st—FN
cx, — ct

dir.

Simdi, invaryant istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli invaryant yakinsaklik arasindaki

iligki incelenecektir.

Teorem 5.1.6 (x,), X uzaymda bir dizi olsun. Bu durumda (z,) dizisi ¢ sayisina

kuvvetli invaryant yakinsak ise ¢ ye invaryant istatistiksel yakinsaktir.

ispat: (x,) dizisi ¢ ye kuvvetli invaryant yakinsak olsun. Bu durumda n ye gore

diizgiin olarak
.1 Z’” ~
ﬂlbl_rgoa - D(Hxaz(n) - Z”7 0) =0
yani
1 m
lim — witm) — LT =0
Jim — ;:1 [Zeign) — €llo

dir. Her € > 0 i¢in

o™ (n)

] — 1
> My =g > — D0 =g
=1 k=o(n)
o —LIIg >e

1
> Ee{k <m: ||zokgy — g = €}
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oldugundan, m — oo i¢in
1 +
— |{k <m:|lamm — L5 =e}| =0
m
elde edilir ve béylece (z,) dizisi ¢ ye invaryant istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 5.1.7 (x,), X uzaymnda bir dizi olsun. Bu durumda (z,,) dizisi smirh ve

¢ ye invaryant istatistiksel yakinsak ise ¢ ye kuvvetli invaryant yakinsaktir.

ispat: (,) dizisi simirhi ve ¢ sayisina invaryant istatistiksel yakinsak olsun. Bu

durumda bir M vardir oyle ki her m,n € N icin

) 1
|Zommy — g <M ve 7711_{1;0% {k<m:||amm— L =} =0

dir.
R 1 i
=S e =5 = — Y lm— i > el
i=1 k=o(n) k=o(n)
lzk—elld >e |lex—LlF <e

1 1
< EMHk <m: |z — LT =€} + —me

oldugundan, m — oo i¢in

1 m
E Z Hxal(n) - 5”3 —0
=1
ve boylece (z,,) dizisi £ ye kuvvetli invaryant yakinsaktir.

Simdi de, fuzzy normlu uzaylarda invaryant istatistiksel Cauchy dizisi tanimlanip,

invaryant istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki iligki verilecektir.

Tanim 5.1.8 (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Bu durumda, her £ > 0 igin bir

N € N vardir oyle ki
lim iHmEN: [Zomm) — Tovmylld =€} =0
00 T o™ (n) oN(n)llo =
yani hemen hemen her m ve her n ic¢in
||Z‘Um(n) — ZL'ON(n)HS— <€

ise, (x,) dizisi fuzzy norma gore invaryant istatistiksel Cauchy dizisidir denir.
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Teorem 5.1.9 (z,), X uzaymnda bir dizi olsun. (x,), fuzzy norma gore invaryant

istatistiksel yakinsak ise invaryant istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat: (z,) dizisi fuzzy norma gore ¢ sayisina invaryant istatistiksel yakimsak olsun.

Bu durumda, keyfi bir ¢ > 0 alalim 0yle ki hemen hemen her m ve her n i¢in

£
omm — |7 < =
= £ < 5
dir. Ayrica
3
1205 () — Llg < B

olacak gekilde bir N = N(g) € N alahm. Bu durumda hemen hemen her m ve her

n i¢in

Hxam(n) - f’ljerf\’(n)“(—)Ir < ”xam(n) r- g”g + ”on(n) - EHSF

oldugundan, (z,) fuzzy norma gore invaryant istatistiksel Cauchy dizisidir.

5.2. Fuzzy Normlu Uzaylarda Istatistiksel invaryant Yakinsakhik

Simdi, fuzzy normlu uzaylarda istatistiksel invaryant yakinsaklik kavrami tanitilarak,

invaryant istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki iligki verilecektir.

Tanim 5.2.1 (z,), X uzayinda bir dizi olsun. Verilen her ¢ > 0 i¢in n ye gore

diizgiin olarak

lim — [{k < m: |lto — O3 =<} =0

m—o0 M,
olacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa, (z,) dizisi £ ye fuzzy norma gore istatistiksel in-

varyant yakinsaktir denir ve bu durum

st—o—FN
n —

ile gosterilir.
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Ornek 5.2.2 (z,), X de bir dizi olsun ve terimleri

/

k2, n=k?

Ty = —/{32, n = k?2+1,

(—=1)"*!,  diger durumlarda
\

olarak tammlansm. o(n) = n + 1 olarak alahm. Eger z,m, = k*, (k € N) ise
m — oo igin t,,, — 1 dir. Diger durumlarda m — oo i¢in t,,, — 0 olur. n ye gore

diizgiin olarak,

S({meN:|[tmn -0l > e}) =6 ({n:n=F})=0
oldugu igin (x,,) dizisi 0 a istatistiksel invaryant yakinsaktir ama invaryant yakinsak
degildir.

Teorem 5.2.3 (x,), X uzaymda bir dizi olsun. (x,,) dizisi siirh ve ¢ ye invaryant

istatistiksel yakinsak ise (x,,) dizisi ¢ ye istatistiksel invaryant yakinsaktir.

Ispat: (x,) dizisi smurh ve £ ye invaryant istatistiksel yakinsak olsun. Boylece her
m,n € N icin

Hl'gm(n) — g”a_ <M

olacak gekilde bir M € N vardir. Ayrica, her € > 0 icin
Koe) = (k< m: [leggy — €5 > <)

olmak tizere,

0 (Ko(€)) =0

dar.
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Bu durumda,

- +
1
=15 = (£ 350000 -
i=1 0
1 a.TYL(/n/) +
= — T 4
m
k=o(n) 0
R *
= | (zp — 0)
k=o(n) 0
J’_
1
< ||= _
< 5 (z — 1)
kEK,(g) 0

1
< —(sup [lze — L5 Ko (e)]
m- g
oldugundan n ye gore diizgiin olarak
m — oo igin t,,, — ¢
olur. Boylece (x,), ¢ ye invaryant yakinsak oldugu i¢in istatistiksel invaryant yakinsaktir.

Teorem 5.2.4 (x,), X uzaymda bir dizi olsun. (x,) dizisi ¢ sayisina istatistiksel
invaryant yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart 6(K) = 1 ve 0 —lim z,,, = £ olacak

sekilde bir K = {n; <ny < --- <ng < ---} C N alt kilmesinin olmasidir.

Ispat: (x,) dizisi ¢ sayisina istatistiksel invaryant yakinsak olsun. r = 1,2,3,---
icin

1

Role) = { e N (o~ 1) 2 1}

ve
1
M) = (€N g (lon, — 1) < 1]

kiimelerini tanimlayalim. (x,,) dizisi ¢ ye istatistiksel invaryant yakinsak oldugundan

r=1,2,3,--- icin
0(Kr(p)) =0
6(M;(p)) =1 (5.6)
dir.
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Ayrica
Mi(p) D Ma(p) D --- D Mi(p) D Mipa(p) D --- (5.7)

bigimindedir. Simdi k € M, () igin (x,, ), ¢ ye invaryant yakinsak oldugunu gostermeliyiz.

Farzedelim ki (x,, ), ¢ ye invaryant yakinsak degildir. Bu durumda sonsuz terim igin
o (lzn, —€l7) > €
olacak gekilde bir € > 0 vardir. Simdi
M.(p) ={k e N:p(|lzn, — ) <e} ve €>%

olmak tizere,

6 (M()) =0 ve (5.7) den M.(p) D M,(¢)

elde ederiz. Buradan
(M, (p)) =0

olur ve bu (5.6) ile gelisir. Sonug olarak (x,, ) dizisi, £ ye invaryant yakinsaktir.

Simdi kabul edelim ki
K)=1veo—limz,, =/

olacak gekilde bir K = {n; <mny < --- <ny < ---} C N altkiimesi vardir. Yani her

e > 0 icin bir ky € N vardir 6yle ki her k£ > kj icin
o (llzn, = €lIF) <e
dur.
K(¢) ={k e N: g ([lon, —llg) 2} ve K'={nps1, 42,7}
olmak iizere
S(K')=1 ve K.(¢p) CN—-K'

oldugundan

§(Ko(g) S1-1=0

elde edilir. Boylece (x,,) dizisi ¢ ye istatistiksel invaryant yakinsaktir.
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