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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi1 simge ve kisaltmalar, agiklamalar ile asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

X" X in pozitif kismi

X~ X in negatif kismi

XLy x diktiry

x T (x,) artan dizi

x < (x,) azalan dizi

I X den | birim araligina tanimlanan
fonksiyonlarin kiimesi

T fuzzy topoloji

A A fuzzy kiimesinin ici

A A fuzzy kiimesinin kapanisi

A° A fuzzy kiimesinin timleyeni

(X,7) fuzzy topolojik uzay1

U (A) A nin {ist sinir1

L(A) A nin alt smir1



1. GIRIS

Cantor tarafindan 1879 yilinda yapilan kiime taniminin ardindan matematikte
incelenen her konuda kesinlik aranmistir. Bdylece olaylar karsisindaki diisiince
sistemimiz iki degerli mantiga gore olusmustur. Klasik kiime tanimina gore bir sey
ya dogru yada yanlis (ya var yada yok, ya beyaz yada siyah, ya 1 yada 0)’dir. Ancak
giinliik hayatimizdaki bir¢cok olay bu sekilde agiklanamayacak kadar karmagiktir. Bu
durum rastgelelik degil, ancak belirsizlik ima eder. Bu belirsizlikler fuzzy (bulanik)
kelimesiyle aciklanir. Boyle bir durum Karsisinda kesin bir yarg: yoktur. Iki degerli
mantifa dayanan matematik kesinlik gostermeyen olaylar karsisinda yetersiz
kalmistir. Bu sebeple Cantor tarafindan verilen kiime tanimi 1965 yilinda Zadeh
tarafindan fuzzy (belirtisiz) kiime kavrami tanmimlanarak klasik kiime kavrami
genigletilmistir [1]. Fuzzy mantik sayisal degerleri sozel ifadelerden yola g¢ikarak
bilgi tabanli denetleyiciler arasinda insan diislince yapisina yakinlagmay1 saglamistir.
Bu kavram, bir nesnenin istedigimiz belirli bir kategoriye daha az veya daha ¢ok
karsilik geldigini gostermeye c¢alisir. Fuzzy kiime kavrami rastgele degiskenlerin
varligindan daha ¢ok, bir sinifa kesin olarak karsilik gelen kriterlerin yoklugunda
belirsizlik kaynagindaki problemlerle ilgili dogal bir yol saglar. Aslinda gercekligin
her tonunu agiklayan fikir, baz1 mantik¢ilar icin 1965°e kadar uzun siireli bir saplanti
idi. Son kirk yilda fuzzy kiime teorisi hem bilimsel bakis, hem de uygulama
acisindan hizla gelisti. Bu teoriye mevcut bilgi, cok degerli katki sunan bir alan

olusturdu.

Denklik, benzerlik, kiimeleme gibi kavramlari iceren problemlerle basa ¢ikmak igin
cok cesitli teknikler vardir. Fuzzy bagintilar1 iizerine g¢alisma da yine Zadeh
tarafindan baglatildi. 1971°deki Unli makalesinde Zadeh denklik kavramini
tanimlayan ve fuzzy sira kavramimi veren fuzzy bagintisimi tanitti [2]. Fuzzy sira
kavrami, gesitli alanlarda bilinen sonuglarin ¢ikarimini kolaylastiran ve yenilerini
kesfetmeyi tesvik eden yansima, ters simetri ve gecisme Ozelliklerinin
genellestirilmesiyle tanimlandi. Fuzzy siralamada birgok yarar vardir. Mesela,
alternatif bir kiime ile bizim tercihlerimiz ifade edildiginde kullanilabilir. Kesin

siralama ile karsilagtirildiginda daha fazla aciklama gilicii vardir. Sadece



secenegimizden digerine tercihimizi degil, bu tercihin giiciinii de ifade etmemize
imkan saglar. Bu tezde, son yillarda basilmig makalelerdeki fuzzy siralama bagintisi

ve bu bagintiyla olusturulan uzaylar ile ilgili sonuglar sunulmustur [9-12].

Ikinci béliimde, siralama bagmtisi ile ilgili olarak sirali vektdr uzaylari, Riesz
uzaylart ve diger kavramlar tanitilmistir. Diger yanda, fuzzy kiimeler, bunlarin
topolojik yapilar1 ve fuzzy topolojik uzaylar arasindaki fuzzy surekli fonksiyonlar

verilmis ve orneklerle agiklamalar yapilmistir.

Uglincii boliimde ise, fuzzy ve sira kavramlari bir arada ele alinarak fuzzy sirali
kiimeler, fuzzy sirali vektér uzaylari, fuzzy Riesz uzaylar1 ve bunlarla ilgili

kavramlar ayrintili olarak incelenmis, ilgili sonuglar verilmistir.

Ddérdincu bolimde, elde edilen sonuglarin ilgili teoriye katkisindan ve bu sonuglarin

kullanilmasiyla yapilacak ¢alismalarin 6neminden bahsedilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Riesz Uzaylar ve Sira Simirh Operatorler

2.1. Tanim (siral vektor uzayi)

E reel vektor uzayr ve tizerindeki siralama bagintis1 < olmak Uzere, X<y iken her
zeE ve her 1eR" icin X+z<y+2z ve Ax< Ayoluyorsa, E ye sirali vektor uzay

denir.

2.2. Tanim (Riesz uzay1)

E swrali vektér uzayr olmak iizere, her X,\yeE icin xvy=sup{x,y}eE

(veyax Ay =inf{x, y} € E) oluyorsa, E ye Riesz uzay: denir.

2.3. Tanim (bir elemanin pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii)

Bir Riesz uzaymnin herhangi bir X elemani ig¢in; X" =xvO0, X =xa0,
| X|=xv (=x) esitlikleriyle verilen elemanlarina sirasiyla, x in pozitif kismi,

X in negatif kismi ve X in moduli denir.

2.1. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

Bir Riesz uzayinin herhangi bir X elemani igin asagidakiler saglanir:

1) x=x"-x7;
2) | X=X +x7;
3) x"Ax =0.

2.4. Tanim (iki elemanin dikligi, bir kiimenin diki)

E Riesz uzay1 olmak iizere, x,y € E i¢in | x| A|y|=0 oluyorsa, x ve y birbirlerine



diktir denir ve bu durum x Ly ile gosterilir. E nin D altklimesinin diki ise,

DY ={x e E: herye D igin x L y} ile tamimlanr.

2.5. Tanim (sira yakinsaklik)

E Riesz uzayr olmak (zere {x}cE ve xeE igin |x,—x|<y,¥0
({y.} azalan ve infimumu 0) olacak sekilde {y,}< E ag varsa, {X,} agt X

elemanina sira yakinsaktir denir,

2.6. Tanim (diizgiin yakinsaklik, goreceli diizgiin yakinsaklik, diizglin Cauchy dizisi)

E Riesz uzay1 {x,} < E ve x € E olmak lzere,

(@) 0<ueE alindiginda, her £>0 igin n_<n iken |X, —X[<&u olacak sekilde
n, € IN varsa, {x,} dizisi X elemanina U-diizgiin yakinsak(diizgiin yakinsak ),

(b) x, > x (u-diizgiin yakinsak)olacak sekilde O0<ueE wvarsa, {x,} dizisi

X elemanina goreceli diizgiin yakinsak,

(c) Her ¢>0 icin n_<nm iken |x,—X,|<eu olacak sekilde n_eIN ve

(¢dan bagimsiz) 0<u € E varsa, {x, } dizisine dlzgiin Cauchy dizisi denir.

2.7. Tanim (diizgilin kapal1 kiime, diizglin tam Riesz uzay1)

E Riesz uzay1 olmak tizere,

(@) E nin D altkumesindeki her {x } dizisi i¢cin X, — X (gdreceli diizgiin yakinsak)
iken X € D oluyorsa, D ye diizgiin kapal: kiime,

(b) E nin her diizglin Cauchy dizisi goreceli diizgiin yakinsak oluyorsa, E ye dlzgin

tam Riesz uzay: denir.

2.8. Tanim (Arsimedyan Riesz uzayi, Dedekind tam Riesz uzayi, Riesz altuzayi, sira

yogun Riesz altuzayi, ideal, band)



E Riesz uzay1 olmak iizere,

(a) Her x e E* icin n™*x 4 0 oluyorsa, E ye Arsimedyan Riesz uzayi,

(b) E nin tstten siurl her altkiimesi supremuma sahipse, E ye Dedekind tam Riesz
uzayt,

(c) G altuzay: icin x,yeG iken xvyeG (veya xAyeG) oluyorsa, G ye E nin
Riesz altuzayr,

(d) G Riesz altuzayi igin 0< x € E iken 0 <y <x olacak sekilde y e Gvarsa, G ye E
nin swra yogun Riesz altuzayt,

(e) 7 altuzayiigin | x|<| y| ve yel iken x e | oluyorsa, /ya E de (sira) ideal,
(f) B ideal ve her bir {x.}<B;0<x_ T x({x,} artan ve supremumu 0) ag1 igin

X € Boluyorsa, Bye E de band denir.
2.9. Tanim (bir kiimenin iirettigi Riesz altuzayi (ideal, band))

E Riesz uzayinin bostan farkli D altkiimesini kapsayan en kucik Riesz altuzayina (ya
da ideale, banda) D nin iirettigi Riesz altuzay: (ya da ideal, band ) denir.

e Bir Riesz uzayr Dedekind tam ise, Arsimedyandir. E Riesz uzaymmin D

altklimesinin iirettigi ideal ve band sirasiyla,

Io ={xeE: |x|<>" 4,|x] olacak sekilde A1,...,AnelR" Ve Xy,... X €E var}
B, ={xe E:0<x, T| x| olacak sekilde {x,} = D* var}

bicimindedir. E nin herhangi bir x elemaninin rettigi ideal ve band sirasiyla,

I, ={yeE:|y|<Axolacak sekilde 1 € IR var} ve B, ={y e E:|y|An]| x|T| Y|}

biciminde elde edilir.



2.10. Tanim (sira birim, zayif sira birim)

E Riesz uzayi, 0 <e e E olmak uzere,

(@) 1, =E oluyorsa; yani her xe E” i¢in X< Ae olacak sekilde 1< IR" varsa, e ye
E nin sira birimi,

(b) B, = E oluyorsa; yani her xe E* icin x an|e|T x oluyorsa, e ye E nin zayif sira

birimi denir.

e E Riesz uzaymimn zayif sira birimi, ayn1 zamanda sira birimidir. E nin her
X>0 elemani, trettigi idealin sira birimi; trettigi bandin zayif sira birimidir.
Arsimedyan Riesz uzayinda e >0 elemaninin zayif sira birim olmasi igin gerek ve

yeter sart X L e iken x=0 olmasidir.
2.11. Tanim (sirali aralik, sira siirl kiime)

X ve Yy, E Riesz wuzayinda x<y olacak sekilde iki eleman iken
[x,y]={z € E:x<z <y} kimesine sirali aralik; E nin bir sirali aralig1 tarafindan

kapsanan altkiimesine de sira sinirli kiime denir,

2.12. Tanim (sira sinirli operatdr, pozitif operator, aralik koruyan operator, Riesz

homomorfizmasi, sira siirekli operator)

E ve F Riesz uzaylari, T : E — F operator (lineer doniisiim) olmak tizere,

(a) E deki her D sira sinirli kiime i¢in F de 7' (D) sira sinirli kiime oluyorsa, 7'ye sira
surli operator,

(b) E nin her x>0 elemant igin F de Tx > 0 oluyorsa, 7" ye pozitif operator,

(c) Ede x, > 0 (sira yakinsak) iken F de Tx, — 0 sira yakinsak) oluyorsa, T'ye sira

stirekli operator,

(d) Her x,y e E igin T(xv y) =Tx v Ty oluyorsa, 7ye Riesz homomorfizmast,



(e) T pozitif operatér ve her xeE" icin T[0,x]=[0,Tx] oluyorsa, 7 ye aralik

koruyan operat6r denir.

e E Riesz uzayindan F Riesz uzaymma sira sinirl  operatorlerin - kiimesi

L, (E,F) ile gosterilir. T,,T, e L, (E,F) icin
T, <T,<Her 0<xeE i¢in Tx<T,x

ile tanimlanan siralama bagintisiyla Lb(E, F) siralt vektor uzayidir. Pozitif

operatdrler sira sinirhidirlar. F Dedekind tam oldugunda, L, (E, F) Dedekind tam

Riesz uzayidir ve bu durumda her sira smirli operator, iki pozitif operatoriin farki
olarak yazilabilir. Bu tezde her operatér lineer olarak alindigindan ve Riesz
uzayindan Riesz uzayina tanimlandigindan, operatoriin pozitifligi ile monoton

artanlig1 denktir.
2.2. Fuzzy Kumeler

2.13. Tanim (fuzzy kiime)

X bostan farkli herhangi bir kiime ve | = [0,1] olmak Uzere X den | ya tanimlanan

biitiin fonksiyonlarin kiimesini|* ile gosterelim. |*in her bir elemanina X in bir

fuzzy kiimesi denir [1].
2.14. Tanim (fuzzy alt kiime)

X =& ve | =[0,1] olmak tizere f,:X — 1 tyelik fonksiyonu ile karakterize edilen
A:{(x, fA(x)) ‘Xe X} < X x| kiimesine X in bir fuzzy alt kiimesi denir. Bundan

sonra zaman zaman f, yerine A, f,(x) yerine A(x) alinacaktir [1].



Ornek 1

X={7,8,9,10,11,12,13} kumesi tizerinde bir fuzzy kiime bulalim.

fA(X) =

m ile tanimlanan f, :X— [0,1] fonksiyonunu goz oniine alalim;
x=7 = f,(7)=0.1

x=8 = f,(8)=02

x=9 = f,(9)=05

x=10 = f,(10)=1

x=11 = f,(11)=05

x=12 = f,(12)=0.2

x=13 = f,(13)=0.1

(x, fo(x)) fuzzy kimesi

(x, fo(x))={(7,0.1),(8,0.2),(9,0.5),(10,1), (11,0.5), (12,0.2), (13,0.1)} olur.
2.15. Tanim (fuzzy nokta, fuzzy noktasinin destegi, fuzzy noktasinin degeri)

X bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere X deki x, fuzzy kiimesinin

X, : X = | tyelik fonksiyonu

xa(y)={“ YT aea]
0 , y#x

seklinde tanimli ise X, ya X de fuzzy noktas: denir. Burada x e X noktasina X, fuzzy

noktasimin destegi (dayanagi) ve « € (0,1] sayisina X, fuzzy noktasinmin degeri denir

[8].



Bundan sonra fuzzy noktasini x, yerine p ile gosterecegiz.

2.16. Tanim (fuzzy kiimenin destegi)

Xe X ve A bir fuzzy kiime olmak tizere

SuppA= A, ={(x, f, () f, (>0}

klimesine A fuzzy kiimesinin destegi denir [5].

2.17. Tanim

X bostan farkli herhangi bir kiime, p X de bir fuzzy nokta ve A, X in bir fuzzy kimesi

olsun. Eger her xe X i¢in p(x) <A(x) ise p, A ya aittir (A, p yi icerir) denir ve p<A ile

gosterilir.

2.18. Tanim

X ve & kimeleri birer fuzzy kiime olup her xe X igin

f,(X)=1= X={(x1)xeX} ve f, (X)=0= J={(x0):xeX}

seklinde ifade edilir [5].

Buradan her klasik anlamdaki kiimenin bir fuzzy kiimesi oldugu sonucu gikar.

2.19. Tanim

X deki herhangi iki fuzzy kime A ve B olsun. A ve B nin iiyelik fonksiyonlar

sirastyla f, ve f, olmak Uzere, her xe X i¢in



10

A<B < f,(x) < fz(X),
A=B & f,(X)=f,(x),
C=AAB < min{ f,(x), f,(X)}=f. (),

D W doE

D=AvB & mak{ f, (x), f, )} = f, (x),

5 E=A" o f.(0)=1-f,(x),
seklinde tanimlanir [5].
2.20. Tanim

X deki fuzzy kimelerin bir ailesi { A;},_, olsun. Buna gore birlesim ve kesisim

jed

islemlerinin genellestirilmis hali
C= jvJ Ao foX)=sup{f, (x)}
€ jed !

D= A Ao fo(X) = ijn}‘ {f, (0}

seklinde tanimlanir [5].

2.21. Tanim

A ve B X de fuzzy kiimeler olsun. Bu durumda A ile B nin farki A-B=AAB° ile

tanimlanir. Eger {iyelik fonksiyonlari sirastyla f, ve fg ise, her xe X i¢in

fos(X)= rpeixn{ f,(x),1- fy (X)} ve

o, (X) = mixn {1-f, (x), fy(X)}seklinde tanimlanir [5].
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Ornek 2

X={x,,x,} ve I1=[0,1] olmak Gzere X (dzerinde iki fuzzy kime
A = {(x,0.2),(x,,0.5)} ve B = {(x,0.1),(x,,0.7)} seklinde tanimlansin. Bu

durumda Av B, AAB, A° ve A-B fuzzy kiimelerini bulalim.

A ve B fuzzy kumelerinin her xe X i¢in iiyelik fonksiyonlarmin degerleri sirasiyla
f,(X) ve f(x) olsun. Buna gore x, eXicin f,(x) =02ve f (x)=0.1; x,eX
icin f,(x,)=0.5ve f (x,)=0.7dir.

AvB=C & f.(x)=maks{ f, (x), f (X)}
< fo(x)=02ve f.(x,)=07
< AvB={(x,0.2),(x,,0.7)}

ArB=D & fy(x)=min{ f,(x), f; (X)}
< fy(x)=01vef,(x,)=05
< AAB={(x,0.1),(x,,0.5)}

A=XA o f . (¥=1-1,(
< f.(x)=08ve f.(x,)=05

& A" ={(x,08).(x,05}

AB=AAB° < f, . (X)= rpeixn{ f, (0, f. (0}

< f,.(x)=02ve f, .(x,)=0.3
& A-B = {(x,0.2),(x,.,0.3)}

2.2. Teorem

X de iki fuzzy kiime A ve B olmak Uzere
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1) Av B fuzzy kiimesi A ve B yi ihtiva eden en kiglk fuzzy kimedir [4].
i) AAB fuzzy kimesi A ve B kiimeleri tarafindan ihtiva edilen en blyik fuzzy
kimedir [7].

fspat

I) A ve B fuzzy kiimelerinin iiyelik fonksiyonlar: sirasiyla f, ve f_olsun. AvB=C
< fo(X) = mak{ f, (x), f; ()} oldugundan A<C ve B<C dir. D nin A ve B yi

ihtiva eden en kii¢iik fuzzy kiime oldugunu kabul edelim. D fuzzy kiimesinin tyelik

fonksiyonu f_, olmak uzere A<D oldugundan f,(X)< f, (X) ve B<D oldugundan

fy (X)< f, (X) dir. Buradan

mak{ f, (x), fX)} < f,(X) = f, ;(X)=f.(X)< f,(X)

olur. Av B=C fuzzy kiimesi A ve B yi ihtiva eden bir kiime olup kabulden dolay1

F 00 fo (S f O Ve fo (0 T (0 T () = o (< Fo (0

bulunur. O halde her xe X i¢in f, (x)= f; (x) olup C = D dir. Buna gore A ve B yi

ihtiva eden en kiglk fuzzy kiime Av B dir.

i1) (1) sikkina benzer sekilde ispat yapilir.

2.1. Ozellik

X deki fuzzy kiimeler A, B ve C olmak uzere

1. ANDG=G,AvO=AAvX=X,AAX=A

2. AAB=BAA AvB=BVA ArAA=A AVA=A
3. (AvB)vC=Av(BvC),(AAB)AC=AA(BAC)
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4, Cv(AAB)=(CvA)A(CVvB),CA(AVvB)=(CAA)V(CAB)
5. AKB=AvB=B, AKB=AAB=A

dir [7].

2.2. Ozellik

A ve B, X de iki fuzzy kiime olmak (izere

1L.A-D=A

2.0 =X, X =g, (A")'=A
3.A<B&A°<B°

4. (AvB)°=A° AB®, (AAB)*=A° VB

dir [7].

2.3. Teorem

X kiimesi Uzerindeki herhangi bir fuzzy kiimesi A olsun.
i) AAA°= & olmak zorunda degildir [7].
i) AvA°= X olmak zorunda degildir [7].

Ornek 3

X ={x,X%,} olmak lzere X de bir fuzzy kiumesi A={(x,,0.2),(x,,0.9)} olarak

verilsin. AAA“= J ve AvA°= X olup olmadigim gorelim.

A® = {(%.0.8).(x, 0.1)}
AAA® = {(%,0.2),(x,.0.1)} = ArA =D

AvA® ={(x,08),(x,,09)} = AvA® =X
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2.3. Fuzzy Topolojik Uzaylar

2.22. Tanim (fuzzy topolojik uzay, fuzzy agik kiime, fuzzy kapali kiime)

X bostan farkli bir kiime ve 7 < 1* fuzzy kiimelerinin bir ailesi olsun. Asagidaki
sartlar1 saglayan 7 ailesine X Uzerinde fuzzy topoloji, (X,z) ikilisine de fuzzy

topolojik uzay denir.

ft,)) J,Xer (0ler)

ft,)Her A A,,....A et i(;in_/i\lAer

ft,) Vielicin Aiez':>_\/I Aer

7 topolojisinin her bir elemanina X de fuzzy acik kiime, X uzaymna gore tiimleyeni

fuzzy acik olan kiimeye de fuzzy kapali kiime denir [5].

2.4. Teorem

(X,z) fuzzy topolojik uzay olmak uzere

xk={Ke I*: K fuzzy kapali <K e 7}

seklinde tanimli « (kapalilar) ailesi asagidaki sartlar1 saglar [5].
k,) D, Xe k

kK,) VK,K,,...Khexk= Vv K ek

iel

k,) Vieligin KiEK‘:>_/\I K, ex



15

2.23. Tanim (fuzzy kiimesinin igi)

( X, 7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I* olsun.

A’=v{B:A<B,Ber}=sup{B:A<B,Ber}

seklinde tanimlanan fuzzy kiimesine A fuzzy kimesinin ici denir.

Tanimdan da anlasildig1 gibi A° fuzzy agik bir kiimedir. Ustelik A’, A nin kapsadig
en genis fuzzy agik kiimedir [5].

2.5. Teorem

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I olsun. A nim fuzzy acik kiime olmasi icin

gerekli ve yeterli kosul A =A" olmasidir [6].

2.1. Sonug

(X,z) fuzzy topolojik uzay ve ABe 1* ve A", A fuzzy kiimesinin ici olsun. Bu

durumda

i) X=X, @' =
i) A <A

i) (A°) = A

iv) A<B= A’ < B’
V) (AAB) = A" A B

saglanir [7].
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2.24. Tanim (fuzzy kiimesinin kapanisi)
(X, 7 ) fuzzy topolojik uzay ve A< ™ olsun.
A=A{B:A<B,B°er}=inf{B:A<B,B‘er}
ile tanimlanan fuzzy kiime A fuzzy kiimesinin kapanisi denir. A kiimesi tammdan da
anlasildigr gibi fuzzy kapali bir kiimedir. Ayrica A, Ay1 kapsayan en kiiciik fuzzy
kapali kiimedir [5].

2.6. Teorem

( X,7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I* olsun. A nin fuzzy kapali kiime olmas1 i¢cin

gerekli ve yeterli kosul A= A olmasidir [6].

2.2. Sonuc

( X,7) fuzzy topolojik uzay ve A, B X in iki fuzzy kiimesi ve A, A nin kapanisi

olsun. Bu durumda;

v) (AvB)=Av B [5].

2.7. Teorem

(X, 7 ) fuzzy topolojik uzay ve Ae 1* olsun. Bu durumda (A’)*=A° ve (A)° = (A°)’
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dir [7].

fspat

Ac I* olsun.

(A =(sup{B:B< A Ber})

inf{B:B<ABer}

inf{C=B°:A°<B°=C,Cer}

inf{C:A"<C,Cer}

= A

(A)° = (inf{B: A<B,B° &})°

sup{B: A<B,Bf et}

sup{B°=D:D=B*<A°,B°er}

su{D:D<A°,Der}

(A°)

2.25. Tanim (fuzzy kiimesinin komsulugu)

(X,z) fuzzy topolojik uzay ve Ae 1* olsun. A y1 ihtiva eden bir B fuzzy acik

kiimesini kapsayan N kiimesine, A fuzzy kiimesinin bir komsulugu denir. Buna gore

N, A nin fuzzy komsulugu < IBer var > A< B <N [7].

2.26. Tanim (fuzzy noktasinin komsulugu)

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve p, X in bir fuzzy noktasi olsun. p fuzzy noktasini

iceren bir A fuzzy acik kiimesini kapsayan N kiimesine, p nin fuzzy komsulugu denir
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Ve p nin biitiin fuzzy komsuluklar ailesi N(p) ile gosterilir. Buna gore

NeN(p)< FAer var 5 p<A <N [7].

2.8. Teorem

(X,7) fuzzy topolojik uzay, pe 1* ve N(p), p fuzzy noktasinin komsuluklar ailesi

olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler vardir.

1) Her NeN(p) i¢in p<N

i) Her N;,N, e N(p) icin N, A N, e N(p)

iii) Herhangi birNe N(p) ve N<B = B e N(p)

iv) Her NeN(p) icin A<N olacak sekilde dyle bir Ae N(p) vardir ki q < A sartini
saglayan her q fuzzy noktasi igin Ne N (q) dur [8].

fspat

i) Her N eN(p) icin tanimdan p< A< N olacak sekilde Aez vardir. O halde

p <N olur.

i) Her N, ve N, e N(p) i¢in tanimdan p< A <N, ve p< A, <N, olacak sekilde
A,A, et vardir. Buradan p< A A A, V& AAA €7 dur. p <AAA <N, AN,
olup buradan N, A N, € N(p) olur.

iii) NeN(p) ve N<B olsun. Bu durumda p< A<N < Bolacak sekilde Aer

vardir. Buradan p< A<B olacak sekilde Aez bulunmus olur. Bu durumda B

e N(p)olur.

iv) Ne N(p)olsun. Budurumda p< A< N olacak sekilde Ae z vardir. < A veya A
€ 7 oldugundan AeN(q) olur. A<N oldugundan (ii) N e N(q) olur.
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2.27. Tanim (fuzzy topoloji tabani)
(X,7) fuzzy topolojik uzay ve g <z olsun.vAer igin A=\, B olacak sekilde
jeld
B =1{B,},., < B altailesi varsa  ye z icin bir taban denir. Yani,
B, t icinbirtaban < VAerz icin 3 g =B var> A=, B [7].
Bep'

2.28. Tanim (fuzzy topolojinin alt tabani)

(X,z) fuzzy topolojik uzay, ¢ <7 olsun. @ nm elemanlarinin her sonlu
kesisimlerinin olusturdugu fuzzy kiime sinifi 7z i¢in bir taban olusturuyor ise, ¢

ailesine r icin bir alt taban denir. Yani;

@,7 iginalttaban < { A S:@ < A, sonlu} 7 igin taban

Sep

seklindedir [7].

2.29. Tanim (fuzzy topolojide yerel taban)

(X, 7 ) fuzzy topolojik uzay ve g, rigin bir taban olsun. X in bir p fuzzy noktasi igin

B,={B:p<BveBepg}
ailesini goz Oniine alalim. p<A olmak lzere VA ez igin p<B< A olacak sekilde en

az bir Be g varsa g, ailesine p noktasinin 7 topolojisine gore yerel tabam (lokal

tabani) denir [7].
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2.4. Fuzzy Surekli Fonksiyonlar
2.30. Tanim

X ve Y herhangi iki kiime ve g:X—Y bir fonksiyon olsun. Eger A, X de bir

fuzzy kiimesi ve lyelik fonksiyonu f, ise, bu durumda g(A) A nin f fonksiyonu

altinda goriintiisti denir ve ¢g(A) da Y de bir fuzzy kimesi olup uyelik

fonksiyonu, YyeY igin

xeg ™ (y)

C[sup{f (0} . gT(y) =@
fom(¥) = .
0 , 97 (y)=9
seklinde tamimlanir. Burada g'(y)={xeX: g(xX)= y } dir [5]. Sema ile
gosterecek olursak;

X—4>5Y

fA\ /gofA
|

2.31. Tanim

X ve Y herhangi iki kime olmak (zere g:X —Y bir fonksiyon ve B, Y de bir

fuzzy kime olsun.VxeX igcin, f (X)= f5 (g(x)) Uuyelik fonksiyonu ile

97(B)
tamimlanan g (B)=g ' ( f,) ifadesine B in ters goriintist denir [5]. Sema ile
gosterecek olursak;

gt

X—5Y

97 (fg) o
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2.9. Teorem

X, Y herhangi iki kiime g:X — Y bir fonksiyon, A X de ve B Y de fuzzy kimeleri

olsun. Asagidaki 6zellikler vardir;

i) VB<Y de bir fuzzy kime = g*(B°)=(g*(B))°
ii) VA<Xde bir fuzzy kime = g(A°)> (g(A))°
iiiy VB,B,<YicinB,<B, = g'(B,)<g'(B,)
iv) VA A, <Xi¢inA <A, = g(A)<9(A,)

v) VB<ZY = g(g'(B))<B

Vi) VA<X = A< g (g(A)

vii) Vjeldigin B, <Y = g‘l(j\e/J B,)= N 97 (B))

viii) YAB<X = g(ArB) < g(A) Ag(B)
ix) Vjelicin B,<Y= g‘l(_AJ B)) =~ 97 (B))
je je

X)  g:X—Y vehY —Z fonksiyonlar1 verilsin. Her p < Z fuzzy kiimesi igin;

(hog) (=g~ (h " (p)) dir [5].
Ispat
i) Her xe X icin,
oy 00 Ty @O)=1- T (QO)=L T gy (0=, )
Uyelik fonksiyonlarinin esitliginden, g *(B®) =[g " (B)]° elde edilir.

i) HeryeY icin g ™' (y) = & ise,
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foney 0= SUP {1, 003= sup {1- £, (31— inf {f, (0} 1)
’ xeg ™ (y) xeg 1 (y) xeg 7 (y)
frger W71 Toem (y)=1—xesgglp()y){ fa (X} )

olur. (1) ve (2) den, heryeYigin f_ . (y)= f_ .. (v) olur. Boylece, g(A°)>[g(A)]°

elde edilir.
iii) Her xe X icin fg,l(Bl)(x) = f5 (9(¥) , fg,l(Bz)(x) = f5, (9(x)) ve
B,<B, < f3 (9(x) < f;, (9(x))

oldugundan fg'l(Bl) (x)< fg'l(Bz) (x) ve dolaysiyla g (B,)< g™ (B,) elde edilir.

iv) Her yeY icin g (y) = @ olsun.

foay )= sup {f, )}, fya,¥)= sup {f, (X} ve

xeg ™ (y) xeg ™ (y)

A sA, o fL00<f, (X

oldugundan sup {f, (x)}< sup {f, (x)} olur. Buradan

xeg 7 (y) xeg ™ (y)

vyeY

fony @) < o () = 9(A1) < g(A2)
elde edilir.

V) HeryeY igin
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(@) g~ (y) = D ise,

Folre] ) = sup {f . (0} = sup {f (g0} = fs(¥)

xeg ™ (y) xeg 7 (y)

iiyelik fonksiyonlarini esitliginden g[ g™ (B)] < B bulunur.

(b) gl(y)= T ise, fg[g,1 (B)](y):0= f,(y) tyelik fonksiyonlarmin esitliginden,

g [g‘l(B)] =@ dir. (i) ve (ii) den dolay1 ¢ [g‘l(B)] <B olur.

vi) Her xeX igin, f (A»(x)z fon (@) = sup {f,(x)} ve buradan g

-1
9 xeg ™ (y)

fonksiyonunun 6zellikleri dikkate alinirsa,

vxeX

fosigay X< g (0= g (A)=A

olmasini gerektirir.
vii) Her xe X igin
fyag, o 0= T, o (000 =5Up{ Ty (I=SUDL g COI=1, g (0
tiyelik fonksiyonlarinim esitliginden g~ ( v B)=v g~ (B;) bulunur.
viii) AAB<A ve AAB<B oldugundan (vi) sikkindan dolayr g(AAB)<g(A) ve

g(AAB)<g(B) elde edilir. Her yeY icin f, g ()< fyn ) fyans W< fye) (V)

ve buradan

fg(AAB) (y) < min{ fg(A) v), fg(B) W} = fg(A)/\g(B) (y) = 9(AAB) < g(A)~g(B)
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bulunur.
iX) Her xe X igin

fg,l(ig 5y (X) = fe (9CO) =inf { fo (}=Inf {f .  ()}= figg’l(Bi) (x)
iiyelik fonksiyonlarmin esitliginden, g ( A Bi)=~ g (B,) olur.
JE le

X) Her xe X igin

fiogy2(p ) = fo (heg)(x)) = £, (h(@(X))) = 1, (@) = f ) )

liyelik fonksiyonlarinin esitliginden (ho g) ™ (p) =g~*(h ™ (p)) elde edilir.
2.32. Tanim (fuzzy sirekli fonksiyon)
(X,7), (Y,7") fuzzy topolojik uzaylar ve g:X—Y bir fonksiyon olsun. Y deki her

fuzzy acik kiimenin ¢ altindaki ters goriintlisii X de fuzzy ac¢ik ise, g fonksiyonuna

fuzzy surekli denir. Yani,

g fuzzy siirekli (f-stireklidir) < YA e 7' icing " (A) € 7
saglanir [5].

Ornek 4

X=[0,1]=I tzerindeki fuzzy kimeleri,
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1 , 0<x<1/4
0 , 0<x<1/2

f (x) = ve fy(X)=<—-4x+2 , 1/4<x<1/2
2x-1 , 1/2<x<1

0 ,  1/2<x<1

| Gzerinde fuzzy topolojiler, ={&X A}, ¢ ={JXABAVB} ve

g:(I,z)—(l,z") fonksiyonu, ¢ (X) zg olarak tanimlansin. Buna gore, g fonksiyonun

f-stirekli oldugunu, yani herhangi bir A € 7" icin g " (A) € 7 oldugunu gostermeliyiz.

1 , 0<x<1/4
, 0<x<1/2
f.(x)= vef, g(X)=1-4x+2 , 1/4<x<1/2
A -2x+2 , 1/2<x<1 v
2x-1 , 1/2<x<1

oldugu, fuzzy kiimelerinde timleme ve birlesim tanimlarindan agiktir.

Der =HerxeXigin f . (x)=1f,(9(x)

=0 (D)=Ter=9"'(D)er

Xe7 =HerxeXicin f . (x)=1f,(9(x)
=g 'X)=Xer=9"XN)er
Diger yandan,

Ac g f —f _fx_O , 0<x<1
€ 2 RO 5 511 | 1<

= fg,l(A)(x) =f,(9(x)= f, (%) =0 (1=10,1] oldugundan)

=g (A=Ber=9g"(Aer,



26

1 , 0<x<1/2
, _ _ X
Ber :>fgl(B)(x)—fB(g(x))—fB(E): -2x+2 , 1/2<x<1
0 , 1<x<
1 , 0<x<1/2 ;
= =T .(X
-2Xx+2 , 1/2<x<1 e ()
= Her xe X igin fg,l(B)(x): f (%)
=9 'B)=A e
=g (B)er,
1 , 0<x<1/2
’ —_— —_— X j—
AvBer :>fg,1(AvB)(x) —fAvB(g(x))—fAvB(Ej— -2x+2 , 1/2<x<1
x=1 , 1<x<2
1 , 0<x<1/2 f (%)
= =T .(X
-2x+2 , 1/2<x<1 A

= Her xe X igin fg,l(AvB)(x) =f.()

=g ' (AvB)=A’ e

=g (AvB)er
Boylece, her A € 7' icin g " (A) € z olur. O halde g:1 -1, g(x)= (gjfonksiyonu fuzzy
streklidir.
2.10. Teorem
(X,z) ve (Y,7") iki fuzzy topolojik uzay ve g:X—Y bir fonksiyon olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler denktir.

i) g fonksiyonu fuzzy sureklidir [5].
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i) 7' ye gore kapali her fuzzy kiimesinin ters gorilintlisii 7 ya gore kapalidir [5].

fspat

()= (ii): g fuzzy surekli olsun.x’ r'ye gore kapalilar ailesi olmak {izere, her

Kex' icin g (K)e x oldugunu gdstermeliyiz. Buradax, rya gore kapalilar

ailesidir.

Kex' =Ker
=0 (K% e r (g, fuzzy siirekli oldugundan)
=[g*(K)]er

=g (K)ex

(i)=(i): 7' ye gore fuzzy kapali kiimenin g altindaki ters goriintiisii z ya gore
fuzzy kapali olsun. Yani, her Ke «' icin g *(K) e x olsun. Her Ae 7' icin

g (A) e 7 oldugunu gdstermeliyiz.

Act = A ek
=g (A% ex
=97 (A]°ex

=g (A er
2.11. Teorem
(X,z) ve (Y,7") iki fuzzy topolojik uzay ve g:X—Y bir fonksiyon olsun. g

fonksiyonu fuzzy surekli ise, bu durumda A<X fuzzy kiimesi i¢in g(A) <Y kiimesinin

her komsulugunun ters goriintiisii A nin bir komsulugudur [5].
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fspat

g fuzzy sirekli olsun. Komsuluk tanimindan B nin g(A) nin bir komsulugu olmasi

icin gerek ve yeter sart g(A)<U<B olacak bicimde Ue z'nln var olmasidir. Bu
ifadeye g uygulanirsa g ' (g(A))<g " (U)<g'(B) olur. A<g™(g(A)) ve g *(U)
acik oldugundan g *(U)e r ve A<g " (U)<g " (B) saglanir. Boylece, g ' (B) A nin

komsulugu olur.
2.12. Teorem

(X,z) ve (Y,7") iki fuzzy topolojik uzay ve g:X —Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i) g, fonksiyonu fuzzy sireklidir [5].

ii) 7' niin alt tabanina (ya da tabanina) ait her B kiimesi i¢in g " (B) e = olur [5].
fspat

(i) = (ii): g fonksiyonu fuzzy sirekli ve S’ de 7’ icin bir taban olsun. Buna gore her

Be 7' ve her p<B igin p<B, <B olacak bicimde B, € g’ vardir. g fonksiyonu fuzzy
siirckli ~ oldugundan, g~ (B)er,g'(P)<g*(B) dir ve g7(B,))ep,

97 (p)<g7'(B,)<g'(B) saglanir. Buradan g*(B)< r elde edilir.

(i) = (i): Agiktir.

2.13. Teorem

(X,7) ve (Y,z") iki fuzzy topolojik uzay ve g:X —Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir.
i) g, fonksiyonu fuzzy streklidir [1-5].
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i) Her A<X fuzzy kiimesi icin g(A) < g(A) dir [1-5].

fspat

(i)=(ii): g fonksiyonu fuzzy sirekli olsun. Kapanis tanimindan her A<X igin

g(A)<g(A) dir. Buradan A< g~ (g(A))< g (g(A)) dir.g(A), fuzzy kapal ve g
nin siirekli olmasindan, g™ (g(A)), X de fuzzy kapalidir ve A kimesini kapsar.

Halbuki, A y1  kapsayan en dar kiime A dir. O halde
A<A<g(g(A) = g(A)<g(A) olur.

ii)= (i) Her A<X icin g(A)<g(A) ve K<Y herhangi bir kapali kiime olsun.

g (K)< X ninkapali oldugunu gosterelim. Ozel olarak A = g (K) alirsak

A=9Y(K) = g(A) =9(g™(K)) < g(g™(K)) < K=K= g(A) <K

olur. Diger taraftan A < g™ (g(A))< g*(K) = A= A <A dir. Béylece A =g*(K)
kapalidir. Teorem 2.11 den dolay1 g fuzzy sureklidir.

2.14. Teorem

X,7), (Y,7"), (Z,7") fuzzy topolojik uzaylar ve g: X —Y ,h:Y — Z fonksiyonlari
verilmis olsun. g ve h fonksiyonlar1 fuzzy siirekli ise, ho g: X — Z fonksiyonu da

fuzzy sureklidir [1-5].
fspat

g:X —=>Y,h:Y — Z fuzzy surekli ve her We z” olsun. h fonksiyonu fuzzy surekli

oldugundan, fuzzy siirekli olma tamimindan h™(W)e 7' dir. Ayrica, g fonksiyonu
fuzzy siirekli oldugundan, fuzzy siirekli olma tanimidan h™*(W)e 7' igin

g’l(h’l(W)) et dir. Teorem 2.10 (vii) siktan dan dolayi (ho g)f1 (W)= g’l(h’l(W))
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oldugunu biliyoruz. Bu ise hog: X — Z fonksiyonunun fuzzy siirekli olmasi

demektir.
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3. FUZZY SIRA BAGINTILARI VE FUZZY RIESZ UZAYLARI

Bu bélimde fuzzy Riesz uzayr tamimi ve fuzzy Riesz uzaylan ile ilgili bazi

teoremleri verecegiz.
3.1. Fuzzy Sirah Kiimeler

3.1. Tanim (fuzzy sirali kiime)

X kesin kiime (crisp set) olmak Uzere, x,y,zeX ve p: X xX —[0,1] X x X in fuzzy
altkiimelerinin tyelik fonksiyonu iken

1) u(x,x)=1

2) p(xy)+u(y,x)>1=x=y

3) myax(min{y(x,y),,u(y,z)})ﬁy(x,z)

saglantyorsa, X e fuzzy sirali kiime denir ve (X, u) veya kisaca X ile gosterilir [11].

3.2. Tanim (fuzzy sirali kiimede iist sinir, alt sinir, supremum, infimum)

A, X fuzzy sirali kiimesinin kesin kiimesi olsun. A nin X (izerinde

- 1

0 , IxeAicin u(x,y) <=

U (A)(y)= 2
A u(x,y) , diger durumlarda

bigimde tanimlanan U(A) fuzzy kiimesine A nin ist stniri olur. A nin L(A) alt sinir

L(A)( ) 0 , dxeAicin  u(x, y)s%
y =
oy u(y,x) , diger durumlarda
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bi¢iminde tanimlanan X zerindeki fuzzy kiimesidir. Bir z elemani i¢inz e U (A) ve
yeU(A) = yeU(z) (yeU({z}))oluyorsa z ye A mn supremumu denir. Bir w
eleman igin we L(A) ve yeL(A) = yelL(w) (yeL({}))oluyorsaw ya A nin

infimumu denir [12].

3.3. Tanim (fuzzy sirali kiimede artan dizi, azalan dizi)

X fuzzy sirali kiime olsun. X in bir (x,) dizisi i¢in m<n iken ,u(xm,xn)>%

oluyorsa  (x,) ye artan dizi denir ve x T  yazlir. Ayrica

x=sup{x,:nelIN}= X, mevcutsa x, T x yazilir. Benzer olarak azalan dizi

nel

tanimlanir ve bdyle dizi i¢in x, 4 yazilir. x=inf{x nelIN}= X, mevcutsa

nel

x4 x yazilir [11].
3.4. Tamim (fuzzy sirali kiimede yakinsaklik ve limit)

X fuzzy sirali kiimesinde bir dizi (X,) ve X € X olsun.
- 1 1
(a)Her ne INicin u(a,,x,) >§ ve y(xn,bn)>§

(b) a, Tx ve b {x
olacak bicimde X in (a,) ve (b,) dizileri varsa (x,) dizisi x e fuzzy sira bagintisina
gore yakinsaktir veya kisaca (0 ) -yakinsak denir ve x, —F=— X yazilir. X elemanina

fuzzy sira bagintisina gore limiti denir ve X = (0g)-limx, yazilir [10].

3.1. Onerme

Fuzzy sira bagintisina gore yakinsaklik asagidaki 6zelliklere sahiptir.
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i) x, T iken x, —=—>x < x, Tx,
x, 4 iken x, —=5x < x X,

i) Her (o) —yakinsak dizi sinirhdr,

i) Her neINigin ,u(xn,yn)>%ve X, —EF—>X, Yy, —=F >y:>/,z(x,y)>%,

IV) X, —E>X Ve X, ——>Yy=x=Y,

V) X,—F— X yakinsak ise, (X,) nin her bir alt dizisi ayni1 limite (o )-yakinsaktr.
: . 1 1 . .
vi) Her ne IN icin u(y,,x,) >E ve u(x,,z,) >Eve y, —E—>XVez, —E>X

ise x, —&=—x olur [10].

fspat

i) (=): x,—=—>x ve (a,) ile (b,) onceki tamimdaki diziler olsun. x, T iken
0, - - 1 1 .

X, —*—>X oldugundan her neIN i¢in u(a,,x,) >E ve u(Xn,bn)>§d1r. Ayrica

b, ¥ x oldugundan x e L({bn ‘ne IN}) olur. Buradan her ne IN icin u(x,b,) >%
saglanir. (b,) azalan bir dizi oldugundan sabit bir m ve herhangi bir n<m igin

ul,,b)> % ve ayrica u(X,,b,)> % dir. Gegisme oOzelliginden her n<migin
1 : o 5 1
u(x,,b,)> > saglanir. n>m iken (X,) artan bir dizi oldugundan u(X,,X,) > 5 ve

ayrica u(X,,b,) >%dir. Gegigsme ozelliginden u(X.,,b,) >% elde edilir. me IN igin

X, € L({b,:neIN})dir. x= A b, oldugundan her meIN igin x, eL(x) olur.
Boylece her melN igin y(xm,x)>% ve dolayisiyla XEU({xm:melN})dir.

Ayrica her meIN igin y(am,xm)>% oldugundan y(am,y)>% olur. O halde
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yeU ({am ‘melIN }) ve X= v a, oldugundan yeU(x) olur. Dolayisiyla

nel

X= v X, yani x, T x saglanur.
ne

(<): x, Tx olsun ve her neINicin a,=x, ve b, =xalalm. (a,) artan (b,)

azalan ve a, Tx, b {x saglanir. Ustelik her ne INigin ,u(an,xn)>% ve

u(X,,b,)=u(x,, X) >%dir. Tanim 3.4 den x, —=— x olur. Azalan dizi durumu da

benzer sekilde yapilir.

i) x —%—x olsun. Her ne IN igin y(an,xn)>%, y(xn,bn)>% ve a, Tx,b {x
olacak bigimde (a,) ve (b,) dizileri vardir. a, T oldugundan her neIN igin

u(al,an)>% ve boylece a, e L({a, :neIN})dir. Her ne IN icin y(an,xn)>%:>

u(al,an)>% oldugundan a e L({x,:neIN}) olur ki, bu (x,) dizisinin alttan
sinirlt olmasini verir. b, ¥ oldugundan bleU({bn ‘ne IN})dir. Her nelIN igin

u(b,,b) >% olur. O halde b, €U ({x, :ne IN})dir ve boylece () alttan sinrlidir.

i) x, —=—>x ise, a, Tx ve nelIN igin ,u(an,xn)>% olacak bicimde X in bir
. . 1 5 1
(a,) dizisi vardir. Her neIN igin ,u(xn,yn)>E oldugundan ,u(an,yn)>§ olur.

Yine y,—%—vy ise, b Ly ve her neIN igin u(y,,b,) >% olacak bicimde X in
bir (b,) dizisi vardir. Sabit bir me IN i¢in n<miken (a,) nin artan olmasindan

dolay1 u(a,,a,,) >% olur. Her me INigin u(a,,y,) >% oldugundan her n < migin
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u@,,y,) >% dir. Diger yandan her me IN icin u(y,,,b,) >% oldugundan n<m

: 1 . 1

iken u(a,,y.,) >E dir. n>m iken b, olmasindan u(b,,b,) >§ olur. Her n>m

.. 1 . 1 1

icin ,u(yn,bn)>§ oldugundan ,u(yn,bm)>5 dir. ,u(an,yn)>§ den dolay1r her
- 1 ) - 1 :

n>m icin u(an,bm)>§ olur. Boylece her nelIN icin u(an,bm)>§; yani

b, U ({a,:neIN})dr. x= v @, oldugundan b, €U(x) olur. me IN keyfi sabit

nelN

oldugundan her me IN igin ,u(x,bm)>%; yani Xe L({bm ‘me IN}) dir. y= A Db,

olmast x € L(y) olmasini gerektirir. Dolayisiyla (X, Y) >% bulunur.

iv) Her neINicin y(xn,xn)>% oldugu igin (iii) den u(x,x)>%olur. Tersi
durumda x(y, X) >%d1r. 1(X, y)+ u(y,x) >1 olmasi ve fuzzy sira bagintisinin ters
simetri 6zelliginden x =y elde edilir.

v) (a,) ve (b,)tanimindaki o&zellikte verilen diziler olsun. Her nelIN igin

1 1 s o
u(@,, x) > u(x,.,b,) >Sve a, Tx, b, ¥ x dr. (x,),(x,) nin biralt dizisi iken
- 1 1

her nceIN icin u(a,,x,)>7 ve ,u(xnk,bnk)>§ dir ve a, Tx,b, 4 x olur.
Geriye a, Tx oldugunu gostermek kali. Her kelIN icin ,u(ank,x)>%
oldugundan x €U ({a, :k e IN}) dir. yeU ({a, :kIN}) olsun. Bu durumda her

kelNigin u(a,.y) >% oldugundan her nelINigin u(a,,y) >%0Iur. a, Tx
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oldugundan (X, Y) >%; yani y eU(x)bulunur. Boylece x= v, a, bulunur. Benzer
kelN

olarak by, ! x dir. Dolayisiyla X, —>X saglanr.

vi) y,—%—x ise a, Tx ve nelN igin y(an,yn)>% olacak bi¢cimde (a,) dizisi

vardir. z, —=—x ise, b x veher nelIN igin u(z,,b,) >%olacak bicimde (b,)

dizisi vardir. Her ne IN igin
1 1 1
:u(an!yn)>_ ve zu(ynixn)>_:> lu(an’xn)>_
2 2 2
dir ve
/u(xn’zn)>% Ve /u(zn7bn)>%:> /'I(Xn’bn)>%

olur. Diger yandan a, T x ve b, { x oldugundan Xp, —=* > x elde edilir.

3.2. Fuzzy Sirah Vektor Uzaylar

3.5. Tanim

X vektor uzay olmak tizere x;, X, € X i¢in u(x,X,) > % iken

1) xe X igin p(x,X,) < u(X, + X, X, +X)
2) O<a e IR igin u(X,X,) < u(ax, ax,) dzelliklerini saglayan fuzzy sirali kiime ise

X e fuzzy swrali vektor uzayr denir [9].
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Ornek 5

X =IR" olsun. :IR"xIR" —[0,1] déniisiimii X =(X,....X;), ¥ =(Y1,.r Y, ) iken

, X=Yy

u(x,y)= , I1=L..,nicinx <y, vex=y

o wlNn -

, diger durumlarda

biciminde tanimlansin x yansimali ve ters simetriktir. g nin gegismeli oldugunu

gosterelim.

X=X Xy ), 2=(2,002,) € X 0lsun. z=x ise, (X, 2) > \/[u(X, y) A pu(y, 2)]

yeX

saglanir. X # Z olmasi halinde iki durum vardir:

1) y(x,z):é iken her i=12,..,n igin x <z dir. Bir y=(y,,...Y,)eX igin

y=x veya y=z ise
H(X,2) 2 p(X, y) A u(y, 2) ©)

saglanir. y#X ve yY#z ise, u(Xy) S% ve u(y,z) S% oldugundan (3) saglanir.

Boylece

p(x,2) 2\ [u(x, y) A p(y, 2)]

yeX

olur.
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2) u(x,z)=0 ve yeXolsun. y=x veya y=z ise (3) Un saglandig1 agiktir.
y#X ve Y=z olsun. u(X, y):é oldugundan her i=12,..,n igin X <y.dir.

4(X,z2)=0 oldugundan en az bir j=12,.,n i¢in X >z olur. Aym j i¢in
z; <X; <y, oldugundan wu(y,z)=0 olur ve (3) saglamir. x(x,y)=0 ise (3) Un

saglandig1 agiktir. Boylece

p(x,2) 2 \/ [u(x, y) A p(y, 2)]

yeX

elde edilir. O halde u gegiskendir. Sonug olarak, u fuzzy sira bagintisiyla X = IR"

fuzzy sirali kiimedir.

X = IR" nin fuzzy sirali vektor uzayr oldugunu gésterelim:

. - 1 : -
(i) x,ye X icin u(x,y) >Eolsun. x=y iseher ze X igin
X+2=Y+2= u(x+2,y+2)=1=u(x,y)

olur. x=#Yy ise ,u(x,y):édir ve her i=12,..,n icin x <Yy, olur. Herhangi
bir z=(z,..,z,)eX ve her i=12..,n igin x+z<y+z Ve

X+Z=Yy+Z= u(X+2,y+12) :g oldugundan u(x,y) < p(x+2,y+z) saglanir.

(i) x,ye X ve u(x, y)>% olsun. x=y iseher 0<a € IR igin

ax=ay=>1=u(x,y) < ulax,ay)=1
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olur. x=#Yy ise, y(x,y)>% oldugundan y(x,y)zg olur. Bu durumda her
i=12,..,nicin X, <y. ve 0<a IR iken ax, <ay, olur. Ayni zamanda aX# ay
dir. Boylece ,u(ax,ay):% dir. a=0 iken u(ax,ay)=1 dir. O halde her

0<aelR igin u(x,y)< u(ax,ay) olur. Sonug olarak, u fuzzy sira bagintisina

gbre X =IR" fuzzy sirali vektor uzayidir [10].

Ornek 6

X, [0,1] tizerinde stirekli reel degerli fonksiyonlarin vektor uzay, yani X =C [0,1]

olsun. C[0,1] tizerinde

, f=g

u(f.g)= , f<gvef=zg

o h|lwW

, diger durumlarda

donligimiinii tanimlayalim. gz nin yansimali ve ters simetrik oldugu agiktir.
Gegismeli oldugunu goérmek igin  f,heC[0,1] alalm. f =h durumunda

geciskenlik saglanir. f = h ise iki durumda s6z konusudur.
1) u(f,h) :% olsun. Herhangi bir g € C[0,1] icin g=h veya g=f ise
w(fh) = u(f,9)Au(g, f) 4)

saglanir. g=f ve g=h olsun. y(f,h)é% ve ,u(g,h)S% oldugundan (4)

saglanir. BOylece
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p(t )=\ [u(f,9) A u(g, )]

olur.

2) u(f,h)=0 ve ge X olsun. g=f veya g=h iken (4) saglanir. g = f ve
g=h olsun. y(f,g):% ise, her xe[0,1] igin f(x)<g(x) olur. wx(f,h)=0

oldugundan f(x,) <h(x,) olacak bicimde x,e[0,1] vardir. O halde h(x,) < g(x,)

yani u(g,h) =0 dir ve (4) saglanir. Sonug olarak u geciskendir.

Simdi C e [O,l] in u ye gore fuzzy sirali vektor uzayi oldugunu gosterelim.

(i) f,geC[O,l] ve ,u(f,g)>% olsun. u(f,g)=1 ise f =g oldugundan her
heC[0,1] icin w(f+h,g+h)=1 olur. y(f,g):% ise f<g ve f=gdir. Bu

durumda her heC[0,1] i¢in f+h=g+h oldugundan y(f+h,g+h):% olur.

Boylece her f,g,heC[0,1] icin

u(f,9)<pu(f+h,g+h)

saglanir.

(i) f,geC[0,1] ve u(f,g)>% olsun. u(f,g)=1 ise O0<aelR igin
u(af,ag)=1 dir. ,u(f,g)>% ise f<g ve f=#g olmasindan her 0<ae€lR

icin af <ag ve af #ag olur ki, bu durumda ,u(af,ag)=% saglanir. =0

icin u(a f,ag) =1 dir. Boylece her bir durumigin 0<a e IR iken
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u(f,9)<ulaf,ag)

saglanir. Sonug olarak C [0,1], u fuzzy sirali bagintisiyla birlikte fuzzy sirali vektor

uzayidir [10].

Not

1 1 1 )
u(><1,y1)>§ ve u(xz,yz)>§ :>u(><1+xz,y1+y2)>§ dir. ~ Gergekten

1 1 1 1
/z(><1,y1)>§:> ﬂ(X1+X2’Y1+X2)>E ve u(xz,yz)>§:> ﬂ(y1+x2,y1+y2)>§

dir. Gegisme 6zelliginden (X, +X,, Y, +Y,) >% olur [7].

3.2. Onerme

X fuzzy sirali vektor uzayr X,X,X,€ X ve a,fe€lR olmak iizere asagidakiler

saglanir.

2) ,u(O,X)>%Ve ,u(O,y)>% = ,LI(O,X+y)>%
1 1

b) y(O,x)>E ve y(O,—x)>§ = x=0
1 1

C) ,u(O,x)>E ve >0 = y(O,ax)>E
1 1

d) (X, y)>E ve <0 = y(ax,ay)>§

& uO, x)>% ve a<f = ,u(ax,ﬂy)>% [10].

fspat

a) Yukarida verilen nottan saglanir.
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b) u(0,—x) >% =  wu(0,-x)<u(0+x,x=x) = wu(x,0) >% oldugundan ters

simetri 6zelliginden X =0 olur.

¢) Fuzzy sirali vektor uzay: taniminin ikinci 6zelliginden saglanir.

d) ,u(x,y)>%:>y(O,y—x)>%dir.a20 oldugundan ,u(O,aX—ay)>% N

u(ay,ax) >% olur.

e) u(O,x)>% ve a<lf = %<y(0,x)£u(0,,ﬁy—ax) = y(ax,ﬂy)>% olur.

3.3. Onerme

{Xj}_ , fuzzy sirali vektdr uzaymdaki elemanlarin bir sistemi olsun. \/X; varsa,
je R
jed

A(=X;) de vardir ve \/X; == A (=X;) saglanir [10].

jed jed jed

fspat

a=\/X; alalm aeU({x;:jeJ}) veya her jelJ icin ,u(xj,a)>%:>
jed

1(=a,—Xx;) >% oldugundan -aelL({-X;:jeJ}) olur. xeL({-Xx;:jeJ}) olsun.

Her jeJ icin —xeU({x;:jeJ}) olur. a=\/X; oldugundan —xeU((a) dir. Yani

jed

u(a,—x) >% dolayisiyla p(—X,a) >% = xeL(-a) olur. Boylece —a= a(-X;)

jed

olur.
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3.4. Onerme

Bir fuzzy sirali vektdr uzaymin elemanlarinm iki sistemi {Xj} ve {X},, olsun.

jed

VvV Xj Ve \/ Y, varsa s (xj+yk) da vardir ve \/ (xj+yk)=\/ X+ v Yi

jed keK jed keK jed keK jed Kek
saglanir [10].
Ispat

a:_\/J X; ve b=k\{< y, olsun. Her jeJ ve keK igin
Je €

1 1 1
p(x;a) > 2 ve u(y,b)>= = pulx; +y,a+b)>2

:>a+beU<{xj+yk:jeJ vekeK})

olur. Herhangi bir ZGU({xj+yk:jerekeK}) icin y(xj+yk,z)>%

oldugundan k y1 sabit alarak her jeJ igin
1 .
,u(xj,z—yk)>§ = 7-Y, EU({XJ.ZJEJ}) = z-y eU(a)

elde edilir. Boylece her k e K igin u(a,z-vy,) >% = u(y,,z—a) >% oldugundan

z—aeU ({y, :keK}) olur. O halde
1 1
z—aeU(b) :,u(b,z—a)>5:>y(a+b,z)>53 zeU(a+b)

oldugundan a+b= 1\, (x;+Y,) esitligi elde edilir.

jed keK
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Benzer 6nerme en biiyiik alt sinir i¢in de verilebilir.

3.5. Onerme

X fuzzy sirali vektor uzayinin elemanlarinin bir sistemi {X j } , olsun. \/ X; var ve
je .
jed

O<aelR ise, s (aX;) devardirve \/ (aX;)=a(\/ X;) saglamr [10].

jed jed jed

fspat

a:-vJXj alinirsa, her jeJ igin ,u(Xj,a)>% olur. O<aelR iken
je

ulax;, aa) >% = aael ({ozxj je J})dir. xeU ({axj je J})ve0<a iken

1 1 . 1 . 1 1 1
y(xj,;x)>§ vj) = EXGU({XJ-IJEJ}) = ;XEU(&):/J(O{,EX)>E

:,u(aa,x)>%: xeU(aa)

oldugundan @a=a(\/ X;)=\/ (a@X;) bulunur.
jed jed

3.6. Onerme

.VJ X; varve O< « ise, /\J (aX;) de vardir ve /\J (ax;) :05(.\/J X;) saglanir.
je je je je

fspat

—a >0 oldugundan bir 6nceki 6nermeden \, ((-@)X;) vardir ve
jed
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v (Cap) =(a)y x)=~(aly X)) = ~y (ax)=aly X))

jed jed jed jed jed

saglanir. Onerme 3.3 den A (ax;)=a(\/ X;) elde edilir [10].

jed jed
3.7. Onerme

Bir fuzzy sirali vektor uzayinda asagidakiler saglanir.
(@) X, —E—>XVey, —E>y = X +Y, —E>X+Y

(b) x, —=—>xvea € IR = ax, —=—>ax [10].
fspat

(@) (0q)-yakinsaklik tanimmdan her nelIN igin wu(a,, X,) >l ,u(Xn,bn)>%,

2’
, 1 1 N A
,u(an,yn)>§ ve ,u(yn,bn)>§ olacak bicimde (a,),(b,),(@),(b,) dizileri vardir

vea Tx,b dx,a Ty, b |y saglamr. Hernigin

3,1 %) > Ve (@, Y) > 5 = @+ 3%, +y) >

y(xn,bn)>% ve y(yn,b,’,)>% = u(xn+yn,bn+bn')>%

dir. Ayrica (a,+a)) artan ve (b, +b,) azalandir. Geriye x+y= 1, (a,+a]) Ve
nelN

x+y= a (b, +b) oldugunu gostermek kalir. Her neIN igin u(a,,x.) >% ve
nelN

,u(a;,yn)>% = u(a, +a, x+ y)>% oldugundan x+yeU({an+ar',:ne IN})

olur. zeU ({an +a ne IN}) almirsa, her neIN i¢in u(a, +a/,z) >%01dugundan
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her m,ne IN icin y(am+a;,z)>%dir. n sabit ve m<n iken y(am,an)>%:>

' o1 . 1 . :
u(a, +a, ,a,+a, )> Edlr. Ayrica u(a, +a),z)> 5 olur. Diger yandan, m >n ise

(a/) artan oldugundan

! ! 1 ! ! 1
;u(am ’an)>E:>/u(am+an ’am+am)>§

' 1 . : .
dir. Ayrica u(a,+a, 'Z)>E oldugundan yine gec¢ime  ozelliginden

1 -
u(a, +al,z)> 5 olur. n keyfi sabit oldugundan her m,n e IN i¢in

u(am+ar’,,z)>%:>ze({am+an':m,nelN}) = ZEU[ V. (am+an')j

m,neIN

elde edilir. \, a, ve \/ a, niin varhg +, (a,+a,) nun varhgmni garanti eder

melN nelN m,nelN

ve boylece Onerme 3.4 den

v @ +a)=\/ a,+t v @, =X+Y

m,nelN melN nelN

olur. Boylece zeU(x+y) ve dolayisiyla Xx+y=\/(a,+a;) saglamr. Benzer
nelN

yontemle x+y= A (b, + b,) saglanir. O halde X, +y,—%—x+y olur.
nelN

(b) x, —=—x ise, a, T x, b ¥ x veher nelN igin y(an,xn)>%, ,u(xn,bn)>%

olacak bicimde (a,) ve (b,) dizleri vardir. o >0 iken her nelIN igin
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ulaa,,ax,) >% ve u(ax,,ab,) >% olur. (a,) artan oldugundan m<n iken
1 1 .
ua,,a,) >E = u(aa,,ca,) >§ den (@a,) de artandir. Benzer yolla (ab,) nin

azalan dizi oldugu gosterilir. Onerme 3.5 den

v (aa)=a(\/a)=axve A (ab,)=a( Ab,)=ax

nelN nelN nelN nelN

dir. O halde ax,—*—ax olur. a<0 ise, her nelIN igin y(an,xn)>% ve
1 1 1
y(xn,bn)>z = ,u(abn,axn)>§ ve ,u(axn,aan)>5 olur. (b,) azalan

oldugundan (ab,) artan, (a,) artan oldugundan (@a,) azalandir. Onerme 3.6 dan

v (ab)=a( Ab)=axve A (ca,)=a(\a,)=aX

nelN nelN nelN nelN

dir. O halde ax,—=—>ax olur. =0 durumu ise asikardur.

3.6. Tanim (fuzzy sirali kiimede yonlendirilmis kiime)

D, X fuzzy sirali kiimesinin alt kiimesi olmak tizere D nin her F sonlu alt kiimesi i¢in

DNU(F)=@ ve DNL(F)#=Q oluyorsa D ye yonlendirilmis kiime denir [9].

3.7. Tanim (yonlendirilmis fuzzy sirali vektor uzayi, fuzzy Arsimedyan uzay)

(@) Yonlendirilmis kiime olan fuzzy sirali vektor uzayina yonlendirilmis fuzzy swrali
vektor uzayr denir [12].
(b) X yonlendirilmis fuzzy sirali vektor uzayindaki herhangi bir negatif olmayan

xe X elemani i¢in{ax:0<ae IR}kiimesi istten simurl degilse, X e fuzzy

Arsimedyan uzay denir [12].
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3.1. Teorem

X yonlendirilmis fuzzy sirali vektor uzaymin, fuzzy Arsimedyan uzay olmasi igin

gerek ve yeter sart «, —> aiken ,u(anx,y)>%olacak bicimde x, y € X igin

ulax,y) > %olmamdlr [12].

fspat

X fuzzy Arsimedyan uzay ve {o,}, @, > «olacak bicimde reel sayilarin artan bir
dizisi olsun, yani o, T« (a =V an)olsun. Her nigin &, =a—a,alinirsa 0< ¢, 4.
neN

Gergekten, m<n =g, <a, = oa-o,2a-a, = &,2¢&,dir. Ayrica

inf ¢, =inf (a—a,)=a—supa, =0 olur, yani ¢, 1 0dir. O halde her 0<ze X i¢in

g,240. Her x,ye X igin neINiken u(a,xY) >%ise X yonlendirilmis oldugu

icin  u(x,2) >%olacak bicimde pozitif bir ze X in varligi dusiinildigiinde
ax—y=(a,+&,)x-y=(a,x-y)+&x ve dolayisiyla hernelIN icin

,u(aX — Y, (e, x=y)+ gnx) > % saglamir.  Yani  u(a,X,Yy)> % olmasindan,

p(aX—y+€,X,6,X) >% olur.  Ucgen esitsizliginden her  neINicin
1 1 1 y

p(ax—y,e,x)> > olur. Ayrica u(X,z) > Sve s, >0= u(e,X,6,2)> > oldugundan
i 1 i .

nelIN iken y(ax—y,gnz)>5, yani (ax—y)eL({g,z:neIN}) olur. Boylece

(ax—y)eL(O):y(ax—y,O)>%:ﬂ(anx,y)>% elde edilir. a, 4 a olsun. Bu

durumda —e, ¥ —aolur. a,x=(-a,)(-x) esitligi ele alindiginda yukaridaki ispattan
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u1((a)(=x), y)>%:>,u(anx, y) >% bulunur. Son olarak {a,} monoton degilse
o, — o olacak bicimde {,} nin monoton bir {akn} alt dizisi vardir ve bu alt dizisi

tizerinde yapilan ispatla u(e, X, Y) >% bulunur.

Tersine her 0 <a € IR igin u(a,X,Y) >% ise y(x,iyj>%:>y(i(—y),—xj>%

(24 o

oldugundan her neINigin y(i(—y),—x] > Ve %—) 0 oldugundan

y(O(—y),—x)>%:>y(x,0) >% elde edilir, yani x negatif olur. O halde x e X icin

{ax:0<a e IR} istten smurl ise, X negatif olur ki bu x in fuzzy Arsimedyan uzay

olmas1 demektir.
3.3. Fuzzy Riesz Uzaylan

3.8. Tanim (fuzzy pozitif, fuzzy negatif elemanlar)

X fuzzy sirali vektor uzayindaki bir X eleman i¢in (0, X) >% oluyorsa x e fuzzy
pozitif, 12(x,0) >% oluyorsa x e fuzzy negatif denir. X in tim fuzzy pozitif
elemanlarinin kiimesi X, ile fuzzy negatif elemanlarinin kiimesi X _ gosterilir [9].

3.9. Tanim (fuzzy Riesz uzay1)

X fuzzy sirali vektor uzayinin sonlu her altkiimesinin supremumu ve infumumu varsa

(yani X e aitse), X e fuzzy Riesz uzay: denir [9].



Ornek 7

X =IR?olsun. x=(x,X,), y=(Y,,Y,) olmak tizere

X x X —>[0,1]; u(x,y)=

1

3/4

2/3
0

X=Yy
X<V, XY, VeX#Y
Xl < yl ve XZ > y2
diger durumlarda

doniisiimiinii tanimlayalim. Pozitif elemanlarin kiimesi,

P={(x,y)eIR*:x20vey>0}u{(x,y)eIR*:x>0vey<0}

ve negatif elemanlarin kiimesi,

Q:{(x,y)eIRZ:x§0vey§O}u{(x,y)eIRz:x<Ovey>O}
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dir. x bagntis1 yansimali ve ters simetriktir. Gegisme Ozelliginin saglandigini

gorelim. x, z € X olsun. Dort durum séz konusudur:

(1) u(x,z)=11iken x=zdir.
u(x,2) 2 v [ Y) A u(y, 2)]

olur.

(i) w(x, z):% iken x = z dir. Herhangi bir y e X icin y =xveya y =z ise

1(%,2) =2 (X, y) A uly, z)

()

(6)



51

saglanir. y#X ve y=#z ise, u(X, y)s% ve u(y,z)s% olur. Bu durumda (6)

saglanir. O halde (5) bu durumda da saglanir.

(iii) ,u(x,z)zg iken x, <z, ve x,>z, dir. y=xveyay=z ise (6) saglanir.
(X, y):% oldugundan x, <y, ve X,<y, dir. Boylecey, >z, olur. O halde

,u(y,z)S% ve tekrar (6) saglanir. u(x, y)<§ ise (6) saglanir. Bu durumda (5)

saglanir.

(iv) u(x,z)=0 iken x, >z dir. x =z ise, X, >z, olur. Herhangi bir ye X igin,

y=x veya y=zoldugundan (6) bagintisinin dogrulugu agiktir. y#X ve y#z

olsun. u(x, y):% ise X, <y, ve X, <y,dir. Dolays: ile y, >z ve y,>z, olur.

Boylece u(y,z)=0 ve (6) saglanir. x(X,2) =§ ise x <y, veya Xx,>Yy,dir. Bu
durumda vy, >z, ve u(y,z)=0 olur. O halde x, =z, iken herhangi bir y e X igin (6)
saglanir. X, >z, ve y e X olsun. u(x,y) =1 ise (6) saglanir. (X, y) :% ise x, <y, ve
X, < y,olur. Bu vy, >z oldugunu gosterir. O halde u(y,z)=0 dir ve (6) saglanir.

u(X, y):é ise X, <Yy, ve X,>Yy, dir. Bu durumday, >z olur ve u(y,z)=0
saglanir. Boylece herhangi bir y e X i¢in (6) saglanir. Sonug olarak (5) bu durumda

da saglanir. Boylece x bagintisi geciskendir.

X = IR? koordinat cebir islemleriyle reel vektor uzaydir. x4 fuzzy sira bagmtisiyla

IR? fuzzy sirali vektor uzayidir. Gergekten
. . 1 . .
i) x,yelIR? igin y(x,y):i olsun. x=y ise her zeX igin X+z=y+z ve

buradan



52

p(%y) < p(X+2,y+2) (7)

saglanir. (X, y) =% ise x <y, X<y, ve x=#Yy olur. Herhangi bir z igin

- 3
X +2, <Y, +2 V& X, +Z,<Y,+2Z, Ve X+Z# Y+ oldugundan ,u(x+z,y+z):z
ve boylece (7) saglanir. u(X,y) :é ise x, <y, ve x,>Yy, dir. Herhangi bir z e X

. 5 2 )
icin x,+2z,<y,+2, Ve X,+2z,>Y,+2, oldugundan u(x+2z,y+12)= 3 ve boylece
(7) saglanur.

i) x,ye X icin ,u(x,y)>% olsun. u(x,y)=1 ise x=y ve her 0<a<lIRigin

ax=ay oldugundan x(ax ay)=1 olur. Bdylece her 0<« € IR igin
p(x,y) < u(axay) 8

olur. u(x, y)=% ise x,<vy,, X, <y, ve Xx=Y olur. Herhangi bir 0<a € IR igin
ax, <ay, , aX,<ay, , aX#ay oldugundan ,u(ax,ay)=% olur. =0 ise
ax=0=ay = u(ax,ay)=1 dir. O halde (8) saglanr. u(X, y)=§ ise x, <y, ve
X, >y, dir. Herhangi bir O<aelR igin ax <ay, Ve ax,>ay, ve bdylece
y(ax,ay):é olur. =0 ise, ax=0=ay ve boylece u(ax,ay)=1 olur ve (8)

saglanir. Boylece u fuzzy sirasiile X = IR® fuzzy sirali vektor uzayidir.

Geriye IR? nin bir sonlu alt kiimesinin supremum ve infimuma sahip oldugunu

gostermek kalir. A= {Xi X =(a,b)e IR?,i :1,...,n} sonlu alt kiimesini alalim ve

a=sup{a :i=1..,n} olsun. (ab)...(ahb )eA ise, b:inf{bil,...,bim} olsun.
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(a,b) € Adir ve (a,b)= -\in =SUpA saglanir. Benzer olarak, a’'=inf {ai il :1,...,n}
ve (a.b),...(a\b)eA s, b =sup{bk1,...,bkl} olsun. (a',b)eA e

(a@',b") =A% =inf A saglanir. Sonug olarak, IR? xfuzzy sirasi ile fuzzy Riesz

uzayidir [11].

3.2. Teorem

. . 1 5
Bir X fuzzy Riesz uzayinda ,u(|x + y| , |X| + |y| > Ej saglanir [9].
fspat

u((x+y),, x++y+)>% ve y((x+ y)_,x+y)>%
= ,U((X+ y), +(x+ y)_,x++x+y++y)>%

1
= ey 1) 3

3.1. Lemma

Bir X fuzzy Riesz uzayinda herhangi ii¢ pozitif eleman X,Xx,X, i¢in

,u(X/\(X1+X2),X/\X1+X/\X2) >% saglanir [9].
fspat

y = XA (X +X,) olsun. Bu durumda ,u(y, X, + xz) >% ve y pozitiftir. O halde
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y=y,+Yy, olacak bicimde iki pozitif y, ve vy, elemani igin y(yl,x1)>%,
1 . 1 . 1

,u(yZ,XZ)>§ saglanir. u(y,x)>§ ve y=Y,+Y, oldugundan ,u(yl,x)>E ve

/,z(yz,x)>% olur. Bodylece i=12 igin yieL({x,xi}):yieL(x/\xi):

,u(yi,X/\Xi)>%:>,u(yi,X/\Xi)>% oldugundan ,Ll(y1+y2,X/\X1+X/\X2)>% elde

edilir.
3.10. Tanim (fuzzy pozitif operator)

X fuzzy sirali vektor uzaymi Y fuzzy sirali vektdr uzayma doniistiren bir U

operatoru, » Y Uzerinde fuzzy sira olmak iizere,

(,0) >% iken 77(0,U (x)) > #(0,x)
sartin1 sagliyorsa U ya fuzzy pozitif operator denir [12]

eU:X —»Y toplamsal fuzzy pozitif operator ise u(xl,x2)>% iken

77(U (Xl),U (Xz)) > 1(X;,X,) saglanir.

e X ile Y iki fuzzy Riesz uzay1 ve U:X —Y toplamsal fuzzy pozitif operatorse

Teorem 3.2 den 77(|U (x,)-U (x )Ju(x,)

+|U (x_ )|) >% saglanir. Boylece x e X

iken 77(|U (x)|.U (|x|)) >% olur.

3.2. Lemma

X bir fuzzy Riesz uzayi ve Y bir fuzzy Arsimedyan uzay olsun U : X — Y toplamsal
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fuzzy pozitif operator ise U operatorii homojendir [12].
fspat

a her hangi bir reel say1 olsun. Bu durumda a_ T & ve b, { « olacak bigimde

{a,}..n Ve {b,}.., rasyonel say1 dizileri mevcuttur. Herhangi bir sifirdan farkli

pozitifxe X icin  u(a,x,ax) >% ve u(ax,bx) >% olsun. Bu durumda
1 1 . R

77(U (a,x),U (ax)) >5 e n(U (ax),U (bnx)) > saglanir.  Boylece

1((aU(x),U (ax)) >% ve u(U(ax),bU (x))>% olur. Teorem 3.1 den

n(aU (x),U (ax)) >% ve 77(U (ax),aU (X)) >% ve dolaysiyla U (ax)=aU(X)

saglanir.

3.3. Lemma

X bir fuzzy Riesz uzayr ve Y bir vektor uzay olsun. x,ye X, iken
U(x+y)=U(x)+U(y) olacak bicimdeki U :X, —Y operatdriinin bir tek

V : X —Y genislemesi vardir. Ustelik her x e X igin

V(x)=U(x,)-U(x) )
saglanir [12].
fspat

(9) esitligi X fuzzy Riesz uzay1 lizerinde bir toplamsal operator tanimlar. Gergekten,

x e X alinirsa X in
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(x+y), +a=x+y, Ve (X+y) +a=x +y_

sartlarini saglayan a >0 eleman1 vardir. BOylece

U(x+y) +U(a)=U(x,)+U(y,) ve U(x+y) +U(a)=U(x)+U(y.) olur.
Dolayisiyla V (x+Yy)=V (x)+V (y) saglanir. Ayni zamanda V, U operatoriinin tek

genislemesidir.

f ve g X fuzzy Riesz uzay tizerinde iki lineer fonksiyonel olsun. X in cebirsel duali

tizerinde siralama bagintisi
f<g<g-f fuzzy pozitif
biciminde tanimlanr.

3.3. Teorem

f X fuzzy Riesz uzay: tizerinde tanimlanan fuzzy pozitif lineer fonksiyonel, X~ X in

cebirsel duali olmak (zere, herhangi bir xeX igin  f(x )=

sup{g(x):geX",0<g<f} olur[12].
fspat

Herhangi bir ae X igin sup{g(a):g eX ,0<g< f}s f(a)< f(a,) saglanr.

X, lzerinde U(x)= Sup{ f(xraa,):0<ae IR} biciminde tanimlanan U

+

fonksiyonu toplamsaldir. Gergekten herhangi bir « >0 igin. Lemma 3.1 den

p((%+%)raa,,(x Aaa,)+(X, Aaa,)) >% saglanir. Bu durumda 7 IR (izerinde

fuzzy siralama bagintisi iken 77( f ((X1 + XZ)/\aa+), f (X1 /\aa+)+ f (X2 /\aa+))>%
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ve dolayisiyla n(U (%, +%,),U(x)+U (Xz))>% olur. Diger yandan. Onerme 3.4

den a,,a, >0iken ,u((xl/\ala+)+(xzAa2a+),(x1+xz)/\(a1+a2)a+)>% saglanir.

Bu durumda n(f(xlx\ala+)+f(xz/\aza+),f((x1+x2)/\(a1+a2)a+))>% ve

dolayisiyla n((U(xl)+U(xz)),U(x1+x2))>% olur. Boylece U(x+X,)=

U (% )+U (x,)elde edilir. Lemma 3.3 den U nun X iizerinde tanimli bir V toplamsal
operatdriine tek genislemesi vardir. xe X, iken V (X) =U (X) <f (X) oldugundan

V < folur. Bu durumda 0<V < fve VeX elde edilir. V(a_)=0 olmasindan

dolay1
V(a)=U(a,)=f(a,)<sup{g(x):geX ,0<g<f]
olur. O halde f (a,) <sup{g(x):g e X",0<g < f| saglan.

3.11. Tanim (yeten kiime)

S X fuzzy Riesz uzay: Uzerinde fuzzy pozitif lineer fonksiyonellerin bir kiimesi

olmak Uzere, sifirdan farkli herhangi bir x € X igin f (x) = Oolacak bicimde f €S

varsa S ye yeten kiime denir [12].
3.4. Teorem

X fuzzy Riesz uzayi, iizerindeki fuzzy pozitif lineer fonksiyonellerin yeten kiimesiyle

verilsin vea e X olsun. Her fuzzy pozitif lineer f fonksiyoneli igin 77(0, f (a)) >%

ise 1£(0,a) >% saglanir.
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fspat

f ve g X iizerinde fuzzy lineer fonksiyoneller ve 0<g < f iken 7(g(a), f (a)) >%

olsun. Teorem 3.3 den her fuzzy pozitif lineer f fonksiyoneli icin f (a, )= f(a) olur.

X Uzerinde fuzzy pozitif lineer fonksiyonellerin bir yeten kiimesi var oldugundan

1
a, =a saglanir. Boylece 1(0,a)> > saglanir.

3.12. Tanim (baslica (majorizing) alt vektor uzay)

Z, X fuzzy Riesz uzaymin alt vektdr uzayr olmak iizere, herhangi bir x e X i¢in
1 1 -
y(xl,x)>§ ve u(x x2)>5 olacak bicimde x,x,eZvarsa Z ye baslhca

(majorizing) alt vektor uzay denir [12].
3.5. Teorem

Z, X fuzzy Riesz uzayinin baglica alt vektor uzayi, Y tam fuzzy Riesz uzayr olsun.

U:Z —>Y fuzzy pozitif lineer operator ise x e X iken V (x)=U (x) olacak bi¢imde

V : X =Y fuzzy pozitif lineer operatorii vardir [12].

fspat

veZ® ve x,X,eZ igin y(xl,v)>%ve u(v, x2)>%olsun. U fuzzy pozitif lineer

operatdr oldugundan 77(U (x),U (x,)) >% olur.

a=SUp{U(X)ZXEZVG/J(X,V)>%}, bZSUp{U(X)ZXEZVE,U(V,U)>%},
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y, €[a,b] ve x, :Sup(Z u{v}) alahm. xeZ ve a € IR iken
U : X, =>Y; U (x+av)=U(x)+ay,

bi¢iminde tanimlanan U, operatorii fuzzy pozitif lineer operatordir. Gergekten « =0

icin ,u(O, X+ av) >% alindiginda, o > 0iken

1 1 1 1 1
y(—gx,vj>§ = n(—;U (x),ylj>§ = n(O,Ul(x+av))>E

olur. & <0 durumu da benzer olarak ispatlanir.
B, U nun tiim fuzzy pozitif lineer genislemelerinin kiimesi olsun. B {izerinde siralama
V, <V, & V,,V, in genislemesidir

bi¢iminde alinirsa, Zorn Lemmasindan B nin X in tamami iizerinde taniml bir V

bliyiik (maksimal) elemani vardir.
3.6. Teorem (Fuzzy Hahn-Banach Teoremi)

X (reel) vektor uzayi, Y tam fuzzy Arsimedyan Riesz uzayi ve p: X —Y altlineer

operatdr olsun. Z, X in alt uzayr ve U : X —Y ,her xe Z igin 77(U (x), p(x))>%

olacak bicimde bir lineer operator ise, xeZ iken V(x)=U(x) ve xe X iken

n(V(x), p(x)) >% olacak bicimde V : X —Y lineer operatdrii vardir [12].
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Ispat

veZ°ve X, =sup(Z u{v}) olsun. U nun bir genislemesi U, :X, >Y ise, zeZ ve

A€ IR iken y, =U, (v) alindiginda,

U,(z+Av)=U(z)+2y, = (U (2)+ Ay, p(z+Av))> (10)

N -

Gercekten, (10) ifadesi ze Ziken A >0ig¢in
1
(U (z2)+ 4y, p(z+v))>§

ifadesine; 4 <0 igin

1
n(U(2)= v p(2-v))>3
ifadesine denktir. O halde x,z € Z iken
1 1
n(U (z)—p(z—v),yl)>5 ve n(,p(z+v)-U (x),yl)>5 (11)

olacak bigimde bir y, segilebilir. Clnki herx,z € Z igin

n(U(z)-p(z-v), p(u+z)-U(u))zn(U(z+v), p(z+u))>%

oldugundan, Y nin tam olmasi

s=sup{U(z)-p(z-x):zeZ} ve t=inf{p(u+x)-U(u):ueZz}
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esitlikleriyle verilen s ve t nin Y de mevcut olmasini gerektirir ve n(s,t) > 2 olur.

n(s,y)>% ve n(y,t)>% sartlarin1 saglayan bir yeY , (11)’i ve boylece (10)’u

saglar. Bundan sonraki kisimda teoremin ispatt Zorn Lemmasinin bilinen

uygulamasidir.
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4. SONUC VE ONERILER

Her ne kadar Zadeh fuzzy siralamay1 1971 yilinda tanimladiysa da, fuzzy siralama ve
bunun yardimiyla olusturulan uzaylar son yirmi yilda ¢alisilmaya baslanmistir. Genel
olarak matematigin hemen tiim alanlarinda ilgili teoriler cebirsel ve topolojik
kavramlarla olusturulur. Ancak ¢ogunlukla siralamanin rolii ya ele alinmaz, ya da
kisitl  bir sekilde distniiliir. Sirali vektér uzaylarina orgli  (lattice) yapisi
eklenmesiyle olusturulan Riesz uzaylarinin teorisi, cebirsel ve topolojik kavramlari
daha genel bakis acisiyla tanimlayip gelistirmeye imkan saglar. Dolayisiyla
tezimizde fuzzy siralama igin verilen kavramlar ve elde edilen sonuglardan baska
ilgili teoriyi gelistirecek yeni arglimanlar bulmak pekala muimkindur. Fuzzy
kavrammin matematikte disipliner bir anlayigla ortaya konulmasi sonrasinda,
uygulamali bilimlerde ve ¢esitli miihendisliklerde ele alinmasiyla teknolojik pek ¢ok
gelismeyi saglamasi ilgilendigimiz konu iizerinde ¢alismayi cazip kilmaktadir. Biz
de bundan sonraki c¢alismalarimizda bu argiimanlar {izerine yogunlagsmak

niyetindeyiz.
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