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TESEKKUR

Tez konumu verip beni fuzzy uzaylarina yonlendiren, g¢aligmalarim boyunca
yardimlarin1 ve degerli zamanini hi¢ bir zaman esirgemeyen saym hocam Prof. Dr.
Cemil YILDIZ’a, ayrica manevi destekleri ile beni hi¢ bir zaman yalniz birakmayan
aileme, terciimelerimdeki yardimlarindan dolay1 Hatice ERCAN ve Emre ERCAN’a
ve yardimlari icin Mustafa OZBEY e tesekkiirii bir borg bilirim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligsmada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalari ile birlikte sunulmustur.

Simgeler

Aciklama

Gerektirir

Yeterlidir

Cift yonlii gerektirme

X den I ya tanimlanan fonksiyonlarin kiimesi
A fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu
Fuzzy topolojisi

Fuzzy kapalilar ailesi

A fuzzy kiimesinin i¢i

A fuzzy kiimesinin kapanist

A fuzzy kiimesinin tiimleyeni

p fuzzy noktasinin fuzzy komsuluklar ailesi
T fuzzy topolojisi i¢in taban

p fuzzy noktasinin fuzzy komsuluklar taban
T fuzzy topolojisi icin alt taban

p fuzzy noktasinin yerel tabani

A nin konveks zarf1

x’in tiim komguluklart icin taban



1. GIRIS

1879 yilinda Cantor’'un vermis oldugu kiime tanmiminin ardindan matematikte
incelenen her konuda kesinlik aranmistir. Boylece olaylar karsisindaki diisiince
sistemimiz iki degerli mantiga gore olusmustur. Klasik kiime tanimina gére dogru—
yanlis ikilemi vardir. Ancak giinliik hayatta; tam tanimlanmamis soguk, hafif soguk,
ilik, sicak, ¢ok sicak gibi herkes tarafindan deg§isen kavramlar vardir. Birine gore

hava sicak iken, bagka birisine gore hava 1lik olabilir.

Goriildiigii gibi iki degerli mantiga dayanan matematiksel kesinlik gostermeyen
olaylar karsisinda yetersiz kalmistir. 1965 yilinda Prof. Dr. Liitfi Askerzade
tarafindan fuzzy (belirtisiz) kiime kavrami tanimlanarak klasik kiime kavrami
genigletilmistir. Fuzzy mantik sayisal degerleri sozsel ifadelerden yola ¢ikarak bilgi

tabanli denetleyiciler arasinda insan diisiince yapisina yakinlasmay1 saglamistir.

Giiniimiizde fuzzy mantik otomobillerin vites kutularindan bulasik makinelerine,
elektronik devrelerin ve yapay zekanin karar verme algoritmalarinda, istatistik, askeri

balistikte ve daha bir ¢cok alanda kullanilir olmustur.

Tiim bunlarin dogal sonucu olarak, matematigin bu fuzzy kiime kavramina gore
yeniden diizenlenmesi ortaya ¢ikmis ve bu yeni diizenleme ile birlikte pek cok

makale yayinlanmigtir.

Calismamizin ikinci boliimiinde Zadeh [1] in fuzzy kiime tanimi, fuzzy kiime ile
ilgili temel kavramlar ve bu kavramlarin bazi 6zellikleri verilmistir. Chang [2] ve
Nanda [3] in ortaya koydugu fuzzy topolojik uzay tanimi ve bazi1 Ozellikleri

gosterilmis, fuzzy carpim ve fuzzy boliim uzay1 tanimi verilmistir.

Tezimizin ii¢lincli boliimiinde Katsaras [4,5] makalelerini agarak, fuzzy kiimelerin
toplam1 ve skalerle carpimini tamimladik. Fuzzy alt uzay tanimi ve fuzy alt uzaylar
arasindaki iliskiler verildi. Konveks, dengeli ve emen fuzzy kiimeleri tanimlari, bu
kiimeler ile ilgili islemler ve lineer fonksiyon altindaki goriintiileri incelendi.

Katsaras [4] makalesinden yararlanarak fuzzy topolojik vektor uzay: tanimi ve fuzzy



topolojik vektor uzaylara oOrnekler verildi. Son olarak fuzzy topolojik vektor

uzayimdaki fuzzy kiime ve agik fuzzy kiimeler ile ilgili bazi iligkiler incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Fuzzy Kiime ve Fuzzy Kiimeler ile ilgili islemler
2.1.1. Tanim

X bostan farkli herhangi bir kiime ve I = [0,1] olmak {izere X den I ya tanimlanan
biitiin fonksiyonlarin kiimesini I* ile gosterelim. I™ in her bir elemanma X in fuzzy

kiimesi denir [1].
2.1.2. Tanim

X # O ve I =[0,1] olmak iizere pua: X—I iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilen
A = {(x,ua(x)) : xe X} XXI kiimesine X in bir A fuzzy alt kiimesi denir. Bundan

sonra zaman zaman s yerine A, Ha(X) yerine A(x) alinacaktir [1].
2.1.3. Tanim

X bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere X deki X fuzzy kiimesinin xq: X—I

tiyelik fonksiyonu

=1
Xoy) = 0

seklinde tamimli ise x, ya X de fuzzy noktasi denir. Burada xe X noktasina X, fuzzy
noktasinin destegi (dayanagi) ve o (0,1] sayisina x, fuzzy noktasinin degeri denir

[6]. Bundan sonra x4 noktasi yerine p fuzzy noktasi alinacaktir.

2.1.4. Tanim

X ve O klasik kiimeleri birer fuzzy kiimesi olup

Vxe Xicin ux(x) = 1 = X = {(x,1) : xe X}

Vxe X igin up(x) =0 = I = {(x,0) : xe X}



seklinde ifade edilir [2].

9

Kiimeler teorisinde bilinen altkiime “c”, esitlik “=", birlesim “U” ve kesisim “N”
islemleri fuzzy kiimelerinde sirasiyla <, =, v, A isaretleri kullanilarak asagidaki gibi

tanimlanir.
2.1.5. Tanim

X deki herhangi iki fuzzy kiime A ve B olsun. A ve B nin iiyelik fonksiyonlar1

sirasiyla pa ve U olmak iizere

(1) A<B & pa(x) < Hp(x) (VxeX)
(2) A=B & Ha(x) = t(x) (VxeX)
(3) AvB=C & Hc(x) = maks{pa(0), Mp(x)}  (VxeX)
(4) A AB =D & Up(x) = min{pa(®), ks(x)}  (Vx€X)
) A" 1, (0)=1-pax) (VxeX)
seklinde tanimlanur [2].

2.1.6. Tanim

X deki fuzzy kiimelerin bir ailesi {Aj}ic; olsun. Buna gore birlesim ve kesigim

islemlerinin genellestirilmis hali

(D) C= v A & Ucx) = sup{p, ()}

iel
(2)D= A Aie up(x) = inf{u, (x)}

seklinde tanimlanir [2].



2.1.7. Tanim

A ve B X deki herhangi iki fuzzy kiime olmak iizere A ve B fuzzy kiimelerinin fark:
A -B = AAB & a p(x) = min{p, (x),1 e (x)} (VxeX)

fuzzy kiimesi olarak tanimlanir [2].

2.1.1. Teorem

X de iki fuzzy kiime A ve B olmak iizere

(i) AvB fuzzy kiimesi A ve B yi ihtiva eden en kii¢iik fuzzy kiimesidir.

(i) AAB fuzzy kiimesi A ve B kiimelerini tarafindan ihtiva edilen en biiyiik fuzzy

kiimesidir [7].

Ispat

(i) A ve B fuzzy kiimelerinin iiyelik fonksiyonlar sirasiyla pLa ve {g olsun.
AVB =C & uc(x) = maks{pa(x),us(x)} (Vxe X)

oldugundan A<C ve B<C dir.

Kabul edelim ki A ve B yi ihtiva eden en kiiciik fuzzy kiime D olsun. D fuzzy

kiimesinin iiyelik fonksiyonu lp olmak iizere
A<D = pax) £ up(x)

B <D = pup(x) < up(x)

dir. Buradan

maks { [La(X),Up(X) }< Up(X) = Have(X) = Hc(X) < Up(X)



AvB = C fuzzy kiimesi A ve B yi ihtiva eden bir kiime olup kabulden dolay1
Ha(X) < Up(X) < Pe(x) ve Up(X) < Up(X) < He(X)

= Up(X) < He(x)

O halde her xe X i¢in

= Ue(x) = Pp(x) = C =D

Buna gore A ve B yi ihtiva eden en kiiciik fuzzy kiime AvB dir.
(>i1) (i)-sikkina benzer sekilde ispat goriiliir.

2.1.1. Ozellikler

X deki fuzzy kiimeler A, B ve C olmak iizere

D)AVD =A, AND =0 , AvX =X, ArX =A

(il) AvB =BVA , AAB=BAA, AVA=A =AAA

(iii) Av(BvC) = (AvB)vC , AA(BAC) = (AAB)AC

(ivy ASB=AVvB=B,A<B=AAB=A

(v) AABVC) = (AAB)V(AAC) , Av(BAC) = (AVB)A(AVC) dir [7].
2.1.2. Ozellikler

A ve B X de iki fuzzy kiime olmak iizere

HA-D=A

()@ =X,X=3,A=A

(iii) A<B & B < A



(iv) (AAB)® = A° v BE, (AVB)® = A°AB®

dir [7].

2.1.2. Teorem

X kiimesi tizerindeki herhangi bir fuzzy kiimesi A olsun.
(i) AAAS = @ olmak zorunda degildir.

(ii) AvA® = X olmak zorunda degildir [7].

2.1.1. Ornek

X = {a,b} olmak iizere X de bir fuzzy kiimesi A = {(a,0.2),(b,0.9)} olarak verilsin.
(i) AAAS = & midir?

(i) AVA® = X midir?

Coziim

A€ = {(a,0.8),(b,0.1)}

(i) AAAS = {(a,0.2),(b,0.1)}

= AAAC 2 O

(ii) AVAS = {(a,0.8),(b,0.9)}

= AVA“ £ X

2.1.8. Tanim

X, Y iki kiime olmak iizere g: X—Y bir fonksiyon ve la, X de bir fuzzy kiimesi

olsun. VyeY icin,



xeg ™ (y)

sup {H,(X)} ., g (y)#D
ug(“/\) y): 1
0 , g (y)=¢

iyelik fonksiyonu ile tanimlanan g(A) = g(ua) fuzzy kiimesine A nin g altindaki

goriintiisii denir [2]. Sema ile gosterecek olursak

X—=E8 >y

KA g(Ma)

2.1.9. Tanim

X, Y iki kiime olmak iizere g: X—Y bir fonksiyon ve Us, Y de bir fuzzy kiimesi

olsun. Vxe X icin
““g’l (ug) (X) = ““B (g(x))

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanan g_l(B) = g_l(uB) ifadesine B nin ters goriintiisii

denir [2]. Sema ile gosterecek olursak

< ___________
g
X—»Y
g (up) Us
I

2.1.3. Teorem

g: X—Y bir fonksiyon, A X de ve B Y de fuzzy kiimeleri olmak iizere asagidaki

ozellikler vardir.



a) VBel' = ¢ '(BY) = [g'(B)I°

b) VAeI* = g(A%) 2 [g(A)]°

¢) VB1,Boel" icin B; <B, = g '(B)) < g '(B»)

d) VAL AT icin A| < Ay = g(A)) < g(Ay)

e) VBel'Y = g(g'(B)) < B

f) VAeI* = A<g(g(A) 2]

2.2. Fuzzy Topolojik Uzaylar ve Fuzzy Topolojik Uzaylarinda Temel Kavramlar
2.2.1. Tamim

X bostan farkli bir kiime ve T < I¥ fuzzy kiimelerinin bir ailesi olsun. Asagidaki
sartlar1 saglayan T ailesine X iizerinde fuzzy topolojisi, (X,t) ikilisine de fuzzy

topolojik uzay denir [2].

(t) G, Xet (veya 0,1€71)
(t)) VA, Ay,.., Alet= _{\lAi ET
(t3) Vielicin Ajet = 'VIAi €T

T topolojisinin her bir elemanina X de fuzzy acgik kiime, X uzayina gore tiimleyeni

fuzzy agik olan kiimeye de fuzzy kapali kiime denir [2].
2.2.1. Teorem
(X,7) fuzzy topolojik uzay olmak iizere

Kk = {KeI*: K fuzzy kapal < K et}
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seklinde tanimli ¥ (kapalilar) ailesi asagidaki sartlari saglar [2].

(ky) J, Xex

(kz) VKl,Kz,....,KHE K= VvV Ki e K

iel
(ks) Vielicin Kiex = '{\lKi €K

2.2.2. Tanim
(X,7) fuzzy topolojik uzay ve AeI* olsun.
A= v{B:B <A, Bet} =sup{B : BSA,Bet}

seklinde tamimlanan fuzzy kiimesine A fuzzy kiimesinin i¢i denir. Tanimdan da
anlasildig gibi A fuzzy acik bir kiimedir. Ustelik A, A nm kapsadigi en genis fuzzy
acik kiimedir [2].

2.2.2. Teorem

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve AeI* olsun. A nin fuzzy acik kiime olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul A = A olmasidir [3].

2.2.3. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve Ae ¥ olsun.

A =A{B:A<B,B%1} =inf(B:A<B,B%r1}

ile tammlanan fuzzy kiimesine A fuzzy kiimesinin kapamist denir. A kiimesi

tanimdan da anlagildig1 gibi fuzzy kapali bir kiimedir. Ayrica A, A y1 kapsayan en
kiigiik fuzzy kapal kiimedir [2].
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2.2.3. Teorem

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve AeI® olsun. A nin fuzzy kapali kiime olmasi icin

gerekli ve yeterli kosul A = A olmasidir [3].
2.2.4. Tamim

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve p, X in fuzzy noktasi olsun. p fuzzy noktasini i¢eren bir
A fuzzy acik kiimesini kapsayan her N fuzzy kiimesine p nin fuzzy komsulugu denir

ve p nin biitiin fuzzy komsuluklarinin ailesi N(p) ile gosterilir. O zaman
NeN(p) & JAetvar>p<A<N [6].
2.2.5. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve Ae I* olsun. A yi ihtiva eden bir B fuzzy acik kiimesini

kapsayan N kiimesine A fuzzy kiimesinin bir komsulugu denir. Buna gore
N, A nin fuzzy komsulugu < 3Be T var 5A<B<N [6].

2.2.6. Tamim

(X,7) fuzzy topolojik uzay, N(p) X kiimesinde p fuzzy noktasinin komsuluklar ailesi
ve E(p) de N(p) nin bir alt ailesi olsun. N(p) nin her N elemanina karsilik EXN olacak
bicimde E(p) nin bir E elemani varsa E(p) ye p nin fuzzy komsuluklar taban (fuzzy

yerel taban1) denir [6].
2.2.4. Teorem

(X,7) fuzzy topolojik uzay, peI* ve N(p) de p nin fuzzy komsuluklar ailesi olsun.

Asagidaki ifadeler vardir:
N;) Her NeN(p) > p <N

N,) VN,N2e N(p) = N; ANz € N(p)
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N3) Herhangi bir Ne N(p) ve N < B = Be N(p)

N4) Her Ne N(p) icin A < N olacak sekilde dyle bir Ae N(p) vardir ki q < A sartin1
saglayan her q fuzzy noktas1 icin Ne N(q) [6].

2.2.77. Tanim

(X,1) fuzzy topolojik uzay ve B < T olsun. Her A€t icin A = v B, olacak sekilde

{Bi}ic1 < P alt ailesi varsa, B ya T igin bir taban denir. Yani;

B, Tigin taban < VAetigin IP' <P var> A = va’B [8].

2.2.8. Tanim

(X,t) fuzzy topolojik uzay ve fl < T olsun. fl nin elemanlarinin her sonlu
kesisimlerinin olusturdugu kiimeler sinif1 7 icin bir taban olusturuyor ise fl ailesine ©

icin bir alt taban denir. Yani;

fl, Ticin alt taban & {S/e\e S:0 <1l ve0Osonlu} Tigin taban  [8].

2.2.9. Tanim

(X,7) fuzzy topolojik uzay ve B, T icin bir taban olsun. X in bir p fuzzy noktasi i¢in
B, = {B : p <B, Bef} ailesini goz 6niine alalim. p < A olmak iizere, her A€ igin
p < B < A olacak sekilde en az bir Bef3, varsa, B, ailesine p fuzzy noktasin 1

topolojisine gore yerel tabanm (lokal taban1) denir [8].
2.3. Fuzzy Siireklilik

2.3.1. Tanim

(X,1), (Y,©) fuzzy topolojik uzaylar ve g: X—Y bir fonksiyon olsun. Y deki her
fuzzy acgik kiimenin g altindaki ters goriintiisii X de fuzzy acik ise, g fonksiyonu

fuzzy siireklidir denir. Yani,
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g fuzzy siirekli (F-siirekli) < VYUe 1" i¢in g_l(U)e T [2].
2.3.1. Teorem

(X,1), (Y,v) fuzzy topolojik uzaylar ve f: X—Y bir fonksiyon olsun. Asagidaki
ozellikler denktir [9].

i) f fonksiyonu F-siireklidir.
ii) Y deki her F-kapalinin ters goriintiisii X de F-kapalidir.

iii) X deki her pua = A fuzzy kiimesinin goriintiisii olan f(us) = f(A) nin her

komsulugunun ters goriintiisii A nin komsulugudur.
iv) Her A < X fuzzy kiimesi icin f(A) < f(A)
v) Her B <Y fuzzy kiimesi icin f ' (B) < f ' (B)

2.3.2. Tanim

(X,7) bir fuzzy topolojik uzay ve us = AeI* olsun.

olo

a) A fuzzy o—aciktir & A < A dir.
b) A fuzzy yan agiktir & A < A dir.

¢) A fuzzy 6n aciktir & A < A dur.

[=}]

d) A fuzzy B-aciktir & A < A dir.
e) A fuzzy kuvvetli yar aciktir & B < A < B olacak sekilde bir Be T vardur.

f) A fuzzy regiiler agiktir & A = A [9].
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2.3.2. Teorem

X,1), (Y,7), (Z,v’) fuzzy topolojik uzaylar ve g: X—Y, h: Y—Z fonksiyonlari
verilmis olsun. g ve h fonksiyonlan siirekli ise, hog: X—Z fonksiyonu da fuzzy

sureklidir [2].
Ispat

g: X>Y, h: Y>Z fuzzy siirekli ve her wet” olsun.h, fonksiyonu fuzzy siirekli

oldugundan, h™ (w)e v diir. Ayrica g, fonksiyonu fuzzy siirekli oldugundan,

h(wert icin g_l(h_l(m))e T dur. Ayrica (hog)_l(co) = g_l(h_l(m)) oldugunu biliyoruz.

Bu ise, hog: X—Z fonksiyonunun fuzzy siirekli olmas1 demektir.
2.3.3. Tanim

(X,1), (Y,7') fuzzy topoloji uzay ve g: X—Y bir fonksiyon olsun. Eger g fonksiyonu
fuzzy siirekli ve tersi g’1 var ve g’1 de fuzzy siirekli ise, g ye bir fuzzy
homeomorfizm denir [2,9]. Eger iki fuzzy topolojik uzay arasinda bir fuzzy

homeomorfizm varsa bunlara fuzzy homeomorf uzaylar denir [7].
2.3.4. Tanim

Fuzzy topolojik uzaylarda fuzzy homeomorfizm altinda degismeyen oOzelliklere,

fuzzy topolojik 6zelik (fuzzy topolojik invaryant) denir [2,10].
2.4. Fuzzy Carpim ve Boliim Uzaylar:

A, X in, B ise Y nin fuzzy kiimeleri ise AXB’de XXY nin bir fuzzy kiimesi olup, bu
kartezyen carpim su sekilde tanimlanir. (AxB)(x,y) = min{ A(x),B(y)} V(X,y)e XXY

fi: Xi—>Y,, f: Xo—Y,; iki fonksiyon olsun.
fixf; : X xX5 — Y XY bir fonksiyon olup, su sekilde tanimlanir.

V(Xl,Xg)E X1><X2 1§1n (f1Xf2)(X1,X2) = (f(Xl),f(Xz)) dir [1 1]



f: X>Y ve g: X—>XXY ve Vxe X i¢in g(x) = (x,f(x)) {(x,f(x)):xe X}XxY dir.

2.4.1. Teorem

i = 1,2 olmak iizere fi: X;—Y;, B;, Y; nin fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda
(fixf2) (B1xB,) = £ (B,)xf," (B,) dir [11].

Ispat

V(X1,Xx2)€ XXX, igin

(FixE2) ™ (BixBa)(x1.x2) = (BixBa)(fi(x1),f2(x2))

= min{B;f;(x;),Baf2(x2)}

min{f'B, (x,),£;'B,(x,)}

(f7'B, xf,;'B,)(X,,X,)
2.4.1. Tanim
(X,7), (Y,7) fuzzy topoloji uzay1 olsun. X ve Y uzaylarinin ¢carpim topolojisi,

{P7(A).P;'(By): A, € 1,B; e T, PP, projeksiyonlar}

15

ailesiyle olusturulan (i = 1,2) P; fonksiyonu siirekli yapan XXY iizerinde tanimli en

kaba fuzzy topolojisine denir [11]. Burada;

P'(A,)=A_XI P;'(By) =1xB,
{P7(A,) AP (By) = (AexDA(I1XBp) : Age T, Bge T’} dr.

Fuzzy carpim uzayi tanimin1 daha genel olarak asagidaki sekilde verebiliriz.
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2.4.2. Tanim

Her aelJ i¢in (X,To) bir fuzzy topolojik uzay X := l—IXOL bu uzaylarin kartezyen

ael

carpimu ve her o€ icin Py: X— X, bir o—inci projeksiyon olsun.
A=1{P,'(U,):U, e, ,ael}

#B={(P.'(U,): U, €1, ,¢e T sonlu}

oce

olarak tamimlansin. 8 nin elemanlarinin biitiin keyfi birlesimlerinin ailesini T ile
gosterelim. Bu durumda t; X iizerinde bir taban 4 ve bir alt tabani .#/olan bir fuzzy

topolojisidir. Bu sekilde tanimlanan T topolojisine fuzzy ¢arpim topolojisi ve (X,T) ya

da fuzzy carpim uzay1 denir [11].
2.4.2. Teorem

{(XeTa) : ael} fuzzy topolojik uzaylarin bir ailesi ve (X,T) bu uzaylarin fuzzy

carpim uzay1 olsun. Bu durumda, asagidakiler vardir [11]
(i) Yoae] icin Py F-siireklidir.

(i) X tzerindeki fuzzy carpim topolojisi T, Py : X—Xy (0eT) projeksiyonlarim

F—siirekli yapan X iizerindeki en kaba yapili fuzzy topolojisidir [11].
(iii) (Y,7") fuzzy topoloji uzayi, f: X—Y fonksiyonu verilsin.

f, F—siirekli & Vae] icin Pyof F—siireklidir.

Ispat

(i) VoeJ igin Ae 14 = P.'(A)€ .+/(.+/tanimindan)

= P.'(A) et («#=pcT)



17
= Py , F—siireklidir.

(i) (X7) 2 (Xavte) » (XD — s (XoyTa) olsun,

Kabul edelim ki X iizerinde P, projeksiyonlar1 F—siirekli yapan baska bir fuzzy

topolojisi T’ ve

T'ct 2.1
alalim. Yani P, lar siirekli kilan T dan daha kaba yapili topolojisi T° olsun.

VBe 1, i¢in P,'(B)e .#/cPct = P,'(B)et dir.

Ayrica (X,T') Py y1 siirekli kildigindan

VBe 1y icin P,'(B) et = 1t (2.2)

Es. 2.1 ve Es. 2.2 den T = 7’ olur. Buradan en kaba yapili topolojinin T oldugu ¢ikar.
(iii) (=) f F—siirekli ve her ae] i¢in P, F—siirekli oldugundan Pyof F-siireklidir.
(<) Her ael igin Pyof F siirekli ve Be T, olsun. Buradan

her o€l icin (Pyof)'(B) = f'(P,'(B))et dir. O halde {f'(P,'(B)) : Be Ty, aeJ)}

X deki T—ag1k fuzzy kiimelerin bir ailesidir. T nin her elemani, { P, "(B): Bet, ael}

ailesinin sonlu arakesitlerinin keyfi birlesimi olarak yazildigindan ve £ birlesim ve
arakesiti korudugundan f™' t-acik fuzzy kiimelerini T—acik fuzzy kiimelerini karsilik

getirir. Bu ise, f nin F-siirekli oldugunu gosterir.
2.4.3. Tanim

(X,7) bir fuzzy topoloji uzayr ve R X iizerinde tanimlanan bir denklik bagintisi, X/R

bolim kiimesi ve q: X—X/R, x—[x] boliim doniisiimii olsun.
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X/R deki fuzzy kiimelerinin %/ = {B: q_l(B)e 7}

ailesi q yu F-siirekli yapan bir fuzzy topolojisidir. Bu topolojiye fuzzy bolim

topolojisi ve (X/R, /) ikilisine de fuzzy boliim uzayi denir [11].
2.4.3. Teorem
(X,7) ve (Y,7) iki fuzzy topoloji uzay1 olsun. Asagidakiler vardir [11].

a) X/R tizerindeki “/ fuzzy bolim topolojisi q yu F-siirekli yapan en ince yapili

fuzzy topolojisidir.

b) g: X/R—Y bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

g F-siireklidir & goq F-stireklidir.

2.4.4. Tanim

X # & bir kiime ve K cismi i¢in K=R (veya K=C) olsun.
+: XXX = X, (X,y)ox+y

T KxXX = X, (a,x) > ax

doniigiimleri ile toplama ve carpma islemlerini tamimlayalim. Vx,y,ze X ve a,be R

icin asagidaki kosullar saglansin.

1) x+y = y+x

2) x+(y+z) = (x+y)+z

3) Vxe X i¢in x+0 = 6+x = x olacak sekilde bir tek O X var.

4) Vxe X i¢in x+(—x) = (—x)+x = 0 olacak sekilde bir tek —xe X var.

5) vVxeXicin l.x=x.1=x



6) a.(x+y) = ax+ay

7) (a+b).x = ax+bx

8) (a.b).x = a(bx)

X’e K iizerinde vektor uzayi denir [12].

19
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3. FUZZY VEKTOR UZAYLARI VE FUZZY TOPOLOJIK VEKTOR
UZAYLARI

Bu kisimda Fuzzy kiimelerinin toplami ve skalerle carpimlarimi tamimlayacagiz. Bu
kisim boyunca E, reel veya kompleks sayilar cismi olan K iizerinde bir vektor

uzaym gosterecektir.
3.1. Fuzzy Kiimelerinin Toplam ve Skalerle Carpim
3.1.1. Tanim

Aj,...,A, E de fuzzy kiimeleri olsun. Bu durumda A;xAyX...xA, , E" de bir A fuzzy

kiimesini tanimlar 6yleki A fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu
MA(XI,X%---,XH) = min{p.Al (X1 )s “’Az (Xz ),---, leAn (Xn )}
seklindedir [4].

f: E">E , f(X1,X2,...,.Xn) = X1 + X2 + ... + X, olmak iizere f(A) = Aj+As+...+A, olarak

tanimlanir.

Bir A skaleri ve B, E de bir fuzzy kiimesi i¢in

g: E5E, g(x) = Ax olmak tizere g(B) = AB olarak tanimlanir [4].
3.1.1. Lemma

(a) VxeE , L #0igin p,(x) = ps((1/A)x)

0 , x#0
7\‘:0191n MKB(X) = SupuB (y) , X =0
y

(b) VxeE, VA skaler i¢in W, (Xx) > ug(x) dir [4].
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3.1.1. Onerme

E ve F, K cismi iizerinde vektor uzaylar, f lineer fonksiyonu E den F nin icine olsun.

Bu durumda E deki her A, B fuzzy kiimeleri ve her A skaleri i¢in
a) f(A+B) =f(A) + {f(B)

b) f(AA) = AM(A) [4]

Ispat

(@) M = {f(x) : xeE} ve ®weF olsun. Gosterelim ki a = Lga+p)(®), b = Wga)+m)(®)
olmak iizere a = b dir. Ilk 6nce ®g M oldugunu kabul edelim. Bu durumda a = 0 dur.
Ayrica x,ye F 5 x+y = o ise, bu durumda x,y den enaz biri M de degildir ve boylece

min{gay(X) , Ugey(y)} = 0. Bu durumda o M i¢in b = 0 = a oldugunu elde ederiz.
Ikinci olarak we M oldugunu kabul edelim. O halde

Ve > 0icin 3z€ E var > f(z) = o iken pa4p(z) >a—€.

Boylece x+y = z olmak iizere x,y€ E var > min{pa(x),us(y)} >a—¢€

f(x) + f(y) = ® oldugundan

b 2 min{pa)(f(x)) , ey (f(y))} 2 min{pa(x),us(y)} >a—€

€ > 0 keyfi sabit oldugundan b > a elde edilir. Diger taraftan verilen her € > 0 icin F

de z; + z, = ®olan z; ve z, var >
b —& <min{pia)(z1) , Mip)(22)} -
Eger € < b alinirsa z;,z; € M dir. O halde E de f(x;) = z; ve f(x;) = z; olan x;, x; var 3

b — & < min{Ma(X;),Us(X2)}.
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f(x;4+x2) = ® oldugundan a > b — € elde edilir ve bdylece € > 0 keyfi sabit oldugundan

a = b dir. Bu da (a) y1 ispatlar.

(b) ®eF, ¢ = tsa)(®) , d = tipa)(®) olsun.
Eger mg M ise, c =d =0 dir.

Kabul edelim ki @e M ve A # 0 dir.

c=Ua(I/A®) = sup u,(X)= sup W,,(Ax)= sup W,,(y)=d

f(x)=(1/Mw f(Ax)=0 f(y)=0

Simdi kabul edelim ki A = 0 ve ® # 0 olsun. Bu durumda ¢ = O dir. Ayrica

f(x) = w#0, x # 0 oldugundan

d= sup u,,(x)=0dr.

f(x)=w

@ =0igin ¢ = supky,, (X) =supp, (y);

xeF yeE

d= sup H,,(x)=W,,(0)=supp,(y) olup bu da ispat1 tamamlar.

£()=0 yeE
3.1.1. Sonug

E deki her A, B fuzzy kiimeleri ve her A skaleri igin
MA+B) = AA + AB dir [4].

3.1.1. Yardime1 Teorem

A, ..., Ay, By,....By E de fuzzy kiimeleri ve A = Aj+..4A, , B = Bj+..4B,, ,
F = A+..+A,+B+...4+B,, olsun. Bu durumda F = A+B dir.

E nin herhangi bir A alt kiimesi bir fuzzy kiimesi olarak g&zoniine alinabilir 6yleki

tiyelik fonksiyonu A’nin karakteristik fonksiyonudur. Bu yolla A, B kiimelerinden
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biri (veya her ikisi) E nin herhangi bir alt kiimesi olmak iizere bunlarin toplamim

A+B seklinde alabiliriz. xe E ve B bir fuzzy kiimesi i¢in

X+B = {x}+B tamimlanir [4].

fy : E>E, fi(y) = x+y aliirsa, asagidaki lemma kolayca ispatlanir.
3.1.2. Lemma

ACE alt kiime ve B bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda

(i) x+B =1£x(B)

(i1) Wx+B(2) = HB(2—X)

(i) A+B = | J(x+B) [4]

XeA

3.1.2. Onerme

Aj,...,A, E de fuzzy kiimeleri ve Ay,...,A, skalerler olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
OMA +..+ MALCA

(i1) E deki her xi,...,X, i¢in pa(AiX +...+AnXy) = min{, (X)), ly (X,)}

Ispat

i) = ii)

UM X+ +AnXy) = Mo a s, (A X, +. .+ A, X,)

\Y

minfp, o Xy o (A,X,))

\Y

ij{HA] (Xl)""’ uAn (Xn)}

i)=>iAz0i=1,..kvek<i<niginA; =0
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X1,...,Xxk€ E ve Vyi,...,ynx€ E icin
UAA X 4. A A X) = min{f, (X)) la (X5 Ma, (Y)ses My (Vo)) dir,

Hoa, (0) = supy(y) oldugu i¢in

yeE
Ba(ux i+ Ahxi) = min{, (%) by (%):Ho, (0),eeeslpy (0)} dir.
Simdi,

M e, (2= sup [minfp, o (X))ol 4 (X))

X+ +Xy =2

= Sup [min{l“txlAl (Xl)"""“'lkAk (XK)sMOAH1 (0)5---5“'0A" (0)}]

X+ +Xy =2

= sup [min{p, (/A)X)sbby (/A)X)sHon, (0o, (0))]

< sup UM (/A)X + A A QTR )X ) =1, (2)
3.1.3. Lemma
A ve B kiimeleri E nin fuzzy alt kiimeleri olsun. Bu durumda asagidakiler vardir [4].

(i) A+OBCA

(i1) A+0B = A & supp, (X) < suppy (x)dir.

xeE xeE
Ispat
(i) Ha(x+0y) = ta(x) = min{ua(x),us(y)} Ispat Onerme 3.1.7 (i) den yapilir.

(i1) (&) sup pa(x) < sup ug(x) = Uop(0) olsun. Bu durumda

Macon(@) = sup [minfit, ()., (y)}]= min{, (2), ke, (0)) = 1, (2) dir.

X+y=z
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(=) (p=q) = (q" = p’) denkligini ispatimiz i¢in kullanalim.

HA(x) > sup Up(x) = Hop(0) (Jz i¢in)

Ha+o(z) = min{Ua(z),lop(0)} < Ha(z) ve A+0B # A dur.

3.2. Fuzzy Alt Uzay

3.2.1. Tanim

E de bir F fuzzy kiimesine fuzzy alt uzay denir, eger asagidakiler var ise [4];
i))F+FcF

ii) Her A sabiti i¢cin AFCF

3.2.1. Lemma

F, E nin fuzzy at kiimesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir [4].
(1) F, E nin alt uzayi,

(2) Vk,m (sabitleri) icin kF+mF c F

(3) Vk,m ve Vx,ye E i¢in up(kx+my) = min{Up(x),Us(y)}

Ispat

1=2 aciktir. Ayrica (2) ile (3) Onerme 3.1.2 den esdegerdir.

2=1) F+F=1F+ 1FcF

kF=kF+O0F cF
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3.2.1. Onerme

E ve F, K da vektor uzaylari, f: E-F lineer fonksiyon olsun. Eger A, E nin fuzzy alt
uzayi ise, bu durumda f(A) da F nin fuzzy alt uzayidir. Benzer sekilde B, F nin fuzzy

alt uzayi ise f'(B), E nin fuzzy alt uzayidir.

Ispat

A, E nin fuzzy alt uzay1 oldugundan

kA + mA c A dir. (k,m sabitleri icin) Buradan,

kf(A) + mf(A) = f(kA + mA) c f(A) dir.

Bu da f(A) y1, F nin fuzzy alt uzay1 oldugunu gosterir. Ayrica,

M, (kx +my) = pp(foxtmy) = pa(kfCoO+mi(y)

> min{up(f(x)),us(f(y))}
=min{p ., 5 (X),1 g (D}

O halde f'(B), Lemma 3.2.1 den fuzzy alt uzaydir.
3.2.2. Onerme

Eger A ve B, E nin fuzzy alt uzaylar ve k sabit ise, bu durumda A+B ve kA da E nin

fuzzy alt uzayidir [4].

3.2.3. Onerme

Eger {Ai}ic1 E nin fuzzy alt uzaylarin bir ailesi ise, bu durumda A = ﬂAi de E nin

iel

fuzzy alt uzaydir [4].



fspat
Ha(mx+ky) = inf pa(mx+ky) 2 inf[min{u, (x),u, (y)}]

2 minf{inf p, (x),infu, (y)}

= min{[a(x),1a(y)}
Lemma 3.2.1 den ispat elde edilir.
3.3. Konveks, Dengeli, Emen Fuzzy Kiimeleri
3.3.1. Tanim
E nin bir A fuzzy kiimesi olsun. Eger
(a) Vke[0,1] icin kA+(1-k)A c A ise, A ya Konveks,
(b) Vk sabiti > [kl < 1 i¢cin kA < A ise, A ya Dengeli,

(c) Eger, E = UkA ise, A ya Emen (Absorbing) fuzzy kiimesi denir [4].

k>0
3.3.1. Onerme

A, E de bir fuzzy kiimesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir [4];

(1) A konveks (dengeli),

(2) Vx,yeE ve Vke [0,1] i¢in, pa(kx+(1-k)y) = min{pa(x),Ha(y)}

(Vk > [kl < 1 igin pa(kx) = pa(x)),

(3) Vde[0,1] icin Aq = {x€E : pa(x) = d} alisilmis kiimesi konvekstir (dengelidir).
3.3.2. Onerme

E nin bir A fuzzy alt kiimesi i¢in asagidaki ifadeler denktir [4].

27
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(1) A emendir.

(2) VxeE i¢in supp, (kx) =1

k>0
(3)Vd>0<d< 1igin Ay = {x€E : pa(x) = d} alisilmis kiimesi emendir.
3.3.3. Onerme

E, F K iizerinde iki vektor uzayr ve f: E—F lineer fonksiyon olsun. Eger A, E’de
konveks (dengeli) fuzzy kiimesi ise, f(A) da F de konveks (dengeli) fuzzy kiimesidir.
Benzer sekilde B, F de konveks (dengeli) fuzzy kiimesi oldugundan f~ 'B), E de
konveks (dengeli) fuzzy kiimesidir [4].

Ispat

Ispat1 konveks olmasi halinde yapacagiz. Dengeli olmas1 benzer sekilde yapilir.
ke[0,1] ve A, E de konveks fuzzy kiimesi olsun.

kf(A) + (1-k)f(A) = f(kA+(1-k)A)cf(A) dir. Bu da

f(A) nin konveks oldugunu gosterir.

Kabul edelim ki B, F de konveks fuzzy kiimesi ve ke [0,1] olsun.
M = k.f(B) + (1-k)f '(B) bir kiime icin

= f(M) = kf(f'(B)) + (1-k)f(f '(B)) c kB+(1-k)B c B

Boylece M Fl(B).

Bu da f™'(B) min konveks oldugunu gosterir.

3.3.4. Onerme

f: E—>F lineer fonksiyon, A, F’de emen fuzzy kiimesi olsun. Bu durumda f~ "(A)E de

emen fuzzy kiimesidir [4].
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3.3.5. Onerme

Eger A ile B, E de konveks (dengeli) fuzzy kiimeleri ise, bu durumda A+B, E de
konveks (dengeli) fuzzy kiimesidir [4].

3.3.6. Onerme

Eger {Ai}ic1 , E de konveks (dengeli) fuzzy kiimeler ailesi ise, bu durumda

A= ﬂAi , E de konveks (dengeli) fuzzy kiimesidir [4].

iel
Ispat
0 <£d <1 olsun. Bu durumda

Ag={x€E:pa(x)2d} = [){xe E:p, (x)>d}dur.

iel

E nin konveks (dengeli) kiimelerinin ailesinin arakesiti de konveks (dengeli)

oldugundan Onerme 3.3.1 den agiktir.
3.3.2. Tanim

A, E de fuzzy kiimesi olsun. A y1 iceren E deki tiim konveks (dengeli) kiimelerin
arakesitine A nin konveks (dengeli) zarfi denir. A nin konveks zarfi Co(A) ile

gosterilir [4].

Onerme 3.3.6 dan A nin konveks (dengeli) zarfi, E deki A y1 iceren en kiigiik

konveks (dengeli) kiimedir.

3.3.7. Onerme

A, E de fuzzy kiimesi olsun. Bu durumda A nin dengeli zarfi U AA fuzzy kiimesidir

[A|<t

[4].
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Ispat

B= U?»A fuzzy kiimesi A y1 iceren herhangi dengeli fuzzy kiimesinde kapsandigi

aciktir. AcCB oldugundan B nin dengeli oldugunu gostermek yeterlidir.

acK, lal <1 ve xeE olsun. Bu durumda

HB(X) = sup [, (X) Ssup U, (ax) < ‘S;‘lp Hya (aX) = g (ax)
< <

A<t 2
Boylece aB B (Onerme 3.1.2 den)
Bu da B nin dengeli oldugunu gosterir.
3.3.8. Onerme

A, E nin fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda A nin Co(A) konveks zarfi
B=[JMA+. . +L,A:L 20, ) A, =1} kiimesidir [4].
Ispat

A < B < Co(A) aciktir. B nin konveks oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu

gostermek icin ilk olarak
MUJAD=DAA, ve

Jan+JB) < (J(A, +B)) alam. Simdi

iel jel (i.j)eIxT

ac[0,1], Zki :I,ij =1,% 20, kj 20 olsun. Bu durumda
i j=1

i=1 j

Z an, + Z (1-a)k; =1 oldugundan dolay1

1 j=1
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a(ikiA) + (l—a)(ikJA) = aMA + ... + aMA + (1-a)k A + ... + (I-a)k,A € B
il j=1

dir.

Buradan aB + (1-a)B c B

Bu da ispat1 tamamlar.

3.3.3. Tanim

A fuzzy kiimesi konveks ve dengeli ise, A ya tamamen konvekstir denir. E de bir B
fuzzy kiimesinin konveks, dengeli zarfi, E deki B yi iceren tiim tamamen konveks

kiimelerin arakesitidir [4].

3.3.9. Onerme

A, E de fuzzy kiimesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir [4];

(1) A tamamen konvekstir.

(2) lal + Ibl £ 1 kosulunu saglayan her a,b sabitleri i¢in aA + bA c A dir.

(3) ¥x,yeE, Va,b sabitleri > lal + Ibl < 1 i¢in pa(ax+by) = min{ua(x), na(y)} dir.

(4) Vde[0,1] icin Agq = {x€E: ua(x) = d} alisilmis kiimesi tamamen konvekstir.
Onerme 3.3.8 in ispatindaki metot kullanilarak asagidaki ©nermenin ispati

yapilabilir.
3.3.10. Onerme

A nin konveks, dengeli zarfi,

URA++X,AD | <D) fuzzy kiimesidir [4].
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3.4. Boliim Uzay1

3.4.1. Lemma

F, E nin fuzzy alt uzay1 olsun. Bu durumda

(1) VxeE igin pp(x) < ug(0)

(2) Fo = {x€E : up(x) = up(0)} alisilmis kiimesi, E nin alisilmis alt uzayidir [4].
Ispat

(1)OFcF

Onerme 3.1.2 den VxeE icin Up(0) = Up(0x) = Pp(x)
(2) a,b sabit, x,ye Fy alalim. Bu durumda

Hr(ax+by) 2 min{r(X),1tr(y) } = Ur(0).

Boylece ax+by € F.

3.4.1. Tanim

F, E nin fuzzy alt uzayi icin E/F boliim uzaymm E/F, alisilmig boliim uzay1 olarak

tanimlariz. Vxe X icin X € E/F dir. q = qp boliim doniisumudiir [4].
3.4.1. Onerme

A, E nin fuzzy kiimesi ise, bu durumda

q'(q(A)) = Fo+A dir [4].

Ispat

B = q'(q(A)) diyelim. O halde z€E icin
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UB(z) = Uqa) (Z) =sup U, (X) =sup L, (z—y)

XEZ yeE,

=sup U, (2) =W, (2) dir.

yek,
3.5. Fuzzy Topolojik Vektor Uzaylar
3.5.1. Tanim

K aligilmis topolojiye sahip olmak iizere EXE ve KXE de carpim topolojilerine sahip
olsun. Bu durumda bir fuzzy topolojik vektor uzayi, fuzzy topoloji ile donatilmis bir

E vektor uzayina denir, 6yleki asagidaki fonksiyonlar siirekli ise [4],
a)®:EXE - E, (x,y) = x+y

b) y:KXE - E, (Ax) > Ax

3.5.2. Tanim

E vektor uzayr iizerinde bir T fuzzy topolojisine, doniisiimler altinda degismez

denir [4], eger
VxeE ve VAeTicin x+Ae T ise
3.5.1. Lemma

Eger E, dontisiimler altinda degismez topoloji ile donatilmis ise, bu durumda her bir

fx: E > E, y — x+y doniisiimii homeomorfizmdir [4].
E bir fuzzy topolojik vektor uzayi ve F fuzzy alt uzay olsun.

q : E — E/F bir bolim fonksiyonu ve E/F iizerinde boliim fuzzy topolojisini

gbzOniine alalim.
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3.5.1. Onerme

Eger E nin topolojisi doniisiimler altinda degismez ise, bu durumda q agik bir

fonksiyondur [4].
Ispat

V, E de acgik ve A = q(V) olsun. A nin E/F de agik oldugunu ispatlamak i¢in qfl(A)

nin E de acik oldugunu gostermemiz yeterlidir. Onerme 3.4.1 den

q'A)=Fo+V=[Jx+V).
xeF,
Boylece q’l(A), fuzzy agik kiimelerin bir birlesimi oldugundan agiktir.

3.5.2. Lemma

X1, Y1, X5, Y, fuzzy topolojik uzaylar ve f; : X;—Y, 5 : Xo—Y; acik fonksiyonlar

olsun. Bu durumda
fixfr : X xXo = Y1XY7, (x,y) = (f1(x),f2(y)) fonksiyonu aciktir [4].
Ispat

A, X; de ve B, X, de agik olmak iizere AXB bicimindeki kiimeler X;xX, deki

topoloji i¢in bir taban olusturur.
(fixf2)(AXB) = f1(A) + f2(B) oldugundan ispat buradan agiktir.
3.5.2. Onerme

E nin topolojisi doniisiimler altinda degismeyen bir fuzzy topoloji olsun. Eger F, E
nin bir fuzzy alt uzay: ise, bu durumda E/F béliim fuzzy topolojisi ile bir fuzzy

topolojik vektor uzayidir [4].
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Ispat
®: EXE - E, (X,y) = x+y
&r: E/FXE/F - E/F, (X,§) > X+ §alalim.

Asagidaki diyagram degismelidir.

ExE —2 » E

o |

E/FXE/F —» E/F
Dr

o, E/F de acik bir fuzzy kiimesi olsun. Bu durumda V = (quID)’l((o), EXE de acik bir
kiimedir. qxq, Onerme 3.5.1 ve Lemma 3.5.2 den acik oldugu icin V; = (gqxq)(V)
fuzzy kiimesi E/FXE/F de agiktir. Ama V| = ®,'(®) dir. Bu @ in siirekli oldugunu

gosterir.

Yr: KXE/F - E/F, (A,X) > AX,

fonksiyonunun siirekliligi benzer sekilde gosterilir.
3.5.3. Onerme

{Ei}ic1 , K cismi iizerinde fuzzy topolojik vektor uzaylarinin bir ailesi ve E = I1E; de
carpim fuzzy topolojik uzayr olsun. Bu durumda E fuzzy topolojik vektor

uzayidir [4].

Ispat

Pi: E—>E; i-inciizdiisiim fonksiyonu ve
®:ExXE - E, (X,y) = x+y

@, : EXE; - E;, (x,y) = x+y olsun.
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Asagidaki diyagram degismelidir.

ExE —2 , |

l P;xP; lPi

ExEi — E;
D;

PixP; siirekli oldugundan ®o(P;xP;) de siireklidir. Her Pjo® siirekli oldugundan &

sureklidir.
¥ :KXE - E, (Ax) 2>Ax

fonksiyonunun siirekli oldugu benzer sekilde gosterilir. Bu da E nin fuzzy topolojik

vektor uzayr oldugunu gosterir.
3.6. Fuzzy Lineer Topolojiler

(X,7) bir topolojik uzay, w(t) X deki biitiin fuzzy kiimelerinin bir ailesi dyleki bunlar
X den I = [0,1] birim aralig1 tanimli fonksiyonlar I daki alisilmis topolojiye gore alt
yart siirekli olup ®(t) X iizerinde bir fuzzy topolojisidir. Bu durumda () ailesi

tizerinde bir fuzzy topolojisidir [13].

o(T) yu bir fuzzy topoloji olarak gosterecegiz. Oyleki bu alisilmis topoloji tarafindan
tiretilen fuzzy topolojisidir. Eger (Xj,Ti)ic1 i¢in fuzzy topolojik uzaylar ailesi ve T,
X = IIX; kiimesi iizerinde carpim topolojisi ise, bu durumda ®(t), 0X(Ti)ic: fuzzy

topolojik uzayin ¢arpimidir [14].
3.6.1. Tanim

X # & bir kiime olsun. X de bir fuzzy kiimesi, X den birim aralik I olan tiim
fonksiyonlarin I kiimesinin elemamidir. Eger f: X—Y bir fonksiyon ve pel” ise, bu
durumda f~ 1(p,), X deki f~ l(p,)(x) = W(f(x)) tarafindan tanimlanmis fuzzy kiimesidir.
Denk olarak, f l(p,) = pof dir [5].
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3.6.2. Tamim

Eger a, K da ve W, E de fuzzy kiimeler ise, bu durumda oxpe I'® fuzzy kiimesinin E

deki goriintiisii

(oxu(t,x) = min{ot),w(x)}) , h : KXE = E , h(t,x) = tx

olmak tizere, h(oxp) = o olarak gosterilir [S].

3.6.1. Onerme

E bir fuzzy topolojik vektor uzayi ve toe K olsun. Bu durumda f doniisiimii,

f: E—-E, f(x) =tyx

siireklidir. Eger ty # 0 ise bu durumda f doniisiimii homeomorfizmdir [5].

Ispat

Wong tarafindan verilen [8, Teorem 3.1] den, bir fuzzy topolojik uzay1 Y den, fuzzy

topolojik uzaylarin ¢arpimi X = HXi ye tanimlanan bir g doniisiimii siireklidir,
i€l

& I : X — X dogal izdiisiimii olmak iizere ITjog : Y—X; siireklidir.

Simdi, h; : E->K , hi(x) = tg ve hy : EE |, hy(x) = x doniisiimleri siirekli

oldugundan,
h: E — KXE, h(x) = (to,x)
doniisiimii de siireklidir. Ayrica g : KXE — E , g(t,x) = tx de siireklidir.

Boylece f = goh siireklidir. to # 0 iken f™'(x) = x/to oldugundan ™' siireklidir.
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3.6.1. Sonug

Eger U, E fuzzy topolojik vektor uzayinda bir agik fuzzy kiimesi ve t # 0 skaler ise,

bu durumda tu aciktir [5].

Ispat

f: E—>E, f(x) = x/t doniisiimii siireklidir. Boylece tpL =~ 1(p,L) aciktir.
3.6.2. Sonug

t # 0 bir skaler ve u, E fuzzy topolojik vektdr uzayinda, x in bir komsulugu ise, bu

durumda ty , tx in bir komsulugudur [5].
3.6.2. Onerme

xoeE ve W, E fuzzy topolojik vektor uzayinda bir acik fuzzy kiimesi olsun. Bu

durumda xo+U fuzzy kiimesi aciktir [5].

Ispat

E de sabit fuzzy kiimeleri a¢ik oldugundan,

f:E—>E,{fx)=-x¢

doniisiimii siireklidir. Ayn1 zamanda E deki 6zdeslik doniisiimii siireklidir. Buradan
h: E — EXE , h(x) = (—X,X)

doniisiimii siirekli oldugu elde edilir. Ayrica,

h; : EXE - E, hi(x,y) = x+y

doniisiimii de siireklidir. Bu durumda, bileske doniisiimii

gE—-E,gx)=x-Xg,



39

siireklidir. g_l(u) = Xo+U oldugundan sonug elde edilir.
3.6.3. Onerme

xo€ E ve U, E fuzzy topolojik vektor uzayinda bir fuzzy kiimesi olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir [5];

(i) W, Xo 1 bir komsgulugudur.

(i1) —xo+U sifirin bir komsulugudur.

(iii) sifirin en az bir W komsulugu var oyleki i = xo + [
3.6.4. Onerme

i, E fuzzy topolojik vektor uzayinda bir fuzzy kiimesi ve peI” olsun. Bu durumda

p+W aciktir [5].

Ispat

Her bir ye E i¢in py, E de asagidaki gibi tanmimlanan fuzzy kiimesi olsun.
py(x) = min{p(y),(y+u)(x)} = min{p(y),u(x-y)}

Her py agiktir. p+L = supp, oldugundan ispat biter.

yeE

3.6.5. Onerme

W, E fuzzy topolojik vektdr uzayinda zyp = Xo + yo 1n bir komsulugu olsun. Bu
durumda 0 < 0 < p(zp) sartin1 saglayan her bir 8 reel sayis1 icin Xo, yo noktalarinin
sirasiyla acik Wy, W komsuluklart var 6yleki Wy + Wy < @ ve min{ W (Xo),W2(yo)} > 0 Xo

= yo = 0 iken sifirin 3 agik komsulugu var olup,

n3(0) >0, us <P ve ps + Wz < W [S].
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Ispat

Genelligi kaybetmeden L niin a¢ik oldugunu varsayabiliriz.

f: EXE - E |, f(x+y) = x+y

doniisiimii siirekli oldugundan f~ 1(u) fuzzy kiimesi EXE de aciktir.

f 1(p,)(xo,yo) = W(zo) > O oldugundan E de y;, W, acik fuzzy kiimeleri var 6yleki
Xy < fl(p,) ve (LX) (Xo,yo) > O dir.

Li(Xo) , W2(yo) > O oldugundan ,, W, sirasiyla xg, yo 1n acik komsuluklar1 oldugunu

verir. Ayrica Vx,yeE i¢in
MOcky) = £ (I(.Y) 2 pxia(x.y) = min{p (). a(y)}.
Boylece Onerme 3.1.2 ile p+u, < W dir.

Simdi xo = yo = 0 oldugunu varsayalim ve L, ll; yukaridaki gibi olsun. [z = pLAHAL
fuzzy kiimesi sifirin bir komsulugu dyleki pz < @, p3(0) > 0 ve W3+ < pz dir. Buda

ispati tamamlar.
3.6.1. Lemma

E, K iistiinde bir fuzzy topolojik vektor uzay1 ve W sifirn bir komsulugu olsun. Bu
durumda 0 < 6 < W) olmak iizere her bir O reel sayisi i¢in, sifirin bir p agik
komsulugu var oyleki p < n ve p(0) > 6 ve pozitif d reel sayist ve Itl < sartimt

saglayan her bir t skaleri i¢in tp < dir [5].
Ispat

Genelligi bozmadan W niin acik oldugunu varsayabiliriz.
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g2 KXE - E, g(t,x) = tx
fonksiyonu siireklidir.

g’l(u)(0,0) = wW(0) > 0 oldugundan K da sifirin bir & agik komsulugu ve E de sifirin
bir w; agik komsulugu var dyleki,

(0), 11(0) > 0 ve oxp; < g (W) dir.

0 <0; <o0) ve p=6; Al AU kiimesi olsun. Bu durumda p aciktir, p < L ve
p(0) > 6 dir. K alisilmis topolojisine sahipken o, K da alttan yart siirekli bir

fonksiyon oldugundan,  pozitif sayis1 var 6yleki

{teK:ItI<8} < {t: ot) >0,}.

Simdi, Itl < § ve VxeE igin,

M) = g7 (W(EX) = (0 )(6,%) = (axp)(t,x) = min{a(t),p(x)} = p(x)

olur. Ciinkii p(x) < 0; < o(t) W(tx) = p(x) oldugundan VxeE icin Onerme 3.1.2 den

tp < polur.
3.6.6. Onerme

1, E fuzzy topolojik vektor uzayinda sifirin bir komsulugu olsun. Bu durumda sifirin
bir i; komsulugu ve sifirin dengeli W, komsulugu var dyleki her bir t ve 0 < Itl < 1

igin 1y(0) = 12(0) = w(0) , y < W < W ve ty < Wy dir [S].
fspat

Onceki lemmadan, her bir 0 < 8 < u(0) igin 8¢ pozitif reel sayis1 ve E de sifirmn acik

bir p’s komgulugu var dyleki Itl < &y ise, p’s(0) > 6 ve tp's < L.

Po =sup{tp’e: 0 <ItI< g} , Gg = sup{tp’e : ItI < 5g}
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Asikar olarak pg aciktir, pg < 69 < U ve pPe(0) > 0 dir. Kolayca goriiliir ki, eger

0 < ItI< 1 ve o dengeli ise, tpg < p dir.

Eger, W = sup{po : 0 < 0 < w0)} , w, = sup{ce : 0 > 6 > w(0)} almursa, ispat

tamamlanir.
3.6.3. Tamim

x, X fuzzy topolojik uzayinda bir nokta olsun. Eger x in her bir 1 komsulugu ve her
bir 0 < 0 < W(x) i¢in e # var > Wy < U ve W(x) > 0 ise, x in komsuluklarinin bir %

ailesine, x in tiim komsuluklarinin sistemi i¢in bir taban denir [5].
3.6.3. Sonug

Bir E fuzzy topolojik vektdr uzayinda, sifirin tiim dengeli komsuluklarinin ailesi,

sifirin tiim komsuluklarinin sisteminin bir tabanidir [5].
3.6.7. Onerme

E, K cismi {izerinde bir fuzzy topolojik vektor uzayi, W sifirin bir komsulugu ve xoe E
olsun. Bu durumda her bir 0 < 8 < n(0) i¢in K da sifirin bir o agik komsulugu var

3> Vte K icin a(0) > 0 ve out) < p(txp) dir [5].
Ispat
f: KXxE — E , f(t,x) = tx olsun.

f(0,x0) = 0 oldugunda f~ 1(u), (0,x9) nin KXE de komsulugudur. Boylece sifirin K da

acik bir o; komsulugu ve xo nin E de agik bir i; komsulugu var 6yleki
Xy < Fl(u) ve min{a(0),L;(xXp)} > O dir.
0 < 0; <min{o;(0),1;(X0)} olan bir 6, reel sayis1 alalim.

V= {teK: oy(t) >0}
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kiimesi K nin aligilmis topolojisinde agik bir alt kiimedir. Oe V oldugundan & > 0 var

oyleki {t:ItI<d} cV

Itl > & olmak iizere o : K — I fonksiyonunu siirekli, 0 < o0 < 0; , a(t) = 0 alalim.

Vte K icin a(t) < l(txp) oldugunu gosterelim.

Gergekten, eger Itl > d ise, bu durumda a(t) = 0 dir. Itl < d i¢in ay(t) > 6, var ve

boylece
H(txo) = ' (W)(t,X0) = min{ ot (t),1(x0)} > 01 = 0(t) .
3.6.4. Sonug

K, E fuzzy topolojik vektor uzayinda sifirin bir komsulugu, xoeE ve 0 < 6 < w(0)

olsun. Bu durumda & > 0 var 6yleki eger Itl < J ise, ((txo) > 6 dir [5].
Ispat

Onceki onermeden, K daki tiim t skalerleri icin o(0) > 8 ve oit) < U(txo) olan sifirin

acik bir o komsulugu vardir.
V= {teK: a(t) >0}

kiimesi agiktir ve sifirt kapsayan bir & > 0 var oyleki Itl < 8 dir. Eger Itl < § ise, agik¢a

W(txg) > O dir. Itl < § iken te V dir.
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