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Sabit nokta teorisi nonlineer analizin en 6nemli konularindan biridir. Bu konunun
mihenk taslarindan biri bir¢ok alanda uygulamasi olan Banach sabit nokta teoremidir. Bu
nedenle ylizyila yakin bir siiredir bu teoremin farkli sekillerde genellestirmeleri lizerine
calisilmaktadir. Yapilan calismalar genelde doniisiim sinifi ve lizerinde ¢alisilan uzay
lizerine yogunlagmistir. Buradan yola ¢ikarak siirekli olmasi gerekmeyen ve sabit nokta
teorisinde 6nemli bir yere sahip olan devirli daraltan dontistimler tanimlanmistir. Bu
dontisiim sinifinin farkli sekillerde genellestirmeleri tanimlanmis ve baz1 genellestirilmis
metrik uzaylarda sabit noktalarinin varlik ve tekligi ile ilgili teoremler ispatlanmigtir.Bu
tezde genellestirilmis metrik uzaylar icerisinde en popiiler olan G-metrik uzaylar ve bu
uzaylarda devirli ve genellestirilmis devirli daraltan doniisiimlerin sabit noktalarinin

varlik ve tekligi ile ilgili yapilan ¢alismalar derlenmistir.
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Fixed point theory is one of the most important subjects of nonlinear analysis. One
of the cornerstones of this subject is Banach fixed point theorem which has applicaiton
areas in many fields. For this reason, generalizations of this theorem in different ways
have been studied for nearly a century. The studies are generally focused on the class of
mappings and the space studied. Starting from this point, cyclic contraction mappings
which do not have to be continuous and have an important place in fixed point theory are
defined. The generalizations of this class of mappings are defined in different ways and
theorems about the existence and unigqueness of fixed points have been proved in some
generalized metric spaces.In this thesis, G-metric spaces, which are the most popular
among generalized metric spaces, and the studies on the existence and uniqueness of fixed

points of cyclic and generalized cyclic contraction mappings in these spaces are compiled.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler Aciklama

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

D(x,r) Bir metrik uzayda x merkezli r yarigapl agik yuvar
B;(x,1) x merkezli r yarigcapli G-yuvar

F(T) T nin sabit noktalarinin kiimesi

IF Birden fazla doniisiimiin ortak sabit noktalarinin kiimesi
Y Uzaklik degistirme fonksiyonu

(G) G-metrik topoloji

F Tiim fonksiyonlarin kiimesi
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1. GIRIS

1. GIRIS

Sabit nokta teorisi nonlineer analizin en temel ve en 6nemli konularindan biridir.
Bu konunun 6nemli teoremlerinden biri Banach (1922) tarafindan ispatlanan “Daraltan
Doniisiim Teoremi” olarak da adlandirilan Banach sabit nokta teoremidir. Fonksiyonel
analizde de biiyiik bir etkiye sahip olan bu teoremin 6nemi birgok uygulama alanina sahip
olmasindan kaynaklanmaktadir. Bu 6neme binaen son yiliz yilda bu teoremin farkl
yonlerden genellestirmeleri yapilmaktadir. Bu genellestirme calismalar1 temel olarak
teoremde yer alan donlisim {izerinde ki daralma sartlarini zayiflatma {izerine

yapilmaktadir.

Banach sabit nokta teoreminde yer alan daraltan doniistimlerin, tanimi geregi
stirekli olmalar1 gerekmektedir. Dolayisiyla “Siirekli olmas1 gerekmeyen 6zel tip bir
daraltan doniisiim tamimlamak miimkiin mii?” ve “Tanimlanacak doniisiimiin sabit
noktasinin varligr ve tekligi ispatlanabilir mi?” gibi sorular ortaya ¢ikmistir. Kirk et al.
(2003) bu soruya devirli daraltan doniisiimleri tanimlayarak cevap vermis ve tam metrik
uzaylarda tanimli devirli daraltan doniisiimlerin sabit noktasinin var ve tek oldugunu
ispatlayarak Banach sabit nokta teoreminin 6nemli bir genellestirmesini ispatlamistir.
Ayni ¢alismada yazarlar Boyd-Wong (1969) sabit nokta teoreminin ve Caristi (1976)
sabit nokta teoreminin devirli daraltan doniisiimler igin olan versiyonlarimi
ispatlamiglardir. Kirk ve arkadaslari tarafindan yapilan bu ¢aligmanin ardindan Petrusel
(2005) devirli daraltan doniistimlerin periyodik noktalar1 hakkinda bazi sonuglar elde
etmistir. 2010 yilinda Pacurar and Rus (2010) ise metrik uzaylarda tanimh devirli ¢-
daraltan déniisiimler icin bazi sabit nokta teoremleri ispatlamislardir. Iki y1l sonra ise
Karapinar (2011) metrik uzayda devirli zayif ¢-daraltan doniisiimlerin sabit noktasinin
var ve tek oldugunu gostermistir. Yakin zamanda Bilgili ve Karapinar (2013) ve Bilgili
vd (2014) devirli doniistimlerle ilgili baz1 sonuglar1 G-metrik uzaylara tagimislardir. Aydi
et al. (2017) ise G-metrik uzaylarda genellestirilmis devirli daraltan doniisiimlerin sabit
noktalarinin varlik ve tekligi ile ilgili birtakim teoremler ifade ve ispat etmislerdir. Devirli
dontistimlerle ilgili yapilan diger 6nemli ¢alismalardan bazilar1 Rus (2005); Karapinar

and Sadarangani (2011); Nashine (2012); Aydi et al. (2012) ve Jleli et al. (2012) dir.
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Banach sabit nokta teoreminin genellestirilmesi verilen uzay1 daha genel olan bir
uzayla degistirmekle de miimkiindiir. Buradan yola ¢ikarak bir¢ok genellestirilmis metrik
uzay tanimlanmistir. Takahashi 1970 yilindaki makalesinde, metrik uzaylardaki
konvekslik yapisini tanitip genislemeyen doniisiimler i¢in bazi sabit nokta teoremleri
tizerine c¢alismistir. Gohler (1963) 2-metrik uzaylar1 ve Dhage (1992) ise D-metrik
uzaylar1 tanimlamiglardir. Ha et al. (1988) yapmis olduklar1 bir ¢aligmada Gdohler’in
caligsmalarinin metrik uzayda ki ¢aligmalardan bagimsiz oldugunu gdstermistir. Bununla
birlikte D-metrik uzay kavraminin topolojik agidan bazi sikintilari var oldugundan
Mustafa and Sims (2005) G-metrik uzaylari tanimlamislar ve ardindan bazi 6zel doniistim
siiflarinin sabit noktalarinin varlik ve tekliklerini ispatlamislardir. Mustafa ve Sims den
sonra bircok matematik¢i G-metrik uzaylarda calismalar yapmis ve metrik uzaylarda
bilinen birgok teoremi G-metrik uzaylara tasimislardir. Mustafa et al. (2008), Mustafa et
al. (2009), Ding and Karapmar (2012), Tahat et al. (2012) ve Agarwal and Karapinar
(2013) G-metrik uzayda yapilan ¢alismalardan bazilaridir.

Bu calisma bes boliimden olugmaktadir. Literatiir bilgisinin verildigi giris
boliimiinden sonra ikinci boliimde tezde dnemli yere sahip olan ¢aligmalar hakkinda bilgi
verilen kaynak Ozetleri boliimii verilmistir. Ugiincii boliim olan materyal ve yontem
boliimiinde sabit nokta teorisi ve genellestirilmis metrik uzaylarla ilgili temel tanimlar ve
ozellikleri verilmistir. Dordiincii boliimde G-metrik uzaylarda devirli ve genellestirilmis
devirli daraltan dontisiimlerle ilgili yapilan ¢alismalar derlenmistir. Son boliimde ise

derlenen galismalardan elde edilen bazi sonuglara yer verilmistir.
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Mustafa ve Sims bu c¢alismada G-metrik uzayr tanimlamis ve G-metrik uzaymn
topolojisi hakkinda bilgiler vermislerdir. G-metrik uzaym ilk tanimlandig1 ¢alismadir ve
bu c¢alismada yazarlar G-metrik uzayda yakinsaklik, siireklilik, tamlik, kompaktlik

kavramlarini tanimlamis ve bunlarin 6zelliklerini vermislerdir (Mustafa and Sims 2006).

Yazarlar G-metrik uzayda tanimlanan kesin daraltan doniisiimlerin sabit
noktalarinin varhigin1 ispatlamiglar ve daha =zayif sartlar ile tamligt yeniden
genellestirmislerdir. Ustelik verilen kosullarin G-metrik uzaylarm tamligini garanti

etmeyecegini sdylemislerdir (Mustafa et al. 2009).

Zead Mustafa ve arkadaglart G-metrik uzayda genislemeyen doniisiimii
tanimlamis ve ayrica bir tam G-metrik uzayda tanimlanan genislemeyen doniisiimlerin

bir sinifi igin birkag sabit nokta teoremi ispatlamiglardir (Mustafa et al. 2010).

Yazarlar sirali metrik uzaylarda devirli ¢-daraltan doniisiimlerinin en iyi yaklagim
noktalar1 ile alakali bazi sonuglar vermislerdir ve bu sonucglar1 bazi bilinen sonuglara

genellestirmiglerdir (Derafshpour et al. 2011).

Yazar bu calismada devirli zayif ¢-daraltan kavramini tanimlamis ve bir T
doniistimiiniin devirli ¢p-daraltan sartini saglarsa X tam metrik uzayinda bir sabit noktaya

sahip oldugunu séylemistir (Karapinar 2011).

Bu calismada G-metrik uzaylarda genellestirilmis devirli daraltan dontistimler
tanimlanmis ve bazi sabit nokta teoremleri ortaya konulmustur. Sunulan teoremleri ¢esitli
bilinen sabit nokta sonuglarina genisletilmistir. Sonuglar1 destekleyen ornekler
verilmistir. Son olarak lineer olmayan integral denklemlerin bir sinifi igin ¢dziimlerin

varhigi ve tekligi ile alakali bir uygulama verilmistir (Nashine and Kadelburg 2013).

Yazarlar bu ¢alismasinda Zead ve Sims tarafindan iiretilen G-metrik uzaylarda

kesin devirli doniistimlerin sabit noktalarmin varligin1 ve tekligini ispatlamislardir.



2. KAYNAK OZETLERI

Ayrica bu konu hakkinda literatiirde var olan bazi sonuglar1 genellestirmiglerdir (Bilgili

ve Karapinar 2013).

Aydi ve arkadaslar1 G-metrik uzayda genellestirilmis devirli daraltan doniisiim ile
alakal1 sabit nokta teoremleri ispatlamis ve bazi alt sonuglar elde etmislerdir. Sunulan
sonuglar literatiirde var olan bircok sonuglar1 genellestirmektedir. Ustelik yazarlar lineer
olmayan integral denklemlerin bir sinifinin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi ile alakali bazi

temel 6rnekler ve uygulamalar vermislerdir (Aydi et al. 2017).
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3.1. Temel Kavramlar

Tamim 3.1.1: X bos kiimeden farkli bir kiime ve d: X X X — [0, ) bir doniisiim olsun.

Eger d doniisiimii her x,y, z € X i¢in
Ml.d(x,y) ®x=y

M2.d(x,y) = d(y,x)

M3.d(x,y) < d(x,z) + d(y,z)

sartlarin1 saglarsa d ye X {izerinde bir metrik ve bu metrikle beraber (X, d) ikilisine de

metrik uzay denir.

Tamim 3.1.2: (X, d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun. Her ¢ > 0

ve her n > n, i¢in

d(x,,x) <€
olacak sekilde bir ny = ny(¢€) sayisi varsa (x,,) dizisi x noktasina yakinsiyor denir ve

lim x, = x veyax,, = x (n > )

n—-oo

seklinde gosterilir.

Tanmm 3.1.3: (X, d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 ve her

n,m > ng i¢in

d(xXp, xym) < €

olacak sekilde bir ny = ny(€) sayisi varsa, (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanmim 3.1.4: (X,d) bir metrik uzaymdaki her (x,) Cauchy dizisi yakinsak ise uzaya

tamdir denir.
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Tamim 3.1.5: (X, d) bir tam metrik uzay, p € N, A;, A, ..., A, X in kapal alt kiimeleri,
veY = UY_, A; olmak iizere

i) T(Ay) € Ay, .., T(Ap—1) EA, S A,y

ii)Herx € A;vey € A; 41 (a‘lpﬂ = cfll) icind(Tx, Ty) < kd(x,y) olacak sekilde k €

(0,1) vardur.

sartlarin1 saglayan T:Y — Y doniisiimiine devirli daraltan doniisiim denir (Kirk et al.

2003).

Dikkat edilirse daraltan bir donligiim siirekli olmasina ragmen devirli daraltan bir

doniistimiin stirekli olmasi1 gerekmez.

Daraltan her doniisiim devirli daraltandir ancak tersi her zaman gecerli olmak zorunda

degildir.

Tanmm 3.1.6: 1: [0, ) —[0, o) bir fonksiyon olsun. Eger
i) - siirekli ve azalmayan
Ny =0st=0

sartlar saglanirsa 1 fonksiyonuna uzaklik degistirme fonksiyonu denir (Khan et al. 1984)

Tanmim 3.1.7: (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. ¢ uzaklik

degistirme fonksiyonu olmak iizere her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < d(x,y) — ¢(d(x,y))

ise T ye zayif kesin daraltan doniisiim denir (Rhoades 2001).
3.2 Sabit Nokta Kavram
Tanmm 3.2.1: X bos kiimeden farkli bir kiime ve T, X den kendi tizerine tanimli bir

doniistim olsun. Tx = x esitligini saglayan x elemanina T nin sabit noktasi denir ve T nin

biitlin sabit noktalarinin kiimesi F (T) ile gosterilir (Agarwal et al. 2007).
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Sabit nokta geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: T: R — R ye bir doniisiim ise bu
durumda T nin sabit noktalar1, T nin grafigi ile y = x dogrusunun kesistigi noktalarinin

apsisleridir.

Sekil 2.1. Sabit Noktanin Geometrik Anlami

O halde Tx = x denkleminin ¢oziimleri T nin sabit noktalaridir. T nin sabit noktalarinin

kiimesi F(T) veya FixT ile gosterilir. Yani,
F(T)={x € X:Tx = x}

dir. Asagida dontisiimlerin sabit noktalariyla ilgili birkag 6rnek verilmistir.
1) X = R* olmak lizere T: X - X, Tx = %(x - i) icin F(T) = {3} tir.

2) X =R ve a # 0 olmak tizere T: X - X, T(x) = a + x seklinde tanimlanan 6teleme

doniistimlerin sabit noktas1 yoktur.

3) X = Rolmakiizere T: X - X, Tx = x° — 3x* — x3 + 3x% — 5x + 18 déniisiimii i¢in

F(T) = {—/3,/3, 3} tiir.

4) X = R? olmak iizere T: X - X, T(x,y) = (x, —y) doniisiimii i¢in F(T) = {(x,0):x €
R} dir.
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5) X =R, T, T,: X > X, Tyx = x? —6x + 12 ve To,x = x?> — 5x + 9 doniisiimlerinin
ortak sabit noktalarmin kiimesi F = F(T;) N F(T,) = {3} tiir.

6) X =R? T,,T,: X > X, Ti(x,y) = (—x,y) ve T,(x,y) = (3x,y) déniisiimlerinin
ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T;) N F(T,) = {(0, y)} dir.

Tamim 3.2.2: (X, d) bir metrik uzay ve T, X den kendi {izerine taniml1 bir doniisiim olsun.

Her x,y € X igin
d(Tx,Ty) < kd(x,y) 31)

esitsizligini saglayan bir k > 0 varsa, T ye Lipschitzian bir doniisiim denir (Agarwal et
al. 2009).

Tamim 3.2.3: (X, d) bir metrik uzay ve T, X {izerinde bir Lipschitzian doniisiim olsun.
Eger (3.1) esitsizligi [0, 1) araliginda saglaniyorsa T ye daraltan doniisiim denir (Agarwal
et al. 2009).

Daraltan doniisiimlerle ilgili asagidaki teorem sabit nokta teorisinin en Onemli

teoremlerinden biridir.

Teorem 3.2.4: (Banach Sabit Nokta Teoremi) Tam metrik uzayda tanimli daraltan bir

doniisiimiin tek sabit noktasi vardir (Banach 1922).

Tamim 3.2.5: (X, d) bir metrik uzay ve T, X tizerinde taniml1 bir doniistim olsun. Her

x,y €EXVex # yicin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye kesin daraltan doniisiim denir (Agarwal et al. 2009).

Tamm 3.2.6: (X, d) bir metrik uzay ve T, X iizerinde tanimli bir doniisiim olsun. Her

x,y € X igin
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d(Tx,Ty) <d(x,y)
ise T ye genislemeyen doniisiim denir (Agarwal et al. 2009).
Ornek 3.2.7: X =R, d(x,y) =|x—y| ve T:R> R, Tx =1 +In(1 + e*) olsun. T

dontisiimii kesin daraltan olup daraltan degildir. Ciinkii

X

T'(x) = <1
) 1+e*
dir. Ayrica Ortalama Deger Teoreminden
T(x)—T
Py =T y(y)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla T'(c) < 1 olur. Yani

P =222 <15 176 - TO)I <Ix -1

dir.

3.3. G-metrik Uzay

Metrik uzaym genellestirmeleri son zamanlarda sik¢a calisilan konulardandir. Bu

boliimde en popiiler olan G-metrik uzay kavrami ve bazi 6zellikleri verilecektir.

Tamim 3.3.1: X bos kiimeden farkli bir kiime ve G: X X X X X — [0, o0) bir doniisiim

olsun. Eger

GlLGx,y,z)=0e=x=y=2z2

G2.Vx,yeXvex #yicinG(x,x,y) >0
G3.Vx,y,zeXvez+yicinG(x,x,y) <G(x,y,2)

G4.G(x,y,z) =G(x,2z,y) = G(y,z,x) = -+ (li¢ degiskene gbre simetri)

G5.Vx,y,z,a € Xi¢in G(x,y,2) < G(x,a,a) + G(a,y,z) (dikdortgen esitsizligi)
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sartlar saglanirsa G fonksiyonuna X iizerinde bir G-metrik ve (X, G) ikilisine de bir G-

metrik uzay ad1 verilir. Kisaca (X, G) yerine X yazilabilir (Mustafa and Sims 2006).

(X, G) bir G-metrik uzay olsun. d;: X X X — [0, o)

dG(x’y) = G(x,y,J’) + G(x,x,y)
seklinde tanimlanan donilistimiin bir metrik doniistimii oldugu kolayca goriiliir. Benzer
sekilde (X, d) alisilmis bir metrik uzay ve G: X X X X X — [0, c0) doniisiimii her x,y, z €
X i¢in
G(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) + d(z,x)

seklinde tanimlanirsa (X, G) bir G-metrik uzay olur.

Ornek 3.3.2: X bos kiimeden farkli bir kiime olmak tizere G:X X X X X — [0, ),
G(x,y,2) = g[d(x, y) +d(y,z) + d(z,x)] donisimii ile birlikte X bir G-metrik
uzaydir. Bu durumda dg;(x,y) = G(x,y,y) + G(x,x,y) seklinde tanimlanan dg;: X X

X - [0, ) doniisiimii bir metrik dontistimudiir.

Ornek 3.3.3: X = R olmak iizere d: X X X = [0,), d(x,y) = /|x — y| déniisiimii X
tizerinde bir metriktir. Eger G: X X X X X — [0,00) doniisimii G(x,y,z) = d(x,y) +
d(y, z) + d(z, x) seklinde tanimlanirsa X bir G-metrik uzaydir.

Tamim 3.3.4: (X,G) bir G-metrik uzay olsun. Eger her x,y € X i¢in G(x,y,y) =

G(y, x, x) ise X uzayma simetriktir denir.

Ornek 3.3.5: X, R nin bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi ve G:X X X x X — [0, o)

dontistimii her x,y,z € X i¢in
G,yz)=lx—yl+|x—z|+ |y -z

seklinde tanimlansin. Bu durumda X uzay: simetriktir.

Her G-metrik uzayin simetrik olmasi gerekmez.

10
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Ornek 3.3.6: X = {a, b} olmak iizere G: X X X X X = [0, ) doniisiimii
G(a,a,a) = G(b,b,b) =0,G(a,a,b) =1veG(a,b,b) =2

seklinde tanimlansin. Bu durumda G bir G-metriktir fakat G(a, a, b) # G(a, b, b) oldugu
i¢in simetrik degildir (Mustafa and Sims 2006).

3.4 G-metrik Uzayin Ozellikleri

Onerme 3.4.1: X bir G-metrik uzay olsun. Her x,y,z a € X i¢in asagidaki ozellikler
saglanir.

1.6(x,y,z) < G(x,x,y) + G(x,x,2)

2.G(x,y,y) <2G(y,x,x)

3.6(x,y,z) <G(x,a,z) + G(a,y, 2)

4.G(x,y,z)=0=x=y=12z2

56(x,y,2) <G(x,a,a) + G(y,a,a) + G(z,a,a)

6.G(x,y,2z) < E[G(x,y, a)+G(x,a,z)+G(ay z)]

1.G6(x,y,y) <2G(x,y,2)

8.1G(x,y,2z) — G(x,y,a)| <max{G(a,zz),G(z,a,a)}

9.1G(x,y,2) —G(x,y,a)| < G(x,a,z)

10.1G(x,y,2) = G(y,z,2)| < max{G(x,z,z),G(z,x,x)}

11.16G(x,y,y) — G(y,x,x)| < max{G(y,x,x),G(x,y,y)} dir (Agarwal et al. 2015).

Ispat: 1. X bir G-metrik uzay olsun. G5 sartinda a = x aliir ve G4 sart: kullanilirsa

Gx,v,z2) = G, x,z) <Gy, x,x)+G(x,x,2)

= G(x,x,y)+G(x,x,2)

elde edilir.

2. G4 ve G5 sartlar1 goz Oniine alinirsa

Gx,y,y)=G6y,y,x) <Gy,xx)+G6(xyx)=26(,xx)

11
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olur.

3. a = yyadaa = x igin esitsizligin saglandig1 kolayca goriiliir. Kabul edelim ki a # x

ve a # y olsun. Eger a = z alinirsa G5 sartindan
G(x,y,z) =G(x,y,a) <G(x,a,a) + G(a,y,a) < G(x,a,z) + G(a,y, 2)
yazilir. Simdi a # z olsun. Bu durumda G5 ve G3 sartlarindan
G(x,y,z) £G(x,a,a) +G(a,y,z) =G(x,a,z) + G(a,y,z)

elde edilir.

4. Kabul edelim ki G(x,y,z) = 0 olsun. iddia ediyoruz ki y # z ise bu durumda x = y
dir. Gergekten 0 < G(x,x,y) < G(x,y,z) = 0 olup buradan G(x,x,y) =0 bulunur.
Eger x # y ise bu durumda G2 sartindan G (x, x,y) > 0olup G(x,x,y) = 0 olur. O halde
x = y dir. G-metrik uzay1 tiim degiskenlerine gore simetrik oldugu igin eger z # y ise bu
durumda x = z dir. Dolayisiyla x = y = z olur. Fakat bu durum y # z olmasi ile gelisir.

O halde x = y = z olmalidur.

5. G4 ve G5 sartlar1 kullanilarak

G(x,v,z) <G(x,aa)+G(ayz)=Gxaa)+G(yaz)
<G(x,aa)+G(y,aa)+G(aa,z)

elde edilir.

6. 3. ozellik ve G4 sart1 kullanilirsa

G(x,y,2) < Gx,a,z)+G(ay, 2)
G(x,y,z2)= G, zx)<G(,ax)+G(azx)
G(x,y,z) = G(z,x,y) <G(z,a,y) +G(a,x,y)

olup taraf tarafa toplanirsa

3G(x,y,z) < 2[G(x,y,a) + G(x,a,2) + G(a,y, z)]

12
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bulunur.

7. i.y = z olsun. Bu durumda

Gx,y,y) =G(x,y,z) £2G(x,y,2)

olur.

ii.y # z olsun. 2. dzellik ve G3 sartindan
G(x,y,y) <2G(x,x,y) <2G(x,y,2)
bulunur.

Onerme 3.4.2: X bir G-metrik uzay, k > 0, G, ve G, X iizerinde bir G-metrik uzay olsun.

Asagidaki 6zellikler saglanir.

1. Gl(x' Y, Z) = min{k,G(x, Y, Z)}

G(x,y,7)
2. GZ(x’ Y Z) - k+G(x,y,2)

G(x,y,2), baziilericinx,y,z € A;

k+G(xy,2), diger durumlarda (Mustafa and Sims 2006).

3.G5(x,y,z) = {

Onerme 3.4.3: X bir G-metrik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

i. (X, G) simetriktir.
ii.Vx,y,a € Xi¢in G(x,y,y) < G(x,y,a)

iii. Vx,y,z,a,b € X i¢in G(x,y,z) < G(x,y,a) + G(z,y, b) (Mustafa and Sims 2006).

Ispat (i = ii) (X, G) simetrik olsun. Bu durumda her x,y,a € X icin a = x alinirsa

Gx,y,y) =6y, x,x) <G(y,a,x)+G(a,x,x) =Gy,ax)+Gxx,x) <Gy a)

bulunur.

13
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(ii = iii) Vx,y,a € X i¢in G(x,y,y) < G(x,y,a) olsun. Buradan Vx,y,z,a,b € X igin

G(x,y,2) <G(x,y,y) +G(z,y,y) <G(x,y,a) + G(z,y,b)

elde edilir.

(lii > 1) Vx,y,z,a,b€X i¢in G(x,y,z) <G(x,y,a) + G(z,¥,b) oldugunu kabul
edelim.a = x ve b = y alinirsa G(x,y,z) < G(x,y,x) + G(z,y,y) olur. Buradan

Cx,y,y)<Gxy,x)+G6»yY)

ve
Gy, x,x) <G(y,xy)+G(xx,x)
olup
G(x,y,y) = G(y, x, %)
bulunur.

3.5. G-Metrik Uzayin Topolojisi

Bu baglikta bir G-metrik uzayda ki yakinsaklik, stireklilik, kompaktlik gibi kavramlar

verilecektir.

Tamm 3.5.1: X bir G-metrik uzay, x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.

Bg(xo,7) = {y €EX:G(x0,y,y) <71}

kiimesine x, merkezli r yarigapli G-yuvar denir (Mustafa and Sims 2006).

Onerme 3.5.2: X bir G-metrik uzay olsun. Bu durumda her x, € X ve r > 0 igin
1. Eger G(xq,x,y) <risex,y € B;(xy, 1),
2.y € Bs(xg,7) 1Se B¢ (y,8) € Bg(xg, 1)

olacak sekilde bir § > 0 vardir (Mustafa and Sims 2006).
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X metrik uzayindaki biitin G-yuvarlarin ailesi B = {B;(x,r):x € X,r >0}, X

tizerindeki bir 7(G) topolojisinin yani G-metrik topolojinin tabanidir.

Onerme 3.5.3: X bir G-metrik uzay, her x, € X ve r > 0 i¢in
1
Bc(xo'gr) € By, (x0,7) S Bg(x0,1)

dir (Mustafa and Sims 2006).

Bu 6nermeden d; den tiireyen metrik topoloji ile G-metrik topoloji olan 7(G) nin ¢akistig
sonucuna varilir. Yani her G-metrik uzay izometrik olarak bir metrik uzaya denk degilken

topolojik olarak denktir.

Tamim 3.5.4: 1. X bir G-metrik uzay olsun. Eger (x,,) € X dizisi 7(G) de x e yakinsiyorsa

(x;,) dizisine x e G-yakinsaktir denir. Bagka bir ifadeyle eger lim G(x,,, X, x) = 0 ise
n,m— oo

(x,) dizisi x € X noktasmna G-yakinsaktir. Yani her € >0 i¢in n,m >N iken
G (%, Xm, x) < € olacak sekilde bir N € N varsa (x,,) dizisine X de G-yakinsak ve x e de

dizinin limiti denir ve (x,,) - xyada lim G(x,,x;,,x) = 0 seklinde gosterilir.
n,m—co

2. Eger lirln G (X, Xm, x7) = 0 ise (x,) ye bir G-Cauchy dizisi denir. Yani her e > 0
n,m,l—-oo

icin n,m,l = N iken G(x,, x,,, x;) < € olacak sekilde bir N € N varsa (x,,) dizisine G-
Cauchy dizisi ad1 verilir (Mustafa and Sims 2006).

Onerme 3.5.5: Bir (X, G) metrik uzayinda G-yakinsak bir dizinin limiti tektir (Agarwal
et al. 2015).

Ispat: (x,) dizisi X de x ve y noktalarma yakinsayan bir dizi olsun. x = y oldugunu

gostermeliyiz. (x,) — x ve (y,) = y oldugundan
G (X, X, x) < § vn,m = n,
ve

G(xp, X, y) < g vn,m = n,
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olacak sekilde bir n,,n, € N vardir. ny, = max{n,, n,} olsun. Bu durumda her n > n,
icin

GO,y y) < G xn, xn) + G(xn, Y, Y)
< G(xp X X) + 26 (%0, X, V)

< Z+42-=
= 3 3—8

olup buradan G(x,y,y) = 0 ve G2 sartindan x = y yazilir.

Onerme 3.5.6: Bir X G-metrik uzayinda her G-yakinsak dizi G-Cauchy dizisidir
(Agarwal et al. 2015).

Ispat: (x,,) X de G-yakindak bir dizi olsun. Bu durumda her € > 0 igin n,m > n, iken

€
G (%p, X, x) < 3

olacak sekilde bir ny € N vardir. Her n,m,l = N igin

G(xXp, X, X)) < G(xp, x,x) + G(x, X, X1)

< 2G(xy, Xp, x) + G (%, X1, X)

2€+€_
3737 ¢

<

yazilir. Boylece (x,,) bir G-Cauchy dizisidir.

Onerme 3.5.7: X bir G-metrik uzay olsun. Bu durumda (x,) € X dizisi ve x € X icin

asagidakiler denktir.

(1) (xp) dizisi x e G-yakinsaktir.

(2) n = oo i¢in dg (x,, x) — 0 dir.
(3) n = oo i¢in G (xy, X5, x) = 0 dir.
(4) n - oo i¢in G(xp, x,x) = 0 dir.

(5) n,m - oo igin G (X, Xy, x) = 0 dir (Mustafa and Sims 2006).
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Ispat (1) = (2) (x,) dizisi x e G-yakinsak olsun. Bu durumda d (x,, x) = 0 oldugunu
gosterelim. Her B (x, g)er(a) ve her n > N i¢in x,, € B;(x, g) olacak sekilde en az bir

ny € N vardir. Onerme 3.5.3 ten
r
B (x, §) C By, (x,7)
oldugundan her n = n, i¢in x, € By (x,7) dir. Bu ise x,, nin d; metrik uzayinda x e

yakinsamasit demektir. Yani d (x,,, x) = 0 dur.

(2)=(@3) dg(xp,x) >0 olsun. Bu durumda d; nin tamimindan dg(x,, x) =
G (xp, Xp, x) + G(x,x,x,) = 00lup G(xp, x,,, x) = 0 ve G(x,x,x,,) = 0olur.
(3) = (4) G(xy, x5, x) = 00lsun. G(x,,x,x) = 0 oldugunu gosterelim. Tanimdan

G(x,y,y) <2G(y,x,x)

olup

G(xn; X, x) S ZG(-X' xn; xn) Y O

bulunur.

(4) = (5) G(x,,, x,x) = 0 olsun. Onerme 3.4.1 in 1. dzelliginden
G, X, x) = G(X, X, X)) < G(x, %, %) + G(X, X, %)
yazilir. Buradan G(x,x,x,) = 0 ve G(x,x,x,) = 0 olup G(x,,, x,,x) = 0 oldugu
goriiliir.
(5) = (2) G(xp, X5, x) = 0 oldugunu kabul edip d (x;, x) oldugunu gésterelim.

de(xp,x) = G(xp, xp,x) + G(x,x,x3)
S G(xn’ xn' x) + ZG(an xn: x)

3G (%, X5, x) > 0

bulunur.
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(2) = (1) dg(xn, x) — 0 olsun. Bu durumda her r > 0 ve her n = nq igin x,, € By (x,7)
dir. Onerme 3.5.3 ten By, (x,7) S Bg(x,7) oldugundan her n > n, i¢in x,, € B (x,7)

dir. O halde (x,) dizisi x e G yakinsaktir.

Tammm 3.5.8: (X,G) ve (X,G') bir G-metrik uzay olsun. Her r >0 igin
Y (Be (f(x0),1)) € T(G) ise f:X - X' doniisiimii x, € X noktasinda G-siireklidir
denir. X in her noktasinda G-siirekli ise f G-siireklidir yani t(G) topolojisi ile X den

7(G")-topolojisi ile X' e siirekli bir fonksiyondur (Mustafa and Sims 2006).

Onerme 3.5.9: (X,G) ve (X’,G") iki G-metrik uzay olsun. Bu durumda f:X — X’
doniistimiiniin x de G-dizisel siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart x € X noktasinda G-
stirekli olmasidir. Yani (x,) dizisi x e G-yakinsak ise (f(x,)) de f(x) e G-yakinsaktir
(Mustafa and Sims 2006).

Onerme 3.5.10: X bir G-metrik uzay olsun. Bu durumda G(x,y,z) fonksiyonu iig

degiskenine gore de siireklidir (Mustafa and Sims 2006).

Ispat: Kabul edelim ki (x), () Ve (z,,) sirasiyla x, y ve z ye G-yakinsak diziler olsun.

Bu durumda G5 ten

G(x,y,2) < G, Y, Ym) + G(Ym, X, Z)
G(Z' X, ym) S G(X, xk'xk) + G(xk' Ymﬂz)

ve

G(Z' Xk ym) < G(Z’ Zn'Zn) + G(Zn' Ym'xk)

ve buradan
G(.X, Y, Z) - G(xk' Ymo Zn) < G(y' Ym. ym) + G(.X, Xk» xk) + G(Z, Zn, Zn)
olur. Benzer sekilde

Gy, Ymr Zn) — G(x,y,2) < G(Xpe, %, %) + GV, v, V) + G(2,, 2, 2)

bulunur. Onerme 3.4.1 in 2. sikkin1 kullanarak
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|G(xk' ymﬂzn) - G(x' Y Z)I < Z(G(X, xkﬂxk) + G(yr Ym ym) + G(Z' anZn)

elde edilir. k,m,n — oo igin G (xy, Ym, Zn) = G(x,y,z) olur.

Onerme 3.5.11: Bir G-metrik uzayda asagidakiler denktir.
1. (x,) dizisi G-Cauchy dir.
2.Hern,m = N ve her € > 0 i¢in G (X, X, X;n) < € olacak sekilde bir N € N vardir.

3. (X, d;) metrik uzayinda (x,) bir Cauchy dizisidir (Mustafa and Sims 2006).

Sonug 3.5.12: Bir G-metrik uzayda G-Cauchy dizisinin bir G-yakinsak alt dizisi varsa bu
durumda dizinin kendisi de ayni noktaya G-yakinsak olur (Mustafa and Sims 2006).

Tamim 3.5.13: X deki her G-Cauchy dizisi G-yakinsak ise (X,G) ye tam uzay denir
(Mustafa and Sims 2006).

Onerme 3.5.14: (X, d;) uzaymin tam metrik uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart G-

metrik uzayin G-tam olmasidir (Mustafa and Sims 2006).

Sonug¢ 3.5.15: Bir G-tam metrik uzayimn bos kiimeden farkli bir alt kiimesi Y olsun. Eger
Y kiimesi X metrik uzayinda G-kapali ise bu durumda (Y, G|y) tamdir (Mustafa and Sims
2006).

Tamim 3.5.16: 1. X bir G-metrik uzay, ¢ > 0 ve A € X olsun. Eger her x € X i¢in x €
B¢ (a, €) olacak sekilde en az bir a € A noktas1 varsa A kiimesine X G-metrik uzayinin &-

ag1 denir.
2. Her € > 0 i¢in sonlu bir g-ag1 varsa (X, G) ye G-tam sinirlidir denir.

3. Bir X metrik uzay1 G-tam ve G-tam sinirli ise bu metrik uzaya kompakt bir G-metrik
uzay denir (Mustafa and Sims 2006).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde G-metrik uzaylarda devirli ve genellestirilmis devirli daraltan dontistimlerin

sabit noktalarinin varlik ve tekligi ile ilgili yapilan bazi ¢caligmalar derlenmistir.

Oncelikle Karapmar et al. (2012) tarafindan G-metrik uzayda tanimli devirli daraltan

doniistimlerin sabit noktalari ile ilgili ispatlanan asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.1: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}jL; X in G-kapali alt kiimelerinin bir

ailesi, Y = U2, A; ve T: Y — Y doniisiimii
T(4) CAjy, j=1,...m, Apy =4 (4.1)
sartin1 saglayan bir doniistim olsun. Eger her x € A; ve y,z € A;j,4,j = 1, ..., mi¢in
G(Tu, Tv,Tw) < kG(u,v,w) (4.2)

olacak sekilde bir k € (0,1) varsa bu durumda T, N2, A; kiimesinde tek bir sabit noktaya

sahiptir (Karapinar et al. 2012).

Ispat: Ilk olarak varligini ispatlayalim. u, € Y ve genelligi bozmadan u, € A; oldugunu

kabul edelim. (u,,) dizisi

u, =Tu,.,, n=123,.. (4.3)
seklinde tanimlansin. T devirli donilisim oldugu icin uy € A4, uy = Tuy € 4,5, u, =
Tuy € As,... olur. Eger bir ng € N igin u, 4q =uy, ise bu durumda T nin sabit

noktasmin u,  oldugu aciktir. Kabul edelim ki her n € N igin u, .1 # u, olsun. (4.2) de

U =1u,_1Vvev=w = u, alalim. Bu durumda

0 < G(Tup_1,Tuy, Tuy) = G(Up, Uny1, Un—1)

< KG (Up—1, tny )

< k™G (up, uq, uyq). (4.9

olur. Buradan
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0 < G(un, Un+1, Un+1) < k™G (Uo, Uy, Ug) (4.5)
olup n — oo i¢in limit alinirsa

gl_r)go G(Un,Un+1, Un+1) =0 (4.6)

olur. G4 ve G5 ten
G(u,v,v) <2G(v,u,u) 4.7)
bulunur. (4.7) de u = u,, ve v = u,,_ yazilirsa
G(Up Un—1,Up—1) < 2G(Up_1, Uy, Up) (4.8)
elde edilir. (4.8) de n — oo i¢in limit alinirsa
rlll_r)lgo G(Uup, Up_1,Up_1) =0 (4.9)

elde edilir.

Simdi (X, d;) metrik uzaymda (u,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. n >
[ igin
n

Ao () = ) (GGt ti0) + Gy upuw)]  (410)

i=l+1

yazilir. (4.4) ve (4.8) kullanilirsa

n
0< dG(un,uZ) < Z 3ki_1G(u0:u1'u1)

i=l+1
n l
< 3G (1, uy,1y) [Z ki1 - Z ki-ll
i=0 i=0
elde edilir. n,l = oo i¢in limit alinirsa d; (u,, u;) = 0 olur. Yani (u,) dizisi bir Cauchy
dizisidir. (X, G) uzay1 G-tam olugu i¢in (X, d;) tamdir ve dolayistyla (u,,) dizisix € X e
yakinsar. Ayrica (u,) bir G-Cauchy dizisidir ve x € NjZ;4; oldugu kolayca

goriilmektedir. Gergekten u, € A, ise bu durumda alt dizileri (“m(n—l)):zl € Ay,
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(um(n_l)ﬂ)::l € A,,..., Unn-1)m=q1 € Ay, olur. Biitiin m alt dizileri G-yakinsaktir ve

m

hepsi ayn1 x noktasina yaknsar. Ustelik Aj kiimeleri G-kapahdir ve x € N2, A; dir.

Simdi x € X in T nin bir sabit noktas1 yani x = Tx oldugunu gosterelim. Her u,v € X
icin u = u,, v=w = Tx olmak tizere d;(u,v) = G(u,v,v) + G(v,u,u) oldugu ve
(4.2) esitsizligi goz oniinde bulundurulur ve x # Tx ya da d;(x, Tx) > 0 oldugu kabul

edilirse

0< d¢(u,Tx) =G, Tx,Tx) + G(Tx,u,, uy)

=G(Tup_1,Tx, Tx) + G(Tx, Tup_1, Tup_41)

< k[G(up_q,%,x) + G(x, Up_1, Up_1)]

elde edilir. n = oo igin limit alinirsa 0 < d;(x, Tx) < 0 olur. Bu durum d;(x,Tx) > 0

olmasi ile gelisir. O halde x = Tx olur yani x, T nin sabit noktasidir.

Son olarak bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki y # x olmak iizere
y € X, T nin diger bir sabit noktasi olsun. Bu durumda hem x hem de y noktalar1 N2, 4;
kiimesine aittir. (4.2)deu = x ve v =w = y alinirsa G(Ty, Tx, Tx) < kG(x,y,y) olur.
Bu durum sadece k = 1 i¢in dogrudur fakat k € (0,1) oldugundan T nin sabit noktasi
tektir.

Déniistimler tizerindeki daralma sartlarim1 zayiflatmak icin bazi yeni doniisiim siniflar
tanimlanmistir. Bunlardan biri asagida tanimi verilen ve Alber and Guerre-Delabriere

(1997) tarafindan tanimlanan zayif ¢p-daraltan dontistimlerdir.

Tanim 4.2: T, X metrik uzay1 iizerinde tanimli bir doniisiim olsun. Eger her r, s € X i¢in

d(Tr,Ts) <d(r,s) — ¢(d(r,s))

olacak sekilde ¢p(0) = 0 sartin1 saglayan kesin artan bir ¢: [0, ) — [0, ) fonksiyonu

varsa T ye zayif ¢p-daraltan doniistimii denir (Alber and Guerre-Delabriere 1997).
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Bu doniisiimden yola ¢ikarak Karapinar et al. (2012) devirli zayif ¢-daraltan doniisiimler

i¢cin agagidaki teoremi ispatlamislardir.

¢:[0,00) = [0,0), (¢p(0) = 0) ve t > 0 i¢in ¢(t) > 0 sartin1 saglayan doniistimlerin

kiimesi ¥ olsun.
Teorem 4.3: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}j=; X in G-kapali alt kiimelerinin bir
ailesi, Y = UjZ,4; ve T: Y - Y doniisiimi

T(A)) CAjyq, j=1,...m, Ay =4 (4.11)

saglayan bir doniisiim olsun.
M(r,s,t) = max{G(r,s,t),G(r,Tr,Tr),G(s,Ts,Ts),G(t, Tt, Tt)}

olmak tizere her u € Ajvev,w € Ajyq,j=1,...,m i¢in
G(Tr,Ts, Tt) < M(r,s,t) — p(M(r,s,t)) (4.12)

olacak sekilde bir ¢ € W fonksiyonunun var oldugunu kabul edelim. Bu durumda T

N2, A; kiimesinde tek bir sabit noktaya sahiptir (Karapinar et al. 2012).

Ispat: Varligin ispatlamak igin Picard iterasyonunun bir dizisini olusturalim. Keyfi bir

1y € A; alalim. (r;,) dizisini
1, =Tr,_,, n=1273.. (4.13)

seklinde tanimlayalim. T devirli doniisiim oldugu icin 1y € A, iy, =Try €EA,, 1, =
Try € As,... olur. Eger bir ng € Niginr, 4 = 7, ise bu durumda T nin sabit noktasinin
Ty, Oldugu agiktir. Kabul edelim ki her n € N igin 75,1 # 7, olsun. (4.12) de r = 1, ve
s =t = 1,41 alalim. Bu durumda

G(Trn' Trn+1' Trn+1) < M(rn, Tn+1) rn+1) - ¢(M (TnJ Tn+1, rn+1)) (414)

yazilir. Burada
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M(rn» Th+1 rn+1) = maX{G(rnr Tn+1, Tn+1)r G (rn+1r Tn+2, rn+2)}
seklindedir. Eger (4.14) te M(3, Tns1, Tne1) = G (Tns1, Tna2s Tne2) yazilirsa
G(rn+1» Tn+2) rn+2) < G(rn+1: T2, rn+2) - ¢(G(rn+1: Tn+2, Tn+2)) (4-15)

elde edilir. ¢(G (1, Tnsz Tnsz)) = 0 ve dolayisiyla G(ryyq, Tz Thez) = 0 dir. Bu
durum n € N igin 7, # 1,44 olmasi ile gelisir. O halde (4.14) te M (1, Tna1, The1) =

G (1, Tny1, Tne1) almaliyiz. Boylece

G, Tne2 Tne2) S Gy g1, Tnst) (4.16)

elde edilir. Burada (G(rn,rn+1,rn+1)) dizisi L > 0 a yakinsayan negatif olmayan

artmayan bir dizidir. (4.16) da n — oo i¢in limit alinirsa
L<L—-¢()

olur. Buradan ¢ (L) = 0 bundan dolay1 L = 0 yani
lim G(1, g1, Tne1) = 0 (4.17)
n—-oo

dir. (4.7)der =1, ve s = r,,_; alinirsa

G Th—1,Tn-1) < 2G(Tn—1, T, 1)
ve

lim G(1,, 11, 1p—1) =0
n—oo

bulunur.

Iddia ediyoruz ki () dizisi (X, G) de bir Cauchy dizisidir. Bir an i¢in (r,,) dizisinin bir

Cauchy dizisi olmadigin kabul edelim. Bu durumda
G (i) Ty Tnai) = € (4.18)

olacak sekilde Onerme 3.5.12 ye gore € > 0 ve n(k) > l(k) > k sartim saglayan (7;,)
dizisine denk N nin {n(k)} ve {l{(k)} alt dizileri vardir. n(k), (4.18) u saglayan en kii¢iik

tam sayidir. Yani
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G (Tigey Tn -1 Tnty-1) < € (4.19)
dir. (4.18), (4.19) ve G5 sartindan
e <&+ G(Trng)-1 ) Tk)) (4.20)
yazilir. (4.20) de k — oo i¢in limit alinir ve (4.17) kullanilirsa
Jim G (rigos Tnges ) = €
elde edilir. Her k € N igin
n(k) = l(k) + s(k) = 1(m)

olacak sekilde 0 < s(k) < m sartim saglayan s(k) vardir. 0 < j < migin 7y VE Ty
sirastyla  A; and Aj, ardigik kiimelerine aittir. (4.12) te 7 = 1) V& S =t = Ty

yazilirsa
G(Trray Tty TTak) < M (TrGey iy Tngiey) — @ (M (7o i Tn(k))) (4.21)
elde edilir. Burada
M (Tr(k)lrn(k)'rn(k)) = maX{G(Tr(k)'Tn(k)'rn(k))' G(Tr(k)’rr(k)+1;rr(k)+1)

G(Tney Tn+1 TnGi+1) }
seklindedir. G5 dikdortgen esitsizligini art arda uygularsak

-1

G(Trk) Tney Tnt) < z[G (Ticky Tito+1 Tito+1)] + G (e Tt Tnto)]

i=r
oldugu goriiliir veya esit olarak

-1
0 < Z G(Ti(k),ﬁ(k)+1,7”i(k)+1) (4.22)
i=r

L

yazilir. Dikkat edilirse (4.22) nin sag tarafindaki toplam sonlu s — 1 < m terimlerinden

olusur ve (4.17) den dolayi her bir terim k — oo i¢in 0 a yakinsar. Dolayisiyla

25



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

lim G (TG0 Tnty Tngo)) = Jim G (100 Tnaoy Tg) = € (4.23)

lur. G5 sartin1 tekrar uygularsak
0 < G(rrgornTro0:Tr0) + G(Tra Tno: Tnwo)
+G (g0, TnGo+1 Tngo+1) (4.24)

elde edilir ve buradan k — oo igin limit alinir ve (4.23) kullanilirsa
Jim G (7041 Tnlio+1 Tnio+1) =€ (4.25)

sonucuna varilir. Simdi (4.21) de k — oo i¢in limit alinir ve (4.17), (4.23) ve (4.25)

kullanilirsa

¢ < max{g, 0,0} — ¢p(max{e, 0,0}) = € — ¢p(¢)

elde edilir. Buradan ¢p(¢) = 0 ve € = 0 bulunur. Fakat € = 0 olmasi (7,) dizisinin bir .G-
Cauchy olmamasi ile gelisir dolayisiyla (73,) dizisi bir G-Cauchydir. (X, G) G-tam oldugu

igin G-yakisaktir ve bir z € X e yakinsar. z € N2, 4; oldugu kolayca goriilmektedir.
7y € A4 oldugu i¢in bu durumda alt dizileri (rm(n_l)):::l € Ay, (rm(n_l)ﬂ)::l € A,,...,
("mn-1)n=1 € Ap, olur. Tiim m alt dizileri A; G-kapali kiimesinde G-yakinsaktir ve

dolayistyla hepsi ayni z € N A; limitine yakinsar.
Simdi Picard dizisinin limitinin T nin sabit noktast yani z = Tz oldugunu gosterelim.
(4.12)der =1, s =t = z alinirsa
G(Tr,Tz,Tz) = M(1, 2,2) — p(M(13, 2, 2))
bulunur. Burada
M (1, z,2z) = max{G (1, 2, 2), G (1, The1,Tns1), G(2, T2, T2)}
seklindedir. n — oo i¢in limit alinirsa

G(z,Tz,Tz) = G(2,Tz,Tz) — $(G(z,Tz Tz))
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yazilir. ¢(G(2,Tz, Tz)) = 0 ve G(z,Tz Tz) = 0 olur yani z = Tz dir.

Son olarak bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki y # z olmak iizere
y € X, T nin diger bir sabit noktasi olsun. Bu durumda hem y hem de z N2, 4; ye aittir.

(4.12)der =yves =t = zalinirsa
G(Ty, Tz, Tz) < M(y,z,2z) — p(M(y,z z))
olur. Burada
M(y,z,z) = max{G(y,z,2),G(y,Ty,Ty),G(z,Tz,Tz)} = G(y,z,2)

seklindedir. Buradan

G(in'Z) < G(y,Z,Z) - d)(G(y,Z,Z))

elde edilir ve G(y, z,z) = 0 oldugu agiktir. Béylece y = z olur yani T nin sabit noktasi
tektir.

2011 yilinda Jachymski (2011) tarafindan yayimlanan makaleden yola ¢ikarak yazarlar

asagidaki teoremi vermislerdir.

Teorem 4.4: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}jL; X in G-kapal alt kiimelerinin bir

ailesi ve Y = UjZ;4; olsun. T:Y - Y doniisiimii Ap,4; = Ay olmak iizere
T(A]) c Aj+1, ] = 1, e, M,

sartlarin1 saglayan bir doniistim olsun. Kabul edelim ki
M(u,v,w) = max{G(u,v,w),G(u,Tu,Tu),G(v,Tv,Tv),G(w,Tw, Tw)}

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(YHerue A, v,weAd;,1,i=12,..,migin
Y(G(Tu, Ty, Tw) < ¢(M(u, v, W)) —n(M(u,v,w))

olacak sekilde y,n € W fonksiyonlar vardir.
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(iHeru e A;,,vywe€ A;;1,i =12, ...,migin

G(Tu,Tv,Tw) < ,B(M(u, v, W)) — (M (u,v,w))

sartin1 saglayan pozitif reel sayilarin her sinirhi (t,,) dizisi, t,, = oo igin §(t,) = 1 olacak

sekilde bir B: [0, o) — [0,1] fonksiyonu vardir.

(iii)Heru € A;, v,w € 4;44, i = 1,2,...,mven~1({0}) = 0 i¢in
G(Tu, Tv,Tw) < M(u,v,w) —n(M(u,v,w))

olacak sekilde siirekli bir n: [0, ) — [0, o0) fonksiyonu vardir.

(ivVyHeru € A;,v,w € A;1,i =1,2,...,m, o(t) < tvehert > 0 igin

(G (Tw, Tv, Tw)) < o(W(M(u, v,w)))

olacak sekilde bir i € W fonksiyonu ve azalmayan sagdan siirekli ¢: [0, ) — [0, o)

fonksiyonu vardir.

(VIHeru e A;,v,w € A;,1,i =1,2,...,m, @(t) < tvehert > 0igin
Y(G(Tu, Tv,Tw)) < o(M(u,v,w))

olacak sekilde siirekli ve azalmayan bir ¢: [0, ) — [0, ) fonksiyonu vardir.

Simdi Nashine et al. (2012) tarafindan tanimlanan ve devirli daraltan doniistimlerin bir

genellestirmesi olan genellestirilmis zayif devirli daraltan doniisiim kavramini verelim.

Tamim 4.5: X bir G-metrik uzay, p pozitif bir tam say1, A, Ay, ..., A, X in alt kiimeleri

veY = UP_, A; olsun. Eger

()Y = UY_,A;, T ye gdre Y nin bir devirli gésterimi,

(1) : (0, 0] — (0, oo] uzaklik degistirme fonksiyonu, ¢: (0, 0] = (0, 0], (t) =0 &

t = 0 sartin1 saglayan stirekli bir fonksiyon,
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O(u,v,w) = max{G(u,v,w),G(u,Tu,Tu),G(v, Tv,Tv), G(w, Tw, Tw),

[G(u,Tv,Tv) + G(v,Tu, Tul,
[G(v,TwW,TwW) + G(w,Tv, Tv)],

[G(u, Tw, Tw) + G(w,Tu, Tuw)],

Wl NIk Nk N -

[G(w, Ty, Tv) + G(v,Tw,Tw) + G(w, Tu, Tu)]}
ve
0(u,v,w) = max{G(u,v,w),G(u,Tu,Tu),G(v,Tv,Tv),G(w,Tw,Tw)}

olmak iizere her (w,v,w) € A; X Ajyq X Ajr1, 1 = 1,2,...,0 (Apy1 = Ay) igin

Y((G(Tw, Ty, Tw)) < P(0(w,v,w)) — p(8(u,v,w)) (4.26)
esitsizligini saglayan T:Y — Y doOniisiimiine genellestirilmis zayif devirli daraltan

dontisiim denir (Nashine et al. 2012).

Yazarlar asagidaki teoremde G-metrik uzayda genellestirilmis zayif devirli daraltan

doniistimlerin sabit noktalarinin varlik ve tekligini ispatlamislardir.

Teorem 4.6: X bir tam G-metrik uzay, p € N, Ay, Ay, ..., A, X in kapal alt kiimeleri ve
Y = UY_ A; olsun. Kabul edelim ki T:Y — Y genellestirilmis zayif devirli daraltan
doniisiim olsun. Bu durumda T nin tek bir sabit noktas vardir. Ustelik T nin sabit noktas1

ﬂlec/li kiimesine aittir (Nashine et al. 2012)
Ispat : u, € A, olsun. (u,,) dizisi X de

Ups1 =Tu,, n=0172..
seklinde tanimlansin. Genelligi bozmadan

Uy # Upy1, VN € NU{0} (4.27)

oldugu kabul edilebilir. Oncelikle
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lim G (up, Uny1, Uny1) =0 (4.28)

n—-oo

oldugu gosterilecektir. Kabulden her n igin G (U, Uy 41, Up41) > 0 dir. (I) sartindan her
n igin (Up, Upy1, Unser) € A; X A;p1 X Ajpq olacak sekilde i =i(n) € {1,2,...,p}

vardir. (Il) sartinda u = u,, ve v = u, 4, = z alinirsa

G(un: Un+1, un+1) = maX{G(un' Un+1s un+1) ’ G(un+1r Up+2, un+2):

E G(un' Un+2, un+2):

§ [G (U, Up g2, Uny2) T+ G(un+1run+1run+1)]}

oldugu goriiliir. G5 sartindan

G(Up, Uns2, Unt2) < G(Up, Uy, Untr) + G Unsr, Ungor Unsz)

olur. Boylece
O(Un, Un+1, Un+1) = Max{G (Up, Unt1, Unt1), G (Unt1, Untz, Uns2)}
yazilir. (4.26) dan
Y(6 s, Uniz Unsz)) = P(G(Tin, Titnsr, Tinss)) (4.29)

= lp(max{G(um Un+1, un+1)' G(un+1' Un+2, un+2)})

_<p(max{G(un' Un+1, un+1)' G(un+1' Un42, un+2)})
elde edilir. Iddia ediyoruz ki her n > 0 i¢in

G(un+1fun+2fun+2) < G(un' un+lrun+1) (4-30)

dir. Tersini kabul edelim yani G(un0+1,un0+2,un0+2) > G(uno,uno+1,un0+1) olacak

sekilde bir ny = 0 var olsun. (4.29) esitsizliginden

l/) (G(un0+1: un0+2: un0+2))

- l/J (G(un0+1: un0+2'uno+2)) -9 (G(un0+1run0+2runo+2))
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bulunur. Bu ise <p(G(un0+1,un0+2,un0+2)) =0 ve ¢ fonksiyonunun O6zelliginden
G(un0+1,un0+2,uno+2) =0 olmasi1 demektir. Fakat bu durum (4.27) ile celisir.

Dolayistyla (4.30) dogrudur ve bdylece (G (uy, Uny1,Unyq)) dizisi artmayan ve alttan

sinirlidir. Ayrica
Tlll_r)?o G(Un) Uns1,Uns1) = P (4.31)

olacak sekilde p = 0 vardir. Simdi p > 0 oldugunu kabul edelim. (4.29) da n — oo igin

limit alinir, Y ve ¢ fonksiyonlarinin da siirekliligi goz oniine alinirsa

Y(p) <yPp) —o(p)

oldugu goriiliir. Buradan ¢ (p) = 0 ve p = 0 olur. Bdylece

lim G (un, Un41,Uns1) =0
n—-oo

elde edilir.

Simdi X de (u,) nin bir G-Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. (u,,) dizisinin G-Cauchy
olmadigini kabul edelim. Bu durumda n(k) > m(k) > k i¢in

G (myy Uniy Unci)) = € (4.32)
olacak sekilde (u,,) nin (um(k)) ve (un(k)) alt dizileri ve € > 0 vardir. Bu ise
G (Um () Un(i)-1 Un(i)-1) < € (4.33)
olmas1 demektir. (4.32), (4.33) ve G5 sart1 gbz Oniine alinirsa

€ <e+ G(un(k)_l,un(k),un(k))

elde edilir. (4.28) de k — oo igin limit alinirsa

lim G(um(k), un(k), un(k)) =& (434)

k—oo

bulunur. Diger taraftan her k i¢in n(k) — m(k) + j(k) = 1[p] olacak sekilde j(k) €
{1,2,...,p} vardir. Bu durumda up,)—-jk) (veterince biiytik k icin m(k) > j(k)) ve
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Un(k) baz1 i € {1, ..., p} igin farkh birbirine komsu tanimlanan A; ve A;,; kiimelerine

aittir. |G(u, v, v) — G(u,w,w)| < 2G(v,w,w) 6zelligi ve G5 sart1 kullanilirsa
|G (ume)- 00, Um0 Unio)) = G (Ungey, Umey, Ume) |

p—1

=2 Z G (Um0 () +1 Yk~ () +1 Um (o) — () +141) = O
=0

oldugu goriiliir. (4.34) te k — oo igin ( (4.28) den)
Jim G (i) ey Umaor-jcky» Ungo)) = € (4.35)
yazilir. (4.28) kullanilirsa

M G (U (1) jg0)+1 Um (i) - (k)+1 Y@ —j(k)) = 0

k—co
ve
Jim G (Un(10)+1> Un()+1> Unry) = 0 (4.36)
oldugu goriilir. |G (w,v,v) — G(u,w,w)| < 2G (v, w,w) Ozelligi tekrar uygulanirsa

|G (tmic)- iy Um o)ty Uner+1) = G (Ui =i iy Uney tncio)) |

< 26 (Un ), Un(i) 41 Un(i)+1)
olur. Yukaridaki esitsizlikte k — oo icin limit alinir, (4.36) ve (4.35) kullanilirsa

Jim G (o)) UmGo-jcky Unti1) = €
yazilir. Benzer sekilde

|G (tn ey Umi -0+ 1 Um0 —j g0 +1) = G (Rmio)— iy Ym0 - ey Ui |

< 26 (Um(i)—j (k) U () - i)+ 1 Um (i) - (k)+1)

elde edilir. k = oo igin limit alinir, (4.28) ve (4.35) kullanilirsa

lim G (tney (- G0+1 Um0 1) = €
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bulunur. Benzer sekilde
Jim G (Um@o)-j10+1> Un(oy+1 Un(+1) = €

elde edilir.

Simdi elde edilen limitlerden, ©(u, v, w) ve 6(u, v, w) fonksiyonlarinin tanimlarindan

Jim O (tn(ie)+1> Um(i)—j () + 1> Um () - (k) +1)

= ]ll_r& H(un(k)+1; Um(k)-j(k)+1/ um(k)—j(k)+1) (4.37)

bulunur. (I1) de u = Un)+1: V = Umr)-jk)+1 VEW = Um()—jk)+1 alinirsa

Y (G(un(k)+11 Um(k)-j()+1 um(k)—j(k)+1))

= lp(G(un(k)+1:um(k)—j(k)+1'um(k)—j(k)+1))

- (9 (Uno)+1, Um0 -j )+ 15 um(k)—j(k)+1))
yazilir. k — oo igin limit alinir, (4.37) ve elde edilen limitler kullanilirsa ¥ (¢) < Y (e) —

@ (&) olur. Fakat bu durum & > 0 oldugundan ¢eliskidir. O halde (u,,) dizisi X de bir G-
Cauchy dizisidir. (X, G), G-tam oldugu i¢in

lim u, =u* (4.38)

n—oo

olacak sekilde u* € X vardir. Biz

u* €

L

P
A; (4.39)

=1

oldugunu gosterecegiz. (I) den ve uy € A, oldugu igin (unp)n>0 c A, yazabiliriz. A4

kapali oldugu i¢in (4.38) den u* € A, yazilir. Tekrar (I) sartindan (unp)n>0 C A, olur.

A, kapali oldugu i¢in (4.38) den u* € A, yazilir. Bu sekilde devamla (4.39) u elde

ederiz.
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Simdi u* in T nin bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. Gergekten (4.39) dan her n igin
Uy € A;my olacak sekilde i(n) € {1,2,...,p} vardir. (II) de u=u, ve v=w=u"

alinirsa

Y(6 nar, Tu', Tu?)) = P(G(Tun, Tu', Tu"))
< P(O(up, u',u?)) — (0 (u,, u, u")) (4.40)

yazilir. Burada
O(uy, u*,u")= max{G(u,, u*,u*) + G(Up, Upt1, Uns1), G(US, Tu*, Tu),

[G (un: Tu*' Tu*) + G(u*, Un+1s un+1)]:

Wl -

[G(u,, Tu*, Tu*) + G(u*, Tu*, Tu") + G(u, un+1,un+1)]} (4.41)

ve
0 (u,, u*,u") = max{G(u,, u*,u*), G(Uy,, Upt1, Uns1), G, Tu*, Tu")} (4.42)

seklindedir. (4.40) da n = oo i¢in limit alinir, G nin tiim degiskenlerinde siirekli oldugu,

(4.41) ve (4.42) goz 6niine alinirsa
lp(G(u*, Tu*,Tu*)) < l/J(G(u*,Tu*, Tu*)) — <p(G(u*,Tu*, Tu*))
olur. Bu ise (p(G(u*, Tu*,Tu*)) = 0 ve u* = Tu* olmas1 demektir. Yani u*, T nin bir

sabit noktasidir.

Son olarak bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki v*, T nin bagka
bir sabit noktast yani v* = Tv* olsun. (I) sartindan v* € N}_, A; dir. Bu durumda u =

u*vev =w = v" i¢in (II) sart1 uygulanabilir. Buradan
Y(G(Tu', Tv", TvY)) < (0", v',v")) — p(0(u",v',v")) (4.43)
elde edilir. Burada

O(u*,v,w) max{G*,v*v"),cw"Tu",Tu),Gv", Tv*, Tv*),G(v*, Tv", Tv"),

[Gu*, Tv", Tv") + G(v*, Tu", Tu")],

N =
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[G(w*, Tv",Tv*) + G(v*, Tv*, Tv*)],

[G(u*, Tv*, Tv*) + G(v*, Tu*, Tu")],

Wk N~k N~

[G(u*, Tv, Tv*) + G(v*, Tv*, Tv*) + G(v*, Tu*,Tu*)]} (4.44)
ve

o(u*,v,w)= max{G*,v*,v*),cu", Tu", Tu"),

G, Tv*,Tv*),G(v*, Tv*, Tv*)} (4.45)
seklindedir. u*ve v* T nin sabit noktalar1 oldugu i¢in (4.43) - (4.45) den
(G, v, v) < PG, v, v7)) — o(G(u', v, v"))

yazilir. Dolayisiyla G (u*, v*, v*) = 0 ve u* = v™* dir. Boylece sabit nokta tektir.

Simdi G-metrik uzaylarda yardimer fonksiyonlar iizerinden devirli doniisiimlerin sabit

noktalar ile alakali baz1 teoremler verilecektir.

f:[0,00) = [0,00), f(t) = 0 & t = 0 seklindeki tim fonksiyonlarin kiimesi F olsun. ¥

ve & alt kiimeleri

Y = {y € F: ¢ siirekli ve azalmayan},

® = {¢p € F: ¢ alttan yar siirekli }

seklinde tanimlansin. Bilgili ve Karapmar (2013) yapmis olduklar1 bir calismada

asagidaki lemmay1 ispatlamiglardir.

Lemma 4.7: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay ve (u,) X de, G (U, Up41, Un1) artmayan

ve

lim G(u,, Ups1, Unsei) =0 (4.46)

n—-oo

olacak sekilde bir dizi olsun. Eger (u,,) bir G-Cauchy dizisi degilse bu durumda k — oo

i¢in
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G (Uy(k)s Un(i)r Un(i))r G Uiy Un(io)+1 Uni)+1), G (Ui —1) Un(k)r Un(k))
G (Ui (k)—1> Un(k)+1 Un()+1)r G (Uni) Wick) Uitk +1)
dizilerini € a yakinsak yapan bir € > 0 sabiti ve pozitif tamsayilarin (n;) ve () dizileri

vardir (Bilgili ve Karapinar 2013).

Teorem 4.8: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}jL; X in G-kapali alt kiimelerinin bir

ailesi, Y = U2, A; ve T:Y — Y doniisiimii
T(Aj) c Aj+1, j=1,...m, Apsy =41

sartim saglayan bir doniistim olsun. Ayrica kabul edelim ki her u € 4;, v € 4;,4, j =

1,2,..,micin
Y(G(Tu, Tv, Tv)) < Y(Mu,v,v)) — p(M(u,v,v) (4.52)

esitsizligini saglayan ¢ € @ ve Y € ¥ fonksiyonlar1 var olsun. Burada

1
M(u,v,v) = max {G(u, v,v),6G(u, Tu,Tu),G(v,Tv,Tv), G(u, v, Tu),§ [2G(u, Tv,Tv)

1
+G(v, Tu, Tu)],§ [G(u,Tv,Tv) + 2G(v, Tu, Tu)]}

dir. Bu durumda T, N2, 4; de tek bir sabit noktaya sahiptir (Bilgili ve Karapinar 2013).

Ispat: ilk olarak T doniisiimiiniin bir sabit noktasinmn var oldugunu gosterelim. Bunun
icin keyfi bir uy € A; alalim ve u, = Tu,_, n = 1,2,3, ... seklinde bir (u,) dizisi
tanimlayalim. T devirli donlisim oldugu i¢in uy € A1, uy = Tuy € 4,, u, =Tu, €
As,...yazilir. Eger bir ny € Nigin u, 41 = Uy, ise bu durumda u,, T doniisiimiiniin sabit
noktasidir. Simdi kabul edelim ki n € N i¢in u,,,; # u, olsun. (4.52) esitsizliginde u =

U, Ve v = u,,q alinirsa

w(G(Tun' Tun41, Tun+1)) S Y(M (U, Uns1, Uns1)) —PM (U, Ups1, Unsr)) (4.53)

olur. Burada

M(un' Un+1, un+1) = maX{G(un' Un+1) un+1)v G(un+1; Un+2, un+2)}
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dir. Eger (4.53) ifadesinde M (u, Uy 41, Upt1) = G(Ups1, Unso, Unso) Yazilirsa

lp(G(un+1' Up+2, un+2))

(4.54)
< lIJ(G(un+1: Up+2) un+2)) - ¢(G(un+1: Up+2, un+2))

olur. (4.54) esitsizligini ¢ (G (Up41, Uns2, Uns2)) = 0 saglar. Buradan
G(Uny1 Unsz Unsz) =0
sonucuna varilir. Bu durum her n € N i¢in u,, # u,,; olmasi ile ¢elisir. Bdylece
M (up, U1, Uny1) = G(Up, Uny1, Unyr)
elde edilir ve bu esitlik (4.53) te kullanilirsa
(G (Uns1, Unszs Uns2)) < (G (Un, Unsr, Uns1)) (4.55)

olur. Dolaylslyla(G (U, Upg1s un+1)) pozitif, artmayan ve L > 0 a yakinsayan bir dizidir.

Biz L = 0 oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki L > 0 olsun. (4.55) te limsup alinirsa

nl_i)rfoo sup d’(G (Un+1) Unsz) un+2))
< nl—i}Poo sup d’(G(un' Un+1 un+1)) - nl—i}lloo inf¢(6(un; Un+1, un+1))

< Jim, sup (6 1))

bulunur. 1 nin siirekli ve ¢ nin alttan yar1 siirekli olmasindan dolay1
Y(L) <L) — (L)

elde edilir. Buradan ¢ (L) = 0 olur. Dolayistyla L = 0 dir yani

lim G (up, Uny1, Uny1) =0 (4.56)

n—-oo

dir. u = u, ve v = u,_4 alinirsa

G(un' Up-1, un—l) < ZG(un—li Un, un)
yazilir. Buradan

lim G (upy, Up—1,Up—1) =0
n-—-oo
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olur. Simdi (u,) nin (X, G) de bir G-Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki

(uy,) bir G-Cauchy dizisi olmasin. Bu durumda
G(ul(k), un(k), un(k)) =& (457)

olacak sekilde n(l) > I(k) > k y1 saglayan € > 0 ve N nin (n(k)) ve (I(k)) alt dizileri
vardir. Burada n(k) (4.37) yi saglayan en kii¢iik tam sayidir yani

G (Uigiy, Un ()1, Un@o-1) < € (4.58)
dur. (4.57), (4.58) ve G5 sartindan
e < &+ G(Upm)—1, Un(k) Un(k)) (4.59)
olur. (4.59) da k — oo i¢in limit alinir ve (4.56) kullanilirsa
Iim G (wge, oy o) = €
elde edilir. Dikkat edilirse her k € Niginn(k) — l(k) + s(k) = 1(m) olacak sekilde 0 <

s(k) < m saglayan s(k) vardir.

Boylece k min yeterince bilyiik degerleri i¢in (k) = (k) — s(k) > 0 bulunur ve u,
Ve Upyy bazi 0 < j <m igin sirasiyla A; ve A;,q ardigik kiimelerine aittir. (4.52) de
U = Up) VB U = Up(y yazilirsa
M (Ur(ry, Ungiy Un) = Max{G(Ur(xy Un(iy Un(iy)» G (r ey Ur iy 410 Ur)+1),
G(un(k)' Un(k)+1» un(k)+1)' G (ur(k)' un(k)' ur(k)+1)'
3 [2G (ur ey, Un(+1> Uno+1) + G (Ungoy, Uror+1 Ur(o)+1)]
1
3 [G (tr iy Unioy+15 Uniy+1) + 26 (Uney, Urioy1 Uro)+1) ]

olmak tlizere

Y (G (Tur(k), Tun k), Tun(k)))

< 9 (M (o i Uncwr)) = ¢ (M (tr o o tncer) )
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elde edilir. Lemma 4.2.6 kullanilirsa

1
;15?05 [26 (wr ), Untoy+1 Unao+1) + G (Ungeoy UrGo+1 Urgo+1)] = €
ve
1
dim 3 126 (ur o), Unto+1 Unto+1) + 26 (Ungiy o1, Urg+1)] = €
olur. Buradan

Y(e) < Y(max{e 0,0,¢,¢,¢}) — p(max{e, 0,0,¢,¢,€}) = P(e) — Pp(¢)

yazilir. Ayrica ¢(g) = 0 ise € = 0 dir. Bu durum (u,,) dizisinin G-Cauchy olmamasi ile
gelisir. Sonug olarak (u,) dizisi G-Cauchy dir. (X,G) G-tam oldugu i¢in z € X e G-

yakinsaktir. Ayni zamanda z €N;Z; A; oldugu kolayca goriilmektedir. uy € 4; oldugu
icin bu durumda alt dizileri (um(n—l))n=1 € Ay, (um(n_1)+1)n=1 EA,, ...,
(um(n_l)):=1 € Ay, olur. Biitiin m alt dizileri G-kapali kiimeleri A; de G-yakinsaktir ve

hepsi ayn1 z enj";l Aj noktasina yakinsar. z nin T nin sabit noktas1 oldugunu yani z = Tz

oldugunu gostermek icin (4.52) de u = u,, ve v = v, alinirsa
l/J(G(Tun, Tz, TZ)) < l/J(M(un, Z, Z)) - qb(M(un, Z, Z))
bulunur. Burada
1
M(uy, z,z) = max {G(un,z, 7), G(Up, Upt1, Untr), G(Uy, 2, un+1),§ [2G(u,, Tz, Tz)
1
+ G(Z, Un+1s un+1)] § [G(unr TZ' TZ) + G(Z, Un+1s un+1)]}
dir. n — oo i¢in limsup alinirsa

lp(G(z, Tz, Tz)) < IIJ(G(Z, Tz, Tz)) - d)(G(z, Tz, TZ))

elde edilir. Burada ¢(G(z,Tz Tz)) = 0 ve G(z,Tz Tz) = 0 yani z = Tz dir.
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Son olarak sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki y # z olmak iizere
y € X baska bir sabit noktasi olsun. Bu durumda hem y hem de z, N/, A; ye aittir. (4.52)

deu = yve v = z alinirsa
V(G(Ty, Tz, T2)) < Yp(M(y,2,2)) — p(M(y,2,2)) (4.60)
olur. Burada

M(y,z,z)

1
= max {G(un; z, Z); G(un) Un+1, un+1)l G(un' z, un+1)' § [ZG(unl TZr TZ)
1
+ G (2, Uny1, Unsr)] 3 [G(un, T2, Tz) + G(z, un+1'un+1)]} (4.61)
seklindedir. Diger taraftan (4.52) de u = z ve v = y alinirsa
(6 (T2 Ty, Ty)) < p(M(z,y,y)) — p(M(z,y,7)) (4.62)
yazilir. Burada

1
M(z,y,y) = max {G (z,y,v),G(z,Tz,Tz),G(y, Ty, Ty),G(z,v,Tz), 3 [2G(z, Ty, Ty)

1
+ G(y, Tz, TZ)],§ [G(z, Ty, Ty) + 2G(y, Tz, TZ)]}

dir. Eger G(v,z,z) = G(z,y,y) ise bu durumda y =z olur. Gergekten tanimdan
d¢(y,z) = 0 dir. Dolayisiyla y = z dir. Eger G(y,z,z) > G(z,y,y) ise bu durumda
(4.61) de M(y,z,z) = G(y, z, 2) alinir ve (4.60) esitsizligi gbz 6niine alinirsa

lp(G(in'Z)) = lp(G(y' Z, Z)) - ¢(G(}" Z, Z))

G(y,z,z) = 0 oldugu agiktir. Boylece y = z sonucuna varilir. Aksi taktirde G(z,y,y) >
G(y,z,z)olur. M(z,y,y) = G(z,y,y) ve (4.62) gbz Oniine alinirsa

V(G(zy.9)) <y(6(zy.y) - d(G(zy.y)

olur ve G(z,y,y) = 0 oldugu agiktir. Buradan y = z sonucuna varilir. Dolayisiyla T nin

sabit noktasi tektir.
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Simdi ise Nashine and Kadelburg (2013) tarafindan tanimlanan uzaklik degistirme

fonksiyonu altinda genellestirilmis devirli daraltan kavramini verecegiz.

Tamm 4.9: (X, G) bir G-metrik uzay, p € N, Ay, A;, ..., A, X in alt kiimeleri ve Y =
UP_ A; olsun. B € [0,1) ve 1p: [0, +0) — [0, +00) uzaklik degistirme fonksiyonu olmak

tizere eger T: Y — Y doniisiimi

1) Y = UL_ A, Y nin T ye gore devirli gdsterimidir;

2) Her (u, v,w) € A; X Ajpq X Ajrq, i =1,2,.,p (Aps1 = Ay) igin

(G (Tu, Tv,Tw)) < BY(max{G(u,v,w),G(u, Tu, Tu),G(v,Tv, Tv),

1
w, Tw, Tw),—= u,Tv,Tv) +
G(w, Tw,Tw), = (6w, Tv, Tv)

G, Tw,Tw) + G(w,Tu,Tu)})

sartlarint saglarsa T ye genellestirilmis devirli daraltan dontlisiim denir (Nashine and

Kadelburg 2013).
Yazarlar tanimladiklart doniistim sinifi ile ilgili olarak asagidaki teoremi ispatlamiglardir.

Teorem 4.10: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, p € N, Ay, A;, ..., A, X in kapalr alt
kiimeleri ve Y = Ulec/li olsun. T:Y — Y nin genellestirilmis devirli daraltan dontisiim
oldugunu kabul edelim. Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir. Ustelik bu sabit
nokta N%_, A; kiimesine aittir (Nashine and Kadelburg 2013).

Ispat: u € A, olsun. X de (u,) dizisi
Ups1 =Tu,, n=012..

seklinde tanimlansin. Genelligi bozmadan her n € NU{0} i¢in x,, # x,,+; oldugunu kabul

edelim. Oncelikle

lim G (up, Uny1, Uny1) =0 (4.63)

n—-oo
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oldugunu gosterelim. Kabiilden her n i¢in G (U, Up4q1, Upsq1) > 0 dir. Tanim 4.9 un 1)
sartindan her n igin (U, Ups1, Unsr) € Aj X A1 X Ajpq olacak sekilde i = i(n) €

{1,2, ..., p} vardir. Tanim 4.9 un 2) sartinda u = u, Ve v = u,,; = w alinirsa

lp(G(un+1' Up+2, un+2)) = l/)(G(Tun: Tun+1: Tun+1))
Blp(maX{G(un, un+11 un+1)' G(un' Tunr Tun)r

IA

1
G(u' Tun+1' Tun+1)' § (G(un' Tun+1' Tun+1) +

G(un+1' Tun+11 Tun+1) + G(un+1' Tunr Tun)})

= Bl/)(max{G (unl un+11 un+1)' G (un+1r un+2' un+2)'
§ (G(un’ Up+2, un+2) + G(un+1' Un+2, un+2))
elde edilir. G5 sartindan
G (U, Uns2) Uns2) < G(Up, Unyq, Uns1) + G(Unyr, Unyz, Unyz)

olur. Boylece

3 (G(un, Up42: Unt2) T G(Uny1, Unio, un+2))
< maX{G(un' Un+1) un+1)' G (un+1' Un+2, un+2)}

yazilir. Eger
max{G (U, Up+1, Un+1)s GUnt1, Uns2, Uns2)} = G(Uptq, Unso, Untn)
ise bu durumda
¢(G(un+1: Un+2, un+2)) < ﬁ¢(G(un+1' Un+2) un+2))

dir. B < 1 oldugu i¢in G (Upy1, Unsz, Unsz) = 0 V€ Uyyq = Uy, Olur. Fakat bu durum

bir ¢eliskidir. Bundan dolay1

maX{G (un' Un+1, un+1)f G(un+1’ Un+2, un+2)} = G(un: Un+1) un+1)

yazilir. Ayrica
G(Uns1, Unszr Unsz) < G(UnpUnss Unis) VR EN (4.64)

ve
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lp(G(un+1:un+2»un+2)) = ﬁ¢(0(un'un+2’un+2)) vn €N (4.65)

olur. (4.64) ten (G(un, Upt2, un+2))nEN artmayan bir dizidir. Dolayisiyla

lim G(un: Un42, un+2) =T

n—-oo

olacak sekilde r = 0 vardir. (4.65) te n = oo i¢in limit alinirsa
Y(r) < By(r)
oldugu goriiliir.

Simdi (x,) nin bir G-Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (u,,) dizisinin G-

Cauchy olmadigini kabul edelim. Bu durumda n(k) > m(k) > k igin
G(um(k),un(k),un(k)) > € (4.66)

olacak sekilde (u,) nin (um(k)) ve (un(k)) alt dizileri ve € > 0 vardir ( n(k) en kiigiik

indistir). Bu ise
G(um(k),un(k)_l,un(k)_l) <¢&g (467)

olmas1 demektir. (4.66), (4.67) ve G5 sartindan

£ <&+ G(Un(o-1 Un(iy Un(r))

elde edilir. k — oo igin limit alinir ve (4.63) kullanilirsa

1im G (U, Ungiy Unciy) = & (4.68)

bulunur. Diger taraftan her k i¢in n(k) — m(k) + j(k) = 1[p] olacak sekilde j(k) €
{1,2,...,p} vardir. Bu durumda up,)—jk) (veterince biiytik k icin m(k) > j(k)) ve
Ungy bazi i €{1,..,p} icin ardisik A; ve A;yq kiimelerine aittir. |G(u,v,v) —

G(u,w,w)| < 2G(v,w,w) 6zelligi ve G5 sart1 kullanilirsa

|G (i) ey Um0y Umiy) = G (Umicy Umicy miy) |
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p—1
<2 Z G(um(k)—j(k)+lfum(k)—j(k)+l'um(k)—j(k)+l+1) -0
=0

oldugu goriiliir. (4.68) de k — oo i¢in ( (4.63) ten) limit alinirsa
Jim G (umo-jciy, Umao -5 Un(ey) = & (4.69)
yazilir. (4.63) kullanilirsa

lim G (Um0t Umio-jG0+0 UmGo-jck)) = 0

ve

]ll_{glo G (Un@o)+1 Uny+1 Un(iy) = O (4.70)
oldugu goriilir. |G (u, v,v) — G(u,w,w)| < 2G(v, w,w) 6zelligi tekrar uygulanirsa

|G (um(k)_,-(k), Um(k)-j(k)’ un(k)+1) -G (um(k)—j(k): Un (k) un(k))|

< ZG(un(k). Un(k)+1» un(k)+1)

olur. Yukaridaki esitsizlikte k = oo i¢in limit alinir, (4.70) ve (4.69) kullanilirsa

zlil?o G (Umt)j iy Um0 —j (k) Un(i)+1) = €

yazilir. Benzer sekilde
|G (un(k)' Um(k)—j()+1s um(k)—j(k)+1) -G (um(k)—j(k)' Um(k)—j (k) un(k)) |
< 26 (Um0 Um(10~10+1 Ym0~ (1-+1)

elde edilir. k — oo igin limit alinir, (4.63) ve (4.69) kullanilirsa

lim G (un(k)’um(k)—j(k)+1’um(k)—j(k)+1) =&

k—oo

bulunur. Benzer sekilde
M G (Um0 - jo+1 Un(o+1 Un+1) = € (4.71)

k—oo

elde edilir. Tanim 4.9 un 2. sartindan
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Y (G(un(k)+1» U (k)—j(k)+1» um(k)—j(k)+1))
< Bp(max{G (ung), Ui -j ) Um0 )» G (UnGys Un(iy+1 Un i)
1
G (10~ 00y Um0~ +1 Um0 +1), 5 (G (Um0 Um0 7000 +1,UmGi0 a0 1)
+G (Ui j ) Ui - (00041 Um(B)—j(G0)+1)

+26 (U () -k Um (i) - (k) Um(i)+1) })

olur. k — oo i¢in limit alinir, (4.68) — (4.71) kullanilir ve Y fonksiyonunun siirekliligi goz

Onine alinirsa

Y(e) < py(e)

oldugu goriilir. 0 < f < 1 oldugu i¢in Y (€) = 0 ve € = 0 bulunur. Boylece (x,,) dizisi
X de bir G-Cauchy dizisidir.

(X, G) bir G-tam oldugu i¢in

lim u, =u* (4.72)

n—-oo

olacak sekilde u* € X vardir. Biz

u* €

L

P
A; (4.73)

=1

oldugunu gosterecegiz. Tanim 4.9 un 1. sartindan ve uy € A; oldugu icin (unl’)nzo c

A, yazabiliriz. A, kapali oldugu igin (4.72) den u* € A, yazilir. Tekrar Tanim 4.9 in 1)

sartindan (unpﬂ)nzo c A, olur. A, kapali oldugu igin (4.72) den u* € A, yazilir. Bu

sekilde devamla (4.73) 1 elde ederiz.

Simdi u* in f nin bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. Gergekten (4.73) ten her n igin
Up € Aj(n) olacak sekilde i(n) € {1,2,...,p} vardir. Tamm 4.9 un 2) sartinda u = v =

u* ve w = u, alinirsa

V(G(Tu, Tu* upny1)) = Y(G(Tu", Tu", Twy,))
< PByY(max{G(u*,u*,u,), G, Tu, Tu*),G(u,, Tu,, Tu,),
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1
3 (G(u*, Tu*,Tu*) + G(u*,Tu,, Tu,)

G(uy, Tu*, Tu"))})

= Blp(max{G(u*, u*' un)' G(un' Un+1) un+1)l

1
2 (600t ) + G w7, u)})
oldugu goriiliir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo i¢in limit alinir ve (4.72) kullanilirsa

Y(G(Tu, Tu",u*)) < B(0) =0

elde edilir. Buradan Tu* = u* olur yani u* T nin bir sabit noktasidir.

Son olarak u* m T nin tek sabit noktast oldugunu gosterelim. v*, T nin baska bir sabit
noktasi yani Tv* = v* olsun. Tanim 4.9 un 1) sartindan dolay1 v* € ﬂleo‘li olur. Tanim

4.9 un 2) sartinda u = u* ve v = w = v"* olarak alabiliriz. Buradan
Y(G(Tu*, Tv*,v")) < Byp(max{G’,v*,v"),6w’, Tu", Tu"),G(v", Tv*, Tv"),

1
3 (G, Tv", Tv") + Gw*, Tv", Tv*) + Gv", Tu", Tu*))})

olur. u* ve v* T nin sabit noktast oldugu igin
V(G v,v)) < BY(G, v, v")

elde edilir. 0 < 8 < 1 oldugu igin zp(G(u*,v*,v*)) =0 ve G(u*, v, v*) =0 yazlir.

Yani u* = v* olur. Dolayisiyla T nin sabit noktasi tektir.
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5. SONUC ve ONERILER
Bu béliimde bir 6nceki boliimde verilen teoremlerden elde edilen sonuglar verilecektir.
Teorem 4.1 in 6zel bir durumu olarak asagidaki sonug verilebilir.
Sonug 5.1: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}72; X in G-kapali alt kiimelerinin bir
ailesi, Y = UL, 4;ve T: Y - Y

T(AJ) c Aj+1, ] = 1, e, m, Am+1 = Al
sartlarin1 saglayan bir doniisiim olsun. Eger her u € Aj ve v,w € Aj44,j = 1, ..., m igin

G(Tu,Tv,Tv) < kG(u,v,v)

olacak sekilde bir k € (0,1) varsa bu durumda T, N, A; de tek bir sabit noktaya sahiptir
(Karapar et al. 2012).

Teorem 4.3 teki ¢ fonksiyonunun 6zel se¢imleri igin asagidaki sonuglar verilebilir.
Sonug 5.2: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}72; X in G-kapali alt kiimelerinin bir
ailesi, Y = U2, 4; ve T:Y > Y
T(A) S Ajpr, j=1,,m, Appr =4y
sartlarini saglayan bir doniisiim olsun.
M(u,v,w) = max{G(u,v,w),G(u,Tu,Tu),G(v, Tv,Tv),G(w,Tw, Tw)}
olmak iizere her u € A; ve v,w € 4j,4,j = 1,...,m i¢in
G(Tu,Tv,Tw) < kM (u,v,w)

olacak sekilde bir k € (0,1) varsa bu durumda T, N2, A; de tek bir sabit noktaya sahiptir
(Karapinar et al. 2012).
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Sonug 5.3: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}j=; X in G-kapali alt kiimelerinin bir
ailesi, Y = UjZ,4; ve T:Y > Y

T(Aj) c Aj+1, j=1,...m, Aps1 =41

sartlarim saglayan bir doniisiim olsun. Eger her u € A; ve v,w € 4;,4,j = 1, ..., m igin

0<a+b+c+d<1olmakiizere

G(Tu, Tv,Tw) < aG(u,v,w) + bG(u, Tu,Tu) + cG(v,Tv,Tv) + dG(w, Tw, Tw)
olacak sekilde a, b, ¢ Ve d sabit sayilar1 varsa T, ;2 A; de tek bir sabit noktaya sahiptir
(Karapmar et al.2012).

Teorem 4.5 in 6zel bir durumu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 5.4: X bir tam G-metrik uzay, p € N, A, Ay, ..., A, X in kapali alt kiimeleri, ¥ =
Uf;lu‘li olsun. ¥: [0, ) — [0, ©) uzaklik degistirme fonksiyonu ve ¢: [0, ) — [0, )

dontisimii @ (t) = 0 & t = 0 sartin1 saglayan siirekli fonksiyon olmak iizere T:Y - Y,
Ny = Ulec/li_ Y nin T ye gore bir devirli gosterimidir,
(1) Her (w,v,w) € A; X Ajpqg X Ajpq, 1= 1,2, 0,0 (Aps1 = Ay) igin
¢(G(Tu, Tv, TW)) < l/)(G(u, v, W)) - (p(G(u, v, W))
sartlarini saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir. Ustelik

T nin sabit noktas1 ﬂle A,; kiimesine aittir (Nashine et al. 2012).

Yukarida verilen teoremler integral denklemlerin ¢oziimlerinin varligi ve tekligini ifade

etmede kullanilabilirler. Bununla alakali asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 5.5: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}7Z; X in G-kapali alt kiimelerinin bir

ailesi, Y = UjZ,4; ve T: Y - Y doniisiimi

T(AJ) < Aj+1’ ] = 11 ., m, Am+1 = Al
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sartin1 saglayan bir doniistim olsun. Ayrica her u € Aj,v,w € 4jq, j=12,..,m i¢in

G(Tu,Tv,Tw) M(u,v,w) M(u,v,w)
f ds < f ds — ¢ ( f ds)
0 0 0

oldugunu kabul edelim. Burada ¢p € W ve
M(u,v,w) = max{G(u,v,w),G(u,Tu,Tu),G(v,Tv,Tv),G(w,Tw, Tw)}
dir. Budurumda T, N%, A; de tek bir sabit noktaya sahiptir (Karapinar et al. 2012).
Sonug 5.6: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}7=; X in G-kapali alt kiimelerinin bir
ailesi, Y = Uj"ilAj veT:Y — Y doniisiimii
T(A) S Ay, j=1,0,m, Apey = A

sartin1 saglayan bir doniistim olsun. Ayrica her u € Aj, v,w € 4;,,j = 1,2,...,m igin

G(Tu,Tv,Tw) M(u,v,w)
f ds <k J ds
0 0

oldugunu kabul edelim. Burada k € (0,1) ve
M(u,v,w) = max{G(u,v,w),G(u,Tu,Tu),G(v,Tv,Tv),G(w,Tw, Tw)}

dir. Budurumda T NjZ,A4; de tek bir sabit noktaya sahiptir (Karapimar et al. 2012).

Teorem 4.8 deki Y ve ¢ fonksiyonlarmin &6zel segimleri igin asagidaki sonuglar

verilebilir.
Sonug¢ 5.7: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}72; X in G-kapali alt kiimelerinin bir
ailesi, Y = UjZ,4; ve T: Y - Y doniisiimi

T(A]) c Aj+1, ] == 1, e, M, Am+1 = Al

sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Her u € Aj,vEAj,j=12,..,m i¢cin

49



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

1
M(u,v,v) = max {G (uw,v,v),G(u, Tu,Tu),G(v,Tv, Tv), 3 [2G(u,Tv, Tv)
1
+ G(v,Tu, Tu)], 3 [G(u, Tv,Tv) + 2G(v,Tu, Tu)]

olmak lzere
G(Tu,Tv,Tv) < kM(u,v,w)

olacak sekilde bir k € (0,1) varsa T doniistimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir (Bilgili ve
Karapinar 2013).

Sonug 5.8: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {A;}7=; X in G-kapali alt kiimelerinin bir
ailesi, Y = UjZ,4; ve T: Y - Y doniisiimi
T(Aj) c Aj+1, ] == 1, e, M, Am+1 = Al

sartim saglayan bir doniisiim olsun. Her u € 4;, v € 4j44, j = 1,2,...,m i¢in 0 < a +

b+ c+d+ e <1olmaklizrere T doniistimii i¢in

l,lJ(G(Tu, Tv, Tw)) < aG(u,v,v)+ bG(u,Tu, Tu) + cG(v,Tv, Tv)

+d G [2G(u, Tv, Tv) + G(v, Tu, Tu)])
1
te (§ [G(u, T, Tv) + 26 (v, Ty, Tu)])

esitsizligini saglayacak sekilde a, b, ¢, d, e sabit sayilarinin ve 1y € W fonksiyonunun var
oldugunu kabul edelim. Bu durumda N}, A; kiimesinde T doniisiimii tek bir sabit noktaya

sahiptir (Bilgili ve Karapinar 2013).

Sonug 5.9: (X, G) bir G-tam G-metrik uzay, {4;}jL; X in G-kapal alt kiimelerinin bir
ailesi, Y = UjZ,4; ve T: Y - Y doniisiimi
T(Aj) - Aj+1’ ] = 1, e, m, Am+1 = Al

sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Her u € 4;, v,w € A;,4,j = 1,2,...,m i¢in

Mu,v,w) = max{G(u,v,w),G(u,Tu,Tu),G(v,Tv,Tv),G(w, Tw, Tw),
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[G(u, Tv,Tv) + G(v,Tu,Tu) + G(w, Tu, Tu)],

[G(u, Tw, Tw) + G(w,Tu, Tu) + G(v, Tu, Tu)],

[G(v,Tu, Tu) + G(u, Tv, Tv) + G(w, Tv, Tv)],

[G(v,TW, TW) + G(w,Tv,Tv) + G(u, Tv, Tv)],

[G(w,Tu, Tu) + G(u, Tw,Tw) + G(v,Tw, Tw)],

[G(w,Tv, Tv) + G(v,Tw,Tw) + G(u, Tw,Tw)],

Wk Wk Wk, Wk, Wk, W

olmak tizere

V(G (Tu, Tv,Tw)) < Y(M(w,v,w)) — p(M(u, v,w))
olacak sekilde ¢p € @ ve i € W fonksiyonlar1 varsa ﬂj"ilAj kiimesinde T doniisiimii tek
bir sabit noktaya sahiptir (Bilgili ve Karapinar 2013).
Teorem 4.9 un 6zel bir durumu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug 5.10: X bir G-tam G-metrik uzay, p € N, A, Ay, ..., A, X in kapal alt kiimeleri,
Y = UP_ A; ve f:Y - Y donisiimii B € [0, 1) olmak iizere

()Y = UL_,A;, Y nin T ye gore bir devirli gésterimidir,
(1) Her (w,v,w) € A; X Ajpqg X Ajpq, 1= 1,2, 0,0 (App1 = Ay) igin
G(fu, fv, fw) < Bmax{G(u,v,w), G, fu, fu), G, fv, fv), G(w, fw, fw)
2 (6w v, ), G, fu, fw), G, fu, )]
veya

G(fu, fv, fw) < Bmax{G(u,v,w),cuu fu),Gw,v, fv),cG(w,w, fw)

1
= (6w fo,fv), G, fw, fw), G (w, fu, f))}
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sartlarini saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda f bir sabit noktaya sahiptir. Ustelik

f nin sabit noktasi ﬂ’i{;l A; kiimesine aittir (Nashine and Kadelburg 2013).
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