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OZET

®-g-RADIKAL TUMLENMIiS MODULLER
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Lisansiistli Egitim Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Doktora, Mart/2023
Danisman: Prof. Dr. Celil NEBIYEV

M bir R-modiil olmak tizere eger M’nin her alt modiilii M’de bir direkt toplam
terimi olan bir g-radikal timleyene sahipse M’ye bir @-g-radikal timlenmis modiil
denir. M bir g-radikal tiimlenmis modiil olsun. Eger M’de her g-radikal tiimleyen alt
modiil M’nin bir direkt toplam terimi ise M’ye bir giicli @-g-radikal timlenmis
modil denir. Bu tez g¢alismasinda bu modiiller incelendi ve bu modiillerle ilgili
birtakim sonuclar elde edildi. Bu tez calismasinda ele alinan tiim modiiller birimli
halka iizerinde olup tniter modiillerdir. Bu g¢alismada sonlu sayida @®-g-radikal
tiimlenmis modiillerin direkt toplaminin da @-g-radikal tiimlenmis oldugu gésterildi.
M bir @-g-radikal tiimlenmis ve duo modiil olmak {izere M’nin her boliim modiilii ve
her homomorfik goriintiisiiniin de @-g-radikal tiimlenmis oldugu gosterildi. Ayrica
M bir giiglii ©-g-radikal tiimlenmis modiil olmak iizere M’nin her direkt toplam
teriminin de gii¢lii ®@-g-radikal timlenmis oldugu gosterildi. M bir dagilimli ve @-g-
radikal tiimlenmis modiil olsun. Bu durumda M’nin her boliim modiilii ve her
homomorfik goriintiisii de ®@-g-radikal tiimlenmistir. M, (D3) 6zelligini saglayan bir
®-g-radikal tiimlenmis modiil olsun. Bu durumda M’nin her direkt toplam terimi de
®-g-radikal tiimlenmis olur. M, (D3) 6zelligini saglayan bir @-g-radikal tiimlenmis
R-modiil ve N bir R-modiil olmak tizere f : M—N bir R-modiil epimorfizmasi olsun.
Eger Cekf, M’nin bir direkt toplam terimi ise bu durumda N de @-g-radikal
timlenmis olur. M, SSP 6zelligini saglayan bir @-g-radikal tiimlenmis R-modiil
olsun. Bu durumda M’nin her K direkt toplam terimi i¢cin M/K da @-g-radikal
timlenmis olur. M bir g-timlenmis modiil olsun. Eger M’de her g-tiimleyen alt
modiil M’nin bir direkt toplam terimi ise M’ye bir giiclii @©-g-tlimlenmis modiil
denir. M bir giiglii @-g-radikal timlenmis R-modiil olsun. Eger RadyM<<¢M ise M

giiclii @-g-tiimlenmis olur.

Anahtar Sozciikler: Biiyiik alt modiil, Kiigiik alt modiil, g-Tiimlenmis modiil, g-
Radikal tiimlenmis modiil



ABSTRACT

®-9g-RADICAL SUPPLEMENTED MODULES

Hilal Basak OZDEMIR
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics

Ph.D., March/2023
Supervisor: Prof. Dr. Celil NEBIYEV

Let M be an R-module. If every submodule of M has a g-radikal supplement
that is a direct summand of M, then M is called a ®©-g-radical supplemented module.
Let M be a g-radical supplemented module. If every g-radical supplement submodule
in M is a direct summand of M, then M is called a strongly @-g-radical
supplemented module. In this thesis work, these modules are investigated and some
results of these modules are obtained. In this thesis work, all modules are unital
modules on ring with identity. In this work, it is proved that the finite direct sum of
@-g-radical supplemented modules is also ®-g-radical supplemented. Let M be a ®-
g-radical supplemented and duo module. It is proved that every factor module of M
and every homomorphic image of M are also @-g-radical supplemented. It is also
proved that every direct summand of M is strongly @-g-radical supplemented, where
M is a strongly ©-g-radical supplemented module. Let M be a distributive and ®-g-
radical supplemented module. In this case, every factor module and every
homomorphic image of M are also @-g-radical supplemented. Let M be a ®-g-
radical supplemented module with (D3) property. In this case, every direct summand
of M is also @-g-radical supplemented. Let M be a @-g-radical supplemented R-
module with (D3) property and f : M—N be an R-module epimorphism with N is an
R-module. If Ker(f) is a direct summand of M, then N is also @®-g-radical
supplemented. Let M be a @-g-radical supplemented R-module with SSP property.
In this case, M/K is also @-g-radical supplemented for every direct summand K of
M. Let M be a g-supplemented module. If every g-supplement submodule in M is a
direct summand of M, then M is called a strongly ©-g-supplemented module. Let M
be a strongly @-g-radical supplemented R-module. If RadyM<<¢M, then M is
strongly @©-g-supplemented.

Keywords: Essential submodule, Small submodule, g-Supplemented module, g-
Radical supplemented module
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1. GIRIS

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Kaynak 6zetinde daha onceden yapilmis
calismalardan bahsedilmistir. Genel bilgiler boliimiinde modiil, projektif ve =-
projektif modiil, injektif modiil, oyuk ve lokal (veya yerel) modiil, kii¢iik alt modiil,
direkt ¢arpim, direkt toplam ve radikal tanimlar1 verilmistir. Ayrica bu kavramlar ile

ilgili kullanacagimiz bazi temel teoremlere deginilmistir.

Materyal ve Yontem boliimiinde tiimlenmis modiil, @-tliimlenmis modiil,
genellestirilmis (radikal) tlimlenmis modiil, genellestirilmis (radikal) @ — tiimlenmis
modiil, gigli ®—timlenmis modiil, gigli rad—® —timlenmis modil, ¢-—
tiimlenmis modiil, bol g —tiimlenmis modiil, g —radikal tiimlenmis modiil, bol g —
radikal timlenmis modiil ve duo modiil kavramlarina yer verilmistir. Bu kavramlar
ile ilgili tezde kullanilacak 6nemli teoremlere, ispatlarina ve bu teoremlerden ¢ikan
sonuglara deginilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde @ — g —radikal tiimlenmis modil tanimi
verilmigstir. Bu modiil ile ilgili baz1 teoremlere ve ispatlarina deginilmistir. Bunlarla
ilgili ornekler verilmistir. Ayrica bu boliimde giiclii @ — g — tlimlenmis modiil ve
giiclii @ — g —radikal tiimlenmis modiil tanimlar1 verilmis olup bu kavramlarla ilgili
bazi teoremlere ve ispatlarina yer verilmistir. Yine bunlarla ilgili 6rnekler de

mevcuttur.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

2.1. Literatiir Ozeti

1979 yilinda Varadarajan, ilk defa modiillerde tiimleyen kavramini tanimlamis
ve Hausen, J. ve Johnson, J. A. 1982’de yayinlanan makalelerinde modiillerde
timleyenlerle ilgili birtakim 6zellikler vermislerdir. Wisbauer, R. 1991°de
yayinlanan Foundations of Module and Ring Theory adl kitabinda tiimlenmis ve bol
tiimlenmis modiillere genis yer vermistir. Mohamed, S. H. ve Miiller, B. J. tarafindan
1990°da yaymlanan Continuous and Discrete Modules adli kitapta @-tiimlenmis
modiillere yer verilmis ve 1999 yilinda Harmanci, A., Keskin, D. ve Smith, P. F. Bu
modillerle ilgili birtakim 6zellikler vermislerdir. Kosar, B., Nebiyev, C. ve Sokmez,
N. 2015 yilinda yayinladiklar1 “ g — Supplemented Modules” baslikli makalelerinde
g —tiimlenmis modiil kavramini tanimlamis ve bu modiillerle ilgili birtakim
ozellikler incelemislerdir. Kosar, B., Nebiyev, C. ve Pekin, A. 2019 yilinda
yayinladiklart “A  Generalization o0f ¢ —Supplemented Modules” baglikli
makalelerinde g —radikal tiimlenmis modiilleri tanimlamis ve bu modiiller ile ilgili

birtakim 6zellikler incelemislerdir.

2.2. Modiiller

Tanim 2.2.1. R halkasi ve (I\/I,+) abel grubu i¢in f :RxM — M fonksiyonu
verilmis olsun. f(r,m)eM eleman: rm ile gosterilsin. Her r,seR ve her mne M
icin,

i) r(m+n)=rm+rn

(i) (r+s)m=rm+sm
(iii) (rs)m=r(sm)

ise M ’ye bir sol R-modiil denir ve genellikle ;M veya sadece M ile gosterilir.

Eger R halkasi birimli ve her me M ig¢in,
(iv) 1,-m=m

ise, M ’ye bir liniter sol R-modiil veya kisaca iiniter R -modiil denir (Hungerford,
1973).
Bu ¢alismada biitiin modiiller tiniter sol R -modiil olarak alinacaktir.

Tanim 2.2.2. M bir R-modil ve M modiiliiniin bostan farkli bir A alt
2



kiimesi M modiiliindeki islemlere gore bir R-modil ise A kiimesine M
modiiliiniin bir alt modiilii denir ve genellikle A<M ile gosterilir (Hungerford,
1973).

Tanim 2.2.3. M bir R-modul olmak tizere M ’nin kendisinden farkli bir alt
modiiliine M ’nin bir 6z alt modiilii denir (Hungerford,1973).

Teorem 2.2.4. M bir R-modiil olsun. Bu takdirde

(i)Her r eRigin r-0,, =0,, olur.

(i) Her me M igin O, -m=0,, olur.

(iii) Her reR ve her meM igin (—r)m=r(-m)=—(rm) olur.

(iv) Her reR, her meM ve her neZ igin (nr)m=r(nm)=n(rm) olur

(Hungerford, 1973).
Teorem 2.25. M bir R-modiil ve &N cM olsun. N ’nin bir alt modiil
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a,be N ve her reR i¢in a—beN ve raeN

olmasidir (Hungerford,1973).

Teorem 2.2.6. M bir R-modil olsun. M ’nin birtakim alt modiillerinin

arakesiti de M ’nin bir alt modiiliidiir (Hungerford,1973).
Teorem 2.2.7. M bir R-modil ve X , M nin bir alt kiimesi olsun. A’nin X’ i
kapsayan biitiin alt modiillerinin arakesitine X ’in iirettigi alt modiil denir ve (X) ile

gosterilir. Eger X sonlu elemanl ise, X ’in irettigi alt modiile sonlu tiretilmis alt

modiil ve X ={a} seklinde tek elemanli ise, (X)=(a)’ya bir devirli alt modiil denir

(Hungerford, 1973).

Teorem 2.2.8. M bir R-modiil ve X, M ’nin bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. Bu takdirde <X>:{r1x1+r2x2+...+ rx,|reRxeX,i=12,..,nn eZ+}
seklindedir (Hungerford, 1973).

Sonu¢ 2.2.9. M bir R-modil ve X, M ’nin bir alt kiimesi olsun.
X ={a} =M ise (X)=(a)=Ra’dir (Hungerford,1973).

Tanim 2.2.10. M bir R-modiil ve {N,}._, M "nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

X =UN. olmak iizere X tarafindan iiretilen alt modiile {Ni }iel ailesinin toplami1

iel



denir ve (X)=>"N; ile gosterilir (Hungerford, 1973).

iel
Teorem 2.2.11. M bir R-modiil ve {Ni}iel , M 'nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. Bu takdirde ZNi={ni1+ni2+...+nik‘ijel,nij eNij,j=1,2,...,k,keZ*} olur.

ieN
Eger | sonlu elemanh ise, Omegin |={12..k} ise, bu toplam
N, +N,+..+ N ={n+n,+..+nn eN;,i=12..,k}  seklindedir ~(Hungerford,
1973).
Tanim 2.2.12. M bir R-modiil ve N de M ’nin bir alt grubu olsun. M /N
bolim grubu reR, m+NeM /N olmak {izere r(m+ N): rm+ N ile tanimh dis

isleme gore bir R-modiil yapisina sahiptir. Bu M /N R -modiiline M ’nin N ’ye

gore boliim modiilii denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.13. M bir sonlu iiretilmis R -modiil olsun. Bu takdirde M ’nin her

boliim modiilii de sonlu tiretilmistir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.2.14. M bir R-modul ve N<M olsun. M /N bolim modiili sonlu

tiretilmis ise, N alt modiiliine M ’nin bir dual sonlu alt modiilii denir (Alizade ve

ark., 2001).

Tanim 2.2.15. M bir R-modiil ve N, M ’nin bir 6z alt modiilii olsun. M nin
Nyi kapsayan N ’den farkli higbir 6z alt modiilii yoksa N ’ye M ’nin bir maksimal
alt modiilii denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.16. M bir R-modil ve N, M modiiluniin bir 6z alt modiili

olsun. Bu takdirde N 6z alt modiiliiniin maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her meM =N igin N +(m)=M olmasidir (Kasch, 1982).

Ispat: (:>) VmeM—-N i¢cin N N+{(m), N=N+{(m) ve N, M ’nin bir

maksimal alt modiilii oldugundan N +{(m)=M olur.

(<) N<K ve N=Kolan herhangi bir K alt modiiliinii ele alalim. Eger

K=M oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. N # K oldugundan dme K —-N

vardir. Bu durumda me M — N olup hipotez geregi N +(m) =M olur. Ayn1 zamanda



me K oldugundan (Mm)y<K olup M =N+{(m)<K olur. Dolayisiyla K=M
bulunur.

Teorem 2.2.17. (Modiiler Kural) M bir R-modiil, K, N ve H de M ’nin alt
modiilleri ve H = N olsun. Bu takdirde, (H + K)N =H + KN “dir (Alizade ve
Pancar, 1999).

Ispat: Herhangi ae(H +K)ﬁN alalim. Bu durumda aeH+K ve aeN olur.

ae H+K oldugundan a=h+Kk olacak sekilde 3he H ve Jk e K vardir. H = N
oldugundan he N olur. Budurumda k=a—h, ae N ve he N oldugundan k e N

olup ke KNN bulunur. Yani heH ve ke KNN olup a=h+keH+KnNN
bulunur. Bu durumda (H +K)nN cH+K NN olur. Ayrica, H+KNN cH+K
ve. H+KNNcN oldugundan H+KnNNc (H + K)ﬁ N olur. Dolayisiyla
(H+K)AN=H+KANN “dir.

Teorem 2.2.18. M bir R-modiil ve N <M olsun. Bu takdirde K — K/N ile
tanimli M’nin N'yi kapsayan alt modiilleri ile M /N “nin alt modiilleri arasinda
birebir bir esleme yapilabilir. Béylece M /N ’nin her alt modiilii, K, M ’nin N ’yi
kapsayan bir alt modiilii olmak iizere K/N seklindedir. Ayrica N ’yi kapsayan
K <M alt modiiliiniin M ’de maksimal olmas i¢in gerek ve yeter kosul K/N ’nin
M /N ’de maksimal olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.2.19. M  modilinin her K,L,N alt modilleri igin,
N+KNL=(N+K)n(N+L) wveya NnN(K+L)=NAK+NnNL  denk

kosullarindan biri saglaniyorsa M modiiline dagilimlidir denir (Mikhalev ve
Tuganbaev, 1999).

Teorem 2.2.20. M bir R-modiil ve X,Y <M olmak tizere M =X +Y olsun.
Eger T<M olmak iizere M=XNY+T ise M=X+YNT=Y+XNT olur
(Clark ve ark., 2006).
Ispat: M =X NY +T oldugundan Modiiler Kuraldan
Y=YAM =Y (XNY+T)=XNY+YNT

olup
M=X4+Y=X+XAY+Y"T=X+YT



olur. Benzer sekilde M =Y + X NT oldugu da gosterilebilir.

Tanim 2.2.21. M bir R-modiil olsun. Eger M nin alt modiilleri sadece 0 ve M
ise M ’ye bir basit modiil denir (Hungerford, 1973).

2.3. Homomorfizma ve Izomorfizma Teoremleri

Tanim 2.3.1. M ve N iki R-modil olsun. Eger f:M — N fonksiyonu
asagidaki sartlar1 saglarsa f’ye bir R-modil homomorfizmasi veya kisaca

homomaorfizma denir.

(i) Her a,be M igin, f(a+b)=f(a)+ f(b)

(i) Her ae M ve her r e R igin, f(ra)=rf(a)

M =N ise f’ye M’nin bir endomorfizmas: denir ve M ’nin biitiin
endomorfizmalarinin kiimesi EndR(l\/l) veya End(M) ile gdsterilir. End (M)

fonksiyonlar iizerinde tanimli toplama ve bileske islemine gore bir halka yapisina
sahiptir.

Eger f homomorfizmasi birebir ise f ’ye bir monomorfizma (R -modiil
monomorfizmasi), orten ise bir epimorfizma (R -modiil epimorfizmasi), birebir ve
orten ise bir izomorfizma (R-modiil izomorfizmasi) denir. M ve N modiilleri
arasinda en az bir izomorfizma varsa M ile N ’ye izomorf modiiller denir ve

M = N ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.3.2. Her me M i¢in f (m)ZON ile tanimhi f : M — N fonksiyonu
bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya sifir homomorfizma denir ve genellikle
O ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.3.3. Her me M i¢in g(m) =m ile tanimhi g :M — M fonksiyonu

bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya birim homomorfizma adi verilir.

Genellikle I,, veya 1,, ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.3.4. M bir R-modil ve N <M olsun. Her ne N igin i(n)zn ile

tammli i: N — M homomorfizmasi bir monomorfizma olup bu monomorfizmaya

igerme monomorfizmasi denir (Hungerford, 1973).



Tamm 2.3.5. f:M — N bir homomorfizma olsun. {ae M| f (a):O}
kiimesine f 'nin ¢ekirdegi denir ve Cekf ile gosterilir. { f (a) | ae M} kiimesine
de f ’nin goriinti kiimesi denir ve Gorf ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Buna gore, Gekf = {aeM | f(a)=0} ve Gorf = {f(a) | acM| dir.
Tanim 2.3.6. M bir R-modiil ve K<M olsun. Bu takdirde ¢:M ->M /K,
a— ¢(a) =a+ K doniigiimii bir epimorfizmadir ve Cekg = K ’dir.

Bu epimorfizmaya dogal homomorfizma veya kanonik epimorfizma adi verilir
(Alizade ve Pancar, 1999).
Teorem 2.3.7. f:M — N bir R-modiil homomorfizmasi, K<M ve S<N

olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir.

(i) f (K) , Gorf tarafindan kapsanan N ’nin bir alt modiiliidiir. Buna gore
Gorf de N ’nin bir alt modiiltdiir.

(i) f7(S), Gekf *yi kapsayan M *nin bir alt modiiliidiir. Buna gore Gekf
M nin bir alt modiiliidiir.

(iii) £7(f(K))=K+Cekf *dir. Eger Gekf c K ise, f™(f(K))=K "d.
(iv) f(f™*(S))=SGorf dir. Eger S =Gorf ise, f(f*(S))=S dir.
(Kasch, 1982).

Onerme 2.3.8. M bir R-modiil ve {N;}_, M ’nin K alt modiiliinii igeren M

nin alt modillerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde (N, / K):(m Ni)/ K *dir

iel iel

(Hungerford, 1973).

Ispat: a+K eml(Ni / K) olsun. Bu takdirde her iel i¢in a+KeN,/K ve

ae N, ’dir. O halde a+ K e(m Ni)/ K ’dir. Buradan _ml(Ni / K)C(_ﬁI Ni)/ K olur.

iel

Tersine, (r? N, )/ K <n(N;/K) oldugu agiktir. Dolayisiyla istenen esitlik elde

iel

edilir.



Teorem 2.3.9. ( Homomorfizma Teoremi veya 1. izomorfizma Teoremi)
M ve N iki R-modil olsun. Her f:M — N homomorfizmasi igin
p:M — M /Cekf dogal homomorfizma olmak iizere f = fop olacak sekilde bir

tek f:M/Cekf - N monomorfizmasi vardir. Ozellikle, M /Cekf =Gorf “dir
(Alizade ve Pancar, 1999).

Sonug 2.3.10. M ve N birer R-modiil ve f:M — N bir epimorfizma ise,
M /Cekf = N ’dir (Alizade ve Pancar, 1999).
Teorem 2.3.11. (2. Izomorfizma Teoremi) M bir R-modiil ve N, K <M

olsun. Bu takdirde (N +K)/K = N/(N nK) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.12. (3. izomorfizma Teoremi) N,K ve M, N <K <M kosulunu
saglayan R-modiiller ise, M/K =(M/N)/(K/N) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.4. Direkt Carpim ve Direkt Toplam

Tanim 2.4.1. | bostan farkl: bir indis kiimesi olmak iizere, {A}iel kiimelerin
bir ailesi olsun. {a|a: | U, Aheriel icin a(i)e A} déniisimler kiimesine
{A}iel kiimeler ailesinin ¢arpimi denir ve bu kiime [1;_, A ile gosterilir. Her ie
igin a(i)=¢, ve a=(a),, olarak alalim. Burada ; ye a nim i. bileseni denir.
Eger | indis kiimesi sayilabilir ise, o =(&;),, :(ail,aiz,....,ain,....) seklinde
gosterilir.

(M}, R-modillerin bir ailesi, 1@ ve a=(a)_.B=(8),
Hiel M, olmak lizere,

(iYa=p<heriel igin o; = f3,

(i) a+B=(a;+f).,,

(iii) reR olmak iizere ra=(re;)., seklinde tammhdir. Bu cebirsel

iel

M. bir sol R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {Mi}_

islemlere gore [] -

iel

modiiller ailesinin direkt ¢arpimi denir.



Bir @ €[], M, elemaninin sonlu tane bileseni sifirdan farkli ve diger biitiin
bilesenleri sifir ise, « ’ya sonlu desteklidir denir. [[,_, M, modiiliinde sifir eleman
sonlu destekli kabul edilerek biitiin sonlu destekli elemanlarin kiimesi [1._, M, ’de

bir alt modiil yapisina sahiptir ve bu alt modil @', M, ile gosterilir. Burada

iel

@

iel i

M. alt modiiliine {I\/Ii}_

iel

indis kiimesi sonlu ise, [[._, M. =@®!_ M. "dir.

iel

modiiller ailesinin dis direkt toplami denir. Eger |

Eger Viel i¢cin M,=M ise & Mi:M(') yazilir ve M modiiliiniin

iel

kopyalarinin toplami denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.4.2. M ve N iki R-modiil ve | bos kiimeden farkli bir indis kiimesi
olsun. Eger en az bir f:M") —> N epimorfizmasi mevcut ise, N ’ye bir M —
tiretilmis modiil denir. | indis kiimesi sonlu elemanli ise, N ’ye bir sonlu M —
tiretilmis modiil denir (Wisbauer, 1991).

R bir halka ve M keyfi bir sol R-modiil olsun. M ’yi elemanlariyla birlikte

indis kiimesi olarak alalim. Her (T, )meM eR™ icin f((rm)meM): ZI’mm ile

m
meM

tammli f :R™) — M déniisiimii bir epimorfizmadir. Dolayisiyla M modiilii R -

tiretilmistir (Kasch, 1982).

Tanim 2.4.3. {Mi} R -modiillerin bir ailesi olsun. jel olmak iizere her

iel

(m)., €lIM; eleman igin 7, ((mi)i€|)=m

iel

ile tanimli 7;:[IM; > M,

iel

i

doniisiimiine  j. projeksiyon (izdiisim epimorfizmasi)) ve her m, eM,; icin

O0r, 0#]). .
gj(mj):(éijmj ) | (5” :{1R i JJJ ile tammli &; : M; —[1M; déniisiimiine j.
ie Ry = iel

injeksiyon (gomme monomorfizmasi) denir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.4.4. M bir R-modiil ve {l\/li}iel , M ’nin alt modiillerinin bir ailesi
olsun. Her meM elemam tek tiirlii olarak M; alt modiillerinin elemanlarmnimn
toplami seklinde yazilabilirse, M ’ye M; alt modiillerinin bir i¢ direkt toplami denir

ve M=@M, ile gosterilir. Yani M =@M, ise, M ’nin her m elemant,

iel iel



el vem eM,,m eM, ,..m €M, olmak iizere m=m, +m_+---+m,
formunda tek tiirlii olarak yazilabilir. Buradaki her i €l igin M, alt modiillerine M

modiiliiniin direkt toplam terimleri denir. M = (-BI M, yazilisina da M modiiliiniin bir
direkt pargalanisi veya sadece pargalanisi ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Eger M sifirdan farkli alt modiillerin bir direkt toplami olarak yazilamiyorsa

M modiiliine pargalanamazdir denir (Hungerford, 1973).

Onerme 2.4.5. M bir R-modiil ve {M;}. , M'nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. M :@IMi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M :Z:Mi ve her iel igin
I iel

M, m[z M, ] =0 olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).
J#i
Ispat:(=) M =@M, olsun. Bu durumda M"in her m elemani

iel

m=m, +m, +---+m; seklinde yazilabileceginden me M, + M, +..+ M, CZMi
1 2 n 1 2 n

iel

olur. O halde M:Z:Mi gergeklenir.  Ayrica, XeMim(ZMj] ise

icl j=i

X=m=m +m_ +---+m , i #i yazlabilir. Yazihsin tek tiirli olmasindan

m=m =m =---=m =0 elde edilir. Bdylece her iel igin M, m(Zij:O
j#i

dir.

(<) M = Z M; oldugundan  her meM = Z M, elemani

icl icl
m=m, +m,_ +---+m, seklinde yazilabilir. Yazilisin tek tirlii oldugunu géstermek
igin bir M elemammn M=m, +m_+---+m_=m, +m; +---+m;, seklinde iki
gosteriminin  bulundugunu varsayalim. Gerekirse toplam terimlerinin yerlerini
degistirerek ve sifir toplam terimlerini ekleyerek n=t ve her k=12...,n i¢in
I, = Ik oldugunu kabul edebiliriz. O halde yukaridaki esitlikten her k =1,2,...,t igin

m —m; => (m, -m )eM, m(ZMijjzo ve buradan da m, =m; elde edilir.

j=k j#i

Boylece yazilisin tek tiirlii oldugu goriiliir.
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Onerme 2.4.6. M bir R-modiil ve {M;}_, M'nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. M=®M, ise M=@® M, dir. Tersine M ="M, ise

iel iel iel

M-':{(mj)“‘Vj;tii(;inmj:O,mieMi};M. ve M=®M, gerceklenir

1 1
iel

(Alizade ve Pancar, 1999).
Ispat: f((mi )iel)zgmi ile tammh f :i(?ll M; - M fonksiyonunun bir

homomorfizma oldugu kolaylikla gosterilebilir. Vme @ M, igin m = z m. tek tirli

iel "
iel

olacak sekilde m, € M, var oldugundan f bir izomorfizmadir. kK =i i¢in X, =m ve
k#i igin X =0 alinarak 7, (m)=(x,),_, ile tammh 7 :M; =M/ fonksiyonu bir

izomorfizmadir. Sifirdan farkh mij e Mij (j =1 2,...,n) elemanlar1  icin

m=(m)_,eM  elemam  m=(..,0m,0,..)++(...0m 0. )e> M,

iel
seklinde yazilabilir. Burada her i | igin M, m(z M;J =0 oldugu gosterilebilir. O
J#i
halde Onerme 2.4.5.’ten M = (—BI M," elde edilir.

Bu o6nerme ile i¢ ve dis direkt toplamin birbirine izomorf oldugu goriiliir.
Bundan sonra dig direkt toplam vyerine de sadece direkt toplam yazilisi

kullanilacaktir.

Tanim 2.4.7. M bir R modiil olsun. M 'nin iki direkt toplam teriminin toplam1
da M’nin bir direkt toplam terimi ise M SSP o6zelligine sahiptir denir (Wisbauer,
1991).

2.5. Projektif ve n-Projektif Modiiller

Taniom 2.51. f ve ¢ R-modil homomorfizmalari olmak iizere

Gorf =Cekg ise A——-B—2>C dizisi tamdir denir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.5.2. {Mi}_

., R-modiiller toplulugundan ve bunlarmn f; : M; - M,

fifl fi
homomorfizmalarindan olusan ---— M, ; >M, —>M,,, —--- dizisinde her i€Z

i+1

icin GOrf, =Cekf,,, ise bu diziye bir tam dizi denir (Alizade ve Pancar, 1999).

11



f g
Tanim 2.5.3. M, N ve K, R-modiiller olmak tizere 0 > N—->M >K =0

seklindeki tam diziye bir kisa tam dizi denir. Bu durumda f homomorfizmasi

birebir, g homomorfizmasi orten ve Gorf = Cekg dir (Alizade ve Pancar, 1999).

9
Tanim 2.5.4. M ve N iki R-modiil olsun. M — K — 0 satir1 tam dizi olmak
tizere, eger asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde bir h:N —>M

homomorfizmasi bulunabilir ise, N *ye M — projektiftir denir.

Y

M K 0

Bir bagka ifadeyle yukaridaki diyagramda g epimorfizma olmak iizere her

f :N — K homomorfizmas: igin f =goh olacak sekilde bir h:N—>M

homomorfizmasi bulunabilirse N ’ye M — projektiftir denir. Eger N modiilii her M
modiilii i¢in M -projektif ise N modiiliine bir projektif modiil denir (Wisbauer,
1991).

Teorem 2.5.5. {P}.  kiimesi R-modiillerin bir ailesi olsun. P=@®P, direkt

iel iel

toplaminin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i€l icin P ’nin projektif
olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (:>) P :i(:BI P projektif olsun. Keyfi f:M — N epimorfizmasini ve
g:P — N homomorfizmasini alalm. 7,:P — P i. projeksiyon ve & :P —P .
injeksiyon olmak tiizere P projektif oldugundan goz :P—N i¢in foh=gor
olacak sekilde h:P—M homomorfizmasi vardir. e=hog olmak izere

e:P - M homomorfizmasi igin

12
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foe=fohog=gomog =gol, =g olupheriel icin B projektif bulunur.

(<:) f:M —N bir 6rten homomorfizma ve g:P — N bir homomorfizma
olsun. Her i€l i¢in P projektif oldugundan gog :P — N homomorfizmasi i¢in

geg = f oh olacak sekilde bir h, : P — M homomorfizmasi vardir.

P
!
'
I
f! 8.f
!
/!
£
r
7
h,; v
r
/! P
I
l! -
i’
;S ho
)! ’/ g
I
L4 rs
!
!.r ’,
r W b
S 4
M f N 0

Her (mi)iel eP icin h((mi)iel):zhi(mi) ile tanmh h:P—>M
fonksiyonunu ele alalim. h’nin bir homomorfizma oldugu gosterilebilir. Herhangi

(m, )iel € P alalim. Budurumda her i e | igin geg = f oh esitligi yardimiyla
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(feoh)(m),, = f(h(m),)="1(h(m))=2f(h(m))=>g(a(m))=
g(zgi(mi ):g mi)iel

elde edilir. Boylece f oh=g bulunur. O halde P projektiftir.

Tanim 2.5.6. M bir R-modiil ve eeEnd(M) olsun. Eger e’ =e ise, €

endomorfizmasina bir idempotent denir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.5.7. f:M — N bir R-modiil epimorfizmasi olsun. Eger fog=1
olacak sekilde bir g:N — M homomorfizmast mevcut ise, bu takdirde f

epimorfizmasi pargalanabilirdir denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 258. f:M >N, g:N—>M R-modil homomorfizmalar1 ve

go f =1,, olsun. Bu taktirde N =Gorf ®Cekg esitligi vardir (Kasch, 1982).

ispat: ~ vneN  igin  n=f(g(n)+n-f(g(n), f(g(n))eGorf,
n—f (g (n)) €Cekg oldugundan N =Gorf +Cekg bulunur. Simdi herhangi
n e Gorf NCekg alalim. Bu takdirde g( ) v Ve n=f(m) olacak sekilde bir
me M vardir. Buradan Oy =9(n)=g(f(m))=m oldugundan
n=f(m)=f(0,)=0, bulunur. Sonu¢ olarak GOrf NCekg=0, olup

N =Gorf @ Cekg elde edilir.

Teorem 2.5.9. M bir R-modiil olsun. Eger f € End (M) bir idempotent ise
Cekf =Gor (1, —f), Gorf =Cek(l,, —f) ve M =f(M)®(I,, — f)(M) esitlikleri
vardir (Kasch, 1982).

Ispat: Teorem 2.5.8.”in ispatina benzer yolla yapilabilir.

Tanim 2.5.10. M bir R-modiil olsun. Eger M ’nin M =U+V sartim
saglayan her U ve V alt modiilleri igin Gorf cU ve Gﬁl’(lM - f)CV olacak
sekilde bir f e End(M) varsa M ’ye bir 7z —projektif veya essiirekli R —modiil
denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.5.11. M bir R-modiil olsun. Bu takdirde M modiiliiniin 7 -projektif

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M modiiliiniin M =U +V sartin1 saglayan her U
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ve V alt modilleri igin (u,v)—>@(u,v)=u+v ile tammli @:UxV —>M
epimorfizmasinin pargalanabilir olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (:>) M =U +V olan M modiiliiniin herhangi U ve V alt modiillerini
ele alalm. @oh=1, olacak sekilde bir h:M —UxV homomorfizmasinin
varhigmi gosterelim. M 7 -projektif oldugundan Gorf cU ve G(’jr(IM —f )CV
olacak sekilde bir f € End(M ) vardir. m—h(m)=(f(m),(1,, — f)(m)) seklinde

tammlhi  h:M —>UxV  doniisimiinii  tamimlayalim. h  doniigiimiiniin ~ bir

homomorfizma oldugunu gostermek kolaydir. Vme M i¢in,

(poh)(m)=gp(h(m))=p(f(m), (I, —f)(m))="Ffm)+(1, —f)(m)=fm)+m-f(m)=m
oldugundan @<h=1,, bulunur ki bu da istenendir.

(<:) M =U +V olan M modiiliiniin herhangi U ve V alt modiillerini ele
alalim. (u, V) - ga(u, V) =U+V seklinde tanimli ¢:UxV —M homomorfizmasi

pargalanabilir oldugundan ¢@oh=1,, olacak sekilde bir h:M —>UxV

homomorfizmas: vardir. Her meM i¢in h(m)=(um,vm) diyelim. f:M > M

doniigiimiinic. m— f(m)=u_, olarak tammlayalim. f doniisiimiiniin  bir

homomorfizma  oldugunu  gostermek  kolaydir. Simdi  GoOrf cU ve
G(')'I‘(IM - f)CV oldugu gosterilirse istenen elde edilir. GOrf —cU oldugu agiktir.

Xe G('jr(IM — f) alalim. Bu durumda x=m- f(m) olacak sekilde bir me M

vardir.
x=Mm—u, = (@eh)(m)—u, = (M) ~U,, = P(U, V) Uy = Uy +V, ~U, =V, €V
bulunur. Yani Gor(1,, — f)cV olur.

Onerme 2.5.12. F bir R-modiil ve X :{Xk| ke K} F nin bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda asagidaki iki kosul denktir.

(i) Her aeF elemani, sadece sonlu sayida f, katsayilari sifirdan farkl (veya

hepsi sifir) olmak iizere, tek tiirlii olarak a = Z r. X, seklinde yazilabilir.
keK
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(i) Her keK igin f(r)=rx, seklinde tammlanan f,:R—Rx

fonksiyonu bir izomorfizmave F = g Rx, olur (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: (i)=(ii) f, fonksiyonunun bir epimorfizma oldugu agiktir. r,seR
keyfi olmak iizere, f,(r)=f,(s) olsun. Buradan rx, =sx esitligi elde edilir.
Yaziligin tek tiirliliigiinden r=s olup f, fonksiyonu bir monomorfizmadir.
Dolayisiyla f, bir izomorfizma olup R=Rx, olur. Her aeF eleman tek tiirlii

olarak  RX,  modillerinin X, elemanlarmin sonlu toplami seklinde

gosterilebildiginden F = k@?( Rx, yazilir.

(ii)=(i) F= ® Rx, oldugundan her aeF, a= Z r.X, sonlu toplami

keK

seklinde gosterilebilir ve a= Z X, = Z r'x  ise, her keK igin rx =r'x dir.
keK keK

Buradan f, (r)=f, (rk') bulunur. f, :R—RX, bir monomorfizma oldugundan

r.=r, olur. O halde aeF elemam a:Zrkxk seklinde tek tirlii olarak
kekK

yazilabilir.

Tanim 2.5.13. F bir R—modiil olsun. Onerme 2.5.12. deki denk kosullardan

birini ger¢ekleyen F modiiliine serbest modiil, X = {xk |k € K} kiimesine de F ’nin

serbest liretenler kiimesi veya tabani denir (Alizade ve Pancar,1999).

R halkasiin birimi 1, olmak iizere, R halkasi tabani X ={1;} olan bir

serbest R —moduldiir.

Teorem 2.5.14. R bir halka olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir.
(i) R bir projektif sol R -modiildiir.
(ii) Her serbest R -modiil projektiftir (Kasch, 1982).

ispat:(i) f :N —> K epimorfizmast ve ¢g:R — K homomorfizmasi verilsin.
f epimorfizma oldugundan g(lR)z f(n) olacak sekilde bir ne N vardir. Bu

takdirde her reR i¢in h(r)zrn ile tanimli h:R— N doniisimii  bir
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homomorfizmadir. f oh=g oldugunu gostermek i¢in r € R keyfi bir eleman olsun.
Bu takdirde g(r)=g(rlz)=rg(lz)=rf(n)=f(m)=(foh)(r) oldugundan

istenilen elde edilir.

(ii) F serbest R-modiilii verilsin. Bu takdirde F =R") olacak sekilde bir |

indis kiimesi vardir. (i)’den R bir projektif sol R-modiildiir. Teorem 2.5.5.’ten F
projektiftir.

2.6. Injektif Modiiller

Tanim 2.6.1. M ve N iki R-modiil olsun. Her f : K — N monomorfizmasi

ve ¢:K—>M homomorfizmas: i¢in ho f =g olacak sekilde bir h:N —>M

homomorfizmasi bulunabilirse, M modiiliine N —injektiftir denir. Diger bir

ifadeyle, tam satirh her

@«
Le——x
=

diyagrami h: N — M homomorfizmasi ile degismeli iiggene tamamlanabilirse, M
modiiline N -injektiftir denir. Eger M modiilii her N modiilii igin N -injektif ise
M modiiliine bir injektif modiil denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.6.2. Her M modiili icin N bir injektif modiill olmak {izere

f :M — N monomorfizmasi vardir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.6.3. Her injektif modiil, kendisini igeren modiil i¢inde bir direkt

toplam terimidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: M bir injektif R-modiill ve M <M, olsun. Bu takdirde I, icerme
monomorfizmasi ve |, birim doniisiim olmak tizere asagidaki diyagrami degismeli

kilan bir g:M; - M homomorfizmasi vardir.
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0 » M
I
M

m eM; keyfi olmak iizere g(ml)eM olup geoly =1, oldugundan

g(m)=g(g(m)) yazilir. Buradan m, —g(m,) € Cekg olup
m =g(m)+(m—-g(m))eM+Gekg oldugundan M, <M +Cekg<M, vyani
M, =M +Cekg elde edilir. Diger taraftan m €M NCekg keyfi elemani igin

gely, =1, oldugundan m =g (ml) =0 bulunur. Dolayisiyla M, =M @ Cekg olur.

Onerme 2.6.4. Her R-injektif R-modiil injektiftir (Wisbauer, 1991).
2.7. Kiigiik Alt Modiiller

Tanim 2.7.1. M bir R-modiil ve K, M modilintn bir 6z alt modiilii olsun.
Eger K+L=M kosulunu saglayan M modiiliiniin hi¢bir L 6z alt modiilii yoksa

K alt modiiline M de kiiciiktiir denir ve K <M ile gosterilir.

Buna gore K<M ve K+L=M ise L=M ’dir. Bu durumda 0« M ’dir
(Wisbauer, 1991).

Kiigiik alt modiiller ile ilgili kullanilacak bazi &zellikler asagidaki teorem

altinda toplanabilir.

Teorem 2.7.2. K, N ve M birer R-modiil olsun.

(i)KchM veN <M ise, K <« M ’dir.

(i) KcNcM ve K<N ise K, M’nin N’yi kapsayan her alt

modiiliinde de kiigiiktiir.

(iii) f:M — N bir R-modiil homomorfizmasi olsun. Eger K< M ise,
f(K) < N ’dir.
(iv) Eger K alt modiili M modiiliinde hem direkt toplam terimi hem de

kiigiik ise bu takdirde K =0’dur.
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(V) KcNcM ve N, M ’nin bir direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde

K < N olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K <M olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (I) K+L=M olacak sekilde herhangi bir L alt modiiliini ele alalim.

Bu takdirde K <N oldugundan N+L=M olup N<«<M oldugundan L=M
bulunur. Dolayisiyla K < M ’dir.

(ii) L, M nin N yi kapsayan bir alt modiilii olsun. K+T =L olacak sekilde
herhangi bir T < L alt modiiliinii ele alalim. K+T =L esitliginin her iki tarafinin
N ile arakesitini alirsak (K+T)AN=LNN olup N<L ve Modiiler Kuraldan
K +(T NN ) =N bulunur. K< N oldugundan T "N =N olur. Dolayisiyla N =T
‘dir. K+T =L ve K<N<T den T =L elde edilir. Buradan K < L bulunur.

(iii) f(K)+L=f(M) olacak sekilde herhangi bir L< f(M) alt modiiliinii
alahm. Bu takdirde f_l( f (K)+ L) =M yazilabilir. Buradan K+ f7(L)=M "dir.
K<M oldugundan f™*(L)=M olup L=f(M) oldugu goriilir. O halde
f(K) < f(M)dirve (ii)’den f(K)< N bulunur.

(iv) K bir direkt toplam terimi oldugundan M =K @ N olacak sekilde bir N

alt modiilii vardir. K <«<M oldugundan N =M olur. Ayrica KNN =0 oldugundan
K=KnM =KnN =0 bulunur.

(V) (=) K< N ise, (ii)’den K <M “dir.
(<:) K <« M olsun. K+L =N olacak sekilde herhangi bir L <N alt modiiliinii

ele alalim. N, M nin bir direkt toplam terimi oldugundan M =N @U olacak sekilde
bir U <M vardir. O halde K+L+U =M olur. K<« M oldugundan L+U =M olup

esitligin her iki tarafinin N ile arakesiti alinirsa ve Modiiler Kural uygulanirsa
N = L+(U N N)z L+0=L olur. Sonug olarak K <« N elde edilir.

Teorem 2.7.2.’nin bir sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 2.7.3. M bir R-modil, K, ,K,,..,K ,M,M,,..,M. M ’nin alt
modilleri ve her i=12,..,n icin K, <M, olsun. Bu takdirde,

K +K,+..+K, <M, + M, +...+ M, ’dir (Kasch, 1982).
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Ispat: n=2 igin gosterelim. K, + K, +L =M, + M, olacak sekilde herhangi bir
L alt modiilini alalm. K, <M, oldugundan ve Teorem 2.7.2.(ii) den
K, <M;+M, olup K,+L=M,+M, olur. Benzer sekilde K, <M, oldugundan
ve Teorem 2.7.2.(ii) den K, <M,+M, olup L=M,+M, elde edilir. Buradan

K, + K, < M, +M, bulunur. Benzer sekilde sonlu sayidakiler i¢in de gosterilebilir.

Tanim 2.7.4. M bir R modiil olsun. Asagidaki ifadeleri g6z 6niine alalim.

(D1) M ’nin her A alt modiili i¢cin M, <A ve AnM, <M olacak sekilde
M =M, ®M, ayrisimi vardir.

(D2) A<M olmak tizere M / A, M ’nin bir direkt toplam terimine izomorf ise
A, M ’nin bir direkt toplam terimidir.

(D3) M =M, +M, olan M’nin her M, ve M, direkt toplam terimleri igin

M, "M, de M ’nin bir direkt toplam terimidir (Mohamed ve Miiller, 1990).

2.8. Bir Modiiliin Radikali

Tanim 2.8.1. M bir R-modiil olsun. M ’nin biitiin maksimal alt modiillerinin

arakesitine M ’nin radikali denir ve RadM ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Buna gére RadM =n{K <M | K, M de maksimal } "dir.

Tanim 2.8.2. M bir R-modiil olsun. Eger M ’nin higbir maksimal alt modiilii
yoksa RadM =M olarak tanimlanir ve M modiiliine bir radikal modtl denir
(Wisbauer, 1991).

Basit modiillerin tek maksimal alt modiili 0 oldugundan basit modiillerin

radikali sifirdir.

Teorem 2.8.3. M bir R-modiil olsun. Bu takdirde RadM :ZL<<ML’dir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: Herhangi bir L< M alt modiiliinii ele alalm. Eger M ’nin bir K
maksimal alt modiilii L yi igermezse K+L=M olup K=M ¢eliskisi elde edilir.

Dolayistyla L, M ’nin biitiin maksimal alt modiilleri tarafindan igerilir. Boylece

L<RadM olur. Buradan da Z L <RadM bulunur. Simdi de ters kapsamayi

LM
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gosterelim. VmeRadM i¢cin Rm< M oldugunu gosterirsek istenen elde edilir.
me RadM keyfi bir eleman olsun. Kabul edelim ki Rm, M ’de kii¢iik olmasin. Bu

durumda Rm+L=M olacak sekilde 3IL=M alt modili vardir. Boylece
S= {L <M |m ¢L,Rm+L=M } kiimesi bogtan farklidir. Bu kiimede kapsama

bagintisina gore her zincirin bir iist sinira sahip oldugunu gosterelim. K, S ’nin bir

zinciri ve C=uy,_ B olsun. Bu takdirde C, M ’'nin bir alt modilidiir. Eger

meC =y, B olursa me B olacak sekilde 3B e K < S mevcuttur. Bu ise S ’nin

sec¢imi ile celigir. Dolayistyla m¢ C ’dir. Ayrica Rm+C =M oldugu agiktir. O halde
C modilii K’nmn S ’de bir ist sinirt olur. Dolayisiyla Zorn Lemmasi geregi S bir
P gibi maksimal eleman igerir. Burada P ’nin M ’de maksimal alt modiil oldugu
gosterilebilir. Burada da mgP oldugundan meg RadM ¢eliskisi elde edilir.

Dolayisiyla Rm< M bulunur.

Onerme 2.8.4. M bir R-modiil olsun. M /RadM béliim modiiliiniin tek
kiigiik alt modiilii {Oyragw | seklindedir. Yani Rad (M / RadM )= 0 dir (Wisbauer,
1991).

Ispat: M ’nin tiim maksimal alt modiillerinin ailesi {Mi}iel olsun. Bu

durumda Teorem 2.2.18. ile M/ RadM boliim modiiliiniin tim maksimal alt

modiilleri i € | igin M, /RadM formundadir. Béylece Onerme 2.3.8.den

Rad (M / RadM ) = (M, / RadM ) =

iel

mMi)/ RadM = RadM / RadM =0

iel

olur.

Onerme 2.8.5. M bir R-modiil ve K<L<M alt modiiller olsun. Bu takdirde
RadK < RadL ’dir (Kasch, 1982).

Ispat: meRadK keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde Rm< K ve K<L

oldugundan Rm <« L olup m e RadL "dir.

Teorem 2.8.6. M bir R-modiil olsun. Eger M ’nin her 6z alt modiilii bir

maksimal alt modiil tarafindan kapsaniyorsa RadM < M ’dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: RadM +L = M olacak sekilde herhangi bir L alt modiilii i¢in eger

L = M olsa, hipotez geregi L bir K maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir.
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Burada M =RadM +Lc K ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla L=M olup
RadM <« M ’dir.

Sonu¢ 2.8.7. M bir sonlu iretilmis R-modiil ise RadM <« M ’dir (Wisbauer,
1991).

Teorem 288 M ve N iki R-modil ve f:M — N bir R-modil

homomorfizmasi olsun. Bu takdirde f (RadM ) c RadN °dir. Ayrica Cekf — RadM

ise f (RadM ) = Radf (M ) *dir (Anderson ve Fuller, 1974).

Ispat: f(RadM)c Radf (M) oldugu Teorem 2.7.2.(iii) ve Teorem 2.8.3.’ten
goriiliir. Dolayistyla Radf (M) = RadN oldugundan f (RadM )< RadN elde edilir.
Kabul edelim ki Gekf — RadM olsun. me Radf (M) alalim. Bu takdirde Ine M

icin m=f (n) seklinde yazilabilir. Kabul edelim ki ne M elemani M ’nin biitiin

maksimal alt modiilleri tarafindan kapsanmasm. Bu durumda M ’nin en az bir K
maksimal alt modiili igin K+ Rn=M ’dir. Buradan f(K)+ f(Rn)=f(M) elde
edilir. f(Rn)=Rf(nN)=Rm< f(M) oldugundan f(K)=f(M) bulunur. Son
esitligin her iki tarafinin f ile ters goriintiisii alimirsa M =K +Cek f bulunur.

Cekf < RadM oldugundan K =M ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla ne RadM

olup me f (RadM ) oldugu gériiliir. Sonug olarak f (RadM )= Radf (M) dir.

Teorem 2.8.9. M bir R-modiil ve N <M olmak iizere N <RadM olsun. Bu

takdirde Rad (M /N)=(RadM)/N olur (Anderson ve Fuller, 1974).

Ispat: N <RadM oldugundan N <n{K|K,M de maksimal}=RadM olup

Onerme 2.3.8. geregince Rad (M /N)=(RadM )/ N *dir.

Teorem 2.8.10. M bir R-modiil ve Viel igin M, <M olmak iizere M = ® M,

iel

olsun. Bu takdirde RadM =@®RadM, ve M/RadM =®(M,/RadM,) olur

iel iel

(Wisbauer, 1991).

Ispat: Once RadM =@ RadM, oldugunu gosterelim. Herhangi X € RadM

iel

alahm. XxeRadM oldugundan Rx<M olur. xeM =@®M, oldugundan

iel
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X=X +X +..+% olacak sekilde Ji,i,,...i,€l, Ix eM;,3x €M, ,..,3% €M,

vardir. Burada 1<t<n i¢in 7, :M =®M; > M, kanonik projeksiyonunu goz

iel
oniine alirsak RX <M oldugundan Teorem 2.7.2. (iii) geregi RX =7Z'(RX) <M,

olup x eRadM;, olur. O halde x=x +X +..+x e€®RadM; olup

n iel

RadM c ®RadM; olur. Ote yandan Viel igin M, <M oldugundan

iel

RadM, < RadM olup €r>| RadM; c RadM olur. O halde RadM = @I RadM; olur.

Simdi M /RadM = _(-Bl(l\/li / RadM,) oldugunu gosterelim.

f:M=0M, ag(Mi/RadMi),x=(xi)iel — f(x)=(x +RadM,)

iel iel

doniisimiinii tanimlayalim. f ’nin bir R-modiil epimorfizmasi oldugu gosterilebilir.

Ote yandan x=(X )., €M olmak iizere

xeCekf < f(x)=0<(x +RadM,). =(RadM,) < Viel iginx eRadM, < x=(x) € ® RadM,

iel i

denkliklerinden Cekf =@ RadM, = RadM oldugu anlasilir. O halde Homomorfizma

iel

Teoreminden M /RadM = f (M) =& (M, /RadM,) olur.

iel
2.9. Oyuk ve Lokal Modiiller

Tanim 2.9.1. M bir R-modiil olsun. Eger M ’nin her 6z alt modiilii M ’de
kiiciik ise M ’ye bir oyuk modiil denir (Clark ve ark., 2006).

Tanim 2.9.2. M bir R-modiil olsun. Eger M kendisinden farkli biitiin alt
modiillerini kapsayan bir 6z alt modiile sahipse ya da M nin tiim 6z alt modiillerinin
toplam1 M ’nin bir 6z alt modiilii ise M ’ye bir lokal (veya yerel) modiil denir. R
halkasi sol R-modiil olarak lokal ise R halkasimna bir lokal halka denir (Wisbauer,
1991).

Her cisim kendi iizerinde lokal modiil yapisina sahiptir. Ayrica p bir asal say1

ve k e N"olmak tizere Z o bir lokal halkadir.

Teorem 2.9.3. M bir lokal modiil olsun. Bu takdirde M ’nin tek maksimal alt
modili RadM ’dir ve RadM <« M ’dir (Wisbauer, 1991).
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Teorem 2.9.4. M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir.

(i) M oyuktur ve RadM = M “dir.

(ii) M oyuktur ve devirlidir (veya sonlu tiretilmistir).

(iii) M lokaldir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (i)=(ii) RadM =M oldugundan M ’nin en az bir K maksimal alt

modiili vardir. O halde her meM —K i¢cin Rm+K =M ’dir. Ayrica M oyuk
oldugundan K <M olup Rm=M bulunur. Dolayisiyla M devirlidir.

(ii):(iii) Her devirli modiil sonlu iretilmis oldugundan ispati M ’nin sonlu

tiretilmis olmasi durumu i¢in yapmamiz yeterlidir. Ayrica M kendi iginde kiiciik
olmadigindan RadM =M dir. Buradan M ’nin en az bir N maksimal alt modiilii
vardir. Kabul edelim ki K, M ’nin herhangi bir 6z alt modiilii olsun ve N tarafindan
kapsanmasimn. O halde N maksimal oldugundan K+N=M olup K<« M
oldugundan N =M c¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla K < N olmak zorundadir. Yani
N, M ’nin biitiin 6z alt modiillerini kapsar. Ayrica N bir 6z alt modiil oldugundan

M lokaldir.
(iii) = (I) M lokal olsun. O halde M ’nin biitiin 6z alt modiillerini kapsayan

bir N 06z alt modiili vardir. Kabul edelim ki N+L=M sartim1 saglayan L alt
modiilii igin L= M olsun. Buradan L<N olup N =M geliskisi elde edilir. O halde
N +L =M sartim1 saglayan her L alt modili i¢in L=M olup N <M bulunur.
M’nin herhangi bir K 6z alt modiiliinii alalim. K<N ve N <M oldugundan
K< M bulunur. Dolayisiyla M oyuktur. Ayrica Teorem 2.9.3. geregince
RadM =N = M ’dir.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Tiimlenmis Modiiller

M =U ®V olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun M =U+V ve UNV =0
oldugu biliniyor. Bu kosullarin bir genellestirmesi olarak literatiirde asagidaki

kavramlar yer almaktadir.

Tanim 3.1.1. U bir M R -modiiliiniin bir alt modiilii olsun. M ’nin bir V alt
modiilii igin U NV =0 ve V bu kosula gore maksimal ise yani U "V'=0 olacak
sekilde her V <V’ i¢in V'=V ise V’ye U’nun kesisime gore bir tiimleyeni denir

(Wisbauer, 1991).

Tanim 3.1.2. U bir M R -modiiliiniin bir alt modiilii olsun. M ’nin bir V alt
modiili i¢in U+V =M ve V bu kosula gére minimal ise yani U +V'=M olacak
sekilde V' <V igin V'=V ise V ’ye U ’nun M ’de toplamaya gore bir tiimleyeni
veya kisaca tiimleyeni denir (Wisbauer, 1991).

Onerme 3.1.3. M bir R—modiil, U ve V, M’nin iki alt modiilii olsun.
M =U ®V olmasi igin gerek ve yeter kosul V modiiliiniin U *nun hem kesisime,
hem de toplamaya gore bir tlimleyeni olmasidir (Kosar, 2014).

Ispat: (=) M=U®V ise UNV =0 dir. V<V’ kosulunu saglayan M
modiiliiniin bir V' alt modiilii icin U "V'=0 olsun. M =U @V esitliginin her iki
tarafinin V' ile arakesiti alinip Modiiller =~ Kural = uygulanirsa
V'=V'AM=V'n(U®V)=V+(V'nU)=V olur. O halde V alt modili
UNV =0 kosulunu saglayan maksimal alt modiil olup V, U "nun kesisime gore
bir tiimleyenidir. M =U @V oldugundan M =U +V ’dir. M =U +L olan herhangi
bir L<V alalim. M =U+L esitliginin her iki tarafinin V ile arakesiti alinip
Modiiler Kural uygulanirsa V. =V "M =V ﬁ(U + L) = L+(U mV)= L+0=L olur.
O halde V, M =U +V kosulunu saglayan minimal alt modiil olup U’nun toplamaya
gore bir timleyenidir.

(<) V, Unun kesisime gore bir tiimleyeni oldugundan U NV =0 "dir. Yine

V, U’'nun toplamaya goére bir tiimleyeni oldugundan M =U +V *dir. Dolayisiyla
M =U ®V bulunur.
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Teorem 3.1.4. M bir R-modiil ve U,V <M olsun. V alt modiiliiniin U *nun

M modiiliinde bir tiimleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M =U+V ve
U NV <V olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (:>) V, U’nun M ’de bir tiimleyeni olsun. Buna gore U +V =M “dir.
Bir XcV alt modili icin UNV+X=V olsun. Bu durumda

U+(UNV)+X=M ve U+X=M bulunur. V, U’nun M ’de bir timleyeni
oldugundan V ’nin minimalli§i geregi X =V olmalidir. Yani (UNV)+X =V
sartin1 saglayan her X <V alt modiilii igin X =V olur. Dolayisiyla U "V <V *dir.

(<) U+V=M ve UnV <V olsun. U+X =M sarti saglayan her

X <V alt modiilii igin X =V oldugu gosterilirse istenen elde edilir. X <V ve
U+ X =M olan herhangi X alt modiiliinii ele alalim. Son esitligin her iki tarafinin
\% ile arakesitini alirsak Modiiler Kural geregi

V=MnV=U+X)nV=(UnNV)+X olup (UNV)+X=V elde edilir.
U NV <V oldugundan X =V bulunur.

Onerme 3.1.5. M bir R-modil, U,V<M ve V, U’nun M’de bir

timleyeni olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir.
(i)Eger W<U i¢in M=W+V ise V, W modilinin de M ’de bir

tiimleyenidir.

II)Eger K< M ise V, U+K alt modiiliiniin de M *de bir tiimleyenidir.
iii)Eger K< M ise KNV <V “dir.

iv) Eger L<U ise (V+L)/L de U/ L nin M/ L de bir tiimleyenidir.

(
(
(
(V) X<V ve X <M ise X <V *dir.
(vi) RadV =V nRadM “dir.

(

VII) Eger M sonlu iiretilmis ise V de sonlu tiretilmistir.

(viii) Rad(M /U)=(RadM +U)/U *dur (Wisbauer, 1991).
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Ispat: (I) X <V alt modili i¢gin M=W+X ise W<U oldugundan

M =U+X olur. Buradan V, U’nun M ’de bir tiimleyeni oldugundan X =V

bulunur.

(ii) U +V =M oldugundan (U +K)+V =M esitligi vardir. Simdi bir X <V
icin (U+K)+X =M olsun. Buradan K+(U+X)=M olup K< M oldugundan

U+X=M bulunur. X<V ve V, U alt modilinin M ’de bir tiimleyeni
oldugundan V alt modiiliiniin minimalligi geregi X =V elde edilir. Dolayisiyla V ,

U + K alt modiiliiniin de M ’de bir tiimleyenidir.

(iii) V', U’ nun M ’de bir timleyeni oldugundan M =U +V ve U nV <V
dir. Bir S<V i¢in V=(KNV)+$S olsun. O halde M =U+V =U +(KnV)+S
gergeklenir. K< M oldugundan Teorem 2.7.2.(i)’den KNV <M olup
M =U +S yazilabilir. V ’nin minimalliginden S =V olup K"V <V elde edilir.
(V) M/L=(U+V)/L=(V+U+L)/L=((V+L)/L)+(U/L) oldugu aciktr.
(U/L)A((V+L)/L)=((UnV)+L)/L oldugundan ((UV)+L)/L<(V +L)/L
oldugunu gosterirsek istenen elde edilir.

[(UAV)+L)/L]+K/L=(UnV)+K)/L=(V+L)/L

olan herhangi K/L<(V+L)/L alalim. Burada (UNV)+K= V+L elde edilir.

Son esitlikte her iki tarafin Vv ile arakesiti alinirsa

(UnV)+K)AV =(UnV)+(KnV)=(V+L)AV =V  olur. UnV<V
oldugundan KNV =V olup V <K bulunur. Dolaystyla (V+L)/L<K/L olup

K/L=(V+L)/L elde edilir. Boylece (U NV)+L)/L<(V +L)/L olur.

(V) X+K=V olacak sekilde K<V olsun. V, U ’nun M *de bir tiimleyeni

oldugundan M =U+V =U+X+K ve X<«M oldugundan M =U +K olur.
Buradan K =V bulunur. Dolayisiyla X <V ’dir.

(vi) V<M oldugundan RadV <RadM °dir. Buradan RadV <V mRadM

oldugu aciktir. Tersine, XeV NRadM keyfi olsun. O halde X € RadM oldugundan
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Rx < M ’dir. Boylece (V) sikkindan Rx <V olup xe RadV bulunur. Dolayisiyla
V nRadM <RadV olur. Sonug olarak RadV =V nRadM elde edilir.

(Vii) M sonlu iretilmis bir modiil oldugundan M =<ml,m2,...,mn> olacak
sekilde m,m,,...,m. € M vardir. Ayrica V , M ’de U "nun bir tiimleyeni oldugundan
M =U +V dir. Buradan her i=1,2,...,n i¢cin m =u, +V; olacak sekilde Ju, eU ve
v, eV vardir. Dolayisiyla M =U+(v,,V,,...,v,) olup V alt modiliiniin

minimalliginden V = <V1,V2,...,Vn> bulunur. O halde V sonlu iiretilmistir.

(viii) Herhangi x+UeRad(M/U) alahm. xeM ve M=U+V

oldugundan Xx=u+Vv olacak sekilde JueU ve 3IveV vardir. Burada

x+U =u+v+U =v+U olur. v+U eRad (M /U) oldugundan
(Rv+U)/U =R(v+U)< M /U olur. Rv+T =V olan herhangi T <V alalim.
Burada M/U=(U+V)/U=(U+Rv+T)/U=(Rv+U)/U+(T+U)/U olup
(RV+U)/U <M /U oldugundan (T+U)/U=M/U olur. O halde U+T =M

olup V, U’nun M ’de bir tiimleyeni ve T <V oldugundan V ’nin minimalligi
geregi T =V olur. Béylece Rv<«V olup Rv<«< M ve buradan da ve RadM elde

edilir. O halde x+U =v+U e(RadM +U )/U olup Rad (M /U)<(RadM +U)/U
olur. p:M —->M/U dogal homomorfizmas: yardimiyla Teorem 2.7.2.(iii) de
kullanilarak (Radl\/l +U )/ U <Rad (M / U) oldugu gosterilebilir. O halde
Rad (M /U)=(RadM +U)/U olup istenen elde edilir.

Tanim 3.1.6. M bir R-modil ve U<M olsun. M =U+V kosulunu
gercekleyen M “nin her V alt modiilii i¢in U "nun M ’de V tarafindan kapsanan bir

timleyeni varsa U alt modiilii M ’de bol tiimleyenlere sahiptir denir (Wisbauer,
1991).

Tanim 3.1.7. Bir M R-modiiliiniin her alt modiili M’de bir tiimleyene
sahipse, M ’ye bir tiimlenmis modiil, M ’nin her alt modiilii M ’de bol tiimleyenlere

sahipse M ’ye bir bol tiimlenmis modiil denir (Wisbauer, 1991).
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Teorem 3.1.8. V, M’de U’nun bir tiimleyeni ve K ve T , V'nin alt modiilleri
olsun. T'nin V’de K'nin bir tiimleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T ’nin M ’de

U + K ’nin bir tiimleyeni olmasidir (Nebiyev ve Pancar , 2011).

Ispat: (:>) T, V’de K’nin bir timleyeni ve L<T i¢in U+K+L=M olsun.

Bu durumda K+L<V ve V, Unun bir timleyeni oldugundan K+L =V yazilr.
L<T ve T, V’de K'nin bir timleyeni oldugundan L =T ’dir. O halde T, M’de

U + K ’nin bir tiimleyenidir.

(<:) T, M’de U +K ’nin bir tiimleyeni olsun. U+K+T =M ve K+T <V

oldugundan K+T =V yazilir. KNT < (U + K)ﬁT <« T oldugundan KNT <T
olup T, V’de K 'nin bir tiimleyenidir.

Teorem 3.1.9. M bir bol tiimlenmis R-modiil ve V de M’de herhangi bir
timleyen alt modiil olsun. Bu takdirde V de bol timlenmistir (Wisbauer, 1991).

Ispat: Kabul edelim ki V, U'nun M ’de bir tiimleyeni ve X,Y <V olmak iizere

X +Y =V olsun. X’in V’de Y'<Y olan bir Y' tiimleyeninin oldugunu gosterelim.
V=X+Y ve M=U+V oldugundan M =U+X+Y olur. M bol tiimlenmis
oldugundan U + X ’in M iginde Y'<'Y olan bir Y' timleyeni vardir. Teorem 3.1.8.
geregi Y', X’in V’de bir timleyeni olur. Ayrica Y'<Y ’dir. O halde V bol

tiimlenmistir.
Teorem 3.1.10. Bir M R-modiilii igin asagidakiler denktir.
(@) M bol tiimlenmistir.

(b) M’nin her U alt modiilii X timlenmis ve Y <M olmak tizere U = X +Y

seklinde yazilabilir.

(c) M’nin her U alt modiili i¢in U/ X <M /X olacak sekilde bir X <U
timlenmis alt modiilii vardir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (a)=>(b) M bol tiimlenmis ve U <M, M’nin herhangi bir alt modiilii
olsun. M bol tiimlenmis oldugundan tiimlenmis olup U’nun M’de bir V gibi
timleyeni vardir. V+U =M ve M bol tiimlenmis oldugundan V’nin M’de X <U
olan bir X tiimleyeni vardir. Buradan V+X =M olup VU +X =U bulunur.

Y =V U dersek Y =U "V «<V oldugundan Teorem 2.7.2.(ii)’den Y <M olur.
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Ayrica X, V'nin bir tiimleyeni oldugundan Teorem 3.1.9.°dan X tlimlenmis olup

buradaki X ve Y istenen Ozelliktedir.

(b)=(c) U, M’nin herhangi bir alt modiilii olsun. Bu takdirde hipotezden
U=X+Y, X timlenmis ve Y <M olacak sekilde X ve Y alt modiilleri vardir.

Simdi U/ X <M /X oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmig olur. K/ X, M/ X
in bir alt modilii olmak tizere U/X+K/X=M/X olsun. Bu takdirde
(U+K)/X=M/X olup U+K=M olur. Burada U =X+Y ve Y <M oldugu

g6z oniinde bulundurulursa X +K =M olup X <K oldugundan K =M bulunur.
Yani K/ X =M/ X olur. Dolayisiyla U/ X <M / X dir.

(c)=(a) Herhangi bir V <M alt modiiliinii ele alalim. ¥’nin bol tiimleyenlere
sahip oldugunu gosterecegiz. U, M nin bir alt modiilii olmak tizere V +U =M olsun.

Hipotezden U / X << M / X olacak sekilde X <U tiimlenmis alt modiilii vardir. Bu
takdirde (V+X)/X+U/X=(V+U)/X=M/X olup V+X=M bulunur. X
timlenmis oldugundan X NV ’nin X iginde bir X' timleyeni vardir. Bu X" niin V’nin

M’de bir tiimleyeni oldugunu gosterirsek X'< X <U oldugundan ispat

tamamlanmis olur. V+X =M ve VN X+ X'=X oldugundan V+X'=M olur.

Ayrica VN X'= (V N X )m X' X" olup X', ¥’nin M’de bir timleyenidir.

Tanim 3.1.11. M bir R-modiil, U <M ve L<U olsun. Eger U/L<M /L ise
U altmodiilii L altmodiilii tizerindedir (veya L <U eskiigiiktiir) denir (Clark ve ark.,
2006).

Teorem 3.1.12. M bir R-modiil U <M ve L<U olsun. Bu takdirde U’nun L
tizerinde olmast igin gerek ve yeter kosul U+ N =M sartin1 saglayan her N <M
icin L+ N =M olmasidir (Clark ve ark., 2006).

Ispat: (=) U, L iizerinde olsun. Bu takdirde U/L<M/L dir. U+N=M
olan herhangi bir N<M alalim. Bu takdirde

M/L=(U+N)/L=U/L+(N+L)/L  olup U/L<M/L  oldugundan

(N +L)/L=M /L ve N+L=M olur ki bu da istenendir.
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() U/L+T/L=M/L olan herhangi bir T/L<M /L alalim. Bu durumda
(U+T)/L=M/L olup U+T=M olur. Hipotezden L+T=M olup L<T
oldugundan T=M ve T/L=M/L’dir. Yani U/L <M /L olup U, L tizerindedir.

Teorem 3.1.13. Bir M R-modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(a) M bol tiimlenmistir ve her tiimleyen alt modiil bir direkt toplam terimidir.

(b) M bir (D1) modiilidiir.

(c)(i) M’nin her kiigiik olmayan alt modiili M’de sifirdan farkli bir direkt

toplam terimi igerir ve

(if) M nin her alt modiilii bir maksimal direkt toplam terimi igerir (Wisbauer,

1991).

Ispat: (a)=(b) U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. M bol tiimlenmis
oldugundan tiimlenmis olup U’nun M’de bir V gibi tiimleyeni vardir. Yine M bol
timlenmis oldugundan /’nin X <U olan bir timleyeni vardir. Bu durumda

X+V =M olup her iki tarafin U ile arakesitini alirsak X <U oldugundan

U=UnM=U ﬁ(X +V): X+UNV olur. X, M’de bir timleyen oldugundan

hipotezden X, M ’nin bir direkt toplam terimidir. Bu durumda M =X @Y olacak
sekilde Y <M vardir. U NY + N =M olan herhangi N <M alalm. M =X ®Y
ve X <U oldugundan M =U+Y olur. Bu durumda Teorem 2.2.20.’den
M=U+Y"N=X+UNnV+YNN olup UnV <M oldugundan M =X +Y "N
olur. M =X +Y NN oldugundan Modiiler Kuraldan

Y=YM :Ym(X+YmN):XmY+YmN

olup XNnY =0 oldugundan Y =YN olur. O halde Y<N olup
M=UNY+N=Y+N=N ve UNY <M olur. Béylece M bir (D1) modiilii olup

istenen elde edilir.

(b)=(@) U,V<M olmak tlizere M =U+V olsun. M bir (D1) modiili
oldugundan M =X @Y, X<U NV ve UNV NY <M olacak sekilde IX,Y <M

vardir. Modiiler Kuraldan V =V AM =V N (X +Y)=X+V NY olup

M=U+V=U+X+VNY=U+VANY
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olur. Yine M bir (D1) modili oldugundan M =K&T, KVnNY ve
V NY NT <M olacak sekilde 3K, T <M vardir. Modiiler Kuraldan

VY =VnYM :VmYm(K+T):K+VmYmT

olup M=U+VNY=U+K+VYT olur. Bu durumda VNY T <M
oldugundan M =U +K olur. Burada UK <U NV NY <M ve K, T’nin M’de
bir tiimleyeni oldugundan Onerme 3.1.5.(V) geregi U N K < K olup K, U’nun M de
bir tiimleyeni olur. Ayrica K <V nY <V ’dir. O halde M bol tiimlenmistir.

Simdi M’de herhangi B tiimleyen alt modiiliinii alalim. Kabul edelim ki B,
A’nin M ’de bir timleyeni olsun. M bir (D1) modiilii oldugundan M =Z®S, Z<B
ve BNS«M olacak sekilde 3Z,S<M vardir. Modiler Kuraldan

B=BNM=BnN(Z+S)=Z+BNS olup M=A+B=A+Z+BNS olur. Burada

BNS <M oldugundan M =A+Z olup Z<B ve B, A’'nin M’de bir timleyeni
oldugundan B=Z olur. O halde B, M’nin bir direkt toplam terimi olur. Boylece
M’deki her tiimleyen alt modil M nin bir direkt toplam terimi olup istenen elde

edilir.

(b)=(c) U, M nin herhangi bir kii¢iik olmayan alt modiilii olsun. Bu takdirde
hipotezden X <U, X'nU<« X' ve X®X'=M olacak sekilde X ve X' alt
modilleri bulunabilir. Burada U, M’de kii¢iik olmadigindan X direkt toplam terimi
sifirdan farkli olup (i) saglanmis olur. Yine U herhangi bir alt modiil ise hipotez
geregi X <U , X'NMU <« X' ve X®X'=M olacak sekilde M’nin X ve X' alt
modiilleri vardir. X < X"<U olan X", M’nin bir direkt toplam terimi olsun. Bu
takdirde, X" X'<sUnX'«<M olur. X", M’nin bir direkt toplam terimi
oldugundan X"@® X" =M olacak sekilde X" alt modili vardir. X @ X'=M
oldugundan her iki tarafin X" ile arakesitini alirsak X+ X' X"=X" olup
X'nX"«M ve X"®@X"=M oldugundan X @ X" =M bulunur. Yine her iki
tarafin X" ile arakesitini alirsak X + X" X" =X" olup X" X" =0 oldugundan

X = X" bulunur. Yani X maksimal direkt toplam terimi olur.

(c)=(b) U <M herhangi bir alt modiil olsun. Bu takdirde hipotezden U bir X
gibi maksimal direkt toplam terimi igerir. Bu durumda X @ X'=M olacak sekilde
bir X' alt modiilii vardir. Simdi U N X'« X" oldugunu gosterirsek istenen elde

edilir. U X", X"de kiigiik degilse X', M’de bir direkt toplam terimi oldugundan
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U X', M’de de kiiglik olmaz. Bu durumda U N X', M’de sifirdan farkli bir X"
direkt toplam terimi igerir. X", M’nin bir direkt toplam terimi oldugundan

X"®X"=M olacak sekilde bir X" alt modilii bulunur. Her iki tarafin X' ile
arakesitini alirsak X" @ (X' X'") = X' olur. Bu ifade X ® X'=M ’de goz 6niinde

bulundurulursa X @ X", U da kapsanan bir direkt toplam terimi olur ki bu da X’in

maksimal direkt toplam terimi olmasiyla gelisir. Yani U N X' <« X' olmalidir.

Teorem 3.1.14. M bir = -projektif R-modiil ve U ve V, M i¢inde birbirlerinin
tiimleyeni olan alt modiiller iseler U NV =0 dir ve bu durumda da M =U @V ’dir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: UxV’nin P= {(u,—u)|u eU mV} alt modiiliinii ele alalim. Eger
P= {(0, O)} oldugunu gosterirsek istenen elde edilir.
P={(u,—u)lueUnV}<UnV)x0+0xU V) oldugu gosterilebilir. U ve V

birbirlerinin tiimleyenleri olduklarindan U "V «U ve U NV «V ’dir. Bu durumda
UnNV)x0<«Ux0 ve 0x(U NV)<0xV olup

P<(UnNV)x0+0x(U NV)<Ux0+0xV =U xV

olur. Burada P, f:UxV >M ,(u,v)—>u+v homomofizmasinin ¢ekirdegi oldugu

gosterilebilir. M 7 -projektif oldugundan Teorem 2.5.11.°den f pargalanabilirdir.
Dolayisiyla fog=1,, olacak sekilde bir ¢g:M —UxV  homomorfizmasi

bulunabilir. Bu durumda U xV =Gorg ® Cekf oldugundan U xV =Goérg @ P olup

P <«<U xV oldugundan bu durum ancak P = {(O, O)} olmasiyla miimkiindiir.

Teorem 3.1.15. M bir =z -projektif R-modiill ve U,V <M olmak iizere
M =U+V ve U bir direkt toplam terimi ise M =U @&V’ olan bir V'<V vardir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: U bir direkt toplam terimi oldugundan M =U @ X olacak sekilde bir
X<M vardir. M 7z-projektif ve M =U +V oldugundan Gorf <V ve
Gor(1,, — f) <U olacak sekilde bir f € End(M) vardir. YueU i¢in u—f(u)eU
oldugundan f(u) eU ve dolayisiyla f(U)<U olur. Buradan
M = f(M)+(l, — M) = FU +X)+ (0, — F)M) = FU) + F(X)+ (L, - M),
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1, -f)(M)<U ve fU)<U oldugundan M =U + f(X) bulunur. Eger
Unf(X)=0 oldugunu gosterirsek f(X)<V oldugundan V'= f(X) denilerek
istenen elde edilir. ueU n f(X) alalim. Bu takdirde ueU ve u= f(x) olacak
sekilde bir Xxe X vardir. Burada x— f(x)eU olup f(x)eU oldugundan xeU

bulunur. Dolayisiyla xeU X olur. M=U®&X oldugundan U X =0 olup
X=0 bulunur. Dolayisiyla u= f(x)= f(0) =0 olup U n f(X)=0 bulunur.

Teorem 3.1.16. Bir M, R-modiilii i¢in asagidakiler denktir.

(@) M tiimlenmistir ve m-projektiftir.
(b) (i) M bol tiimlenmistir ve
(i1) Birbirlerinin tiimleyenleri olan alt modiillerin arakesitleri sifirdir.

(c) (i) M nin her alt modiilii bir direkt toplam terimi {izerindedir.

(i) U ve V, M’nin M=U+V olan direkt toplam terimleri iseler U "V de

Mnin bir direkt toplam terimidir.

(d M=U+V olan her UV <M igin eM)cU, (,—-e)(M)cV ve

1, —e)V) <@, —e)(M) olacak sekilde bir e e End(M) idempotenti vardir

(Wisbauer, 1991).

Ispat: (@)=>(b) (i) M nin herhangi bir U alt modiiliinii alalim. V<M alt modiilii
icin U+V=M olsun. Unun M’de V'<V olan bir V' timleyeninin varligimi
gosterecegiz. M tiimlenmis oldugundan U’nun M iginde bir X tiimleyeni vardir.
U+V =M ve M rn-projektif oldugundan Gorf <V ve Gor(l,, —f)<U olacak
sekilde bir f € End(M) vardir. Burada Teorem 3.1.15.’teki gibi f(U)<U oldugu
gosterilebilir. Bu durumda
M=@,-f) M)+ f(M)=U+TfU)+ f(X)=U+ f(X)
bulunur. Simdi f (X)’in U’nun M’de bir tiimleyeni oldugunu gosterirsek f(X) <V
oldugundan istenen elde edilir. S<f(X) i¢cin U+S=M olsun. Bu durumda

vmeM igin m=u+ f(x) olacak sekilde ueU ve f(x)eS olanbir xe X vardir.
Burada m=u+f(x)—x+x=u—(,-f)X)+x olup xef?*(S)mX ve
@, -f)x)eu oldugundan meU+f*(S)n X bulunur.  Dolayisiyla

M=U+f"*S)nX olur. Burada X, U’nun M’de bir tiimleyeni oldugundan
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f(S)NX =X olup X <f™(S) bulunur. Dolayisiyla f(X)<S olup f(X),

U’nun Mde bir tiimleyeni olur.
(if) Teorem 3.1.14.’ten ispat agiktir.

(b)=(c) (i) V, U’nun M i¢inde bir tiimleyeni olsun. Bu takdirde M =U +V ve
UV <V olur. M bol timlenmis oldugundan V’nin M’de X <U olan bir X
timleyeni vardir. Bu durumda X ve V, M’de birbirlerinin tiimleyenleri olup (b)(ii)
geregi XNV =0 ve M =X®V olur. Boylece X, M’nin bir direkt toplam terimi
olur. M=X+V ve X <U oldugundan Modiiler Kuraldan
U=UnM=UnN(X+V)=X+UnNV olur. U+T=M olan herhangi T<M
alalim. Burada M =U+T=X+UNV+T olup UnNnV «M oldugundan
M = X +T olur. O halde Teorem 3.1.12.’den U, X iizerinde olup U, M de bir direkt
toplam terimi tizerinde olur. Boylece M 'nin her alt modiilii bir direkt toplam terimi

uzerindedir.

(i) M=U+V ve U ve V, M'nin birer direkt toplam terimi olsun. Bu durumda
M=U®X ve M=V®Y olacak sekilde 3IX,Y <M vardir. M bol tiimlenmis
oldugundan U’nun M’de V'<V olan bir V' tiimleyeni ve V'’niin de M de U'<U olan
bir U’ tiimleyeni vardir. Bu durumda U’ ve V' birbirlerinin tiimleyenleri olup (b)(ii)
geregi U'nV'=0 ve M =U'@®V’ olur. Burada her iki tarafin U ile arakesitini
alirsak U=UnM =UnU'®V')=U'@U V') olup bu M =U®® X ’te yerine
konulursa U NV', M’nin bir direkt toplam terimi olur. Ayrica V', U’nun M’de bir
timleyeni oldugundan U nV'<«V' olup U NV’ aymi zamanda bir direkt toplam
terimi oldugundan U n"V'=0 olur. O halde M =U @V’ olur. Simdi her iki tarafin
V ile arakesitini alirsak V=MV =U&V)nV=UnNV)®V' olur. Bu
M =V ®Y 'de yerine yazilrsa M =UnNV)®V'@Y olur ki bu da UnV

modiiliniin M nin bir direkt toplam terimi oldugunu gosterir.

(c)=(d) U, V<M olmak iizere M=U+V olsun. Bu takdirde U bir direkt toplam
terimi tizerinde oldugundan M =X @ X', X<U ve U/ X <M /X olacak sekilde
X, X"<M vardir. V bir direkt toplam terimi iizerinde oldugundan M =Y @Y’
Y <V ve V/Y<M/Y olacak sekilde 3Y,Y'<M vardir. UNX'+T =M olan
herhangi T <M alalm. Burada M =X+ X'=U+ X" oldugundan Teorem
2.2.20.den U+T N X'=M olup U, X iizerinde oldugundan Teorem 3.1.12.°den
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X+TNnX"'=M olur. Bu durumda X', X’in M’de bir tiimleyeni ve TN X'< X'
oldugundan TN X'=X" olup X'<T olur. O halde M =UNX"+T<X'+T =T
olup T=M olur. Boylece U N X'< M olur. Benzer sekilde VY’ < M oldugu

da gosterilebilir., M =X @ X'’de her iki tarafin U ile arakesitini alirsak

U=X G—)(U N X'), M=Y®Y"’de her iki tarafin V ile arakesitini alirsak

V=Y G—)(V ﬁY') olur. Bunlan M =U +V ’de disiinirsek UNX'<M ve

VNY' <M oldugundan M =X +Y bulunur. Burada X ve Y, M’nin birer direkt
toplam terimi oldugundan hipotezden X NY de M nin bir direkt toplam terimi olur.
Dolayisiyla M =(XNY)@N olacak sekilde bir N<M vardir. Burada her iki

tarafin Y ile arakesitini alirsak Y =(XNY)®(Y "N) bulunur. Bu durumda
M=X+Y oldugundan M =X+ "N)+(XNY)=X+Y N olur. Ayrica
XNYNAN=0 oldugundan M =X@(Y n"N) olur. Bu durumda e:M > M,
vVmeM i¢in m=x+y, xeX, yeYnN ise e(m)=x ile tammh e bir
idempotenttir. Ayrica e(M)<X <U, 1, —e)(M)=Y N <V ve
(1, —e)(U ) =UN(YNN) olduklari gdsterilebilir. Simdi U m(Y NN ) <YnNN

oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. M =X @ (Y N N) oldugundan Y "N, X’in

M’de bir tiimleyenidir. U=X+UNX" ve UNX'<M oldugundan Onerme
3.15.(ii))den YNN, Unun da M'de bir timleyenidir. Dolayisiyla

U m(YmN)<<YmN olur.

(d)=(a) Agiktir.
Onerme 3.1.17. M bir R-modiil olsun. Eger M bir oyuk modiil ise

timlenmistir (Wisbauer, 1991).

Ispat: M bir oyuk modiil ve K, M nin herhangi bir 6z alt modiilii olsun. M
bir oyuk modiil oldugundan L<M i¢cin K+L=M kosulu sadece L=M igin
saglanir. O halde M, K’nin M de bir tiimleyeni olup ayrica 0, M ’nin M ’de bir

tiimleyeni oldugundan M tiimlenmis olur.

Sonu¢ 3.1.18. M bir R-modiil olsun. Eger M lokal ise tiimlenmistir
(Wisbauer, 1991).
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Teorem 3.1.19. M bir tiimlenmis modiil ise M ’nin her boliim modiili de

tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

Ispat: M /N, M ’nin herhangi bir boliim modiili ve U/N <M /N olsun,
M tiimlenmis oldugundan U ’nun M ’de bir V tiimleyeni vardir. Bu durumda

N <U oldugundan Onerme 3.1.5.(iv) *ten (V +N)/ N de U/N *nin M /N *de bir

tiimleyeni olur. Béylece M / N *nin her alt modiilii M / N *de bir tiimleyene sahip

olup M/ N tiimlenmistir.

Sonug 3.1.20. M bir tiimlenmis modiil ise, M ’nin homomorf goriintiisii de

timlenmistir (Wisbauer, 1991).

Ispat: M ’nin homomorf gériintiisii M ’nin bir bélim modiiliine izomorf

oldugundan Teorem 3.1.19. geregince istenen elde edilir.

Yardimer Teorem 3.1.21. M bir R-modil olmak iizere M,,U <M ve M,

tiimlenmis olsun. Eger M, +U "nun M ’de bir tiimleyeni varsa U "nun da M *de bir
timleyeni vardir (Wisbauer, 1991).

Ispat: X, M,;+U’nun M ’de bir timleyeni ve Y, M;n(U+X) alt
modiliinin M, ’de bir tiimleyeni olsun. Bu takdirde M=M+U+X,
(M, +U)n X < X ve M, =(M,n(U+X))+Y,
U+X)nY =(M;nU +X))nY <Y olur. Buradan
M=M,+U+X =(MA(U+X))+Y+U+X =U+X+Y
ve
Un(X+Y)<XnU+Y)+Y (U +X)<XN(U+M)+Y (U +X)< X +Y
olur. Boylece X +Y , U’nun M’de bir tiimleyenidir.

Teorem 3.1.22. M, ve M, bir M R-modiiliiniin birer alt modiilii olmak {izere

M =M, +M, olsun. M, ve M, tiimlenmis ise M de tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

Ispat: U <M olsun. M =(M, +U)+M,, M ’de 0 asikar tiimleyenine sahiptir.
X, (M;+U)nM, nin M, de bir tiimleyeni ise Yardimcr Teorem 3.1.21.°den

0+ X, M de M, +U ’nun bir timleyenidir. Yine Y, M, m(U + X) 'nin M, *de bir
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timleyeni ise Yardimci Teorem 3.1.21.°den X +Y , U nun M ’de bir tiimleyenidir.

Dolayistyla M tiimlenmistir.

Bu teoremden hareketle sonlu sayidaki tiimlenmis R -modiillerin toplaminin da

tiimlenmis oldugu gosterilebilir.
3.2. @ -Tiimlenmis Modiiller

Tanim 3.2.1. M bir R-modiil olsun. M ’nin her alt modiiliniin M ’de direkt
toplam terimi olacak sekilde bir tiimleyeni varsa M ’ye bir @ -tiimlenmis modiil
denir. O halde M bir @ -timlenmis modiil ise YN<M i¢in M=N+K,
NNnK<K ve K&L=M olacak sekilde K,L<M vardir (Mohamed ve Miiller,
1990).

@ -tiimlenmis modiiller tiimlenmistir.

Teorem 3.2.2. Sonlu sayida @ -timlenmis R -modiiliin direkt toplami da @ -

timlenmistir (Harmanc1 ve ark., 1999).
Ispat: n pozitif bir tam say1 ve 1<i<n igin M, ’ler © -timlenmis R-
modiiller olsun. M =M, ®M, ®---@M, yazalim. N=2 i¢in M 'nin @ -timlenmis

oldugunu gosterelim. N>2 igin de timevarim yontemiyle ispat yapilabilir.

M=M,@&M, ve N<M olsun. M=M;+M,+N oldugundan 0 modiili,
M;+M,+N’nin M’de bir tiimleyenidirr M, @—timlenmis oldugundan
M, "(M;+N) nin M, de direkt toplam terimi olacak sekilde bir K tiimleyeni
vardir. O halde M, "(M,+N)+K =M,, Kn(M,+N)=M, n(M, +N)nK <K
ve M,=K®K’ olacak sekilde bir K'<M, vardir. Burada
M=M,+M,+N=(M,+N)+M,"(M,+N)+K=M,+N+K olur. M, &-
tiimlenmis oldugundan M lm(K + N) 'nin M, *de direkt toplam terimi olan bir L
tiimleyeni vardir. Bu durumda M, =M, N(K+N)+L,
(K+N)NL=M,n(K+N)nL<L ve M,=L@L" olacak sekilde bir L'<M,
vardir. Buradan M =M;+N+K =M, N(K+N)+L+(K+N)=K+N+L elde
edilir. Ayrica KN(L+N)<Kn(M;+N) ve Kn(M;+N)<K oldugundan
KN(L+N)<«<K’dir. O haldle NN(K+L)<KN(L+N)+LNn(K+N)<K+L
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olur. Boylece K+L, N ’nin M ’de bir tiimleyenidir. K, M, ’nin ve L de M, ’in

direkt toplam terimleri oldugundan K+L=K®@®L de M ’nin bir direkt toplam
terimidir. Boylece M =M, ® M, @ -timlenmistir.

Tanim 3.2.3. M ve N R-modiiller olmak tizere f : M — N bir epimorfizma
ve Cekf <M ise f epimorfizmasina bir kiigiik epimorfizma veya 6rtii denir. Bu
durumda M modiiliine f : M — N kiigiik epimorfizmasi ile birlikte N modiiliiniin
bir kiigik ortiisti denir. Eger M projektif ise M modiline f:M — N Kkiiciik
epimorfizmasi ile birlikte N modiiliiniin bir projektif ortiisii denir (Alizade ve

Pancar, 1999).

Tanim 3.2.4. M bir R-modiil olsun. Eger M’nin her direkt toplam terimi ®-
timlenmis ise M’ye bir tamamen @-tiimlenmis modil denir (Harmanci ve ark.,
1999).

3.3. Genellestirilmis (Radikal) Tiimlenmis ve Genellestirilmis (Radikal) @-

Tiimlenmis Modiiller

Tanmm 3.3.1. M bir R-modiil, U ve V, M ’nin iki alt modiilii olsun.
M=U+V ve UNnV <RadV ise V’ye U 'nun M ’de bir genellestirilmis (radikal)
timleyeni veya kisaca Rad-tiimleyeni denir. M R-modiiliiniin her alt modili bir
genellestirilmis tiimleyene sahip ise M ’ye bir genellestirilmis (radikal) timlenmis
modiil veya kisaca GT-modiil (Rad-tiimlenmis modiil) denir (Xue, 1996).

Bu tanimdan da goriilecegi lizere bir modiiliin radikali kiigiik alt modiillerinin
toplam1 oldugundan her tiimleyen bir genellestirilmis tiimleyendir. Dolayisiyla her
timlenmis modiil bir genellestirilmis tlimlenmis modiildiir. Ancak her

genellestirilmis timlenmis modiil tiimlenmis modiil olmayabilir.
Onerme 3.3.2. M bir R-modiill ve N,K<M olsun. N+K, M ’de bir X
genellestirilmis tiimleyenine ve N ﬂ(K + X) de N’de bir Y genellestirilmis

timleyenine sahip olsun. Bu takdirde X +Y, M ’de K’nin bir genellestirilmis

timleyenidir (Calisic1 ve Tiirkmen, 2010).
Ispat: X, M’de N+K ’nin bir genellestirilmis tiimleyeni oldugundan

M=(N+K)+X ve (N+K)nX<RadX’dir. Y, Nn(K+X)’in Nde bir

39



genellestirilmis tiimleyeni oldugundan N =[N ﬁ(K + X)]+Y ve
(K+X)nY=Nn(K+X)nY <RadY olur. Buradan
M=N+K+X=[(NA(K+X))+Y [+K+X =K+(X+Y)

ve
KN(X+Y)<XN(K+Y)+Y n(K+X)<
X A(K+N)+Y A(K +X)<RadX +RadY <Rad (X +Y)

bulunur. Dolayisiyla X +Y , M ’de K 'nin bir genellestirilmis tiimleyenidir.

Tanim 3.3.3. M bir R-modiil olsun. M ’nin her alt modiili M ’de bir direkt
toplam terimi olacak sekilde bir genellestirilmis tiimleyene sahipse M ’ye bir

genellestirilmis @ — tiimlenmis veya Rad-@® -timlenmis modiil denir (Calisic1 ve
Tirkmen, 2010).

@-tiimlenmis modiiller genellestirilmis @-tlimlenmistir. Ancak tersi her zaman
dogru degildir.

Teorem 3.3.4. Sonlu sayida genellestirilmis @ -tiimlenmis R -modiillerin
direkt toplami da genellestirilmis @ — tlimlenmistir (Calisic1 ve Tiirkmen, 2010).

Ispat: n herhangi bir pozitif tam sayr olmak iizere M, (1S i< n)
genellestirilmis @ -timlenmis R -modiillerin herhangi bir sonlu ailesi ve
M=M,®M,®---®M, olsun. Ispati n=2 i¢in yapalim. M =M,®M, ve K,
M'nin keyfi bir alt modiilii olsun. Buradan M =M, +M, +K olup M, +M, +K,
M ’de bir 0 genellestirilmis tiimleyenine sahiptir. M, genellestirilmis @ -tiimlenmis
oldugundan M; "(M, +K), M, ’de bir direkt toplam terimi olacak sekilde bir X
genellestirilmis tiimleyenine sahiptir. Bu takdirde Onerme 3.3.2.°den X, M ’de
M, +K nmin bir genellestirilmis tiimleyenidir. M, de bir genellestirilmis & -
tiimlenmis modiil oldugundan M, N(K +X), M, "de bir direkt toplam terimi olacak

sekilde bir Y genellestirilmis tiimleyenine sahiptir. Onerme 3.3.2. tekrar uygulanirsa

X+Y, M’de K'nin bir genellestirilmis tiimleyeni olur. X, M, ’in bir direkt toplam
terimi ve Y de M, ’nin bir direkt toplam terimi oldugundan X @Y, M nin bir direkt

toplam terimidir. Bu ispat benzer sekilde n > 2 i¢in yapilabilir.
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Teorem 3.3.5. M sonlu iiretilmis bir R—modiil olsun. Bu takdirde M ’nin
genellestirilmis @ — tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ’nin @—

tiimlenmis olmasidir (Calisici ve Tirkmen, 2010).

Ispat: (=) M nin herhangi bir N alt modiiliinii alalim. M genellestirilmis @ —
timlenmis oldugundan N’nin A’de direkt toplam terimi olacak sekilde bir K
genellestirilmis  tiimleyeni vardir. Buradan M =N+K, NNK<RadK ve
M =K®L olacak sekilde K,L<M vardir. Teorem 2.2.13. geregince K sonlu
tiretilmistir. Sonu¢ 2.8.7.’den RadK <« K elde edilir. Teorem 2.7.2.(i) geregince
N NK <« K olup K, N’nin M de bir tiimleyeni olur. Dolayisiyla M @ — tiimlenmistir.

(<) Agiktir.

3.4. Giiclii @ -Tiimlenmis ve Giiclii Rad- @ -Tiimlenmis Modiiller

Tanim 3.4.1. M bir tiimlenmis modiil olsun. M nin her tiimleyen alt modiili
M’nin bir direkt toplam terimi ise M’ye bir giigli @ -tiimlenmis modiil denir
(Nebiyev ve Pancar, 2011).

Sonu¢ 3.4.2. Giiglii @ -tiimlenmis modiiller @ -tiimlenmistir (Nebiyev ve
Pancar, 2011).

Teorem 3.4.3. M bir tiimlenmis ve 7z —projektif modiil ise M giiglii @ -

timlenmistir (Nebiyev ve Pancar, 2011).

Ispat: M’nin herhangi V tiimleyen alt modiiliinii alalm. M tiimlenmis
oldugundan V’nin M’de bir X tiimleyeni vardir. Bu durumda M =V +X ve
VX <X olur. VN X « X oldugundan Teorem 2.7.2.(ii)’den VX <M olup
V, M’de bir tiimleyen alt modiil oldugundan Onerme 3.1.5.(v)’ten V " X <V olur.
Bu durumda V ve X birbirlerinin tiimleyenleri olup M 7 —projektif oldugundan
Teorem 3.1.14.ten M =V @ X olur. Boylece V, M nin bir direkt toplam terimi olup
M giiclii @ — timlenmistir.

Teorem 3.4.4. M bir giiclii @ -tiimlenmis modiil ise M nin her direkt toplam

terimi de giiclii @ -tiimlenmistir (Nebiyev ve Pancar, 2011).

Ispat: L, M’nin bir direkt toplam terimi ve M =L@®T olsun. Bu durumda L
tiimlenmis olur. K, U’nun L icinde bir tiimleyeni olsun. Bu durumda Teorem
3.18°den K, U®T’nin M’de bir timleyeni olur. M gigli @ -tiimlenmis
oldugundan K, M’nin bir direkt toplam terimidir. M =K &P olsun. Bu durumda
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Modiiler Kuraldan L=LNM =LN(K®P)=K®(LNP) olup X, L’nin bir direkt

toplam terimi olur. Dolayisiyla L giiclii @ -tiimlenmis olur.

Sonu¢ 3.4.5. Giigli @-timlenmis modiiller tamamen @ -timlenmistirler
(Nebiyev ve Pancar, 2011).

Teorem 3.4.6. Her 1< i< n igin M, bir projektif modiil olsun. Bu durumda

n
@l M, ’nin giigli. @ -tiimlenmis olmast igin gerek ve yeter kosul her 1<i<n igin

M; ’nin gii¢lii @ -tlimlenmis olmasidir (Nebiyev ve Pancar, 2011).

Ispat: (=) 1<i<n igin M,, (J_Bl M. ’nin bir direkt toplam terimi oldugundan

Teorem 3.4.4.’ten M, gli¢lii @-tiimlenmis olur.

(<) 1<i<n igin M, timlenmis oldugundan i(—ErJlMi timlenmistir. 1<i<n
icin M, projektif oldugundan i6:91M‘ de projektiftir. Bu durumda her projektif modiil
n-projektif oldugundan Teorem 3.4.3.’ten I(-Er)l M. giiclii ® -tlimlenmis olur.

Teorem 3.4.7. M bir tiimlenmis R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir.

(i) M giiclic @ -tiimlenmistir.
(if) M nin her tiimleyen alt modiilii bir direkt toplam terimi tizerindedir.

(iii) (@) M nin her sifirdan farkli tiimleyen altmodiilii M nin sifirdan farkli bir
direkt toplam terimini igerir.

(b) M 'nin her tiimleyen alt modiilii M ’de bir maksimal direkt toplam terimi
icerir (Nebiyev ve Pancar, 2011).

Ispat: (i)=(ii) Tanmimlardan agiktur.

(it)=(i) V, M de bir tiimleyen alt modiil olsun. Kabul edelim ki ¥, U’nun M de
bir tiimleyeni olsun. Hipotezden V, M nin bir K direkt toplam terimi {izerindedir.
Burada M =U +V oldugundan Teorem 3.1.12. geregi M =U + K olup K<V veV,
U’nun M’de bir timleyeni oldugundan V =K olur. O halde ¥, M’nin bir direkt

toplam terimi olup M gii¢lii @ -tiimlenmis olur.
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()= (iii) Tanimlardan agiktir.

(ii)=() ¥, Unun M’de bir timleyeni ve X, V’nin M’de maksimal direkt
toplam terimi olan bir alt modiilii olsun. Kabul edelim ki M =X @Y olsun. Bu

durumda V=X®V NnY) olup Teorem 3.1.8’den VNY, U+ X ’in M’de bir

timleyeni olur. Eger V MY sifir degilse (iii,a)’dan N <V NY olan M nin sifirdan
farkli bir N direkt toplam terimi vardir. Bu durumda N, Y 'nin de bir direkt toplam
terimi olup M =X @Y oldugundan X @ N, M nin bir direkt toplam terimi olur.
Burada X @ N <V oldugundan bu durum X'in segilisi ile gelisir. Yani VMY =0
olup V =X bulunur. Bu durumda V bir direkt toplam terimi olup M giicli @-

tiimlenmistir.

Tanim 3.4.8. M bir Rad-tiimlenmis modiil olsun. M’de her Rad-tiimleyen alt
modiil M nin bir direkt toplam terimi ise M’ye bir gii¢lii Rad- @ -tiimlenmis modiil
denir (Talebi vd., 2014).

3.5. ¢ - Tiimlenmis Modiiller

Tanim 3.5.1. M bir R-modiil ve N <M olsun. Eger NNK =0 olan her
K<M i¢in K=0 ise N’ye M nin bir biiyiik (veya 6nemli) alt modiili denir ve
N <M ile gosterilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 3.5.2. M bir R-modul olsun. K, M ’nin bir alt modiilii olmak tzere
M=K+T olan her T<M i¢cin T=M ise K alt modiiline M ’nin bir
genellestirilmis kiigiik (veya g —kiigiik) alt modiilii denir ve K < M ile gosterilir
(Kosar vd., 2015).

Her kiiclik alt modiiliin bir genellestirilmis kii¢iik alt modiil oldugu aciktir.

Ancak, tersi her zaman dogru degildir.

Tanim 3.5.3. M bir R-modiil olsun. M ’nin her 6z alt modili M *de bir
genellestirilmis kiiciikk alt modiil ise M modiiliine bir genellestirilmis oyuk (veya

g —oyuk) modiil denir (Kosar vd., 2015).

Her oyuk modiiliin bir genellestirilmis oyuk modiil oldugu aciktir. Ancak, tersi
her zaman dogru degildir.

Yardimci Teorem 3.5.4. M bir R-modiil olsun. K,L,N,T <M olmak iizere
asagidaki ifadeler saglanir.

43



(1) K <N ve N, M’nin bir genellestirilmis kii¢iik alt modiilii ise K da M nin
bir genellestirilmis kiiciik alt modiiliidiir.

(2) Kc N ve K, N ’nin bir genellestirilmis kiigiik alt modiili ise K, N alt
modiiliinii iceren M ’nin alt modiillerinde de bir genellestirilmis kiiciik alt
modiildiir.

(3) S bir R-modiil olmak tizere f:M — S bir R-modil homomorfizmasi
olsun. K<, M ise f(K)<, f(M)-dir.

(4) K<, Lve N« Tise K+N < L+T ’dir (Kosar vd., 2015).

Ispat: (1) M =K +T olacak sekilde herhangi bir T<M alalim. Bu takdirde

K <N oldugundan N+T =M olup N <, M oldugundan T =M ’dir. O halde

K <, M olur.

(2) L, M ’nin N ’yi iceren bir alt modiilii olsun. K+T =L olacak sekilde

herhangi bir T<L alt modiiliinii alalm. K+T =L esitliginin her iki tarafinin N ile

arakesitini alirsak (K +T)m N=LNN olup N<L ve Modiler Kuraldan

K+(TAN)=N olur. Burada T<L oldugundan TN<N olur. K< N

oldugundan T NN =N ’dir. Dolayisiyla NcT dir. K+T =L ve K<N<T ’den
T =L elde edilir. O halde K <, L olur.

(3) f(K)+L: f(M) olacak sekilde herhangi bir L<«f (I\/I) alalim. Bu
takdirde f7(f(K)+L)=M yazilabilir Buradan K+ f™(L)=M dir. Burada
L<f (M) oldugundan f_l(L) <M oldugu gbsterilebilir. K <, M oldugundan
f(L)=M olup L=f (M) oldugu goriiliir. O halde f(K)<, f(M) bulunur.

(4) K+N+S=L+T olan herhangi S<L+T alalim. S<L+T oldugundan

N+S<L+T olur. K<, L ve L<L+T oldugundan (2) sikkindan K <, L+T
olup N+S=L+T olur. N, T ve T<L+T oldugundan (2) sikkindan

N<,L+T olup SaL+T oldugundan S=L+T olur. Boylece K+N <, L+T

olup istenen elde edilir.
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Sonug 3.5.5. M bir R-modil ve K<N<M olsun. N<, M ise

N /K<, M /K dir (Kosar vd., 2015).

Sonug 3.5.6. M bir R-modil ve K< M ve L<M olsun. Bu takdirde
(K + L)/ L<, M / L dir (Kosar vd., 2015).

Tanim 3.5.7. M bir R-modil olsun. U,V <M olmak tizere M =U +V ve
M =U+T olan her T/ i¢in T =V oluyorsa V’ye U’nun M ’de bir g—

timleyeni denir. M ’nin her alt modiilii M ’de bir g —tiimleyene sahip ise M ’ye

bir g —tiimlenmis modiil denir (Kosar vd., 2015).
Tlimlenmis modiiller g —tlimlenmistir.

Yardimec1 Teorem 3.5.8. M bir R-modil olsun. U <M ve V<M olmak

tizere V. modiilinin U 'nun M ’de bir g—tiimleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul M =U +V ve UV <V olmasidir (Kosar vd., 2015).

spat: (=) UNV+T=V ve T« olsun. Bu durumda
M=U+V=U+UV+T=U~+T olur. V, U’nun M ’de bir g—tiimleyeni ve

TV oldugundan T =V *dir. Buradan U NV <V elde edilir.

(<) M=U+V ve UnV <,V olsun. TV olmak iizere M =U +T olsun.
M=U+T, T<V ve Modiler Kuraldan V=V M =V m(U +T)=U NV +T
yazilir. UNV <V oldugundan T =V ’dir. Buradan, V. modiilii U 'nun M "de bir

g —tlimleyeni olur.

Yardimcr Teorem 3.5.9. M bir R—modiil, M; <M, U<M ve M, bir g-
timlenmis modiil olsun. M, +U , M ’de bir g —tiimleyene sahip ise U da M ’de

bir g —tiimleyene sahiptir (Kosar vd., 2015).

Ispat: X, M’de M,+U ’nun bir g—tiimleyeni olsun. Yardimci Teorem
3.58.°den M;+U+X=M ve (M +U)nX <, X olur. M, bir g - timlenmis

modiil oldugundan (U + X)ﬂ M,, M,’de bir Y @ —tiimleyene sahiptir. Yardime1
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Teorem 3.5.8.°den M;N(U+X)+Y=M; ve M NU+X)nY < Y olur.

Buradan
M=MNU+X)+Y+U+X=U+X+Y
ve Yardimer Teorem 3.5.4.(4)’ten

UN(X+Y)<SXNU+Y)+Y U+ X)<XN(M+U)+Y nM N (U +X) <, X
olur. Boylece X +Y, M ’de U ’nun bir g — tiimleyenidir.

Teorem 3.5.10. M =M, +M, olsun. M; ve M, ¢ —tiimlenmis modiiller ise

M de bir g —tiimlenmis modiildiir (Kosar vd., 2015).

Ispat: Herhangi U <M alalim. Burada 0, M, +M, +U ’nun M ’de bir g—
timleyeni olur. M, ¢ —tiimlenmis oldugundan Yardimci Teorem 3.5.9.°dan
M,+U, M ’de bir g-—timleyene sahip olur. Bu durumda M, ¢ —tiimlenmis

oldugundan yine Yardimci Teorem 3.5.9.°dan U ,M ’de bir ¢ —tiimleyene sahip

olur. O halde M g —tiimlenmis olup istenen elde edilir.

Yardimc1 Teorem 3.5.11. M bir R-modil olsun. X <U <M ve V, U ’nun
M ’de bir g — tiimleyeni ise (V + X)/ X, M/X’te U/ X in bir g —timleyenidir
(Kosar vd., 2015).

Ispat: V, U’nun M ’de bir ¢—tiimleyeni oldugundan M =U +V ve
UnNV <,V dir. Buradan Sonug¢ 3.5.6.°dan (U NV + X)/ X <, (V + X)/ X

bulunur. M =U +V oldugundan M /X =(U+V)/ X =U /X +(V+X)/ X ve
UIX ANV +X)X=(UAV+X)/X <, (V+X)/X

oldugu kolayca goriilir. Bu nedenle (V+X)/X, M/X te U/X’in bir g—

tiimleyenidir.

Teorem 3.5.12. M bir g — timlenmis modiil ise M nin her boliim modiilii de

g — timlenmistir (Kosar vd., 2015).

Ispat: Yardimci Teorem 3.5.11.’den agiktir.
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Sonu¢ 3.5.13. M bir g-timlenmis modil ise M 'nin homomorfik
goriintiisii de g — tiimlenmistir (Kosar vd., 2015).

Teorem 3.5.14. M bir R -modiil, K, M ’nin bir direkt toplam terimi ve T <K
olsun. Bu durumda T <, K olmas i¢in gerek ve yeter kosul T <; M olmasidir

(Kosar vd., 2015).

Ispat: (:>) Yardimct Teorem 3.5.4.’ten agiktir.

(=) T <, M olsun. Kabul edelim ki M =K®Y olsun. 7:M — K bir
kanonik projeksiyon olmak  tizere  Yardimci Teorem  3.5.4.ten
T=7(T)<, 7(M)=K elde edilir.

Tanim 3.5.15. M bir R-modiill ve T <M olsun. T, M’de hem maksimal, hem
de biiyiikk ise T ’ye M ’nin bir genellestirilmis maksimal (veya g-maksimal) alt
modiilii denir. M ’nin tiim genellestirilmis maksimal alt modiillerinin kesigimine M
‘nin genellestirilmis radikali (veya g-radikali) denir ve Rad M ile gosterilir. M
genellestirilmis maksimal alt modiillere sahip degil ise Rad,;M =M olarak

tanimlanir (Kosar vd, 2015).

Yardimci Teorem 3.5.16. M bir R-modiil olsun. M en az bir genellestirilmis

maksimal alt modiile sahip ise Rad;M = z L ’dir (Kosar vd., 2015).

L<<g M

Ispat: L<, M olsun. T, M ’nin bir genellestirilmis maksimal alt modiilii
olmak iizere kabul edelim ki Lz T olsun. Bu durumda T maksimal oldugundan
L+T=M yazilr. L<; M ve T<M oldugundan T =M "dir. Bu ise T ’'nin
maksimal olmasi ile g¢eligir. O halde kabuliimiiz yanlhstir. Yani L, M ’nin

genellestirilmis her maksimal alt modiiliinde igerilir. Buradan Z L= Rad,M elde
L«gM

edilir.
Xe RadgM olsun. Kabul edelim ki Rx, M ’de genellestirilmis kiigiik olmasin
ve Q= {T < M|X gT, T<M,Rx+T =M } kiimesini tamimlayalim. RXx, M ’de

genellestirilmis kiigiik olmadigindan Q # & yazilir. € ’da kapsama bagmtisina gore

her zincirin bir iist sinira sahip oldugu agiktir. Bu nedenle Zorn Lemmasi’ndan €2
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bir K maksimal elemani igerir. Kolayca gosterilebilir ki K, M ’nin bir
genellestirilmis maksimal alt modilidir. KeQ oldugundan X ¢ K ’dir. Ayrica
Rad,M < K oldugundan x ¢ Rad ;M olur ki bu da x e Rad;M olmast ile gelisir. O

halde kabuliimiiz yanls olup RXx<; M ’dir. Sonu¢ olarak, Rad,M < Z L olur.

L<gM

Buradan da Rad,M = Z L elde edilir.

L<<gM

Sonu¢ 3.5.17. M genellestirilmis maksimal alt modiillere sahip degil ise

Rad,M = > L dir (Kosar vd., 2015).

L<gM
Ispat: Yardimc1 Teorem 3.5.16. nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Sonug¢  3.5.18. M bir R-modiil olsun. Bu takdirde RadM <Rad M dir
(Kosar vd., 2015).
Omek 3.5.19. Sifira esit olmayan basit M R-modiili  igin

RadM =0# M = RadgM olur.

Teorem 3.5.20. M bir R-modiil olsun. Rad,M #M olmak iizere asagidaki

sartlar denktir:

(i) M bir genellestirilmis oyuk modiildiir.

(if) M bir lokal modiildiir.

(iif) M bir oyuk modiildiir (Kosar vd., 2015).

Ispat: (i) = (ii) M bir genellestirilmis oyuk modiil ve T, M ’nin herhangi 6z
alt modiilii olsun. O zaman T <; M ve Yardimc1 Teorem 3.5.16.’dan T <Rad ;M

olur. Rad;M =M oldugundan M bir lokal modiil olur.
(if) = (iii) Aciktir.
(iii) = (1) Agiktir.

Teorem 3.5.21. M bir sonlu iiretilmis R -modiil ve M en az bir 6z biiyiik alt
modiile sahip ise M ’nin her 6z biiyiik alt modiilii bir genellestirilmis maksimal alt

modiilde igerilir (Kosar vd., 2015).
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Ispat: K, M ’nin herhangi 6z biiyiik alt modiilii olsun. M sonlu iiretilmis

oldugundan K bir T maksimal alt modiilde igerilir ve¢© K<M oldugundan T<M

olur.

Teorem 3.5.22. M bir R-modiil ve Rad;M =M olsun. M ’nin her 6z biiyiik
alt modiili bir genellestirilmis maksimal alt modiilde igeriliyorsa Rad;M < M *dir

(Kosar vd., 2015).

Ispat: M =Rad M +T olan herhangi bir T<M alalim. Eger T=#M olsa

hipotezden T <N olacak sekilde M ’nin en az bir N genellestirilmis maksimal alt

modiilii vardir. Burada Rad;M <N oldugundan M =Rad ;M +T <N olur ki bu da

N ’nin maksimalligi ile gelisir. O halde T=M olup Rad M <, M olur.

Yardimci Teorem 3.5.23. (1) M bir R-modiil ise her meRad M igin

Rm <, M olur.
(2) N<M ise Rad N <Rad M olur.
(3) K,L<M ise Rad K +Rad,L<Rad (K+L) olur.

(4) f:M >N bir R-modil homomorfizmasi1 ise f(RadgM)S RadgN
olur.

RadgK+L K+L

(5) K,L<M ise < Rad,

olur (Kosar vd, 2018).

Ispat: Yardimci Teorem 3.5.4. ve Yardimci Teorem 3.5.16."dan agiktir.

Yardimei Teorem 3.5.24. M =@, M, ise Rad,M =®,_ Rad,M; olur (Kosar

iel
vd., 2018).

[spat: M, <M oldugundan  Yardimci  Teorem  3.5.23. (2) “den
Rad,M; <Rad M ve @_Rad,M;<Rad,M olur. xeRad,M olsun. Yardimci

M,  oldugundan

iel

Teorem  3.5.23.(1)’den Rx<, M olur. XeM =&,
X=% +X% +..+X olacak sekilde i,i,,...i, el ve X eM;,x €M, .. x €M,

vardir. Rx<; M ve Yardimci Teorem 3.5.4.(3) ten T, (t=12,...k) kanonik
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projeksiyonu altinda RX =7, (Rx) <, M; olur. Bu durumda X eRad M,
(t=12,..,k)  olup  x=x+x +..+X €@ Rad M, olur.  Boylece
RadM <®,_Rad,M; olup ayrica &,

iel

Rad,M; <Rad M oldugundan

iel

Rad,M =®,_, Rad M, olur.

Tanim 3.5.25. M bir R-modiil olsun. M ’nin her alt modulii M ’de bir direkt

toplam olan bir g-tiimleyene sahip ise M ’ye bir @ — g — tiimlenmis modiil denir

(Nebiyev ve Okten, 2018).

3.6. Bol g — Tiimlenmis Modiiller

Tanim 3.6.1. M bir R-modiil ve U <M olsun. M =U +V olan her V<M
icin U, M’de T <V olacak sekilde bir T ¢ —tiimleyene sahip ise U, M ’de bol
g —ttimleyenlere sahiptir denir. M ’nin her alt modiili M ’de bol g —tiimleyenlere

sahip ise M ’ye bir bol ¢ — tiimlenmis modiil denir (Kosar vd., 2015).

Teorem 3.6.2. M bir R-modiil, U,,U, <M ve M =U,+U, olsun. U, ve
U,, M’de bol g —tiimleyenlere sahip ise U, "U, de M ’de bol g —tiimleyenlere
sahiptir (Kosar vd., 2015).

Ispat: U,nU,+T =M olsun. Bu durumda M =U,+U, T =U,+U,NT
oldugu gosterilebilir. U, ve U,, M ’de bol ¢ —tiimleyenlere sahip oldugundan U,
V,<U,NT olan bir V, g-—tiimleyenine ve U,, V,<U NT olan bir V, g-—
timleyenine sahiptir. M =U,+V, ve V,<U, oldugundan Modiiler Kuraldan
U,=U,n(U,+V,)=U,NU, +V, dir. Benzer sekilde, U,=U,nU,+V, olur. O
halde,

M=U,+U,=U, nU,+V,+U nNU, +V, =U NU, +V, +V,
ve

U, nU, N (V,+V,)=U,n(V,+U, "V,)=U, "V, +U, "V, <, V, +V,

olur. Bu nedenle, V,+V,, U ,NU,’nin M ’de bir ¢-—tiimleyenidir. Burada

V,+V, <T oldugundan U, NU,, M ’de bol g —tiimleyenlere sahiptir.
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Teorem 3.6.3. M bir bol g —tiimlenmis modiil ise M ’nin her boliim modiilii

de bol g —tiimlenmistir (Kosar vd., 2015).
Ispat: Aciktir.

Sonu¢ 3.6.4. M bir bol g-timlenmis modiil ise M ’nin homomorfik

goriintiisii de bol g — tiimlenmistir (Kosar vd., 2015).
Ispat: Teorem 3.6.3.’ten agiktir.

Teorem 3.6.5. M bir R-modiil olsun. M ’nin her alt modiilii ¢ —tiimlenmis

ise M bol g —tiimlenmistir (Kosar vd., 2015).

Ispat: M =U +V olsun. Hipotezden V g —tiimlenmis olup U NV ’nin V’de

bir X g—tiimleyeni vardir. Burada V=UNV+X ve UNnX=UnNVnX <, X
olur. O halde M =U +V=U+UnV+X=U+X ve UnX <, X olup X, Unun

M’de bir g —tiimleyeni olur. Ayrica X <V ’dir. O halde M bol g —tiimlenmis olup

istenen elde edilir.

Yardimci Teorem 3.6.6. M bir 7 —projektif ve g —tiimlenmis modiil ise M

bir bol ¢ —tiimlenmis modiildiir (Kosar vd., 2015).

Ispat: M =U+V ve X, U’nun M de bir g-—tiimleyeni olsun. M 7 —
projektif ve M =U+V oldugundan ImfcV ve Im(1-f)cU olan bir

f:M —>M R-—modil homomorfizmasi vardir. Buradan
M=f(M)+(1-f)(M)=f(U)+f(X)+U=U+f(X)

yazilir. Kabul edelim ki aeUnf(X) olsun. ae f(X) oldugundan a= f(x)
olacak sekilde IxeX vardir. a=f(x)="f(x)-x+x=x—-(1-f)(x) ve
(1-f)(x)eU oldugundan x=a+(1-f)(x)eU olup xeU bulunur. Bu nedenle
xeUnX olup buradan a=f(x)ef(UnX) olur ve
Unf(X)<fUnX)<x, f(X) elde edilir. Buradan f(X), U ’nun M *de bir
g —tiimleyenidir. Ayrica f (X)<V dir. Bunedenle M bol g —tiimlenmistir.

Asagidaki sonug¢ Yardimci Teorem 3.6.6.’dan kolaylikla elde edilebilir.
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Sonug 3.6.7. M bir projektif ve ¢ —tiimlenmis modiil ise M bir bol ¢g-

timlenmis modiildir (Kosar vd., 2015).

3.7. g —Radikal Tiimlenmis Modiiller

Tanim 3.7.1. M bir R-modil ve UV <M olsun. M=U+V ve
UnV< RadgV ise V'ye M’de U ’nun bir genellestirilmis radikal tiimleyeni

(kisaca g —radikal tiimleyeni) denir. M ’nin her alt modili M ’de bir

genellestirilmis radikal tliimleyene sahip ise M ’ye bir genellestirilmis radikal

timlenmis (kisaca ¢ —radikal timlenmis) modiil denir (Kosar vd., 2018).

Her ¢ —tiimlenmis modil ¢ —radikal tiimlenmistir. Ancak tersi her zaman
dogru degildir.

Yardimei Teorem 3.7.2. M bir R-modiil ve U,V <M olsun. V, M’de U

‘nun bir g —radikal tiimleyeni olmasi igin gerek ve yeter kosul M =U +V ve her

meU NV igin Rm<; V olmasidir (Kosar vd., 2018).

Ispat: (:>) V, M’de U’nun bir ¢-radikal tiimleyeni oldugundan
M=U+V ve UnV<RadV olur. meUnV olsun. UnV <RadV
oldugundan meRadV olur. Yardimcr Teorem 3.5.23.(1)’den Rm< V elde
edilir.

(<:) Her meUnNV i¢in Rm<, V oldugundan Yardimci Teorem

3.5.16.°dan U NV <Rad )V olup V, M ’de U ’'nun bir ¢ —radikal tiimleyenidir.

Yardimer Teorem 3.7.3. M bir R-modil, M,;,U,X <M ve Y <M, olsun.
X, M’de M;+U ’'nun bir g —radikal tiimleyeni ve Y, M, de (U + X)ﬁ M, ’in
bir g —radikal timleyeni ise X +Y de M ’de U ’nun bir g —radikal timleyenidir

(Kosar vd., 2018).
Ispat: X, M’de M,+U’nun bir g-radikal tiimleyeni oldugundan
M=M,+U+X ve (M{+U)nX <Rad X dir. Y, M,’de (U+X)"M,’in bir

g —radikal tiimleyeni oldugundan
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M;=(U+X)nM;+Y ve (U+X)NY =(U+X)nM,NY <Rad Y
olur. Buradan M=M,+U+X=(U+X)nM+Y+U+X=U+X+Y ve
Yardimet Teorem 3.5.23.(3) *ten

UNn(X+N<U+X)NY+U+Y)NX <Rad Y +(M,+U)NX <Rad,Y + Rad X <Rad (X +Y)
yazilir. Bunedenle X+Y , W ’de /’nunbir r—radikal tiimleyenidir.

Yardimer Teorem 3.7.4. M =M;+M, olsun. M, ve M, ¢-radikal

timlenmis ise M de ¢ —radikal timlenmistir (Kosar vd., 2018).

Ispat: U <M olsun. 0, M *de M,+M,+U ’nun bir g—radikal timleyenidir.

M, g —radikal timlenmis oldugundan M, ’de (M, +U)"M,=(M,+U +0)nM,

’in bir X g-—radikal tiimleyeni vardir. Yardimci Teorem 3.7.3.ten X +0=X,

M’de M,+U ’nun bir ¢-radikal tiimleyenidir. M, g-—radikal tiimlenmis

oldugundan M,’de (U+X)nM,’nin bir Y g-radikal tiimleyeni vardr.
Yardimci Teorem 3.7.3.’ten X +Y, M ’de U ’nun bir g —radikal timleyenidir.

Sonu¢ 3.7.5. M =M;+M,+..+M, olsun. Her i=12,...,k icin M, g-—
radikal timlenmis ise M de g —radikal timlenmistir (Kosar vd., 2018).

Ispat: Yardimci Teorem 3.7.4.’ten agiktir.

Yardimci Teorem 3.7.6. M bir R-modil, U,V <M ve K<U olsun. V,
M *de U ’nun bir g —radikal timleyeni ise (V+K)/K, M/K’da U/K nmn bir

g —radikal tiimleyenidir (Kosar vd., 2018).

Ispat: V., M de U *nun bir g —radikal tiimleyeni oldugundan M =U +V ve
UV <Rad,V “dir. M/K=U/K+(V+K)/K ve Yardmct Teorem
3.5.23.(5)’ten

(U/K)A((V+K)/K)=(UNV +K)/K <(RadV +K)/K <Rad, [ (V +K)/K ]
olur. Bu nedenle (V +K)/K, M/Kda U/K ninbir g-radikal tiimleyeni olur.

Yardimci Teorem 3.7.7. ¢ —radikal timlenmis bir modiiliin her b6liim modiilii

de g -—radikal timlenmistir (Kosar vd., 2018).
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Ispat: Yardimc1 Teorem 3.7.6.’dan agiktir.

Sonug 3.7.8. ¢ —radikal timlenmis bir modiilin homomorfik goriintiisii de
g —radikal tiimlenmistir (Kosar vd., 2018).

Ispat: Yardimec1 Teorem 3.7.7.’den agiktir.

Yardimct Teorem 3.7.9. M bir g-—radikal tiimlenmis modiil olsun. Bu
durumda her sonlu M -iiretilmis modiil g —radikal tiimlenmistir (Kosar vd., 2018).

Ispat: Sonug 3.7.5. ve Sonug 3.7.8.’den agiktir.

Sonug¢ 3.7.10. R bir halka olsun. R ’nin ¢ -radikal timlenmis olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her sonlu diiretilmis R -modiliin g —radikal tiimlenmis
olmasidir (Kosar vd, 2018).

Ispat: Yardime1 Teorem 3.7.9.’dan agiktir.

3.8. Bol g —Radikal Tiimlenmis Modiiller

Tanim 3.8.1. M bir R-modiil ve U <M olsun. M =U +V olan her V<M
icin U, M’de V'<V olan bir V' g-radikal tiimleyenine sahip ise U, M’de bol g-
radikal tiimleyenlere sahiptir denir. M'nin her alt modilii M’de bol g-radikal

timleyenlere sahip ise M’ye bir bol g-radikal tiimlenmis modiil denir (Kosar vd.,
2021).

Her bol g-radikal tiimlenmis modiil g-radikal tiimlenmistir.

Teorem 3.8.2. M =M,;+M, +...+M, olsun. Her i=12,...,n igin M, bol g-
radikal tiimlenmis ise M g-radikal timlenmistir (Kosar vd., 2021).

Ispat: Her i=1,2,...,n igin M, bol g-radikal tiimlenmis oldugundan M, g-
radikal timlenmistir. Sonug 3.7.5.’ten M g-radikal tiimlenmistir.

Teorem 3.8.3. M bir bol g-tiimlenmis R-modiil ise M bol g-radikal tiimlenmistir
(Kosar vd., 2021).

Ispat: M =U +V olsun. M bol g-tiimlenmis oldugundan U, M’de V'<V olan

bir V'g-tiimleyenine sahiptir. Buradan M =U+V' ve UnV'< V' yazlr.

UunV' <, V' oldugundan Yardimci Teorem 3.5.16.’dan U NV'< RadgV' olup V',
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M’de U nun bir g-radikal tiimleyeni olur. Ayrica V'<V oldugundan M bol g-radikal

tiimlenmistir.

Teorem 3.8.4. M bir R-modiil , U,,U, <M ve M =U,+U, olsun. U, ve U,
M’de bol g-radikal tiimleyenlere sahip ise U, nU, de M’'de bol g-radikal
tiimleyenlere sahiptir (Kosar vd., 2021).

[spat: UnU,+T=M olsun. Teorem 2.2.20.’den
M=U,+U, T =U,+U, "T yazilir. U, ve U,, M’de bol g-radikal tiimleyenlere
sahip oldugundan U,, M’de V, <U, "T olan bir V, g- radikal tiimleyenine, U, de
M’de V,<U,NT olan bir V, g-radikal tiimleyenine sahiptir. M =U,+V, ve
V, <U, oldugundan Modiiler Kuraldan U, =U, (U, +V,)=U,NU,+V, yazilr.

Benzer sekilde U, =U, n"U, +V, olur. Bu durumda

M=U +U, =U nNU,+V,+U nU, +V, =U NU, +V, +V,
ve Yardimer Teorem 3.5.23.’ten

U, U, n(V, +V,)=U, " (V, +U, "V,)=U, "V, +U, "V, <Rad V, + Rad V, < Rad, (V, +V,)

olur. Buradan V,+V,, U, NU,’nin M’de bir g-radikal tiimleyeni olur. Ayrica

V, +V, <T ’dir. O halde U, "U,, M’de bol g-radikal tiimleyenlere sahiptir.

Teorem 3.8.5. Bir bol g-radikal tiimlenmis modiiliin her béliim modiilii de bol

g-radikal timlenmistir (Kosar vd, 2021).

Ispat: M herhangi bir bol g-radikal tiimlenmis modiill ve K <M olsun.
U/K,V/K<M/K olmak tizere ve M/K=U/K+V/K ise M=U+V ve M

bol g-radikal tiimlenmis oldugundan U’nun M’de T <V olan bir T g-radikal
tiimleyeni vardir. Yardimer Teorem 3.7.6.’dan (T +K)/K, M/K’da U/K ’nin

bir g-radikal tiimleyenidir. Ayrica (T +K)/K <V /K olup U/K, M/K da bol

g-radikal tiimleyenlere sahiptir ve M /K bol g-radikal timlenmistir.

Sonug 3.8.6. Bir bol g-radikal tiimlenmis modiiliin homomorfik goriintiisii de

bol g-radikal tiimlenmistir (Kosar vd, 2021).

Ispat: Teorem 3.8.5.’ten agiktir.
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Teorem 3.8.7. M bir R-modiil olsun. M nin her alt modiilii g-radikal timlenmis

ise M bol g-radikal tiimlenmistir (Kosar vd, 2021).

Ispat: U,V <M olmak iizere M =U +V olsun. Hipotezden V g-radikal

timlenmis ve UMV, V’de bir T g-radikal tiimleyenine sahiptir. Buradan
V=UnNV+T ve UNVNT <Rad T yazlir. Bu durumda

M=U+V=U+U"V+T=U+T

ve UNT=UnV T <Rad,T olup T, U'nun M’de bir g-radikal timleyeni olur.

Ayrica T <V ’dir. O halde U, M’de bol g-radikal tiimleyenlere sahip olup M bol g-

radikal tiimlenmistir.

Teorem 3.8.8. R herhangi bir halka olsun. Her R-modiiliin g-radikal tiimlenmis
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her R-modiiliin bol g-radikal tiimlenmis olmasidir

(Kosar vd, 2021).

Ispat: (:>) M bir R-modiil olsun. Her R-modiil g-radikal tiimlenmis

oldugundan M 'nin her alt modiilii g-radikal tiimlenmistir. O halde Teorem 3.8.7.’den

M bol g-radikal tiimlenmistir.
(<:) Agiktir.

Teorem 3.8.9. M bir = -projektif ve g-radikal tiimlenmis modiil ise M bol g-
radikal timlenmistir (Kosar vd, 2021).

Ispat: M =U+V ve X, M’de U’nun bir g-radikal tiimleyeni olsun. M 7 -
projektif ve M =U+V oldugundan Gorf cV ve Gor(1-f)cU olan bir

f:M —> M R-modiil homomorfizmasi vardir. Buradan
M=f(M)+(1-f)(M)=f(U)+f(X)+U=U+f(X)

yazilir. Kabul edelim ki aeUnf(X) olsun. ae f(X) oldugundan a= f(x)
olacak sekilde 3IxeX wvardir. a=f(x)=f(x)-x+x=x—-(1-f)(x) ve
(1-f)(x)eU oldugundan x=a+(1-f)(x)eU olur. Buradan xeUnNX ve

a=f(x)ef(UnX) olup Unf(X)<f(UnX)<f(Rad,X)<Rad,f(X)
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yazilir. O halde f (X ), M’de U’nun bir g-radikal tiimleyenidir. Ayrica f (X ) cV

oldugundan M bol g-radikal timlenmistir.

Sonug 3.8.10. M bir projektif ve g-radikal tiimlenmis modiil ise M bol g-radikal
timlenmistir (Kosar vd., 2021).

Ispat: Teorem 3.8.9.’dan agiktir.

Tanim 3.8.11. M bir R—modiil olsun. M modiiliiniin bir X alt modiilii her
he End(M) i¢in h(X) < X kosulunu sagliyorsa, X’e M 'nin bir tam degismez (fully
invariant) alt modiilii denir. Eger bir M R —modiiliiniin her alt modiilii tam degismez

ise bu modiile bir duo modiil denir ( Kosan ve Tiitiincii, 2007).
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. ©- g—Radikal Tiimlenmis Modiiller

Tanim 4.1.1. M bir R-modiil olsun. Eger M ’nin her alt modiili M ’de bir

direkt toplam terimi olacak sekilde bir g —radikal tiimleyene sahip ise M ’ye bir

® — g — radikal tiimlenmis modiil denir.

Teorem 4.1.2. M bir R-modiil olmak iizere M =M, ®M, ve XY <M,
olsun. Bu durumda Y modiiliiniin M,’de X ’in bir g —radikal timleyeni olmasi
icin gerek ve yeter kosul Y modiiliinin M, + X'in M ’de bir ¢ —radikal tiimleyeni
olmasidir.

Ispat: (:>) Y, X’in M,’de bir ¢—radikal tiimleyeni olsun. Bu durumda
M,=X+Y ve XnY <Rad)Y olur. M=M, &M, ve M,=X+Y oldugundan
M =M, +X +Y olur. Ayrica X,Y <M, ve M, "M, =0 oldugundan
(M +X)NY =(M+X)nM,nY =(M;AM,+X )Y =(0+X)nY =X NY <Rad Y
olur. O halde Y, M, + X ’in M ’de bir g-—radikal timleyeni olup istenen elde
edilir.

(<)Y, M,+X’in M de bir g-radikal timleyeni olsun. Bu durumda
M=M,+X+Y ve (M;+X)nY<RadY olur. M=M,+X+Y, X,Y<M, ve
M; "M, =0 oldugundan

M,=M M, =(M,+X+Y)AM, =M, AM, + X +Y = X +Y

olur. Ayrica X NY <(M;+X)NY <Rad Y olur. O halde Y, X'in M, de bir

g —radikal tiimleyeni olup istenen elde edilir.

Teorem 4.1.3. M bir R-modiil ve K, M ’nin bir direkt toplam terimi olsun.

Bu durumda RadgK =Kn RadgM olur.

Ispat: K, M ’nin bir direkt toplam terimi oldugundan M =K ®T olacak
sekilde 3T <M vardir. Yardimer Teorem 3.5.24.’ten Rad M =Rad K ®Rad,T

olur. Bu durumda
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K ~Rad;M =K ~(Rad,K ®Rad,T ) =Rad,K ®(K nRad,T ) =Rad K ®0=Rad K

olup istenen elde edilir.

Teorem 4.1.4. M bir ®-g-—radikal timlenmis R —modil olsun. Eger

Rad,M <, M ise M @ — g - tiimlenmistir.

Ispat: ~ Rad M <, M  olsun.  Herhangi X<M alaim. M

@ — g —radikal timlenmis oldugundan X'in M ’de bir direkt toplam terimi olan en

az bir Y g-radikal timleyeni vardir. Burada M =X +Y ve XY <Rad Y olur.
Rade <Rad gM <, M ve Y, M ’nin bir direkt toplam terimi oldugundan Teorem
3.5.14’ten Rad )Y <Y olur. O halde XNY <,Y olup ayrica M=X+Y

oldugundan Y, X'in M ’de bir g—tumleyeni olur. Boylece M @ — g — tiimlenmis

olup istenen elde edilir.

Teorem 4.1.5. M bir &-g —radikal tiimlenmis R—modiil ve Rad M =M

olsun. Eger M nin her 6z biiyiik alt modiilii bir maksimal alt modiilde igeriliyorsa M

@ — g — tiimlenmistir.
Ispat: M nin her 6z biiyiik alt modiilii bir maksimal alt modiilde igerilsin. Bu
durumda Teorem 3.5.22. geregi Rad,M <, M olup M ®—g —radikal timlenmis

oldugundan Teorem 4.1.4. geregi M @ — g — tlimlenmis olur.

Teorem 4.1.6. M bir sonlu fretilmis R-modil olsun. Bu durumda

RadgM <, M olur.

Ispat: Eger M en az bir 6z biiyiik alt modiile sahipse Teorem 3.5.21. geregi
M nin her 6z biiyiik alt modiilii bir genellestirilmis maksimal alt modiilde icerilmis

olup Teorem 3.5.22. geregi Rad,M <, M olur. Kabul edelim ki Mnin higbir 6z
biiylik alt modiili olmasin. Bu durumda Rad;M +T =M olan her TaM igin

T =M olup yine RadM <, M olur. Sonug olarak Rad,M <, M olur.

Sonug 4.1.7. M bir sonlu iiretilmis ve @ — g —radikal timlenmis R —modiil

olsun. Bu durumda M @ — g — tiimlenmistir.
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Ispat: M sonlu iiretilmis oldugundan Teorem 4.1.6. geregi Rad,M <, M olur.
Bu durumda M @ — g —radikal tiimlenmis oldugundan Teorem 4.1.4. geregi M

@ — g — tiimlenmistir.

Teorem 4.1.8. M bir ©-g-radikal timlenmis R-modiil olsun. Eger

Rad,M <M ise M @ — tiimlenmistir.

Ispat: Rad,M <M olsun. M ’nin herhangi X alt modiliini alalim. M
® — g —radikal tiimlenmis oldugundan X'in M ’de bir direkt toplam terimi olan en

az bir Y g-radikal timleyeni vardir. Burada M =X +Y ve XY <Rad_ Y olur.
Rad,Y <Rad,M <M ve Y, M ’nin bir direkt toplam terimi oldugundan Teorem
2.7.2.(v)’ten Rad)Y <Y olur. O halde XY <Y olup ayrica M=X+Y

oldugundan Y, X ’in M ’de bir tiimleyeni olur. Yani M nin her alt modiilii M 'de bir
direkt toplam terimi olacak sekilde en az bir tiimleyene sahiptir. Boylece M

@ —tumlenmis olup istenen elde edilir.

Sonug 4.1.9. M bir @ — g —radikal tiimlenmis R —modiil ve Rad;M =RadM

olsun. Eger M nin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiilde igeriliyorsa M @ —

tiimlenmistir.

Ispat: M’nin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiilde igerilsin. Bu durumda

Teorem 2.8.6. geregi RadM <M olup RadM =RadM oldugundan
Rad,M <M olur. O halde M @ —g —radikal timlenmis oldugundan Teorem
4.1.8. geregi M @ — tlimlenmis olur.

Sonu¢ 4.1.10. M bir @®-g-radikal timlenmis R-—modil ve

Rad,M =RadM olsun. Eger M sonlu iiretilmis ise M @ — tiimlenmistir.

Ispat: M sonlu iiretilmis oldugundan Sonu¢ 2.8.7. geregi RadM < M olup
Rad,M =RadM oldugundan Rad;M <M olur. Bu durumda M @ —g —radikal

tiimlenmis oldugundan Teorem 4.1.8. geregi M bir @ — tiimlenmis modiil olur.

Teorem 4.1.11. M bir R-modiil ve M =M, ®M, olsun. Eger M, ve M,

® — g —radikal timlenmis ise M de @ — g —radikal timlenmistir.
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Ispat: U, M ’nin bir alt modiilii olsun. M, ®—g—radikal tiimlenmis oldugundan
(M;+U)nM, , M, de bir direkt toplam terimi olan bir X g-radikal tiimleyenine
sahiptir. X, M,’de (M;+U)~M,’nin bir g-radikal tiimleyeni oldugundan
M,=(M;+U)nM,+X ve (M;+U)nX=(M;+U)nM,nX <Rad X olur.

M, =(M,+U )M, + X ’ten
M=M&M,=M+(M,+U)"M,+X =M, +U + X

elde edilir. M, @-g-radikal tiimlenmis oldugundan (U +X)"M,, M, de bir
direkt toplam terimi olan bir Y g-—radikal tiimleyenine sahiptir. Y, M, de
(U+X)nM,’in bir g-radikal tiimleyeni oldugundan M, =(U+X)"M,+Y ve
(U+X)NY =(U+X)nM;nY <Rad )Y olur. M, =(U+X)"M,+Y oldugundan
M=M,+U+X=(U+X)nM+Y+U+X =U+X+Y
olur. (M,+U)nX < Rad X ve (U+X)nY < Rad;Y oldugundan Yardimci
Teorem 3.5.23.(3)’ten
UNn(X+Y)<S(U+Y)nX+(U+X)NY <(M+U)n X +(U+X)NY <Rad X +Rad Y
<Rad, (X +Y)
elde edilir. O halde X +Y, M ’de U ’nun bir g - radikal tiimleyeni olur. X, M, ’nin
bir direkt toplam terimi ve Y de M, ’in bir direkt toplam terimi oldugundan X +Y ,
M =M, ®M, nin bir direkt toplam terimi olur. O halde M & —g—radikal
tiimlenmistir.

Sonu¢ 4.1.12. M bir R-modil ve M=M&M,®..®&M, olsun.
Vi=12,..,n i¢in M, @-g-radikal timlenmis ise M de @ —g-radikal
tiimlenmistir.

Ispat: Teorem 4.1.11.’den ispat1 agiktir.

Teorem 4.1.13. M bir @ — g —radikal timlenmis R —modiil ve K <M olsun.
+K

M ’nin her X direkt toplam terimi i¢in , M /K ’nm bir direkt toplam terimi

ise M /K @ - g-radikal timlenmistir.
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Ispat: U/K, M/K nin herhangi bir alt modiilii olsun. M @ — g —radikal
timlenmis oldugundan U, M’de bir direkt toplam terimi olan bir X g-radikal

tiimleyenine sahiptir. X, U nun M de bir g-radikal tiimleyeni ve K <U oldugundan

Yardimci Teorem 3.7.6.°dan X ; K , M/K’da U/K’mn bir g-radikal

timleyenidir. X, M’nin bir direkt toplam terimi oldugundan hipotezden X;K,

M / K ’nin bir direkt toplam terimidir. O halde M /K & — g —radikal tiimlenmistir.

Teorem 4.1.14. M bir dagilimh ve @ — g —radikal tiimlenmis R-modiil olsun.

Bu takdirde M 'nin her boliim modiiliic © — g — radikal tiimlenmistir.

Ispat: K <M ve X, M’nin bir direkt toplam terimi olsun. X, M nin bir direkt
toplam terimi oldugundan M =X @Y olacak sekilde 3Y <M vardir. M =X ®Y
M X+K Y+K
. +

oldugundan 3 e olur. M dagilimh oldugundan
X+K Y+K
(X+K)N(Y+K)=K ve XK A YK =( Jalt )=5:0 olur.
K K K K
Buradan % -3 ; K @Y JI;K olup Teorem 4.1.13.’ten M /K & —g—radikal

tiimlenmistir.

Sonug 4.1.15. M bir dagilimli ve @ — g —radikal tiimlenmis R-modiil olsun. Bu

durumda M nin her homomorfik goriintiisii de @ — g — radikal tiimlenmistir.

Ispat: Teorem 4.1.14.’ten agiktir.

Teorem 4.1.16. M, (D3) ozelligini saglayan @ — g —radikal timlenmis bir R-
modiil olsun. Bu durumda A’nin her direkt toplam terimi de © —g—radikal

tiimlenmistir.

Ispat: K, M ’nin herhangi bir direkt toplam terimi olsun. Buradan M =K ®T
olacak sekilde IT <M vardir. U<K olsun. M ®—-g—radikal tiimlenmis bir
modiil oldugundan U, M’de bir direkt toplam terimi olan bir X g-radikal tiimleyenine
sahiptir. Buradan M =U+X ve UnX<Rad X yazilir. U<K oldugundan

M=U+X=K+X olup M, (D3) 6zelligine sahip oldugundan K X , M nin bir

direkt toplam terimidir. O halde M =(K N X)®Y olacak sekilde 3Y <M vardur.
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Buradan K =(KNX)®(KnNY) olur. M =U+X ve U<K oldugundan Modiiler
Kuraldan K=U+KnX yazilr. UnNX<Rad X <RadM  oldugundan
UNnKnX<KnXnRad,M olur. KnX, Mnin bir direkt toplam terimi

oldugundan Teorem 4.1.3."ten U NKNX <KX NRad,M =Rad, (K X) olup

KX, U’nun K’da bir direkt toplam terimi olan bir g-radikal tiimleyenidir. O halde
K @ — g —radikal tiimlenmistir.

Sonug 4.1.17. M, (D3) 6zelligini saglayan @ — g —radikal tiimlenmis bir R-
modiil olsun. Bu durumda M nin her X direkt toplam terimi icin M/ X de ®-g -

radikal tiimlenmistir.

Ispat: X, M nin herhangi bir direkt toplam terimi olsun. Buradan M =X @Y
olacak sekilde Y <M vardir. Teorem 4.1.16.’dan Y @ — g — radikal timlenmistir.

M_X+Y _ Y Y

X X XnY 0

oldugundan M /X de @& — g —radikal tiimlenmistir.

Sonug 4.1.18. M, (D3) 6zelligini saglayan @ — g —radikal timlenmis bir R-
modiil, N bir R-modiil olmak tlizere f:M — N bir R-modiil epimorfizmasi1 ve Cekf
M ’nin bir direkt toplam terimi olsun. Bu durumda N de @ —g-radikal

tiimlenmistir.

Ispat: M /Cekf =Gorf =N oldugundan Sonug 4.1.17.’den agiktir.

Teorem 4.1.19. M bir @®—g —radikal timlenmis R-modiil olsun. K <M ve
M =M, ®M, olanher M;,M, <M i¢in K=(KnM,)®(KnM,) ise M/K &-
g-radikal timlenmistir.

Ispat: U/K<M/K olsun. M @ -g-radikal tiimlenmis oldugundan U,
M’de bir direkt toplam terimi olan bir V g-radikal tiimleyenine sahiptir. Buradan
M =V @ X olacak sekildle 3 X <M vardir. Hipotezden, K =(K NV )®(KNX)
yazilir. K<U ve V, U’nun M’de bir g-radikal tiimleyeni oldugundan, Yardimci

Teorem 3.7.6.’dan v ;K , U/K’nin M/K’da bir g-radikal timleyenidir.
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M=V ®&X oldugundan % _VK + X ; K olur. Moduler Kuraldan ve

K

hipotezden

V+KmX+K:(V+K)m(X+K)

K K K
(V+K)mX+K_(V+KmV+KmX)mX+K_
K - K -
(V+KmV)mX+KmX+K_VmX+K_O+K_O
K K K
olur. Buradan %:V;K@)X;K yazilir. O halde M/K &-g-radikal

tiimlenmistir.

Sonug 4.1.20. M bir & —g -radikal tiimlenmis R-modiil ve N bir R-modiil
olmak tizere f:M — N bir R-modiil epimorfizmasi olsun. M =M, @M, olan her
M, M, <M igin Cekf =(Cekf "M,) D (Cekf NM,) ise N @-g-radikal
tiimlenmigtir.

Ispat: M /Cekf = Gorf =N oldugundan Teorem 4.1.19.’dan aciktir.

Teorem 4.1.21. M bir R-modill, X,Y,Z<M, M=Y®Z ve 7:M—>Y
kanonik projeksiyon olsun. Eger 7(X)c X ise X =(XNY)® (X Z) olur.

Ispat: Herhangi xe X alalim. Xxe X ve X <M oldugundan xeM olup

M=Y®Z oldugundan X=Yy+2z olacak sekilde JyeY ve JzeZ vardir.
Hipotezden y=7(x)e X olup yeY nX olur. X,y € X oldugundan z=x-Yye X
olup ayrica ze€ Z oldugundan ze X nZ olur. ye X NY ve ze X nZ oldugundan
X=y+ze(XNY)®(XNZ) olup Xcc(XNY)®(XNZ) olur. Ayrica
(XNY)®(XNnZ)c X oldugundan X =(X NY)D(XNZ) olup istenen elde
edilir.

Teorem 4.1.22. M bir @ — g —radikal tiimlenmis R-modiil ve© X <M olsun.
Eger M =Y®Z olan her Y,Z<M i¢in n:M —Y kanonik projeksiyon olmak

tizere 7(X)c X ise M/ X @ - g—radikal tiimlenmis olur.
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Ispat: Teorem 4.1.21. geregi M=Y@®Z olan her Y,Z<M igin
X=(XNY)®(XNZ) olur. O halde Teorem 4.1.19.’dan M /X @ —g—radikal

tiimlenmistir.

Teorem 4.1.23. M bir @ — g —radikal tiimlenmis R-modiil ve X, M nin bir tam

degismez alt modiilii olsun. Bu durumda M/ X @ — g —radikal tiimlenmistir.

Ispat: X, M nin bir tam degismez alt modiilii oldugundan her h e End(M) igin
h(X)cX olup M=Y®Z olan her Y,Z<M i¢in 7z:M —Y Kkanonik
projeksiyon olmak tizere 7(X)c X olur. O halde Teorem 4.1.22.den M /X

@ — g —radikal tiimlenmis olup istenen elde edilir.

Sonug 4.1.24. M bir duo modiil olsun. Eger M @ — g —radikal tiimlenmis ise

M 'nin her boliim modiilii @ — g — radikal timlenmis olur.

Ispat: M bir duo modiil oldugundan M ‘nin her alt modiilii tam degismez olup M

® — g —radikal tiimlenmis oldugundan Teorem 4.1.23. geregi M’nin her bdlim

modili @ — g —radikal timlenmis olur.

Sonug 4.1.25. M bir duo modiil olsun. Eger M @ — g —radikal tiimlenmis ise

M 'nin her homomorfik goriintiisii de @ — g —radikal tiimlenmis olur.

Ispat: Sonug 4.1.24.’ten agiktir.

Teorem 4.1.26. M, SSP 6zelligini saglayan bir @ — ¢ —radikal timlenmis R-
modiil olsun. Bu durumda M nin her K direkt toplam terimi i¢in M /K bir &@—-g—
radikal tiimlenmis modiildiir.

Ispat: K, M nin herhangi bir direkt toplam terimi ve U/K <M /K olsun. M
@ — g —radikal timlenmis oldugundan U, M’de M nin bir direkt toplam terimi olan

V +K

bir V g-radikal tiimleyenine sahiptir. Yardimer Teorem 3.7.6.’dan , U/K

'nin M /K ’da bir g-radikal timleyenidir. K ve V, M nin birer direkt toplam terimi

ve M, SSP o6zelligine sahip oldugundan K+V de M’nin bir direkt toplam terimidir.
Buradan M =(K+V)®T olacak sekildle IT<M vardir. M=(K+V)®T
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- M K+V+T V+K T+K
oldugundan — = = +
K K K

oldugundan Modiiler Kuraldan

V+KmT+K_(V+K)m(T+K)_(V+K)mT+K_0+K_
K K K a K K

yazilir. Bu durumda (V + K)mT =0

0

olur. Buradan % VK gI+K

= &) " olur. O halde M/K @®-g-radikal

tiimlenmistir.

Sonug¢ 4.1.27. M, SSP 0zelligini saglayan bir @ — g —radikal tiimlenmis R-
modiil olsun. Bu durumda M’nin her direkt toplam terimi @ — g - radikal
tiimlenmistir.

Ispat: T, M’nin herhangi bir direkt toplam terimi olsun. Bu durumda
M =T @K olacak sekilde M nin en az bir K alt modiilii vardir. Teorem 4.1.26.’dan

TR T T .7 oldugundan T de
K TnK 0

M /K @ - g -radikal tiimlenmistir. % =
® — g —radikal timlenmistir.

Uyar: M sadece C<A C<B,A£BveB<£A olan 0,AB,C &z alt
modiillerine sahip bir R-modiil ise M g-radikal tiimlenmistir fakat, @ — g — radikal

timlenmis degildir.

Her © —g —tiimlenmis modiiliin ©® — g —radikal tiimlenmis modiil oldugu

kolayca goriiliir. Ancak asagidaki orneklerde de goriildiigii gibi tersi her zaman

dogru degildir.

Ormek  4.1.28. Q, Z—modulund goz éntine alalm. Rad Q@ =RadQ=Q
oldugundan ,Q © - g -radikal tiimlenmistir. Fakat, ,Q tiimlenmis olmadigindan
ve ,Q’nin sifir olmayan her alt modiilii ,Q’da biyiik oldugundan ,Q g-
tiimlenmis degildir. Bu nedenle ,Q @ —g — tiimlenmis degildir.

Ornek 4.1.29. p bir asal tamsay1 olmak iizere Q®7Z . 7, —modiliini goz

Ontline alalim. Rangp2 ;thz oldugunu gormek kolaydir. Yardimci Teorem

3524 ten Rad, (Q®Z,)=Rad,Q@®Rad,Z, #Q®Z, olur. Q ve Z,
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® — g —radikal timlenmis oldugundan Teorem 4.1.11.°den Q®Z 0 ®-0-

radikal timlenmistir. Fakat, Q@ 7Z o @ — g — timlenmis degildir.

Tanim 4.1.30. M bir R-modiill ve U,V <M olsun. Eger M =U+V ve
UV <Rad,M ise V'ye U’'nun M’de bir zayif ¢ —radikal tiimleyeni denir. Eger

M 'nin her alt modiiliit M 'de bir zayi1f ¢ —radikal tiimleyene sahip ise M ye bir zayif

g —radikal timlenmis modiil denir.

Teorem 4.1.31. Her g-radikal tiimlenmis modil zayif ¢ -radikal
tiimlenmistir.

Ispat: Tanimlardan agiktir.

Teorem 4.1.32. M bir R-modiil olsun. Eger M nin her alt modiilii M’de bir
direkt toplam terimi olacak sekilde bir zayif g -—radikal tiimleyene sahipse M
modiilii @ — g — radikal tiimlenmistir.

Ispat: M ’nin herhangi bir U alt modiiliinii alalim. Hipotezden U 'nun M’de bir
direkt toplam terimi olacak sekilde bir V zayif ¢ —radikal tlimleyeni vardir. V,
Unun M’de bir zayif ¢-radikal tiimleyeni oldugundan M =U+V ve
UV <Rad,M olur. V, M'nin bir direkt toplam terimi oldugundan Teorem 4.1.3.
geregi Rad )V =V~Rad M olur. UnV<RadM ve UnV <V oldugundan
UnV <VnRadM =RadV olur. O halde V, U'nun Mde bir direkt toplam terimi
olan bir g —radikal tiimleyeni olur. Boylece M bir @ — g —radikal tiimlenmis modiil
olup istenen elde edilir.

Teorem 4.1.33. M bir parcalanamaz R-modiil olsun. Eger M 'nin her alt modiilii
M de bir direkt toplam terimi olacak sekilde bir zayif g —radikal tiimleyene sahipse
M nin her 6z alt modiilii Rad ;M tarafindan kapsanr.

Ispat: M nin herhangi U 6z alt modiiliinii alalim. Hipotezden U, M de bir direkt
toplam terimi olan bir V zayif g—radikal tiimleyene sahiptir. V, U’nun M de bir
zayif g-—radikal tiimleyeni oldugundan M =U+V ve UnV <Rad M olur.

M =U +V ve U, M'nin bir 6z alt modiilii oldugundan V =0 olur. V, M nin bir

direkt toplam terimi ve M pargalanamaz oldugundan V =0 veya V=M olup
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burada V #0 oldugundan V=M olur. O halde UnV=U~~M=U olup

UV <Rad,M oldugundan U <Rad M olur. Béylece M nin her 6z alt modiilii

Rad M tarafindan kapsanir.

Teorem 4.1.34. M bir pargalanamaz R-modiil ve Rad,;M =M olsun. Eger
M nin her alt modiili M’de bir direkt toplam terimi olacak sekilde bir zayif ¢—
radikal tiimleyene sahipse M lokaldir.

Ispat: Teorem 4.1.33.’den M'nin her 6z alt modiilii Rad,M tarafindan
kapsanir. Bu durumda Rad;M # M oldugundan M bir lokal modiil olup istenen elde
edilir.

4.2. Giiglii ©—g— Radikal Tiimlenmis Modiiller

Tanim 4.2.1. M bir g-timlenmis R —modiil olsun. M nin her g-tiimleyen alt
modiilic M’de bir direkt toplam terimi ise M’ye bir giigliit @ — g — tiimlenmis modiil
denir.

Tanim 4.2.2. M bir g-radikal timlenmis R —modiil olsun. M nin her g-radikal

tiimleyen alt modiilii M de bir direkt toplam terimi ise M 'ye bir giigliit @ — g — radikal

tiimlenmis modiil denir.

Aciktir ki her giigli @ -g-radikal timlenmis modil @ —g - radikal

tiimlenmistir. Ancak bunun tersi her zaman dogru olmayabilir. (bk. Ornek 4.2.13.,

Ornek 4.2.14. ve Ornek 4.2.15.)

Teorem 4.2.3. M bir gigli @®-g-radikal timlenmis R-modiil olsun.
Rad,M <, M ise M giiglii ®— g — tiimlenmistir.

Ispat: U<M ve V, M’de U’nun bir g-radikal tiimleyeni olsun. Buradan
M=U+V ve UnV<RadV vyazilr. M gigcli ©®-g-radikal timlenmis

oldugundan V, M’nin bir direkt toplam terimidir. Yardimci Teorem 3.5.23.(2)’den

Rad V <Rad M <, M olur. V, M’nin bir direkt toplam terimi oldugundan
Rad V <V “dir. Buradan U "V <,V ve V, M’de U'nun bir g-timleyeni olup M

g-timlenmis olur. Ayrica M nin her g-tiimleyen alt modiilii bir g-radikal timleyen alt
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modiilii ve M gii¢lii @ — g —radikal tiimlenmis oldugundan M nin her g-tiimleyen alt

modiilii M nin bir direkt toplam terimi olup M giiglii @ — g — tiimlenmis olur.

Teorem 4.24. M bir gicli @-g-—radikal tiimlenmis R-modil ve
Rad,M =M olsun. Eger M nin her 6z biiyiik alt modiilii bir maksimal alt modiilde
kapsaniyorsa M giigliit @ — g — tiimlenmis olur.
Ispat: M’nin her 6z biiyiik alt modiilii bir maksimal alt modiilde igerilsin. Bu
durumda Teorem 3.5.22. gere§i Rad,M <, M olup M gigli ©®-g-radikal
tiimlenmis oldugundan Teorem 4.2.3. geregi M giiclii @ — g — tiimlenmis olur.

Sonug 4.2.5. M bir sonlu tretilmis ve giglii @ — g —radikal timlenmis R-

modiil olsun. Bu durumda M gii¢lii @ — g — tlimlenmistir.

Ispat: M sonlu iiretilmis oldugundan Teorem 4.1.6. geregi RadM <, M
olur. Bu durumda M giiglii @ — g —radikal tiimlenmis oldugundan Teorem 4.2.3.

geregi M giiclic @ — g — tiimlenmis olur.

Teorem 4.2.6. M  bir glgli @ —g—radikal timlenmis R-modiil olsun.

Rad,M <M ise M giiglii @ — tiimlenmistir.

Ispat: U<M ve V, M’de U’nun bir g-radikal tiimleyeni olsun. Buradan
M=U+V ve UnV<RadV yazilir. M gigli ©-g-radikal tiimlenmis

oldugundan V, M’nin bir direkt toplam terimidir. Yardimeir Teorem 3.5.23.(2)’den
Rad V <Rad M <M yazilir. V, M'nin bir direkt toplam terimi oldugundan

Rad V <V olur. Budurumda U NV <V ve V, M’de U'nun bir timleyeni olup M

tiimlenmis olur. Ayrica M’nin her tiimleyen alt modiilii bir g-radikal tiimleyen alt

modiili ve M giicli ® — g —radikal tiimlenmis oldugundan M’nin her tiimleyen alt

modiilii M nin bir direkt toplam terimi olup M giiglii @ — tiimlenmis olur.

Sonu¢ 4.2.7. M bir gigli @-g-radikal timlenmis R-modiil ve
Rad,M =RadM olsun. Eger M 'nin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiilde

kapsantyorsa M giiclii @ — tiimlenmis olur.

Ispat: M 'nin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiilde igerilsin. Bu durumda

Teorem 2.8.6. geregi RadM <M olup Rad M =RadM oldugundan

69



Rad,M <M olur. O halde M giiglii ®— g —radikal tiimlenmis oldugundan Teorem
4.2.6. geregi M giiglii © — tiimlenmis olur.
Sonu¢ 4.28. M bir giicli @ —g-radikal tiimlenmis R-modiil ve

Rad,M =RadM olsun. Eger M sonlu iiretilmis ise M giiglii ® — tiimlenmis olur.

Ispat: M sonlu iiretilmis oldugundan Sonu¢ 2.8.7. geregi RadM < M olup
Rad,M =RadM oldugundan Rad,M <M olur. Bu durumda M giigli ®—g—

radikal timlenmis oldugundan Teorem 4.2.6. geregi M gii¢lii @ — tiimlenmis olur.

Teorem 4.2.9. M bir giicli @ —g-radikal timlenmis modiil olsun. Bu

durumda M 'nin her direkt toplam terimi de giiglii @ — g — radikal tiimlenmistir.

Ispat: N, M nin bir direkt toplam terimi olsun. Buradan M =N @K olacak
sekilde 3 K <M vardir. Yardime1 Teorem 3.7.7.’den M /K g-radikal tiimlenmistir.

M_NS§ = O _ul =~ N oldugundan N de g-radikal timlenmistir. X <N ve
K K NNK 0

Y, N'de X’in bir g-radikal timleyeni olsun. M =N®K oldugundan Teorem
4.1.2den Y, M’de K+ X ’in bir g-radikal tiimleyenidir. M giiglii @ — g —radikal
timlenmis oldugundan M’de her g-radikal tiimleyen alt modiil M’nin bir direkt
toplam terimi olup Y, M nin bir direkt toplam terimi olur. Y <N oldugundan Y,

N 'nin de bir direkt toplam terimidir. Buradan N giiglii @ — g — radikal tiimlenmistir.

Sonu¢ 4.2.10. M bir giicli ©—g-radikal timlenmis modiil olsun. Bu
durumda M’nin her K direkt toplam terimi i¢in M /K giicli @ — g - radikal
tiimlenmistir.

Ispat: K, M’nin herhangi bir direkt toplam terimi ve X <M olmak iizere
M =K®&X olsun. Teorem 4.2.9.dan X giiglii ® — g —radikal tiimlenmistir. Bu
durumda

M/K=(K+X)/K=X/(KNnX)=X/0=X
oldugundan M /K giiclii ®— g —radikal tiimlenmistir.

Sonug 4.2.11. f:M — N bir R—modiil epimorfizmas1 ve Cekf , M nin bir
direkt toplam terimi olsun. Bu durumda M giiglii @ — g —radikal tiimlenmis ise N de

giiclii ® — g —radikal timlenmistir.
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Ispat: Sonu¢ 4.2.10.°dan M /Cekf giicli @ —g-radikal tiimlenmistir.

M /Cekf = f (M ) =N oldugundan N de giiglii @ — g —radikal tiimlenmistir.

Teorem 4.2.12. M bir gii¢lii @ — g —radikal tiimlenmis R —modiil ven K <M
olsun. M/K’da her V/K ¢-radikal timleyen alt modiil i¢in V, M’de bir g—

radikal timleyen alt modiil ise M /K giiglii @ — g —radikal tiimlenmistir.

Ispat: Yardimci Teorem 3.7.7.°den M /K g-—radikal tiimlenmistir. V /K,
M /K ’da herhangi bir g-—radikal tiimleyen alt modiil olsun. Hipotezden V g—
radikal tiimleyen alt modiildiir. M giicli @ — g —radikal tiimlenmis oldugundan V,

M nin bir direkt toplam terimidir. Bu durumda M =V @ X olacak sekilde 3 X <M
vardir. M=V&X oldugundan M/K=V/K+(X+K)/K ve

VIKN(X+K)/IK=(XnV+K)/K=(0+K)/K=0 olur. Buradan
M/K=V/K®(X+K)/K olup M/K giigli ®-g - radikal tiimlenmistir.

Uyart: M bir Rad-tiimlenmis modiil olsun. M gii¢clii @ — g —radikal tiimlenmis

ise M giiglii Rad- @ -tiimlenmistir. Fakat, bunun tersi her zaman dogru degildir (bk.
Ornek 4.2.14. ve Ornek 4.2.15.).

Uyart: M bir tlimlenmis modiil olsun. M giiclii @ — g —radikal tiimlenmis ise

M giiclii @ -tiimlenmistir. Fakat, bunun tersi her zaman dogru degildir (bk. Ornek
4.2.13., Ornek 4.2.14. ve Ornek 4.2.15.).

Ornek 4.2.13. M bir lokal modiil ve Rad,(Rad,M)=Rad M =RadM =0

olsun. Bu durumda M tiimlenmis ve M ’de tiimleyen alt modiiller sadece M ve 0

oldugundan M giiglii @ —timlenmis olur. Ayrica M @ — g —radikal tiimlenmis olur.
Burada M'nin en genis alt modiili Rad M ’ye esittir. Ayrica Rad;M, M ’nin bir
g —radikal tiimleyeni oldugundan ve Rad M, M'nin bir direkt toplam terimi

olmadigindan M giiclii @ — g —radikal tiimlenmis degildir.

Ornek 4.2.14. Z.,, Z—modilini ele alalim. Bu durumda Z,, Z—modiili
lokal ve Rad,(Rad Z,)=Rad,Z,=RadZ, #0 olur. Omek 4.2.13.’ten Z, giiclii

@ —tiimlenmis ve © — g —radikal tiimlenmistir. Fakat, Z, giicli ©® - g —radikal
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timlenmis degildir. Z,’te Rad—tlimleyen alt modiiller sadece 0 ve Z, oldugundan
7, giiclii Rad — @ — tiimlenmistir.

Ornek 4.2.15. Zg, Z—modulini ele alalim. Bu durumda Zg,, Z-—modiili
lokal, Rad,Z,=RadZ,={0,2,4,6} ve Rad,(Rad,Z,)={0,4} olur. Z, de
timleyen alt modiiller sadece 0 ve 7Z, oldugundan Z, giicli @ — tlimlenmistir.
Ayrica 7, ®— g —radikal timlenmistir. Z,"in K ={0,4} alt modiilii Zj’in Z, de
bir g —radikal tiimleyeni olup Z,’in bir direkt toplam terimi olmadigindan Zjg,

Z,—modilii giigli @ — g —radikal tiimlenmis degildir. 7Z,’de Rad-tiimleyen alt

modiiller sadece 0 ve Zgoldugundan Z, gii¢lii Rad — @ — tiimlenmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada @ —tumlenmis, genellestirilmis @ —timlenmis ve g —radikal
timlenmis modiil kavramlarindan hareketle @ — g —radikal timlenmis modiil
kavrami tanimland1 ve bu kavramla ilgili birtakim 6zellikler incelendi. Ayrica giiglii

® — g —radikal timlenmis modiil kavrami da tanimlandi ve bu kavramla ilgili
birtakim 6zellikler incelendi.

Her genislemesinde direkt toplam terimi olacak sekilde bir g —radikal
timleyene sahip modiiller ¢alisilabilir. Dedekind halkalar1 tizerinde @ — ¢ — radikal
timlenmis ve giligli @ — g —radikal timlenmis modiil kavramlarinin yapilari

incelenebilir.
Bu calismada gecen direkt toplam terimi yerine bundan daha genel yapida olan
t- toplam terimi alinarak yeni bir ¢alisma yapilabilir. Ayrica bu ¢alismalar kafeslere

genellestirilebilir.
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