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1. GİRİŞ     

Bir M diferensiyellenebilir  manifoldu verildiğinde, M üzerinde temel 

diferensiyellenebilir elemanların (fonksiyon, vektör alanı, 1-form, konneksiyon, 

metrik ve tensör alanı)  diğer diferensiyellenebilir manifoldlara genişletilmesi ve M 

üzerindeki geometrik yapılarla diğer diferensiyellenebilir manifoldlar üzerindeki 

geometrik yapılar arasındaki ilişki diferensiyel geometri açısından önemli bir 

problemdir. Bunun çözümünde,  genellikle M üzerinde geometri yapmak için gerekli 

bazı diferensiyellenebilir elemanların diğer diferensiyellenebilir manifoldlara 

taşınması gerekmektedir. Bu yolla, M ve diğer diferensiyellenebilir manifoldların 

geometrisi arasında ilişkiler elde edilebilir. 

M diferensiyellenebilir manifolduna diffeomorfik diferensiyellenebilir manifoldlar 

haricinde, M ile en yakın ilişkili olan, M nin tanjant demetinin total uzayı olan T(M) 

diferensiyellenebilir manifoldudur. M üzerindeki bir diferensiyellenebilir yapı T(M) 

üzerine daima bir diferensiyellenebilir yapı indirgemektedir. 1968 yılında A. 

Morimoto “Prolongations of G-Structures to Tangent Bundles” isimli çalışmasında 

M üzerindeki G-yapılarını M nin tanjant demetine taşımıştır. 

Bu çalışmanın ikinci bölümünde, Lie grupları , demetler ve G- yapıları ile ilgili temel 

kavramlar verilecektir. 

Bu çalışmanın diğer bölümlerinde, tez çalışmasının altyapısını oluşturan A. 

Morimoto’nun “G-yapılarının Tanjant Demetlere Taşınmaları” adlı makalesi 

incelenecektir. Teoremlerin ispatları kaynaklarda mevcut olmayıp bizzat tez yazarı 

tarafından yapılmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Diferensiyellenebilir manifold ve diferensiyellenebilir manifoldlarla ilgili kavramlar 

bir çok  kaynakta bulunabilir. Çalışmanın konusu da göz önünde bulundurularak bu 

bölümde Lie grupları, demetler, asli lif demetleri, G-yapıları hakkında önceden elde 

edilmiş bilgiler özetlenecektir. 

Bu çalışmada ∞C -diferensiyellenebilir  bir manifolda kısaca diferensiyellenebilir  

manifold denilecek ve M ile gösterilecektir. Ayrıca iki diferensiyellenebilir manifold 

arasında ∞C -diferensiyellenebilir bir NM:f →  dönüşümüne de kısaca 

diferensiyellenebilir dönüşüm denilecektir. Bununla birlikte bu çalışmada  komşuluk 

denildiğinde  açık komşuluk anlaşılacaktır.  

Bu çalışmada, M ve N diferensiyellenebilir  diferensiyellenebilir manifoldlarının 

kartezyen çarpımı NM ×  ile ifade edilecektir. Ayrıca NM ×  diferansiyellenebilir 

diferensiyellenebilir manifoldunun tanjant demeti olan )NM(T × , )N(T)M(T ×  

ile özdeşleştirilecektir. 

2.1. Lie Grupları 

2.1.1. Tanım 

G , diferensiyellenebilir manifold yapısına sahip bir cebirsel grup ve G nin grup 

işlemi GGG:θ →×  olsun. Eğer θ  grup işlemi diferensiyellenebilir ise, G ye bir 

Lie grubu denir [1]. 

2.1.2. Örnek 

GL(n,IR) bir Lie grubudur.  
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2.1.3. Tanım 

G bir Lie grubu olsun. Her bir Ga∈ için  

GG:La → , )x,a(θ)X(La =   

GG:Ra → , )a,x(θ)x(Ra =    

ile tanımlı diferensiyellenebilir dönüşümlere sırasıyla G nin Ga∈  ile sol ve sağ 

ötelemeleri   denir [4]. 

2.1.4. Tanım 

G bir Lie grubu olsun. Bu durumda Ga∈∀  ,   

1
aa a.g.a)g(σ  G,g  ,GG:σ −=∈∀→   

dönüşümü tanımlansın. Bu durumda aσ  dönüşümünün tanjant dönüşümü olan 

1aaa RLσT −= D  dönüşümüne G nin Ga∈  ile adjoint reprezentasyonu (gösterimi) 

denir ve Ad a ile gösterilir [4]. 

2.1.5. Önerme 

G bir Lie grubu olsun. Bu durumda G bir Hausdorff uzaydır [1]. 

2.1.6. Tanım 

G ve G′  birer Lie grubu ve  GG:f ′→  bir homomorfizm olsun. Eğer f dönüşümü 

diferensiyellenebilir ise GG:f ′→  dönüşümüne bir Lie grup homomorfizmi     

denir [4]. 

2.1.7. Tanım 

G bir Lie grubu olsun. Aşağıdaki iki özelliği sağlayan ( K,φ ) ikilisine G nin bir Lie 

alt grubu denir. 
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* K bir Lie  grubudur. 

* GK:φ →  dönüşümü   bire bir Lie grup homomorfizmidir [4]. 

2.1.8. Teorem  

G bir Lie grubu ve GH ⊂  bir Lie alt grubu olsun. H alt grubu G manifoldunun bir 

imbedded alt manifoldu ise H , G de kapalıdır [2].   

2.1.9. Teorem (Kapalı alt grup teoremi) 

G bir Lie grubu, GH ⊂   G nin bir cebirsel alt grubu olacak şekildeki kapalı bir alt 

kümesi olsun. Bu durumda H, G nin bir imbedded Lie alt grubudur [2].  

2.1.10. Tanım (Etki) 

G bir Lie grubu, G in grup işlemi µ , G nin birim elemanı e ve M bir manifold olsun.  

MMG:T →×  diferensiyellenebilir dönüşümü her bir Gh,g ∈  ve her bir Mx∈  

için 

x)x,e(T*

))x,h(T,g(T)x),h,g(µ(T*

=

=
 

özelliklerini sağlıyorsa G Lie grubu M manifoldu üzerine bir Lie trasformasyon 

grubu olarak soldan etki ediyor denir. Benzer biçimde  

MGM:T →×′   

diferensiyellenebilir dönüşümü  

her bir Gh,g ∈  ve her bir Mx∈  için  

x)e,x(T*
)h),x,g(T(T))h,g(µ,x(T*

=
=′
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özellikleri sağlanıyorsa G Lie grubu M manifoldu üzerine bir Lie trasformasyon 

grubu olarak sağdan etki ediyor denir. Bu durumda T ve T ′  dönüşümlerine M 

manifoldu üzerinde sırasıyla sol ve sağ etki denir [2,4]. 

2.1.11. Tanım 

G  bir Lie grubu , M bir manifold , G  nin  M üzerine sol etkisi T olsun.  

Mx∈∀  için  

egx)x,g(T =⇒=  

ise  T etkisine etkin etki,     

Mx∈∃  için 

egx)x,g(T =⇒=  

 özelliğini sağlıyorsa T ye serbest etki denir [2,4]. 

2.2.Diferensiyellenebilir Lif  Demeti Kavramı 

2.2.1. Tanım: (Lifli manifold) 

P ve M diferensiyellenebilir manifoldlar, MP:π →  bir dönüşüm olsun. Eğer π  bir 

örten submersion ise, )M,π,P(  üçlüsüne bir lifli diferensiyellenebilir manifold 

denir. Bir )M,π,P(  lifli diferensiyellenebilir manifoldunda P ye total uzay, M ye 

taban uzay, π  ye projeksiyon ve her bir Mx∈  noktası için  P)x(π 1 ⊂−  

altkümesine de x üzerindeki lif denir [8]. 

)x(π 1−  lifi xP  ve bir )M,π,P(  lifli manifoldu da kısaca P ile gösterilebilir. Bir  lifli 

)M,π,P(  manifoldunun π  projeksiyonu bir örten submersion olduğundan xP , P  

nin bir kapalı imbedded altmanifoldudur. boy xP =boyP-boyM sayısına P nin lif 
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boyutu denir. Burada imbedded altmanifold ile, altuzay topolojisine sahip immersed 

altmanifold kastedilmektedir. 

Bir )M,π,P(  lifli manifoldu için genelde P uzayının tümü , M manifoldu ile bir 

başka manifoldun kartezyen çarpımına diffeomorfik olmak zorunda değildir. Fakat 

π  projeksiyonunun submersion olmasından dolayı bir lokal çarpım yapısı belirlemek 

mümkündür. Kapalı fonksiyon teoreminden , her bir Pp∈  noktası için  

)p(π))p(t(pr α1 =  

koşulunu sağlayacak bir PU~α ⊂  komşuluğu , bir diğer αV  manifoldu ve bir 

αααα V)U~(πU~:t ×→  

diffeomorfizmi vardır. Böylece , total uzayın her bir noktası , bir çarpım manifolduna 

benzeyen komşuluğa sahiptir. αt  üzerindeki yukarıda belirtilen koşul; 

)U(π  )U(π

pr                     |π

V)U(π            U

αidα

1U 

αα
t

α

)αU(π

α

α

��

��

⎯⎯ →⎯

↓↓

×⎯→⎯

 

değişmeli diyagramı ile de ifade edilebilir ; burada 1pr  ile birinci izdüşüm 

fonksiyonu ve id ile de birim fonksiyonu gösterilmektedir. 

Bir lifli manifoldun total uzayı üzerinde bir lokal çarpım yapısı özel lokal koordinat 

sistemlerinin kullanılmasına imkan sağlar. Bunu aşağıdaki tanımla verelim. 

2.2.2. Tanım (Uyarlanmış koordinat sistemi) 

Bir lifli manifold )M,π,P( , mMBoy = , nmPBoy +=  ve bir PU ⊂
�

 açık alt 

kümesi üzerinde bir koordinat sistemi 
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nmIRU:z +→
�

 

olsun. mnm
1 IRIR:pr →+  olmak üzere , 

Up,p
�

∈′  için  

 ))p(z(pr))p(z(pr)p(π)p(π 11 ′=⇒′=  

önermesi doğru ise, z ye bir uyarlanmış (adapted)  koordinat sistemi denir [8]. 

Bu tanıma göre, aynı UPx

�
∩   lifinde bulunan noktaların koordinatlarının ilk m tanesi 

eşit ve geri kalan n tanesi farklı olacak biçimde bir koordinat sistemi seçilebileceği 

anlaşılmaktadır. 

Bir lifli manifold )M,π,P(  ve bir Pp∈  olsun. p nin komşuluğunda uyarlanmış 

koordinatlar lokal çarpım yapısından oluşturulabilir. Bunun için 

)U(πW
�

⊂   

 olmak üzere  

Mp))(t(pr)p(π α1 ∈=   

noktasının W komşuluğunda bir 

mIRW:x →�  

koordinat sistemi ve  

Mp))(t(pr α2 ∈  nin  

αVV ⊂   

komşuluğunda bir 
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nIRV:y →�  

koordinat sistemi seçilerek, tıpkı çarpım manifoldlarında olduğu gibi,  2pr  ikinci 

izdüşüm fonksiyonu olmak üzere 

)tpry,tprx(z α2α1 DD�DD�=  

eşitliği ile , 

nm1
α IR)VW(t:z +− →×  

dönüşümü tanımlansın. z nin bir uyarlanmış koordinat sistemi olduğu açıktır. 

Karşıt olarak, herhangi bir  

nmIRU:z +→
�

 

uyarlanmış koordinat sistemi, 

))p(z(pr)x(x 1=� , UPp x

�
∩∈  

olacak biçimde bir  

mIR)U(π:x →
��  

koordinat sistemi verir. 

Bu koordinat sistemi 2.1.2. Tanım’ından p nin seçilişinden bağımsızdır. 

M üzerindeki koordinat fonksiyonları  

ix  )mi1( ≤≤   

ise, P üzerindeki koordinat fonksiyonları  
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)y,x( ji  , )nj1( ≤≤   

biçimindedir. Burada ix  ifadesi, hem IR)U(π →  fonksiyonunu ve hem de 

IR)U(πU →→   bileşke fonksiyonu ifade edilmektedir. 

2.2.3. Tanım (Trivial lifli manifold) 

Bir lifli manifold )M,π,P(  ve bir manifold  E olmak üzere eğer, 

EMP:t ×→  

dönüşümü 

πtpr1 =D  

olacak biçimde bir diffeomorfizm ise, (E,t) ikilisine P nin bir [global] 

trivializasyonu, E ye P nin model lifi (veya uzayı) ve en azından bir trivializasyona 

sahip )M,π,P(  lifli manifolduna da [global] trivial lifli manifold denir [8]. 

Bu tanıma göre, bir trivial lifli manifolun total uzayının kartezyen çarpım yapısına 

sahip olması gerekmektedir. Bununla birlikte, iki farklı trivializasyona karşılık gelen 

model lifler diffeomorfik olmak zorundadır. 

πtοpr1 =  koşulu, 

            M   M

pr            π

EM        P

Mid

1

t

⎯→⎯

↓↓

×⎯→⎯

 

diyagramının değişmeli olmasıyla aynı anlama sahiptir. 
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2.2.4. Tanım (Demet veya lokal trivial lifli manifold) 

Bir lifli manifold )M,π,P(  ve x M∈  olsun. Herhangi bir manifold E , x in bir 

komşuluğu xU  ve  

)U(πx1
x

1|πtοpr −=  

koşulunu sağlayacak bir diffeomorfizm 

EU)U(π:t xx
1

x ×→−  

ise o zaman )t,E,U( xx  üçlüsüne x in xU  komşuluğunda P nin bir lokal 

trivializasyonu, taban uzayının her bir noktasının komşuluğunda en az bir lokal 

trivializasyona sahip )M,π,P(  lifli manifolduna  demet (veya lokal trivial lifli 

manifold) , E ye de demetin model lifi denir [8]. 

)M,π,P( lifli manifoldu bir demet ise bu demet )E,M,π,P(  ile gösterilir.   

)U(πx1
x

1|πtοpr −= koşulu, 

xidx

1

x
t

x
1

U        U

pr                     π

EU)U(π

xU

x

⎯⎯→⎯

↓↓

×⎯→⎯−

 

diyagramının değişmeli olmasıyla aynı anlama sahiptir. 

M nin her bir noktası komşuluğunda lokal trivializasyonların varlığı doğrudan 

doğruya π  nin bir submersion olmasını gerektirir. 

Bir [global] trivial lifli manifold bir demet olup, bir trivial demet adını alır. Fakat her 

demet, bir trivial demet olmak zorunda değildir [8]. 

Yukarıda verilen demet kavramı bazı kaynaklarda lif demeti olarak da verilmektedir.  



 11

2.2.5. Örnek 

m-boyutlu bir M manifoldunun tanjant manifoldu T(M) ve M)M(T:πM →  

dönüşümü, M nin herhangi bir x  noktasındaki tanjant vektörünü x noktasına karşılık 

getiren kanonik projeksiyon olsun. O zaman )M,π),M(T( M  üçlüsü , mIR  model 

lifi ile birlikte bir demettir. Çünkü, M nin }mi1:x{ i ≤≤  lokal koordinat sistemine 

göre herhangi bir )M(TX ∈  elemanı  

∑
∂
∂

=
=

m

1i
xi

i )
x

(aX  , x)X(πM =   

şeklinde ifade edilir. Böylece, T(M) üzerindeki uyarlanmış koordinat sistemi  

)dx,x(~)x,x( iiii =� ,  )mi1( ≤≤  

şeklindedir. Buradaki ix   ler  οπxi  ve ix�  ler ise, [ ] iii axX)X(x ==�  şeklinde 

tanımlanır. 

ix  koordinat fonksiyonları Mx∈  için MU x ⊂ koordinat komşuluğunda tanımlı 

olacak biçimde  

m
xx

1
Mx IRU)U(π:t ×→−  

dönüşümü, 

))X(x,x())X(dx),X(π()X(t Mx �==  

olarak tanımlansın. Böylece  

xidx

1

m
x

t
x

1

U        U

pr                       π

IRU)U(π

xU

x

⎯⎯→⎯

↓↓

×⎯→⎯−
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değişmeli diyagramı elde edilir. Çünkü,  

)U(πX M
1

M
−∈∀   tanjant vektörü için; 

x))X(dx,x(pr))X(t(pr)X)(tpr( 1x1x1 ===D                                                  (2.1) 

ve 

x))X(π(id)X)(πid( MUMU xx
==D                                                                      (2.2) 

eşitlikleri elde edilir. Eş. 2.1 ve Eş. 2.2  )U(πX x
1

M
−∈∀  tanjant vektörü için 

sağlandığından; 

MUx1 πidtpr
x
DD =  

eşitliği yazılabilir. Böylece xt  diffeomorfizm olup, T(M) lifli manifoldu için bir lokal 

trivializasyon olur. (T(M), Mπ ,M) bir demettir [8]. 

2.2.6. Önerme 

G bir Lie grubu, G nin grup işlemi GGG:µ →×  olsun. Bu durumda µ  nün tanjant 

dönüşümü olan )G(T)G(T)G(T:µT →× dönüşümü 

)X(TL)Y(TLY)(X,µT

 için GTY ve  GTX

yx

yx

+=

∈∈
 

dir [4]. 

İspat 

)y,g()g(J         }y{GxG:J

)g,x()g(J         xG}x{G:J

 için Gg,y,x

yy

xx

=→

=→

∈
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dönüşümleri tanımlansın. Her bir Gg ∈  için  

)g(R)y,g(µ)g)(Jµ(

)g(L)g,x(µ)g)(Jµ(

yy

xx

==

==

D

D
 

dir. Bu durumda yyxx R)Jµ(  ve L)Jµ( == DD  dir. 

)0,Z()Z(TJ         }0{x)G(T)G(T:TJ

)Z,0()Z(J T        )G(xT}0{)G(T:TJ

 için )G(TZ

yyyy

xxxx

=→

=→

∈

 

eşitlikleri doğrudur.   

)Y,X(µT)X(TR)Y(TL

)Y,X(µT)X)(JµT()Y)(Jµ(T

)Y,X(µT)X)(TJµ(T)Y)(TJµ(T

)0Y,X0(µT)X)(TJµ(T)Y)(TJµ(T

)0,X(µT)Y,0(µT)X)(TJµ(T)Y)(TJµ(T

)0,X(µT)X)(TJµ(T

)Y,0(µT)Y)(TJµ(T

 içinG  TY  ,GTX

yx

yx

yx

yxyx

yxyx

yy

xx

yx

=+⇒

=+⇒

=+⇒

++=+⇒

+=+⇒

=

=

∈∈

DD

DD

DD

DD

D

D

 

bulunur. Bu durumda  

)X(TR)Y(TL)Y,X(µT

 içinG  TY  ,GTX

yx

yx

+=

∈∈
 

eşitliği doğrudur. Böylece 2.1.6. Önerme ispatlanmış olur. 
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2.2.7. Önerme 

G bir Lie grubu ve grup işlemi GGG:µ →× olsun. Bu durumda G nin tanjant 

demeti olan T(G) de )G(T)G(T)G(T:µT →×  işlemiyle birlikte bir Lie grubudur 

[4]. 

İspat 

G bir Lie grubu olduğundan  G üzerinde bir diferensiyellenebilir  manifold yapısı 

vardır. Bu yapıyla birlikte G bir diferensiyellenebilir  manifolddur. G bir 

diferensiyellenebilir  manifold olduğundan G nin tanjant demeti olan T(G) de bir 

diferensiyellenebilir manifolddur.  

2.2.6. Önermeden T(G) üzerinde ,  

)X(TR)Y(TL)Y,X(µT

 içinG  TY  ,GTX

yx

yx

+=

∈∈
         

özelliğindeki   TGTGTG:µT →×   bir işlem vardır ve  bu işlemle birlikte T(G) bir 

cebirsel gruptur. G Lie grubunun birim elemanı e ile gösterilsin. Bu durumda  bu 

cebirsel grubun birim elemanı ei
i

i )
x

(00
∂
∂

∑=  ile tanımlıdır. GGG:µ →×  işlemi 

diferensiyellenebilir olduğundan bu dönüşümün tanjant dönüşümü olan  

TGTGTG:µT →×  dönüşümü de diferensiyellenebilirdir.  Bu durumda T(G), µT  

işlemiyle birlikte bir Lie grubudur. 

2.2.8. Tanım (Vektör alanı) 

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. )M(TM:X →  dönüşümü, MIXπ =D  

özelliğini sağlıyorsa X dönüşümüne M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir 

vektör alanı denir [2]. M diferensiyellenebilir manifoldu üzerindeki tüm vektör 

alanlarının kümesi )M(χ  ile gösterilir. 
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2.2.9. Tanım 

G bir Lie grubu olsun. Bu durumda, her bir Ga∈  için X)X(TLa =   olacak 

şekildeki )G(χX ∈  vektör alanına bir sol invaryant vektör alanı, her bir Ga∈ için   

X)X(TRa =  olacak şekildeki )G(χX ∈  vektör alanına bir sağ invaryant vektör 

alanı denir. G üzerindeki tüm sol ve sağ invaryant vektör alanlarının kümesi sırasıyla  

L(G) ve R(G) ile gösterilir [2]. 

2.2.10. Tanım 

G bir Lie grubu olsun. G üzerindeki sol invaryant vektör alanları kümesi olan L(G) 

ye G nin Lie cebiri denir [2]. 

2.2.11. Önerme 

G bir Lie grubu ve G nin birim elemanı e olsun. Bu durumda 

ee X)X(ε  ,GT)G(L:ε =→  ile tanımlı dönüşüm bir izomorfizmdir [2]. 

2.2.12. Tanım 

P ve M iki diferensiyellenebilir  manifold, MP:π → örten ve diferensiyellenebilir 

bir dönüşüm, G bir Lie grubu ve G nin M diferensiyellenebilir  manifoldu üzerine  

etkisi T olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa (P,π ,M,G)  dörtlüsüne 

taban uzayı P, baz uzayı M, projeksiyonu π  ve yapı grubu G olan  bir asli lif demeti 

denir [10]. 

*T dönüşümü bir serbest etkidir. 

*Herhangi Pp,p ∈′  için )a,p(Tp)p(π)p(π ′=⇔′=  olacak şekilde bir 

Ga∈ vardır. 

* Her  bir Mx∈  için x noktasının bir U açık komşuluğu üzerinde  

))p(γ),p(π()p(Ψ =  
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ile tanımlı  

GU)U(π:Ψ 1 ×→− , Ga∈  ve G)p(γ ∈  

için 

)a)p(γ),p(π()a.p(Ψ =   

özelliğini sağlayan bir Ψ diffeomorfizmi ve bir  

G)U(π:γ 1 →−   diferensiyellenebilir dönüşümü vardır. 

2.2.13.Örnek (n-boyutlu bir M diferensiyellenebilir  manifoldu üzerinde lineer çatı 

demeti F(M)) 

Mx∈ noktası üzerinde bir lineer çatı, MTx  nin  ( )n1 X,...,Xu =  sıralı  baz n-

lilerinden oluşur. F(M),  her bir Mx∈  noktası üzerindeki u lineer çatılarının kümesi 

olsun. M)M(F:π → dönüşümü, x)u(π =  olacak biçimde tanımlansın. Genel 

lineer grup olan GL(n,IR), F(M) diferensiyellenebilir  manifoldu üzerine, 

( ) )M(FX,...,Xu n1 ∈=    

ve   

[ ] )R,n(GLaa i
j ∈=  

 için   

)M(FXa,...,Xaa.u
n

1j

n

1j
j

j
nj

j
1 ∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑ ∑=

= =
 

biçiminde sağdan etki eder. Bu etki bir serbest etkidir.  

)M(Fv,u ∈  ve )v(π)u(π =  olsun. Bu durumda a.vu =  olacak şekilde bir 

)R,n(GLa∈  vardır. M diferensiyellenebilir  manifoldu üzerinde , Mx∈  noktası 
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komşuluğunda bir lokal koordinat sistemi )}x,U{( i  olsun. Her bir 

( ) )M(FX,...,Xu n1 ∈=  için   

xi

n

1k

k
ii )

x
(XX
∂
∂

∑=
=

, ni1 ≤≤  

biçiminde ifade edilebilir. Burada  ]X[ k
i  matrisi nn× -tipinden regüler matristir. Bu 

ifade kullanılırsa )U(π 1−  , )IR,n(GLU ×  ile birebir karşılık gelir. Bu durumda 

)U(π 1−  üzerinde ])[X ),((x i
k

h  lokal koordinat sistemi olarak alınırsa, F(M) bir 

)nn( 2+  boyutlu diferensiyellenebilir  manifold olur. Bu yapı ile birlikte 

)R,n(GLU)U(π Φ1 ×⎯→⎯−  dönüşümü bir diffeomorfizmdir. Bu durumda 

(F(M),π ,M,GL(n,IR)) bir asli lif demetidir. Bu asli lif demetine M üzerindeki lineer 

çatı demeti denir. 

nR  nin standart bazı }e,...,e{ n1  ile gösterilsin. Bir ( ) )M(FX,...,X n1 ∈  için  

ii X)e(u =  olacak biçimde tanımlandığında MTR:u x
n →  dönüşümü bir lineer 

izomorfizmdir. Ayrıca bunun tersi de doğrudur. Yani her bir  MTR:u x
n →  lineer 

izomorfizmine bir  ( ) )M(FX,...,X n1 ∈  çatısı karşılık gelir. Bu durumda F(M) çatı 

demeti, M nin her bir x noktasındaki MTR:u x
n →  lineer izomorfizmlerinin ailesi 

olarak ifade edilebilir [7]. 

2.2.14. Tanım 

)G,M,π,P(P =  bir asli lif demeti olsun. Bu durumda bir PM:f →  dönüşümü 

MIfπ =D  özelliğini sağlayan diferensiyellenebilir bir dönüşüm ise f dönüşümüne P 

üzerinde bir çapraz kesit denir. 

2.2.15. Tanım 

)G,M,π,P(P = bir asli lif demeti, }U{ α , M diferensiyellenebilir  manifoldunun bir 

açık örtüsü olsun. Her bir α , β  ve  βα UUx ∩∈∀  için  
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GUU:g βααβ →∩ , 1
βααβ )]p(γ).[p(γ)x(g −= , ( )x(πp 1−∈ ) 

biçiminde tanımlı diferensiyellenebilir αβg  dönüşümüne P asli lif demetinin αU  ya  
karşılık gelen transition (geçiş) dönüşümü denir. Buradaki αβg  dönüşümü her bir  

γβα UUUx ∩∩∈ için 

)x(g)x(g).x(g αγβγαβ =                                                                                          (2.3) 

özelliğini sağlar [7]. 

P asli lif demetinin αU  ve βU komşuluğundaki lokal trivializasyonları sırasıyla αΨ  

ve βΨ  olsun. Bu durumda  

G)UU(G)UU(:]Ψ[oΨ βαβα
1

βα ×∩→×∩− ,  

dönüşümü, her bir  

G)UU()g,x( βα ×∩∈ için  

)g).x(g,x()g,x)(]Ψ[Ψ( αβ
1

βα =−D  

özelliğini sağlar. Bunun tersi de doğrudur. Bu nedenle  

)g).x(g,x()g,x)(]Ψ[Ψ( αβ
1

βα =−D   

özelliğini sağlayan GUU:g βααβ →∩  dönüşümüne de transition (geçiş)  

dönüşümü denilir. 

2.2.16. Teorem (Varlık teoremi) 

 M bir diferensiyellenebilir  manifold  ve G bir Lie grubu olsun. M de bir αU  açık 

komşuluğu  ve Eş.2.3 koşulunu sağlayan GUU:g βααβ →∩  dönüşümleri verilsin. 
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Bu durumda transition fonksiyonları GUU:g βααβ →∩  olan bir P asli lif demeti 

oluşturulabilir [9,10]. 

2.2.17. Tanım 

 )G,M,π,P(P =  ve )G,M,π,P( ′′′  iki asli lif demeti  olsun. GG:h ′→  bir Lie 

grup homomorfizmi ve PP:f ′→ dönüşümü ,  

her bir Ga  ve  Pp ∈∈  için   

)a(h).p(f)a.p(f =   

özelliğini sağlayan bir diferensiyellenebilir dönüşüm ise f fonksiyonuna , P den P′  

içine bir asli lif demeti homomorfizmi denir [10]. 

2.2.18. Tanım 

)G,M,π,P(P =  ve )G,M,π,P( ′′′  iki asli lif demeti, G , G′  nün bir lie altgrubu ve    

PP:f ′→  bir asli lif demeti homomorfizması olsun. Bu durumda GG:h ′→  

dönüşümü inclusion (içerme) dönüşümü ise f dönüşümüne bir reduction (indirgeme) 

denir. Bu durumda P ye, P′ asli lif demetine indirgenebilir (reducable) bir asli lif 

demeti denir [10]. 

2.2.19. Tanım 

M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir  manifold ve G, GL(n,IR) in bir Lie altgrubu 

olsun. F(M) çatı demetinin G ye indirgenmişine, M diferensiyellenebilir  manifoldu 

üzerinde bir G-yapı adı verilir. Bu durumda M diferensiyellenebilir  manifoldu 

üzerinde bir P, G-yapısı, herhangi Pp∈ , )IR,n(GLa∈ için   

GaPa.p ∈⇔∈  

 özelliğini  sağlayan F(M) nin bir  alt diferensiyellenebilir  manifoldudur [10]. 
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 2.2.20. Tanım  

 M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir  manifold olsun. Bu durumda her bir 

Mx∈ için )}x(X),...,x(X{ n1  kümesi MTx in bir bazı olacak şekilde n1 X,...,X  

vektör alanları var ise M diferensiyellenebilir  manifolduna, paralelleştirilebilir 

diferensiyellenebilir  manifold denir [10]. 

2.2.21. Teorem  

Bir M diferensiyellenebilir  manifoldunun paralelleştirilebilir olması için gerek ve 

yeter koşul , M diferensiyellenebilir  manifoldu üzerinde bir {e}-yapı olmasıdır [10]. 

İspat 

GL(n,IR) Lie grubunun  birim elemanı e olmak üzere M diferensiyellenebilir  

manifoldu bir {e}-yapılı olsun. Bu durumda  M üzerinde bir {e}-yapı P olmak üzere 

)M(FP:f → bir reduction dönüşümü vardır. M nin bir açık örtüsü αU olmak üzere 

)U(π α
1−′  ile αU  diffeomorftur. f dönüşümü bir reduction olduğundan 

)P(fP:f →  dönüşümü bir diffeomorfizmdir. Bu durumda her bir Mx∈  için 

)}x(X),...,x(X{ n1  kümesi MTx in bir bazı olacak şekilde ( ) uX,...,X n1 =  lineer 

çatısı vardır. Bu durumda M diferensiyellenebilir  manifoldu paralelleştirilebilirdir. 

Bunun tersi de doğrudur, yani M diferensiyellenebilir  manifoldu paralelleştirilebilir 

ise M diferensiyellenebilir  manifoldu {e}-yapılıdır. 

2.3. Kompleks  Manifoldlar 

2.3.1. Tanım  

V
G

 bir reel vektör uzayı olsun. V
G

 üzerinde  

V
2 idJ G−=  
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koşulunu sağlayan, V
G

 nin bir J endomorfizmasına , V
G

 vektör uzayı üzerinde bir 

kompleks yapı denir [5].  

V
G

 vektör uzayı  üzerinde aşağıdaki biçimde bir skalar çarpım tanımlansın: 

Her bir IRd,c ∈  ve VX
G

∈   için 

)X(dJcXX).idc( +=+  ,  )1i( −=  

Bu durumda V
G

 yukarıdaki biçimde tanımlı skalar çarpımla birlikte bir kompleks 

vektör uzayı olur. 

Tersine , verilen n-kompleks boyutlu bir V
G

 kompleks vektör uzayı üzerinde  

X.i)X(J =  , )1i( −=  

koşulunu sağlayan bir J endomorfizmi tanımlanabilir. Bu durumda V
G

 vektör uzayı 

2n-reel boyutlu bir reel vektör uzayı olur. V
G

 vektör uzayı 2n- boyutlu bir reel vektör 

uzayı olarak düşünüldüğünde, V
G

 vektör uzayı üzerinde J dönüşümü  bir kompleks 

yapı olur. Böylece V
G

 nin reel boyutu çift tamsayıdır [5]. 

2.3.2. Örnek 

n2n2
0 IRIR:J →  ,  )x,...,x,y,...,y()y,...,y,x,...,x(J n1n1n1n1

0 −−=  

olarak tanımlansın. Bu dönüşüm, n2IR  vektör uzayı üzerinde bir kompleks yapıdır. 

Bu kompleks yapı n2IR  üzerinde kanonik kompleks yapı olarak adlandırılır [5]. 

2.3.3. Önerme 

J ve J ′  sırasıyla V
G

 ve V ′
G

 reel vektör uzayları üzerinde kompleks yapılar ve 

VV:f ′→
GG

 reel lineer bir dönüşüm olsun. V
G

 ve V′
G

 birer kompleks vektör uzayı 
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olarak düşünüldüğünde f dönüşümünün kompleks lineer olması için gerek ve yeter 

koşul JοfofJ =′   olmasıdır [5]. 

GL(n,C) kompleks genel lineer grubu, GL(2n,IR) nin  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0I
I0

J
n

n
0  matrisi ile çarpımları değişmeli olan elemanlarından oluşan bir alt 

grubu ile özdeşleştirilebilir. 

Bu  özdeşleştirme, A ve B reel n×n tipinden matrisler ve A+ i B )C,n(GL /∈  olmak 

üzere  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

→+
AB
BA

iBA  

biçiminde  oluşturulur ve elde edilen bu özdeşleştirmeye )C,n(GL /  nin reel 

reprezentasyonu (gösterimi)  adı verilir [5]. 

2.3.4. Tanım  

M bir reel 2n-boyutlu diferensiyellenebilir  manifold olsun. Bu durumda J dönüşümü 

her bir Mx∈  noktası için MTMT:J xxx →  endomorfizmlerine karşılık gelen , 

IJoJ −=  olacak biçimde bir tensör alanı ise J ye M diferensiyellenebilir  manifoldu 

üzerinde bir almost kompleks yapı, ve bu yapıyla birlikte M diferensiyellenebilir  

manifolduna bir almost kompleks diferensiyellenebilir  manifold denir [5]. 

2.3.5. Tanım 

M bir 2n-boyutlu, J almost kompleks yapılı bir almost kompleks diferensiyellenebilir 

manifold ve 0J  Örnek 2.3.2 de tanımlanan, n2IR  vektör uzayı üzerinde kanonik 

kompleks yapı olsun. M diferensiyellenebilir manifoldunun her bir x elemanı 

üzerinde bir kompleks  lineer çatı MTIR:u x
n2 → ,  JouJοu 0 =  olacak biçimdeki 

lineer izomorfizmlerdir. MTx  vektör uzayı üzerindeki bu J kompleks yapısı MTx  
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üzerinde bir kompleks vektör uzayı yapısı oluşturur. 2.3.3.Önerme den 

MTIR:u x
n2 →  nin bir kompleks lineer çatı olması için gerek ve yeter koşul 

MTIR:u x
n2 →  dönüşümünün bir kompleks lineer izomorfizm olmasıdır. Kompleks 

lineer çatıların oluşturduğu küme M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde 

GL(n,C;J) yapı grubuna sahip  bir asli lif demeti tanımlar. Bu asli lif demeti 

kompleks lineer çatı demeti  olarak adlandırılır ve C(M) ile gösterilir. U, M 

diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir lokal koordinat komşuluğu olmak üzere  

C(M) üzerindeki lokal trivializasyonlar,  

)C,n(GLU)U(π:Ψ 1 ×→− , )a,x()u(Ψ =  ; )C,n(GLU)a,x( ×∈  için  ( )i
jaa =  

ve ∑
∂
∂

=
=

n

1j
j

j
kk x

a)e(u   

ile tanımlanır [5]. 

2.3.6. Teorem  

M diferensiyellenebilir manifoldunun bir almost kompleks diferensiyellenebilir 

manifold olması için gerek ve yeter koşul 

}aοJJοa|)IR,n2(GLa{)J;C,n(GL =∈= olmak üzere M diferensiyellenebilir 

manifoldunun GL(n,C;J)-yapılı olmasıdır [10]. 

İspat 

M diferensiyellenebilir manifoldu GL(n,C;J) yapılı olsun. Bu durumda M 

diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde kısaca P ile gösterilebilen bir 

(P, ,πP M,GL(n,C;J)) G-yapısı vardır. x)p(π =  olacak biçimdeki her bir Pp∈ için 

MTIR:p x
n2 →   

bir lineer izomorfizmdir. Bu durumda  
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1
x pJpJ −= DD  ile tanımlandığında xJ  dönüşümü, MT

2
x x

idJ −=  özelliğini sağlayan 

bir endomorfizm olur. Bu durumda M bir almost kompleks diferensiyellenebilir 

manifolddur. 

M diferensiyellenebilir manifoldu bir almost kompleks diferensiyellenebilir manifold 

olsun. Bu durumda M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde 2.3.5. Tanımdaki 

C(M)  bir GL(n,C;J) yapısıdır. M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir 

GL(n,C;J) yapısı olduğundan 2.3.6. Teorem ispatlanmış olur. 

2.3.7. Tanım (Kompleks yapı) 

M bir 2n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve M üzerindeki almost kompleks 

yapı J olsun. Bu durumda her bir Mx∈  için  

iixiix x
)

y
(J   ,

y
)

x
(J

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂                                                                         (2.4) 

sağlanıyorsa J almost kompleks yapısına M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde 

bir kompleks yapı denir [5]. 

M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde Eş.2.3.1 özelliğini sağlayan bir J almost 

kompleks yapı var ise bu durumda M diferensiyellenebilir manifoldu bir kompleks 

diferensiyellenebilir manifolddur. Bu durumda her bir kompleks diferensiyellenebilir 

manifolda bir almost kompleks yapı karşılık gelir [7]. 

M diferensiyellenebilir manifoldunun bir kompleks diferensiyellenebilir manifold 

olması için gerek ve yeter koşul M diferensiyellenebilir manifolduna karşılık gelen 

almost kompleks yapının bir kompleks yapı olmasıdır. 
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3. T(GL(n,IR)) NİN GL(2n,IR) İÇİNE İMBEDDİNGİ (GÖMÜLMESİ)  

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.  Herhangi  IRc∈ ,  )M(TY,X x∈   olmak 

üzere  X ve Y tanjant vektörlerinin toplamı ve X tanjant vektörünün IRc∈  skaları ile 

çarpımı sırasıyla YX +   ve c.X ile gösterilir. 

nIR  in  nIRx∈   ile sağ ötelemesi   mn
x IRIR:τ →   dönüşümü, nIRy∈∀  için   

yx)y(τ x +=                                                                                                           (3.1)                      

ve nIRx∈ , IRc∈  için   

x.c)x(τ c =   

ile tanımlansın.                                                                                                    (3.2)

  

3.1. Tanım 

)IR(TX n
x∈   ve   )IR(TY n

y∈   iki tanjant vektör olsun. X ve Y vektörlerinin yeni 

toplamı  YX ⊕   ve )IR(TX n
x∈   vektörünün IRc∈  ile yeni  skalar çarpımı 

Xc ⊗   aşağıdaki biçimde tanımlanır [3]: 

)Y(τT)X(τTYX xy +=⊕                                                                                      (3.3) 

c ⊗  X= cTτ (X)                                                                                                       (3.4) 

3.2. Önerme  

nIR   diferensiyellenebilir manifoldunun tanjant demeti  )IR(T n , Tanım 3.1 de 

verilen ⊕  ve ⊗  işlemleri ile birlikte 2n- boyutlu bir vektör uzayıdır [3]. 
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İspat 

nIRx∈  in i. bileşeni xi  olsun. Böylece )IR(TX n
x∈ , )IR(TY n

y∈  ve  

,i∀ ni1 ≤≤ , IRb,a ii ∈ için  

)
x

(aX xi

n

1i
i
∂
∂

∑=
=

  , )
x

(bY yi

n

1i
i
∂
∂

∑=
=

   

biçiminde ifade edilir. Böylece 

)
x

()ba(

)
x

(δ)ba(

)
x

()
x

)yx(()ba(

)
x

()
x

)yx((b)
x

()
x

)yx((a

) )(τx
()

x
)τ((b) )x(τx

()
x

)τ(
(

n
a

))
x

(b(τT))
x

(a(τT

)Y(τT)X(τTYX

)yx(i

n

1i
ii

)yx(j
j
i

n

1j,i
ii

)yx(jxi

jjn

1j,i
ii

)yx(jyi

jjn

1j,i
i)yx(jxi

jjn

1j,i
i

yxjyi

j
xn

1j,i
i

yjxi

j
y

1j,i
i

n

1i
yiix

n

1i
xiiy

xy

+
=

+
=

+
=

+
=

+
=

==

==

∂

∂
∑ +=

∂

∂
∑ +=

∂

∂
∂
+∂

∑ +=

∂

∂
∂
+∂

∑+
∂

∂
∂
+∂

∑=

∂

∂
∂

∂
∑+

∂

∂
∂

∂
∑=

∑
∂
∂

+∑
∂
∂

=

+=⊕

 

bulunur.  Benzer biçimde her bir IRc∈ , 

))
x

(a(τT

)X(τTXc

xi

n

1i
ic

c

∂
∂

∑=

=⊗

=
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)
x

(a.c

)
x

( c a

)
x

(δ.c.a

)
x

()
x

)xc(( a

)
x

()
x

)τ(
( a

cxi

n

1i
i

cxi

n

1i
i

cxj
j
i

n

1j,i
i

cxjxi

jn

1j,i
i

cxjxi

j
c

n

1j,i
i

∂
∂

∑=

∂
∂

∑=

∂
∂

∑=

∂
∂

∂
∂

∑=

∂
∂

∂
∂

∑=

=

=

=

=

=

 

 

bulunur. Böylece   

)
x

(aX xi

n

1i
i
∂
∂

∑=
=

 , )
x

(bY yi

n

1i
i
∂
∂

∑=
=

 için 

)
x

()ba()
x

(b)
x

(aYX )yx(i

n

1i
iiyi

n

1i
ixi

n

1i
i +

=== ∂

∂
∑ +=

∂
∂

∑⊕
∂
∂

∑=⊕                                     (3.5)               

ve  

 )
x

(a.cXc cxi

n

1i
i ∂

∂
∑=⊗
=

                                                                                            (3.6) 

sonuçları elde edilir.  Herhangi IRd,b,a iii ∈ , (1 ni ≤≤ )  , IRc∈     ve 

 )
x

(
n

aX xi
1i

i ∂
∂

∑=
=

 , )
x

(
n

bY yi
1i

i ∂
∂

∑=
=

, )IR(T)
x

(
n

dZ n
zi

1i
i ∈
∂
∂

∑=
=

   için; 

(i) 

( 1i )     Kapalılık: 
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)IR(T)
x

()ba(YX n
)yx(i

n

1i
ii ∈

∂
∂

∑ +=⊕ +
=

 

olduğundan  )IR(T n  ⊕   a göre kapalıdır. 

( 2i )    Birleşme: 

))
x

(d)
x

(b()
x

(a

)
x

()db()
x

(a

)
x

())db(a(

)
x

())d)ba((

)
x

(d))
x

()ba((Z)YX(

zi

n

1i
iyi

n

1i
ixi

n

1i
i

)zy(i

n

1i
iixi

n

1i
i

)zy(xi

n

1i
iii

z)yx(i

n

1i
iii

zi

n

1i
i)yx(i

n

1i
ii

∂
∂

∑⊕
∂
∂

∑⊕
∂
∂

∑=

∂

∂
∑ +⊕

∂
∂

∑=

∂

∂
∑ ++=

∂

∂
∑ ++=

∂
∂

∑⊕
∂
∂

∑ +=⊕⊕

===

+
==

++
=

++
=

=
+

=

  

)ZY(X ⊕⊕=  

olduğundan ⊕   işleminin  )IR(T n   de birleşme özelliği vardır. 

( 3i )   Değişme 

XY

)
xi

()ab(

)
xi

()ba(YX

xy
n

1i
ii

yx

n

1i
ii

⊕=

∂

∂
∑ +=

∂

∂
∑ +=⊕

+
=

+
=

   

⊕  işleminin  )IR(T n  de değişme özelliği vardır. 
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( 4i ) Etkisiz eleman: 

nIR0∈   , nIR  deki toplama işleminin etkisiz elemanı olsun. nIR0∈  in i.                         

bileşeni i0  olarak tanımlıdır. 

)
x

(
n

00 0i
1i

i ∂
∂

∑=
=

                                                                                                       (3.7) 

olarak tanımlansın. Bu durumda )IR(T0 n∈ dır. Herhangi bir )IR(TX n∈ için  

X)
x

(a)
x

)(0a(0XX0 xi

n

1i
i0xii

n

1i
i =

∂
∂

∑=
∂
∂

+∑=⊕=⊕
=

+
=

  

)IR(T n de ⊕  işleminin etkisiz elemanı )IR(T0 n∈ dir. 

( 5i ) Ters eleman 

Herhangi bir 

)IR(T)
x

(aX n
xi

n

1i
i ∈
∂
∂

∑=
=

    ni1 ,i ≤≤∀   

için  

IRai ∈   elemanlarının IR deki toplama işlemine göre tersleri ia−   ve nIRx∈   

elemanının nIR  deki toplama işlemine göre tersi x−  olsun. Bir   

)IR(T)
x

(aX n
x

n

1i
ii ∈∑

∂
∂

−=′ −
=

 

tanımlansın. Bu durumda 
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0

)
x

(0

)
x

(a)
x

(aXX

0i

n

1i
i

xxi

n

1i
ixx

n

1i
ii

=

∂
∂

∑=

∂
∂

∑+∑
∂
∂

−=⊕′

=

−
=

+−
=

 

)IR(T n de ⊕  işleminin ters eleman özelliği vardır. 

( 1i ) , ( 2i ) , ( 3i ) , ( 4i ) , ( 5i ) 

den dolayı  )),IR(T( n ⊕    bir değişmeli gruptur.  

(ii) 

IRc∈ ,   xi

n

1i
i )

x
(aX
∂
∂

∑=
=

 olmak üzere,   

)IR(T)
x

(a.cXc n
cxi

n

1i
i ∈
∂
∂

∑=⊗
=

  dir. 

(iii) 

)Yc()Xc(

)
x

(cb)
x

(ca

)
x

()cbca(

)
x

()ba(c)YX(c

)cycx(i

n

1i
i)cycx(i

n

1i
i

)cycx(i

n

1i
ii

)yx(ci

n

ii
1i

⊗⊕⊗=

∂

∂
∑+

∂

∂
∑=

∂

∂
∑ +=

∂

∂
∑ +=⊕⊗

+
=

+
=

+
=

+
=

  

 (iv)    

Herhangi IRd,c ∈    ve )IR(T)
x

(aX n
xi

n

1i
i ∈
∂
∂

∑=
=

   için 
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)Xd()Xc(

)
x

(da)
x

(ca

)
x

)(daca(

)
x

)(daca(X)dc(

n

1i
dxii

n

1i
cxii

n

1i
dxcxiii

n

1i
x)dc(iii

⊗⊕⊗=

∑
∂
∂

⊕∑
∂
∂

=

∑
∂
∂

+=

∑
∂
∂

+=⊗+

==

=
+

=
+

  

(v) 

X)d.c(

)
x

(a)cd(

)
x

)(da(c

))
x

(da(c

))
x

(ad(c)Xd(c

n

1i
x)cd(ii

n

1i
)dx(cii

n

1i
dxii

n

1i
xii

⊗=

∑
∂
∂

=

∑
∂
∂

=

∑
∂
∂

⊗=

∑
∂
∂

⊗⊗=⊗⊗

=

=

=

=

  

 (vi) 

IR1∈ , IR  deki çarpma işleminin etkisiz elemanı olmak üzere 

X

)
x

(a

)
x

(a.1X1

n

1i
xii

n

1i
x1ii

=

∑
∂
∂

=

∑
∂
∂

=⊗

=

=

 

(i) , (ii ) , (iii) , (iv) , (v) , (vi)  den dolayı ),),IR(T( n ⊗⊕ ,  IR cismi üzerinde 2n-

boyutlu bir vektör uzayıdır. 
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3.3. Önerme 

mn IRIR:f → bir lineer dönüşüm olsun. Bu durumda f nin tanjant dönüşümü   Tf   

de )IR(T n  vektör uzayından  )IR(T m  vektör uzayına bir lineer dönüşümdür. 

İspat    

 nIRx∈ , mIRy∈  vektörlerinin i. ve j.  bileşenleri sırasıyla ji y,x , IRc,c ii ∈′  

)ni1, i( ≤≤∀    ve  f(x) in j. bileşeni ise )x(f j   )mj1( ≤≤  ile gösterilsin. Bu 

durumda , IRai
j ∈  olmak üzere ,  

xa)x(f i
n

1i

j
i

j ∑=
=

    

dir.  

∑
∂
∂

=∑
∂
∂

∂
∂

=∑
∂
∂

===

mn,

1ki,
)x(fk

k
ii

mn,

1ki,
)x(fki

k

i

n

1i
xii )

y
(ac)

y
)(

x
f(c))

x
(c(Tf                               (3.8) 

Eş.3.8 den  yararlanarak bir IRd ∈  için  

))
x

(c(Tfd

))
y

(ac(d

)
y

)(ac.(d

)
y

(a)c.d(

)
x

)(c.d((Tf))
x

(cd(Tf

n

1i
xii

)x(fk
k
i

m,n

1k,i
i

)x(f.dk
k
i

m,n

1k,i
i

)x.d(fk
k
i

m,n

1k,i
i

dx

n

1i
ii

n

1i
xii

∑
∂
∂

⊗=

∂
∂

∑⊗=

∂
∂

∑=

∂
∂

∑=

∑
∂
∂

=∑
∂
∂

⊗

=

=

=

=

==
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eşitliği elde edilir. Böylece ; 

∑
=

n

1i
 ))

x
(cTf(d))

x
(cd(Tf

n

1i
xii

n

1i
xii ∑

∂
∂

⊗=∑
∂
∂

⊗
==

                                                    (3.9) 

dır. 

 

))
x

(c(Tf))
x

(c(Tf

))
y

(ac())
y

(ac(

)
y

)(acac(

)
y

(a)cc(

)
x

(cc((Tf)
x

(c)
x

(c(Tf

n

1i
xii

n

1i
xii

)x(fk

m,n

1k,i

k
ii)x(fk

m,n

1k,i

k
ii

m,n

1k,i
)x(f)x(fk

k
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k
ii

m,n

1k,i
)xx(fk

k
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n

1i
)xx(i)iixi

n
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i

n

1i
xii

∑
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∂

=
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∂
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∂
∂
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Böylece; 

))
x

(c(Tf))
x

(c(Tf))
x

(c)
x

(c(Tf
n

1i
xii

n

1i
xiixi

n

1i
i

n

1i
xii ∑

∂
∂′⊕∑

∂
∂

=
∂
∂

∑ ′⊕∑
∂
∂

=
′

=
′

==
                 (3.10) 

eşitliği elde edilir. 

Eş. 3.9 ve Eş. 3.10 dan dolayı Tf dönüşümü )IR(T n  vektör uzayından )IR(T m vektör 

uzayına bir lineer dönüşümdür. 

3.4. Önerme  

V  bir sonlu boyutlu vektör uzayı olsun. Bu durumda V vektör uzayının tanjant 

demeti  olan T(V) de    ⊕  ve  ⊗  sırasıyla  doğal toplama ve doğal skalar ile çarpma 

işlemlerine göre  bir vektör uzayıdır. Ayrıca V vektör uzayı W  ve W ′  alt uzaylarının 
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direk toplamı ise T(V) vektör uzayı da T(W) ve )W(T ′  alt uzaylarının direk 

toplamına kanonik olarak izomorfiktir [3]. 

3.5. Tanım  

Her bir nIRx  ),IR,n(GLy ∈∈  için   

nn IRIR)IR,n(GL:ρ →× , x.y)x,y(ρ =   

ile tanımlı ρ  dönüşümü  GL(n,IR) Lie grubunun nIR  üzerine doğal etkisidir. 

GL(n,IR) Lie grubunun grup çarpımı µ  ve )IR,n(GLy  ,IRx n ∈∈  olsun. Bu 

durumda  

)x,...,x,x(x n21=  , [ ]yy i
j=       )nj,i1( ≤≤    

dır. Bu durumda, 

∑ ∑∑=

∑=

=

= ==

=

n

1j

n

1j

jn
j

j2
j

n

1j

j1
j

n

1j

ji
j

)xy,...,xy,xy(

]xy[

x.y)x,y(ρ

  

bulunur. Böylece, nIR)IR,n(GL)x,y( ×∈∀   için  

))x,y(ρ),...,x,y(ρ),x,y(ρ()x,y(ρ n21=    ,     ∑=
=

n

1j

ji
j

i xy)x,y(ρ        )ni1( ≤≤  

ifadesi elde edilir.  

  ∑=
=

n

1j

ji
j

i xy)x,y(ρ  , )ni1  ,i( ≤≤∀  
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dönüşümleri diferensiyellenebilir olduğundan ρ  dönüşümü de 

diferensiyellenebilirdir.                                            

I n  nn×  tipinden birim matris GL(n,IR) Lie grubunun birim elemanıdır. nIRx∈∀    

için 

xx.I)x.I(ρ nn ==                                                                                                 (3.11) 

bulunur.                                                                                                                               

Rnx∈∀ ,   )IR,n(GLB,A ∈∀  için  

)x),B,A(µ(ρ

x).B,A(µ

)x.B.(A

)Bx,a(ρ)x,B(ρ,A(ρ

=

=

=

=

 

 )x),B,A(µ(ρ)x,B(ρ,A(ρ =                                                                               (3.12) 

ρ  bir diferensiyellenebilir dönüşüm, Eş. 3.11  ve Eş. 3.12 ifadeleri sağlandığından ρ  

dönüşümü  GL(n,IR) Lie grubunun nIR  üzerine bir Lie grup etkisidir [3]. 

Bilindiği  gibi G bir Lie grubu GGG:λ →×  ,  G Lie grubunun grup çarpımı olmak 

üzere G nn tanjant demeti olan TG de λT  işlemiyle birlikte bir Lie grubudur. 

3.6. Önerme  

 nn IRIR)IR,n(GL:ρ →×   

etkisinin tanjant dönüşümü olan 

)IR(T)IR(T))IR,n(GL(T:ρT nn →×  
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dönüşümü, T(GL(n,IR))  Lie grubunun )IR(T n üzerine etkin bir lineer grup etkisidir 

[3]. 

İspat  

nn IRIR)IR,n(GL:ρ →×  

diferensiyellenebilir olduğundan 

)IR(T)IR(T))IR,n(GL(T:ρT nn →×  

dönüşümü de diferensiyellenebilirdir. 

(i) Herhangi     n
x0 IRTX

0
∈ , ))IR,n(GL(TY

0y0 ∈   ve IRc∈   olsun.  

“ )X,Y(ρTc)Xc,Y(ρT 0000 ⊗=⊗ ” 

ifadesinin doğru olduğunu gösterelim. Bunun için herhangi  

nIRx∈ , )IR,n(GLy∈   )nj,k1( ≤≤     

için 

jjnj x)x(x~ , IRIR:x~ =→  

IR)IR,n(GL:y~ j
k →  , y)y(y~ j

k
j
k =  

IRIR)IR,n(GL:x nj →×  , x)x,y(x jj =  

IRIR)IR,n(GL:y nj
k →×   , y)x,y(y j

k
j
k =  

dönüşümleri tanımlansın. Burada tanımlanan  

)IR(Cx~ nj ∞∈    ve   ))IR,n(GL(Cy~ j
k

∞∈   dır. 
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IRIRIR)IR,n(GL
jx~nρn ⎯→⎯⎯→⎯×  

nIR)IR,n(GL)x,y( ×∈∀  için 

)x,y(x.y

xy

)xy,...,xy,xy(x~

)x.y(x~

))x,y(ρ(x~)x,y)(ρx~(

j
n

1k

j
k

k
n

1k

j
k

n

1k

kn
k

n

1k

k2
k

n

1k

k1
k

j

j

jj

∑=

∑=

∑∑∑=

=

=

=

=

===

D

 

bulunur. Böylece       

∑=
=

n

1k

kj
k

j xy)ρx~( D                                                                                                  (3.13) 

ifadesi doğrudur. Herhangi  ))IR,n(GL(TY
0y0 ∈  ve  n

x0 IRTX
0

∈  için  

nn
y IR)IR,n(GLIR:f

0
×→  , )x,y()x(f 0y0

=  

  n
x IR)IR,n(GL)IR,n(GL:f

0
×→  ,  )x,y()y(f 0x0

= ( y )   

dönüşümleri tanımlansın. 

)IR)IR,n(GL(T)IR(T:Tf nn
y0

×→  

)IR)IR,n(GL(T))IR,n(GL(T:Tf n
y0

×→  

)IR)IR,n(GL(T)IR(T))IR,n(GL(T:)Tf,Tf(Ff nn
yx 00

×→×=   
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)IR(T))IR,n(GL(T)X,Y( n×∈  için  

)X(Tf)Y(Tf)X,Y(Ff
00 yx ⊕=    

ile tanımlı Ff dönüşümü bir kanonik lineer izomorfizmdir. Herhangi  

)IR(T))IR,n(GL(T)X,Y( n×∈ için  

)X,Y(~)X,Y(Ff =                                                                                                (3.14) 

özdeşleştirmesi göz önüne alınsın. Böylece  

)X(Tf)Y(Tf~)X,Y( 0y0x00 00
⊕=  

ifadesi doğru olur. Ayrıca  )IR,n(GLy∈∀  için 

)x,y(y

))y(f(y)y)(fy(

0
j
k

x
j
kx

j
k 00

=

=D
 

  = )y(y~ j
k                                                                                           (3.15)                       

Böylece   

j
kx

j
k y~fy

0
=D                                (3.16) 

ifadesi elde edilir. Ayrıca nIRx∈∀  için 

dir. j
k0 )y(  bir sabit sayıdır. 

Bu durumda   ( yj
k ο f y0

) fonksiyonu bir sabit fonksiyondur.                                 

Eş.3.15 ve Eş.3.16  ifadeleri göz önüne alınırsa; 

)y))(X)(Tf()y))(Y)(Tf(()y)(X,Y( j
k0y

j
k0x

j
k00 00

+=  
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)y~(Y

))y((X)y~(Y

)fy(X)fy(Y

j
k0

j
k00

j
k0

y
j

k0x
j

k0 00

=

+=

+= DD

  

elde edilir. Bu durumda  

)y~(Y)y)(X,Y( j
k0

j
k00 =                                                                                        (3.17)  

elde edilir. ∈∀y GL(n,IR) için  

k
00

k
x

k
x

k x)x,y(x))y(f(x)y)(fx(
00

===D                                                        (3.18) 

bulunur. Burada  k
0x   bir sabit sayıdır. Bu durumda   )fx(

0x
k D    fonksiyonu bir sabit 

fonksiyondur. nIRx∈∀  için , 

)x(x~x)x,y(x))x(f(x)x)(fx()x)(fx( kk
0

k
y

k
y

k
y

k
000

===== DD  

dir. Böylece    

k
y

k x~)fx(
0

=D                                                                                                       (3.19) 

ifadesi elde edilir. Eş. 3.18 ve Eş. 3.19 ifadeleri göz önüne alınırsa;                                      

)x~(X

)x~(X)x(Y

)fx(X)fx(Y

)x))(X(Tf()x))(Y(Tf(

)x))(X(Tf)Y(Tf()x)(X,Y(

k
0

k
0

k
00

y
k

0x
k

0

k
0y

k
0x

k
0y0x

k
00

00

00

00

=

+=

+=

+=

+=

DD   

bulunur. Bu durumda       

)x~(X)x)(X,Y( k
0

k
00 =                                                                                       (3.20) 
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elde edilir. Herhangi IRc∈ , nIRx∈  için 

( )x(x~c)cx(x~))x(τ(x~)x)(τx~( jj
c

j
c

j ===D  

bulunur. Böylece    

x~.c)τx~( j
c

j =D                                                                                                     (3.21) 

ifadesi doğrudur. 

)τx~(X)x~))(X(τT()x~)(Xc( c
k

0
k

0c
k

0 D==⊗   

dir. Burada Eş.3.21 ifadesi kullanılırsa 

)x~c(X)x~)(Xc( k
0

k
0 =⊗   

)x~(X.c)x~)(Xc( k
0

k
0 =⊗                                                                                   (3.22) 

elde edilir.  

)ρx~)(Xc,Y()x~)(Xc,Y(ρT j
00

j
00 D⊗=⊗  

ifadesinde sırasıyla Eş. 3.14 , lineerlik , Leibniz , Eş. 3.17 , Eş.3.20 , Eş.3.21 

kullanıldığında  

))x.y()(Xc,Y()x~)(Xc,Y(ρT kn

1k

j
k00

j
00 ∑⊗=⊗

=
     

elde edilir.  )Xc,Y( 00 ⊗   tanjant uzayın elemanı olduğundan lineerlik özelliğini 

sağlar. Böylece                                     

)]x.y)(Xc,Y[())x.y()(Xc,Y( kn

1k

j
k00

kn

1k

j
k00 ∑ ⊗=∑⊗

==
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)]x~)(X()y(x).y(Y[c

)]x~)(Xc()y(x.c).y(Y[

)]x)(Xc,Y).((cx,y(y

))cx,y(x))(y)(Xc,Y[((

k
0

n

1k

j
k0

k
0

j
k0

k
0

n

1k

j
k0

k
0

j
k0

k
0000

j
k

00
kn

1k

j
k00

∑ +=

⊗∑ +=

⊗+

∑ ⊗=

=

=

=

 

)]x~)(X()y(x).y(Y[c)x~)(Xc,Y(ρT k
0

n

1k

j
k0

k
0

j
k0

j
00 ∑ +=⊗

=
                                (3.23)     

ifadesi elde edilir. Diğer yandan sırasıyla 3.1.Tanım , Eş.3.21 , lineerlik özellikleri 

kullanılırsa  

)]x~)(X()y(x).y(Y[c

))ρx~)(X,Y.((c

)ρx~)(X,Y.(c

)x~c)(X,Y(ρT

)τx~)(X,Y(ρT

))x~)(X,Y(ρT((τT)x~))](X,Y(ρT(c[

k
0

n

1k

j
k0

k
0

j
k0

j
00

j
00

j
00

c
j

00

j
00c

j
00

∑ +=

=

=

=

=

=⊗

=

D

D

D

  

elde edilir. Böylece  

)]x~)(X()y(x).y(Y[c)x~))](X,Y(ρT(c[ k
0

n

1k

j
k0

k
0

j
k0

j
00 ∑ +=⊗

=
                         (3.24) 

elde edilir. Eş.3.23 ve Eş.3.24 ifadelerinin sağ tarafları eşit olduğundan sol tarafları 

da eşittir. Böylece j∀ , nj ≤≤1   için 

)x~))](X,Y(ρT(c[)x~)(Xc,Y(ρT j
00

j
00 ⊗=⊗  elde edilir. 
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(ii) Herhangi ))IR,n(GL(TY 0 ∈  ve )IR(TX,X n
21 ∈   için 

“ )X,Y(ρT)X,Y(ρT)XX,Y(ρT 2010210 ⊕=⊕ ”  

eşitliğinin gösterilmesi için genelliği bozmaksızın  

))IR,n(GL(TY 0y0 ∈   , )IR(TX n
x1 1

∈  ve )IR(TX n
x2 2
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ifadesi elde edilir. Böylece  

)X,Y(ρT)X,Y(ρT)XX,Y(ρT 2010210 ⊕=⊕  

ispatlanmış olur. 

)IR(T)IR(T:ρT nn
Y 0

→  , )IR(TX n∈∀  , )X,Y(ρT)X(ρT 0y0
=                     (3.25) 

 olarak tanımlansın. Bu durumda (ii) den dolayı ρT Y0
 bir lineer dönüşümdür. 
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ifadesinin doğru olduğunu gösterelim.  
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)c)y()x(r l
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=
                                                                                           (3.26) 

bulunur. Diğer taraftan  
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Eş.3.26 ve Eş.3.27 ifadelerinin sağ tarafları eşit olduğundan sol tarafları da eşittir. 

Bu durumda 
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elde edilir. 

(iv) ))IR,n(GL(TY,Y ∈′  , )IR(TX n∈  olsun. Ayrıca   

Y.Y)Y,Y(µT ′=′  

ile gösterelim. Bu durumda  

))X,Y(ρT,Y(ρT)X,Y.Y(ρT ′=′   

ifadesinin doğru olduğunu gösterelim. 

ρ  , GL(n,IR) in nIR  üzerine  bir  diferensiyellenebilir etkisi  olduğundan 
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n
ρ

n

ρ)IR,n(GL

nidµn

IR                                               IRIR)GL(n,

ρ                                                              id

IRIR)GL(n,             IR)IR,n(GL)IR,n(GL nIR

⎯→⎯×

↓↓

×⎯⎯ →⎯××

×

×

 

yukarıdaki diyagram değişmeli bir diyagramdır. Gerçekten, 

nIR)IR,n(GL)IR,n(GL)z,y,x( ××∈∀  için 

))z,y(ρ,x(ρ

))z(id),y,x(µ(ρ)z,y,x))(idµ(ρ( nn IRIR

=

=×D
 

                                      ))z,y(ρ,x(ρ=                                                                 (3.28)                         

))z,y(ρ,x(ρ)z,y,x)(ρid(ρο )IR,n(GL =×                                                              (3.29)                         

Eş.3.28 ve Eş. 3.29 ifadelerinin sağ tarafları eşit olduğundan sol tarafları da eşittir.  

Böylece  

)ρid(ρο)idµ(oρ )IR,n(GLIRn ×=×  

bulunur. Bu sonucu aşağıdaki ifadede kullanalım: 
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(i)-(iv) den dolayı  T(GL(n,IR))  Lie grubu )IR(T n  üzerine bir lineer grup olarak etki 

eder. Bu etkinin etkin bir etki olduğunu gösterelim.  

))IR,n(GL(TY ∈  ve )IR(TX n∈∀  için  X)X,Y(ρT =  olsun. Bu durumda  
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elde edilir. Bu eşitlikte Eş. 3.27 kullanıldığında aşağıdaki eşitlik elde edilir. 
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[ ]rk
j  matrisine karşılık gelen lineer dönüşüm Q olsun. Eş. 3.31 den dolayı nIRx∈∀  

için 
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elde edilir. Bu ise ρT  lineer etkisinin etkin etki olduğunu gösterir. Böylece 

3.6.Önerme ispatlanmış olur. Ayrıca Eş.3.25  ifadesinin birebir olduğu aşağıdaki 

biçimde gösterilir: 
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olduğundan, )x,y(ρ)x,y(ρ ′= olmalıdır.  

)IR,n(GLy∈  olduğundan )IR,n(GLy 1 ∈−  dır. (iv) eşitliğini kullanarak; 
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elde edilir. )X(ρT)X(ρT YY ′=  

0)dc.(Y

0)dc(y

0y)dc(

ydyc

ydxrycxr

)
x

)(ydxr()
x

)(ycxr(

))
x

(d,)
y

(r(ρT))
x

(c,)
y

(r(ρT

))
x

(d,Y(ρT))
x

(c,Y(ρT

))
x

(d(ρT))
x

(c(ρT

n

1j

k
j j

n

1j

k
jjj

n

1j

k
jj

n

1j

k
jj

k
jjj

n

1j

k
j

k
jjj

n

1j

k
j

k
)x,y(ρ

k
jjj

n

1k

n

1j

k
jk

)x,y(ρ

k
jjj

n

1k

n

1j

k
j

j
x

n

1j
j

n

1j,i
i
j

i
j

y

n

1j j
x

j

n

1j,i
i
j y

i
j

j
x

n

1j
j

n

1j j
x

j

j
x

n

1j
jY

n

1j j
x

jY

=−⇒

∑ =−⇒

∑ =−⇒

∑∑ =⇒

+∑=+∑⇒

∂
∂

+∑ ∑=
∂
∂

+∑ ∑⇒

∂
∂

∑∑ ∂
∂

=∑
∂
∂

∑ ∂
∂

⇒

∂
∂

∑=∑
∂
∂

⇒

∂
∂

∑=∑
∂
∂

⇒

=

=

==

==

= == =

====

==

==

 



 49

)IR,n(GLy∈  olduğundan bulunan lineer denklem sisteminin yalnızca aşikar 

çözümü vardır. Bu durumda  dc =  bulunur. dc =  ve xx ′= olduğundan XX ′= dır.   

)IR(T)IR(T:ρT nn
y →    

lineer dönüşümü 1:1 dır. Böylece  yρT  bir lineer izomorfizmdir ve  

))IR(T(OtoρT n
y ∈                                                                                                (3.32) 

bulunur.                                                                                                 

3.7.Tanım    

))IR,n(GL(TY ∈  ve )IR(TX n∈  için )X,Y(ρTX.Y =  olarak tanımlansın. 

3.6.Önermenin (iv) ispatında da görüldüğü üzere , eğer bir G Lie grubu M 

diferensiyellenebilir manifoldu üzerine etki ediyor ise T(G) Lie grubu da T(M) 

diferensiyellenebilir manifoldu üzerine etki eder [3]. 

3.8.Tanım  

GL(n,IR) nin bir )IR,n(GLa∈  ile sağ ötelemesini  

)IR,n(GL)IR,n(GL:Ra → , a.y)y(Ra =  ))IR,n(GLy( ∈    

olarak gösterelim. Bir )IR,n(GL(TY a∈  tanjant vektörü alınsın.  

1a
TRB −=    

olarak tanımlanırsa  

)IR,n(GL(TB
nI∈   

olur. Böylece B , GL(n,IR) in Lie cebiri olan gl(n,IR) in elemanı olur.  
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Karşıt olarak herhangi  )IR,n(GLa∈  ve )IR,n(glB∈ çifti için  

)B(TRY a=   

biçiminde tanımlandığında  

)IR,n(GL(TY a∈  

dır. Böylece her bir )IR,n(GLa∈  ve )IR,n(glB∈  için , bir )IR,n(GL(TY a∈ elde 

edilir. Bu biçimde oluşturduğumuz Y vektörünü  

]B,a[Y =   

ile gösterelim.  

Diğer yandan herhangi bir )IR(TX n
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xi

n

1i

i )
x

(vX
∂
∂

∑=
=

 

ile ifade edilir. )
x

(vX i
x

n

1i

i

∂
∂

∑=
=

 ifadesi  )IR(T)v,x(X n∈=   ile gösterilsin [3]. 

3.9.Önerme  

Herhangi )IR,n(GLa∈ , )IR,n(glB∈  ve nIRv,x ∈  için aşağıdaki eşitlik vardır [3]. 
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eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim. Her bir )IR,n(GLy∈ için 
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elde edilir. ∑
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eşitliğe dönüşür. Burada 3.6.Önerme  (iii) de elde edilen ifade yerine yazılırsa 
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elde edilir. Böylece 3.9.Önerme  ispatlanmış olur. 

3.10.Uyarı  

Herhangi )IR,n(GLa,a ∈′  ve )IR,n(glB,B ∈′  için 

]B)a(adB,aa[]B,a].[B,a[ 1 ′+′=′′ −   
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olduğu kolayca gösterilebilir [3]. 
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bulunur. Şimdi  )RοL(οRRοL aaaaaa 1−′′ =   ifadesinin doğru olduğunu gösterelim. 

)IR,n(GLx∈∀  için 
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)x))(RοL(οR(

))x)(RοL((R

)a.x.a(R

a.a).a.x.a(

a)a.a.(x.a

a.x.a)x)(RοL(

aaaa

aaaa

1
aa

1

1

aa

1

1

−

−

′

′

−
′

−

−

′

=

=

=

′=

′=

′=

 

Böylece    

))RοL(οR()RοL( aaaaaa 1−′′ =                                                                                (3.36) 

ifadesi elde edilir. Ayrıca  

RRοR aaaa ′′ =   

eşitliği doğrudur. Herhangi )IR,n(glB,B ∈′  ve  )IR,n(GLa,a ∈′  için 

)]B(adB,aa[

))B(adB(TR

))B(ad(R(T)B(TR

))B)(RL(TR(T)B(TR

)B))(RL(R(T)B(TR

)BTRTL())B(TRTR(

)BTR(TL))B(TR(TR

])B,a([TL])B,a([TR

])B,a[],B,a([µT]B,a].[B,a[

1

1

1

a

aaa

aaaaa

aaaaaa

aaaaaa

aaaa

aaaa

aa

′+′=

′+=

′+=

′+=

′+=

′+=

′+=

′′+=

′′=′′

−

−

−

′

′′

′′′

′′′

′′

′′

′

D

DD

DD
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bulunur. Böylece 3.10.Uyarı  ispatlanmış olur. 

3.11.Tanım  

3.6. Önermedeki, T(GL(n,IR)) in n2n IR~)IR(T =  üzerindeki ρT  etkisini ve 

)IR,n2(GL~)IR(Oto n2 =  izomorfizmini kullanarak T(GL(n,IR)) üzerindeki 

dönüşümü ,  

)IR,n2(GL))IR,n(GL(T:J n →  , ))IR,n(GL(TY ∈ , n2IRX ∈   

için  

)X(ρT)X,Y(ρT)X)).(Y(J( Yn ==   

ile tanımlıdır [3]. Herhangi bir ))IR,n(GL(TY ∈  için Eş.3.31 kullanıldığı taktirde  

n2n2
Y IRIR:ρT →   

lineer izomorfizm olduğundan  

)IR(Oto)Y(J n2
n ∈   

dir. Böylece J n  anlamlı olur. 

3.12.Önerme 

Herhangi )IR,n(GLa∈  ve )IR,n(glB∈  için  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

aBa
0a

])B,a([J n  ve Ta])0,a([J n =  dır [3]. 

İspat  
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E , nIR  nin standart bazı olsun. Bu durumda n2IR  nin standart bazı )}E,0(),0,E{(  

dir. 3.9.Önerme den dolayı )avBax,ax()v,x](B,a[ +=   dır. Özel olarak 

)0,E()v,x( =  ve  )E,0()v,x( =  alınırsa sırasıyla 

)a,0()E,0(ρT

)Ba,a()0,E(ρT

]B,a[

]B,a[

=

=
 

elde edilir. Böylece ρT ]B,a[ lineer dönüşümünün )}E,0(),0,E{(  standart bazına 

karşılık gelen matrisi ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
aBa
0a

  bulunur. Böylece 3.12.Önerme  ispatlanmış olur. 

Ayrıca burada tanımlanan   

)IR,n2(GL))IR,n(GL(T:J n →  

dönüşümü bir imbeddingdir. Bunu göstermek için; 

(a) ))IR,n(GL(T]B,a[],B,a[ ∈′′∀  için 

.
aaaBaaBa
0aa

aaB
0a

.
aBa
0a

])B,a([J]).B,a([J nn

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′′+′

′
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′′

′
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=′′

                                                           

.
aaaBaaBa
0aa

])B,a([J]).B,a([J nn ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′′+′

′
=′′                                                      (3.37)           

aBaaBa

aa)aBaaBa(aa)].B(aadB[ 11

′′+′=

′′+′=′′+ −−

                                                                 

aBaaBaaa)].B(aadB[ 1 ′′+′=′′+ −                                                                     (3.38) 

bulunur. Eş.3.36 ve Eş.3.37 kullanılırsa 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′′+

′
=′′

− aaaa)].B(aadB[
0aa

])B,a([J]).B,a([J 1nn                                      (3.39)               

elde edilir. Önerme 3.10 kullanılırsa 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′+

′
=

′+′=′′

−

−

aaBadB
0aa

])BadB,aa([J])B,a].[B,a([J

a

ann

1

1

                                                                

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′+

′
=′′

− aaBadB
0aa

])B,a].[B,a([J
a

n
1

                                                              (3.40) 

Eş.3.39 ve Eş.3.40 ifadelerinin sağ tarafları eşit olduğundan sol tarafları da eşittir. 

Böylece  

))IR,n(GL(T]B,a[],B,a[ ∈′′∀   

için 

 ])B,a([J]).B,a([J])B,a].[B,a([J nnn ′′=′′  

olduğundan )IR,n2(GL))IR,n(GL(T:J n →  dönüşümü bir homomorfizmdir. 

(b) ])B,a([J])B,a([J nn ′′=  olsun. Bu durumda  

BB,aa

aaB
0a

aBa
0a

′=′=⇒

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′′

′
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

 

bulunur. Buradan ]B,a[]B,a[ ′′=  bulunur. J n  dönüşümü bir 1:1 Lie grup 

homomorfizmidir. Bu nedenle J n  dönüşümü bir imbeddingdir. T(GL(n,IR)) Lie 

grubu GL(2n,IR) içine gömülebilir. 

Ta])0,a([J n =  
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eşitliği doğrudur. Gerçekten )IR,n(GLa∈  olduğundan a matrisine karşılık gelen bir 

lineer izomorfizm vardır. Bu izomorfizm yine a sembolü ile gösterilirse, 

)a,...,a,a,...,a(Ta n1n1 ��=   ve  x.
x
aa k

n

1k k

i
i �� ∑

∂
∂

=
=

 dır.  

nIRx∈∀  için 

)xa,...,xa()x(a j
n

1j

n
j

j
n

1j

1
j ∑∑=

==
  

biçiminde ifade edilir. Bu durumda 

xa)x(a

xa)x(a

j
n

1j

i
j

i

j
n

1j

i
j

i

�� ∑=⇒

∑=

=

=

 

eşitliği doğrudur. 

( )
( ) [ ]

Ta

)a,...,a,a,...,a(

)xa,...,xa,xa,...,xa(x
a0
0a

n1n1

j
n

1j

n
j

j
n

1j

1
j

j
n

1j

n
j

j
n

1j

1
ji

j

i
j

=

=

∑∑∑∑=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
====

��

��

 

bulunur. Böylece  

Ta
a0
0a

])0,a([Jn =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

eşitliği doğrudur. 
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4.T(F(M)) NİN F(T(M)) İÇİNE İMBEDDİNGİ (GÖMÜLMESİ) 

4.1. Tanım  

Demet uzayı P , baz uzayı M , projeksiyonu π  ve yapı grubu G olan bir asli lif 

demeti P(M,π ,G) olsun. {U α } , M nin bir açık örtüsü , P diferensiyellenebilir 

manifoldu  {U α } üzerinde bir trivial demet ve  

GUU:g βααβ →∩    

P(M,π ,G) asli lif demetinin transition dönüşümü ise bu asli lif demeti 

)}g,U{(P αβα=   ile gösterilir. Bunun sebebi  

Jγ,β,α ∈∀  , )UUU(x γβα ∩∩∈   için 

)x(g)x(g).x(g αγβγαβ =                                                                                          (4.1)                       

özelliğine sahip bir  

GUU:g βααβ →∩  

diferensiyellenebilir dönüşümü ve bir }U{ α  örtüsü verildiğinde P(M,π ,G)=P asli lif 

demetinin elde edilebilmesidir. Elde edilen P demetinin transition dönüşümü gαβ  dır. 

Böylece bir P= P(M,π ,G) asli lif demeti )}g,U{(P αβα=   biçiminde gösterilebilir. 

G Lie grubu G′  Lie grubunun bir Lie alt grubu , GG:i GG ′→′  inclusion (içerme) 

dönüşümü olsun. Bu durumda )}gοj,U({P αβα=′  olacak şekilde bir P′  asli lif 

demeti ve PP:ĵ ′→  bire bir bir demet homomorfizmi vardır, yani herhangi Pz ∈  

ve Ga∈  için 

a).z(j)a,z(ĵ =  



 60

dır. Bu biçimde tanımlı olan ĵ  dönüşümü bir asli lif demeti homomorfizmidir. Bunu 

göstermek için GG:i GG ′→′ inclusion (içerme) dönüşümünü ele alalım. 

GUU:)gi(g βααβGGαβ ′→∩=′ ′ D   , βα UUx ∩∈∀  , )x(gi)x(g αβGGαβ D′=′  dır. 

Jγ,β,α ∈∀  , )UUU(x γβα ∩∩∈   için 

)x(g

)]x(g[(i

)]x(g).x(g[(i

)]x)(goi)].[(x)(goi[()x(g).x(g

αγ

αγGG

βγαβGG

βγGGαβGGβγαβ

′=

=

=

=′′

′

′

′′

 

Eş.4.1 den varlık teoremi gereğince )}gοi,U({P αβGGα ′=′  bir asli lif demetidir.  

P ve P′ birer asli lif demeti olduğundan  herhangi bir Pp∈  için ])y,x([p j=  

olacak şekilde GU)y,x( α ×∈  ve herhangi Pp ′∈′  için ]])y,x([[p j′′=′  olacak 

şekilde GU)y,x( α ′×∈′′ vardır. P ve P′ demetinin koordinat dönüşümlerinin invers 

dönüşümleri  sırasıyla g P  ve g P′ ′  ile gösterilsin. Ayrıca  

PP:ĵ ′→  dönüşümü, her bir P])y,x([p j ∈=  için  

]]))y(i,x([[])y,x(([ĵ)p(ĵ GG αα ′==  ile tanımlansın. Bu durumda; 

P      GU

ĵ                  id

P       GU

g P
α

U

g P
α

α

′⎯⎯→⎯′×

↓↓

⎯→⎯×

′ ′

          

diyagramı vardır. Şimdi bu diyagramın değişmeli olduğunu gösterelim: 
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GU)y,x( αα ×∈∀  için  

]])y,x[[(

]))y,x([(j

)))y,x((g(j))y,x)((gj(

α

α

αpαp

=

=

=

�

�
D
�

            

]])y,x[[())y,x)((gj( ααp =D
�

                                                                               (4.2) 

  

]])y,x[[(

))y,x((g

)))y(i,x((g))y,x))((iid(og(

α

αP

αGGPαGGUP α

=

′=

′=×′

′

′′′′

                                                     

]])y,x[[())y,x))((iid(og( ααGGUP α
=×′ ′′                                                                (4.3)                        

eşitlikleri doğrudur. Eş. 4.2 ve Eş. 4.3 ifadelerinin sağ tarafları eşit olduğundan sol 

tarafları da eşittir. Bu durumda  

)iid(og)goĵ( GGUpP α ′′ ×′=                                                                                      (4.4)             

elde edilir. Bu ise diyagram 2 in değişmeli olduğunu gösterir. g P  dönüşümü bir 

diffeomorfizm olduğundan Eş. 4.4 ifadesi,  

)g(o)iI(ogĵ P
1

GGUp α

−
′′ ×′=  

biçiminde ifade edilebilir. )g(  ),iI(  ,g P
1

GGUp α

−
′′ ×′ dönüşümleri diferensiyellenebilir 

olduğundan ĵ  dönüşümü de diferensiyellenebilirdir.                                            

Herhangi P])y,x([p α ∈=  ve Ga∈  için 
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])))a.y(i,x[(j

]))a.y,x([(j

)a].)y,x([(j)a.p(j

αGG

α

α

′=

=

=

�

�

��

 

a).p(j

)a(i).p(j

)a(i]].))y(i,x[[(

]]))a(i).y(i,x[[(

GG

GGαGG

αGGGG

�

�

=

=

=

=

′

′′

′′

                                                                               

a).p(j)a.p(j
��

=                                                                                                      (4.5) 

Eş. 4.5  sağlandığından ĵ  dönüşümü bir asli demet homomorfizmidir. 

4.2.Tanım     

P(M,π ,G) bir asli lif demeti ise  TP(T(M), πT ,TG) de bir asli lif demetidir [6]. 

4.3.Önerme  

P={( g,U αβα )} olsun. Bu durumda )}gT,TU{(TP αβα=  dır [3]. 

İspat  

P nin U α  üzerindeki trivializasyonu )U(πxGU:Φ α
1

αα
−→  olsun. Transition 

dönüşümünün tanımından dolayı her bir UUx βα∩∈  ve Gy∈  için 

)y).x(g,x()y,x)(Φo)Φ(( αββα
1 =−   eşitliği doğrudur. 

Şimdi,  

))U(π(T)UT()πT( α
1

α
1 −− =                                                                                    (4.6)                
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eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim. 

Herhangi bir ))U(π(TV α
1−∈  için 

))U(π(TV α
1

p
−∈  olacak şekilde bir )U(πp α

1−∈  vardır. Bu durumda  

))U(π(TV α
1

p
−∈  ve  U)p(π α∈  

))U(T()πT(V

)U(T)V()πT(

α
1

p

α)p(πp

−∈⇒

∈⇒
  

))U(T()πT(V α
1−∈  

Bu durumda  

)UT()πT())U(π(T α
1

α
1 −− ⊂                                                                                   (4.7)                

elde edilir. Herhangi bir ))U(T()πT(V α
1−∈  olsun. 

)U(T)V)(πT(

)U(T)V)(πT(

αq

α

∈⇒

∈⇒
 

olacak şekilde Uq α∈  vardır.π  dönüşümü örten bir dönüşüm olduğundan 

MUq α ⊂∈∀  için q)p(π =  olacak şekilde bir Pp∈  vardır. Bu durumda  

∈)V()πT( p )U(T α)p(π  , U)p(π α∈  

∈⇒ )V()πT( p )U(T α  , )U(πp α
1−∈  

∈⇒V ))U(π(T α
1

p
−  , )U(πp α

1−∈  

∈⇒V ))U(T(πT α
1−  
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bulunur. Bu durumda  

))U(π(T)UT()πT( α
1

α
1 −− ⊂                                                                                   (4.8) 

Eş. 4.7  ve  Eş. 4.8 ifadelerinden dolayı  

))U(π(T)UT()πT( α
1

α
1 −− =  

elde edilir. Böylece Eş. 4.7 ifadesi gösterilmiş olur. Eş. 4.7 ifadesini kullanarak TP in 

koordinat dönüşümü  

)TU()πT(TGTU:ΦT α
1

αα
−→×  dönüşümüdür. 

)}Tg,TU{(TP αβα=  olduğunun gösterilebilmesi için  

TG)TUTU()L,X( βα ×∩∈   

iken 

)L.Tg,X()L,X)(ΦoTΦT( αββ
1

α =−   

olduğunun gösterilmesi yeterlidir (transition dönüşümü tanımı).  

Bunun için herhangi bir GU:f →  , GUGU:Ψ ×→×   dönüşümü  

her bir GU)g,x( ×∈  için )g).x(f,x()g,x(Ψ =  olacak biçimde tanımlansın. Bu 

durumda TGTU)L,X( ×∈∀ için 

)L).X(Tf,X()L,X(ΨT =                                                                                      (4.9) 

eşitliğinin olup olmadığına bakılmalıdır. Eş. 4.9 ifadesinin varlığını göstermek için , 

1. ve 2. doğal projeksiyonlar sırasıyla GGU:pr1 →×  , GGU:pr2 →×  ve G Lie 

grubunun grup çarpımı GGG:λ →×  ile gösterilsin. 
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)g,x))(idf(oλ(

)g,x)(idf(λ

)g),x(f(λ

))g),x(f(λ,x(pr

))g,x(Ψ(pr)g,x)(Ψopr(

G

G

2

22

×=

×=

=

=

=

                                                                                       

)g,x(pr

x

))g),x(f(λ,x(pr

))g,x(Ψ(pr)g,x)(Ψpr(

1

1

11

=

=

=

=D

 

elde edilir. Böylece  

))idf(oλ()Ψopr( G2 ×=                                                                                      (4.10) 

11 pr)Ψpr( =D                                                                                                       (4.11) 

bulunur. Bu durumda  

))TidTf(oλT()ΨoTTpr( G2 ×=  

11 Tpr)ΨTTpr( =D  

ve TGG id)id(T =  olduğundan 

)idTf(oλTΨoTTpr TG2 ×=                                                                                    (4.12) 

11 TprΨoTTpr =                                                                                                      (4.13) 
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ifadesi elde edilir. Bu durumda  TUxTG)L,X( ∈∀  için genelliği bozmaksızın özel 

olarak UTX x∈ , GTL I∈  alınır ve Eş.3.14 özdeşleştirmesi göz önüne alınırsa ; 

)L)(ofpr(T)X)(ofpr(T

))L(Tf)X(Tf(Tpr)L,X(Tpr

x1I1

xI11

+=

+=
                                                     

)L)(ofpr(T)X)(ofpr(T)L,X(Tpr x1I11 +=                                                        (4.14)  

elde edilir. ji y,x sırasıyla U ve G in koordinat fonksiyonları olmak üzere  

))ofpr(ox(X)x)(X)(ofpr(T I1
ii

I1 =                                                                 (4.15) 

))ofpr(oy(L)y)(L)(ofpr(T x1
jj

x1 =                                                                 (4.16) 

Gy,Ux ∈∀∈∀  için 

)x(x

))I,x(pr(x)x))(fopr(ox(

i

1
i

I1
i

=

=
 

ve  

0

)x(y

))y,x(pr(y)y))(fopr(oy(

j

1
j

x1
j

=

=

=

 

bulunur. Bu durumda Eş.4.14 ve Eş.4.15 ifadeleri kullanılarak 

)x(X)x)(X)(ofpr(T ii
I1 =  

)x(X)x)(X)(ofpr(T ii
I1 =                                                                                (4.17) 

0)y)(L)(ofpr(T j
x1 =                                                                                         (4.18) 
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elde edilir. Eş.17 ve Eş.4.18 ifadeleri Eş.4.14  de yerine konularak 

X)L,X(Tpr1 =                                                                                                     (4.19) 

elde edilir. Ayrıca  

L).X(Tf

)L),X(Tf(λT

))L(id),X(Tf(λT

)L,X))(idTf(oλT()L,X)(ΨoTTpr(

TG

TG2

=

=

=

×=

                                                          

L).X(Tf)L,X)(ΨoTTpr( 2 =                                                                               (4.20) 

ifadesi de doğrudur. Bu durumda 

)L).X(Tf,X(

))L,X)(Ψopr(T),L,X)(Ψopr(T()L,X(ΨT 21

=

=
 

dır. Böylece 4.3. Önerme ispatlanmış olur. 

4.4. Teorem   

Herhangi bir M diferensiyellenebilir manifoldu için T(F(M))⊂F(T(M)) olacak 

biçimde bir kanonik injection dönüşümü vardır [3]. 

İspat 

MU
α

α =∪  diferensiyellenebilir manifoldunun , }U{ α  koordinat komşuluğu ve 

}x,...,x{ n1  lokal koordinat sistemine sahip bir açık örtüsü olsun. 
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}x,...,x{ n
α

1
α  ve }x,...,x{ n

β
1
β  lokal koordinat sistemlerine karşılık gelen jacobien 

matrisi 

)IR,n(GLUU:J βα
α
β →∩  ile gösterilsin. Bu durumda her bir βα UUx ∩∈  için 

)x,...,x(
)x,...,x(

)x(J n
α

1
α

n
β

1
βα

β ∂
∂

=  dır. 

M nin çatı demeti F(M) ile gösterilirse, bu durumda 

F(M)={( J,U α
βα  )} dır. Bunun gösterilmesi için F(M)=(F(M),M,π ,GL(n,IR)) ve 

F(M) in koordinat dönüşümü Ωα  olsun. Bu durumda   

)IR,n(GLU)U(π α
Ω

α
1 α ×⎯→⎯−  , )U(πξ α

1−∈∀  için, 

)a,x()ξ(Ωα = , ( x)ξ(π = , [ ]aa i
j= ) , )nj1,j( ≤≤∀  için )

x
(a)e(ξ i

α x

n

1i

j
ij ∂

∂
∑=
=

ve 

F(M) nin transition dönüşümleri αβg ′   ile tanımlandığında  transition dönüşümünün 

tanımından herhangi )IR,n(GL)UU()y,x( βα ×∩∈ için  

)y).x(g,x()y,x)()Ω(oΩ( αβ
1

αβ ′=−  dır.  

)}J,U{()M(F α
βα=   

olduğunun gösterilmesi için  Jg α
βαβ =′  olduğunu göstermemiz gerekli ve yeterlidir. 

Kabul edelim ki  

)IR,n(GLU)a,u()y,x)()Ω(oΩ( α
1

αβ ×∈=−  olsun. Bu durumda 

ξ)y,x()Ω( 1
α =− ile gösterilirse x)ξ(π =  , )

x
(y)e(ξ t

α x

n

1i

i
tj ∂

∂
∑=
=

dır. 
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burada )
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β x

n
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, [ ]aa i
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elde edilir. F(M) nin )UU( βα ∩  daki  transition dönüşümü J α
β  dır. Bu durumda  

)}J,U{()M(F α
βα=   

bulunur. 4.3. Önermeden  
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)}JT,TU{()M(F α
βα=   

dır. 3.11.Tanımdan )IR,n2(GL))IR,n(GL(T(J n ⊂  dır. Tanım 3.1 den dolayı  

)}JoTJ,TU{()}JT,TU{( α
βnα

α
βα ⊂                                                                      (4.21) 

dır. )U(T α  üzerine indirgenmiş lokal koordinat sistemi }x,...,x,x,...,x{ n
α

1
α

n
α

1
α ��  ile 

gösterilsin. Bu durumda }x,...,x,x,...,x{ n
α

1
α

n
α

1
α ��  , }x,...,x,x,...,x{ n

β
1
β

n
β

1
β ��   lokal koordinat 

sistemleri arasındaki jacobien matrisi  

)IR,n2(GLTUTU:J βα
α
β →∩ ,  βα TUTU)x,x( ∩∈∀ �  için  

)x,x(n
α

1
α

n
α

1
α

n
β

1
β

n
β

1
βα

β )
)x,...,x,x,...,x(
)x,...,x,x,...,x(

()x,x(J ���
���

∂
∂

=  

olarak tanımlansın. Kısalık için JJ α
β =  , JJ α

β =  , UU α =  , UU β ′=  ,  xx ii
α =  , 

yx ii
β =  ile gösterelim. Bu durumda 

)x,...,x(
)y,...,y()x(J

n1

n1

∂
∂

=   dır. RU:yi →′  

olduğundan her bir i,  ni1 ≤≤  için )x(fy ii =  denilirse 

)x,...,x(
)f,...,f(

)x(J
n1

n1

∂
∂

=   

dır. Bu durumda 

xk

n

1k i

k

xi
)

y
)(

x
f()

x
(

∂
∂

∑
∂
∂

=
∂
∂

=
 

ifadesi doğrudur. Ayrıca  
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bulunur. Diğer yandan 

)x,...,x,x,...,x(
)y,...,y,f,...,f(

)x,...,x,x,...,x(
)y,...,y,y,...,y(

)x,x(J
n1n1

n1n1
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��
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=                

dır. Bu ifade açılırsa 
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 IRU:f , }n,...,1{i i →∈∀  dönüşümü için x , }n,...,1{j j�∈∀   TU  daki lokal 

koordinat sistemi olduğundan f i  dönüşümleri bu koordinat sistemine göre sabit 

dönüşümleridir.  

Bu nedenle  
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 dır. Ayrıca  her bir }n,...,1{j,i ∈  için  
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dır. Bu durumda  
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dır. 
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elde edilir. Bu durumda 
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Bu n2n2 ×  tipinden karesel matriste kolaylık için  
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denildiğinde,  
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elde edilir. Bu ifadelerde , elde edilen Eş. 4.23 , Eş.4.24 ve Eş. 4.25 de  yerine 

konursa  
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elde edilir. Bulunan matris ifadeleri Eş. 3.22 de yerine konursa 
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elde edilir. Herhangi bir 
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bulunur. 
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elde edilir. Bu durumda    
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elde edilir. 
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dır. Bu durumda  
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eşitliği doğrudur. Bulunan  bu ifadeler kullanılırsa 
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elde edilir. Bu durumda JTJJ n =D  elde edilir. Bu durumda Eş.4.21 

))M(T(F
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)}JTJ,TU{()}JT,TU{())M(F(T

α
βα

α
βnα

α
βnα

α
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==
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D

D

 

 olduğundan 

T(F(M))⊂F(T(M))  

elde edilir. Bu durumda 4.4. Teorem  ispatlanmış olur. 

 
4.5. Tanım   

4.4.Teorem  de oluşturulan birebir dönüşümü ))M(T(F))M(F(T:J M →  ile 

gösterelim. MJ  dönüşümü M diferensiyellenebilir manifoldunun }U{ α  açık örtüsü 

ve }U{ α  üzerindeki koordinat fonksiyonlarının seçiminden bağımsızdır [3]. 

P , P′  iki asli lif demeti , bu asli lif demetlerinin transition dönüşümleri gαβ ve g αβ′  , 

P , P′  nin bu transition dönüşümleri ile oluşturulan  koordinat dönüşümleri sırasıyla 
1

Pg −  ve 1
Pg −
′′  , PP:ĵ ′→  bir asli lif demeti homomorfizmi olsun. gαβ ve g αβ′  

transition dönüşümleri koordinat fonksiyonlarının seçiminden bağımsız olduğundan 

ĵ dönüşümü de bu seçimden bağımsızdır. Özel olarak MJĵ =  alınırsa MJ  

dönüşümünün M diferensiyellenebilir manifoldunun }U{ α açık örtüsü ve }U{ α  

üzerindeki koordinat fonksiyonlarının seçiminden bağımsız olduğu görülür. 

U , M de bir koordinat komşuluğu olsun. Bu durumda U ve T(U) üzerinde sırasıyla 

F(M) ve F(T(M)) nin  

)U(F)IR,n(UxGL:ΦU →  ,   ))U(T(F)IR,n2(TUxGL:ΨU →  

kanonik  trivializasyonları vardır. 
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4.6.Önerme    

1
Un)U(TU))U(F(TM )ΦT(o)Jid(oΨ|J −×=  ifadesi doğrudur [3]. 

İspat  

4.1.Tanım deki )g(o)iid(ogĵ P
1

GGUp α

−
′′ ×′=  ifadesindeki P , P′  sırasıyla T(U) 

üzerinde T(F(M)) ve F(T(M)), koordinat dönüşümlerinin invers dönüşümleri sırasıyla 

Up Ψg =′ ′  , UP ΦTg =  ve Jĵ M=  alınırsa  

1
Un)U(TU))U(F(TM )ΦT(o)Jid(oΨ|J −×=  ifadesinin doğru olduğu görülür. 

4.7.Önerme   

M)M(F:π →  ve )M(T))M(T(F:π~ →  demet projeksiyonları olsun. Bu 

durumda J M  dönüşümü nJ  Lie grup homomorfizmine göre T(F(M)) den F(T(M)) ye 

bir asli lif demeti homomorfizmidir, yani 

))IR,n(GL(xT))M(F(T)Y,X( ∈∀ için  )Y(J).X(J)Y,X(J nMM =  dır ve 

aşağıdaki diyagram değişmelidir [3]. 

TM         TM   

π~                        πT

))M(T(F))M(F(T  

TM

M

id

J

⎯⎯ →⎯

↓↓

⎯→⎯

 

İspat  

4.1. Tanımdan dolayı ))M(T(F))M(F(T:J M →  dönüşümü bir asli demet 

homomorfizmidir. Her bir asli demet homomorfizmi aynı zamanda bir lif demet 

homomorfizmidir. Bu durumda J M  bir lif demeti homomorfizmidir ve yukarıdaki 

diyagram değişmelidir. 
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5. G-YAPILARININ TAŞINMALARI (PROLONGASYONLARI) 

5.1.Tanım  

G , GL(n,IR) nin bir Lie alt grubu , G~))G(T(J n =  olsun. Bu durumda G~ , GL(2n,IR) 

nin bir Lie alt grubu olur. Gerçekten G ,  GL(n,IR) nin bir Lie alt grubu ise  

diferensiyellenebilir, birebir bir )R,n(GLG:ζ →  Lie grup homomorfizmi 

dönüşümü vardır. Bu durumda ))R,n(GL(TTG:ζT →  dönüşümü de 

diferensiyellenebilirdir.                                         

Herhangi U , V∈T(G)  , G nin grup işlemi µ , GL(n,IR) nin grup işlemi µ′  olsun. Bu 

durumda TG nin grup işlemi µT  ve T(GL(n,IR)) nin grup işlemi de µT ′  olur. Ayrıca 

ζ  bir homomorfizm olduğundan  GG)y,x( ×∈∀  için  

)y,x))(ζζ(oµ())y(ζ),x(ζ(µ))y,x(µ(ζ ×′=′=  

eşitliği elde edilir. Bu durumda  

)ζζ(oµµoζ ×′=                                                                                                      (5.1) 

Eş.5.1 den  

))V(ζT),U(ζT(µT

)V,U))(ζζ(oµ(T

)V,U)(µoζ(T))V,U(µT(ζT

′=

×′=

=

        

eşitliği elde edilir. Böylece µT  de bir grup homomorfizmidir. Ayrıca  ζ  bir birebir 

grup homomorfizmi olduğundan , bir imbeddingdir. Bu nedenle ζT  de birebirdir. Bu 

durumda ))IR,n(GL(TTG:ζT →   dönüşümü  bir  birebir  Lie grup 

homomorfizmidir. Bu durumda TG , T(GL(n,IR)) nin bir Lie alt grubudur. Böylece  

)R,n2(GL))IR,n(GL(TTG JζT n⎯→⎯⎯→⎯  
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)IR,n2(GLTG:ζTJ n →D   

bir birebir Lie grup homomorfizmidir. Bu durumda TG~)TG(ζT = özdeşleştirmesini 

kullanırsak G~)TG(J n = , GL(2n,IR) in bir Lie alt grubu olur. Ayrıca TG~G~ = dır [3].  

5.2.Tanım  

M , n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve G Lie grubu GL(n,IR) in bir Lie 

altgrubu olsun. M üzerinde bir G-yapı, M nin çatı demeti olan F(M) nin bir 

(P,π ,M,G) alt demetidir. Bu durumda M  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde 

bir G-yapısı demek, F(M) nin , yapı grubu GL(n,IR) in bir Lie alt grubu olan G ye 

redaksiyonundan başka bir şey değildir [3]. 

5.3.Teorem   

Bir M diferensiyellenebilir manifoldu bir P , G-yapısına sahip ise T(M) de bir 

kanonik P~ , G~ -yapısına sahiptir [3]. 

İspat  

(P,π ,M,G) asli lif demetinin,üzerinde trivial olduğu M nin bir açık örtüsü }U{ α  ve 

(P,π ,M,G) nin transition dönüşümü gαβ  olsun. Bu durumda 4.3.Önerme den  

TP={(TU α , gT αβ )}  

dır. M diferensiyellenebilir manifoldu P  G-yapısına sahip olduğundan P den F(M) 

ye bir reduction vardır. Bu dönüşüm f ile gösterilsin. Bu durumda f dönüşümü bir 

birebir demet homomorfizmidir. Bu durumda f nin tanjant dönüşümü olan Tf 

dönüşümü de TP den T(F(M)) ye birebir bir demet homomorfizmidir. Gerçekten  f 

bir demet homomorfizmi olduğundan bir )IR,n(GLG:h →  birebir Lie grup 

homomorfizmi vardır. Bu durumda ))IR,n(GL(TTG:Th →  dönüşümü de bir Lie 

grup homomorfizmidir. 
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P ve F(M) asli lif demetlerinin sağ etkileri sırasıyla ρ , ρ ′  ile gösterilsin. f  bir demet 

homomorfizmi olduğundan GP)a,p( ×∈∀  için  

))a(h),p(f(ρ))a,p(ρ(f ′=  

dır. Bu durumda  

)hf(ρρf ×′= DD                                                                                                  (5.2)                     

eşitliği elde edilir.  Herhangi TGTP)Y,X( ×=
��

 için Eş.5.2 kullanılırsa 

))Y(Th),X(Tf(ρT

))Y,X)(ThTf((ρT

))Y,X)(hf(T(ρT

)Y,X)(ρf(T))Y,X(ρT(Tf

��

��

��

��
D

��

′=

×′=

×′=

=

                                                                   

))Y(Th),X(Tf(ρT))Y,X(ρT(Tf
����

′=                  (5.3)              

eşitliği elde edilir. Bu durumda Tf bir demet homomorfizmidir. Tf bir demet 

homomorfizmi ve Th bir bire bir Lie grup homomorfizmi olduğundan 

))M(F(TTP:Tf →  bir reductiondır. Bu durumda 

))M(T(F))M(F(TTP JTf M⎯→⎯⎯→⎯  diyagramı elde edilir. Tf(T(P))=~ T(P) 

özdeşleştirmesi göz önüne alınırsa  

))M(T(FTP:|J )P(TM →   

dönüşümü bir reduction olur. P~)TP(J M =  ve G~)TG(J n =  ile gösterilsin. Bu 

durumda T(M) diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir G~ -yapısı vardır. Bu G~ - 

yapısı P~  dır. Bulunan P~ , G~ -yapısının transition dönüşümleri ise )gTJ( αβn D  

olduğundan 
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}TgJ, TU{P~ αβnα D=   

eşitliği elde edilir. 

5.4. Tanım  

5.3. Teorem  de elde edilen )TP(JP~ M=  ifadesi , M üzerindeki P , G-yapısının T(M) 

tanjant demetine taşınması (prolongasyonu) olarak adlandırılır [3]. 

5.5.Sonuç 

M diferensiyellenebilir manifoldu tamamıyla  paralelleştirilebilir ise T(M) de 

tamamıyla  paralelleştirilebilirdir [3]. 

İspat  

M diferensiyellenebilir manifoldu tamamıyla paralelleştirilebilir olsun. Bu durumda 

M diferensiyellenebilir manifoldu { I n }-yapılıdır. 5.3.Teorem  den dolayı T(M) , 

))}I(T(J{ nn -yapılıdır. Ayrıca })I({T)}I(T{ nIn n
= dır. 

 
0

}))I({T(boy})I({boy nIn n

=

=
 

dır. Böylece  }0{)}I(T{
nIn =  elde edilir. Bu durumda 

 

}I{

}
I0
0I{

])}0,I([J{

})0({J)})I(T({J

n2

n

n

nn

Innn n

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=

=
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elde edilir. Bu da bize T(M) nin }I{ n2 -yapılı olduğunu gösterir. T(M)  tamamıyla 

paralelleştirilebilirdir. 

5.6.Önerme  

M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir G-yapı var ise bu 

durumda }Ga|
a0
0a

{G0 ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  olmak üzere  T(M) üzerinde (kanonik olmayan) bir 

0G -yapısı vardır [3]. 

İspat  

G Lie grubu s-boyutlu olsun. 0G  , G~  nın bir kapalı alt grubudur. Bu nedenle 0G/G~  

bölüm uzayı bir diferensiyellenebilir manifold yapısına sahiptir.  

0G/G~  diferensiyellenebilir manifoldu GTe  uzayına diffeomorftur.  

sBoyG)GT(Boy e ==  olduğundan GTe  ile sR  uzayları izomorfiktir. Böylece 

0G/G~  ile sR  uzayları diffeomorfik olur. P~  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde  

“ 0a.z~z~ρ)z~,z~( ′=⇔∈′  olacak şekilde bir 00 Ga ∈  vardır.”  

biçiminde tanımlı ρ  denklik bağıntısı ile oluşturulan P~  nin 0G  a bölüm uzayı 

0G/P~  ile gösterildiğinde , 0G/P~  , total uzayı 0G/P~  , taban uzayı T(M)   lifi 

0G/G~  ve yapı grubu G~  olan bir lif demeti olur. Ayrıca, 0G/G~ , sR  ye diffeomorfik 

olduğundan 0G/P~  ın bir global bir σ  çapraz kesiti vardır. Bu durumda 

( 0G/P~ ,T(M), G~ )  asli lif demeti , P~G/P~:f 0 →  bir reduction dönüşümü vardır. 

Bu durumda T(M) üzerinde bir 0G -yapısı vardır. Bu durumda 5.6.Önerme  

ispatlanmış olur. 
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6. G-YAPILARININ  İZOMORFİZMLERİNİN   TAŞINMALARI 

(PROLONGASYONLARI) 

6.1.Tanım  

M ve M ′  n-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar, G ise GL(n,IR) nin bir Lie 

altgrubu, M  ile  M ′  diferensiyellenebilir manifoldları üzerindeki G-yapıları sırasıyla 

P , P′   ve  

MM:f ′→  bir örten diffeomorfizm olsun. Eğer )M(Fz∈∀  için, 

)M(F)M(F:)f(F ′→  , zTf)z))(f(F( D=   

ile tanımlı F(f) dönüşümü için  

P)P(Ff ′=   

ise  f  fonksiyonuna P den P′  ne bir izomorfizm denir [3]. 

6.2. Teorem   

MM:f ′→  örten bir diffeomorfizm olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitlik 

doğrudur[3]. 

))f(TF(JJ)Tf(F MM DD ′=                                                                                    

(6.1)                      

İspat  

∪
α

αUM =  ve )U(fV αα =  olsun. f bir örten diffeomorfizm olduğundan V α  , M ′  

diferensiyellenebilir manifoldu için bir koordinat komşuluğudur. Bu durumda  

∪
α

αVM =′  dır. 
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)V(F)IR,n(xGLV:Φ

)U(F)IR,n(xGLU:Φ

ααα

ααα

→′

→
 

fonksiyonları sırasıyla F(M) ve F( M ′ ) çatı demetlerinin U α  ve V α  üzerideki 

trivializasyonları olsun. Bu durumda aşağıdaki değişmeli diyagram vardır. 

)IR,n(GLV)V(F

f                    Ff

)IR,n(GLU)U(F

αΦα

α

α
Φ

α

α

α

×⎯⎯←

↓↓

×⎯⎯←

′

                                                                          

Bu durumda  

)Φ(o)f(FofΦ αα α =′                                                                                               (6.2)           

eşitliği doğrudur. Eş. 6.2 ifadesindeki α
1

αα ΦFf)Φ(f DD−′=  dönüşümü bir 

diffeomorfizmdir. Gerçekten herhangi bir )U(Fz α∈  için x)z(π )M(F =  , 

z lineer dönüşümünün nIR  nin standart bazlarına göre matris ifadesi [ ]i
jz  olsun. Bu 

durumda 

 

[ ]

[ ]

[ ][ ]

)z)()Φ(f(

)zTf),x(f()z)()Φ(f(

))zTf(),zTf(π()z)()Φ(f(

)zTf()Φ())z()Φ((f

)z))(f(F)Φ(())z()Φ((f

)z),z(π()z()Φ(

1
αα

1
αα

i
j)M(F

1
αα

1
α

1
αα

1
α

1
αα

i
j)M(F

1
α

−

−

′
−

−−

−−

−

′⇒

=′⇒

=′⇒

′=′⇒

′=′⇒

=′

D

D

DDD

D

D

 



 85

[ ]

[ ]

[ ]

[ ][ ] [ ]

[ ] [ ]

)|µ(f(f

)z,x)((|µ(f()z,x(f

)z,x(f)z.Tf),x(f(

)z,x(f)z)(Φf(

))z),z(π((f)z)(Φf(

)z),z(π()z(Φ

]}Tf{[α

]}Tf{[α

α

α
1

αα

α
1

αα

1
α

×=⇒

×=⇒

=⇒

=⇒

=⇒

=

−

−

−

D

D

 

elde edilir. f ve ]}Tf{[|µ  birer diffeomorfizm olduğundan  αf  dönüşümü de bir 

diffeomorfizmdir. Bu durumda  Eş. 6.2  ifadesi, aşağıdaki değişmeli diyagrama 

indirgenir. 

   ))IR,n(GL(T)V(T  ))V(F(T

Tf                                )Ff(T

))IR,n(GL(T)U(T))U(F(T

α
αΦT

α

α

α
αΦT

α

×⎯⎯⎯←

↓↓

×⎯⎯⎯←

′

                                                                     

 Bu diyagram değişmeli olduğundan 

)ΦT()f(TFTfΦT αα α DD =′                                                                                     (6.3)                 

eşitliği doğrudur.Diğer yandan  

))V(T(F)IR,n2(GLTV:Ψ

))U(T(F)IR,n2(GLTU:Ψ

ααα

ααα

→×′

→×
                                                                     (6.4)               

sırasıyla F(T(M)) ve ))M(T(F ′  çatı demetlerinin , αU  ve αV  dan indirgenmiş 

)U(T α  ve )V(T α  üzerindeki lokal trivializasyonları olsun. Bu durumda aşağıdaki 

değişmeli diyagram elde edilir. 
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))V(T(F     )IR,n2(GL)V(T

F(Tf)                                            f

))U(T(F     )IR,n2(GL)U(T

α
Ψ

α

α

α
Ψ

α

α

α

⎯→⎯×

↓↓

⎯→⎯×

′

                                                                                 

Bu durumda 

ααα Ψo)Tf(Ffoψ =′                                                                                                  (6.5)                       

eşitliği doğrudur. Eş. 6.5 düzenlendiği taktirde  

α
1

αα Ψ)Tf(Fψf DD−′=   

eşitliği elde edilir. Herhangi )IR,n2(GL)V(T)a,u( α ×∈  için [ ]i
jaa =  , 

z)a,u(Ψα =′  ve )IR,n2(GL)U(T)b,w( α ×∈  için z)b,w(Ψα = . Burada z′  lineer 

dönüşümünün standart bazlara göre matrisi [ ]i
jaa =  , herhangi bir n2IRx∈  için 

)TV(T)x(z αu∈′ ve z  lineer dönüşümünün standart bazlara göre matrisi [ ]i
jbb =  , 

herhangi bir n2IRx∈  için )TU(T)x(z αu∈  dır. Bu durumda 

 

[ ][ ]

[ ] )b,w)(|µ)Tf((

)z.)Tf(T),w(Tf(

)z)Tf(T(ψ

)z))(Tf(Fψ(

))b,w(Ψ))(Tf(Fψ()b,w(f

})Tf(T{

1
α

1
α

α
1

αα

×=

=

′=

′=

′=

−

−

−

D

D

D

 

bulunur. Böylece  

[ ] )|µ)Tf((f })Tf(T{α ×=  eşitliği elde edilir. Tf ve [ ]})Tf(T{|µ  dönüşümleri birer 

diffeomorfizm olduğundan αf  dönüşümü de bir diffeomorfizmdir. 
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)IR,n2(GL))IR,n(GL(T:J n → ,  

her bir ))IR,n(GL(T]B,a[ ∈  için  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

aBa
0a

])B,a([J n   

ile tanımlı dönüşüm olmak üzere , 

n)V(Tαn)U(Tα JidJ   ,JidJ
αα
×=′×=  olacak şekilde tanımlansın. Bu durumda 

4.6.Önerme  den T(F( αU )) üzerinde 1
αααM ]ΦT[JΨJ −= DD  ve T(F( αV )) üzerinde 

1
αααM ]ΦT[JΨJ −

′ ′′′= DD  ifadesi doğrudur. Eş. 6.1 in doğru olduğunu göstermek için  

))IR,n2(GL)V(T(      ))IR,n(GL(T)V(T

f                                                 Tf 

))IR,n2(GL)U(T(      ))IR,n(GL(T)U(T

α
J

α

αα

α
J

α

α

α

×⎯→⎯×

↓↓

×⎯→⎯×

′

                                                       

diyagramının değişmeli olduğunu , yani  

αααα TfJJf DD ′=                                                                                                     (6.6)                  

eşitliğinin doğru olduğu gösterilmelidir. Eş. 6.6 doğru olduğunda Eş. 6.3 ve Eş.6.4 

ifadeleri doğru olduğundan Eş. 6.3, Eş. 6.4 ve Eş. 6.6 ifadelerinin birleşimi olan 

aşağıdaki diyagram da değişmeli olur; 

))V(F(T)IR,n2(GL)V(T)IR,n(TGL)V(T))V(F(T

F(Tf)                               f                                        Tf                       )Ff(T

))U(T(F)IR,n2(GL)U(T)IR,n(TGL)U(T))U(F(T

α
Ψ

α
J

α
ΦT

α

αα

α
Ψ

α
J

α
ΦT

α

ααα

ααα

⎯→⎯×⎯→⎯×⎯⎯→⎯

↓↓↓↓

⎯→⎯×⎯→⎯×⎯⎯→⎯

′′′

 

Bu diyagram düzenlenirse  
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))V(T(F))V(F(T

F(Tf)                   ))f(F(T

))U(T(F))U(F(T

α
J

α

α
J

α

M

M

⎯→⎯

↓↓

⎯→⎯

′

 

elde edilir. Bu ise Eş. 6.1 ifadesinin doğru olduğunu gösterir. αU  ve αV  üzerinde 

sırasıyla }x,...,x{ n1  ve }y,...,y{ n1  koordinat sistemleri seçilsin. Bu durumda 

)U(T α  ve )V(T α  üzerindeki indirgenmiş lokal koordinat sistemleri sırasıyla 

}x,...,x,x,...,x{ n1n1 ��  ve }y,...,y,y,...,y{ n1n1 ��  dır. Benzer biçimde )U(F α  ve 

)V(F α  üzerindeki indirgenmiş  lokal koordinat fonksiyonları sırasıyla  

,...}w,...,x,...,x{ i
j

n1 ve ,...}z,...,y,...,y{ i
j

n1  dır. Bu durumda )U(F α  ve )V(F α  

üzerindeki  ,...}w,...,x,...,x{ i
j

n1  ve ,...}z,...,y,...,y{ i
j

n1  lokal koordinat sistemleri 

))U(F(T α   ve ))V(F(T α üzerine sırasıyla ,...}w,...,x,...,x,...,w,...,x,...,x{ i
j

n1i
j

n1 ���  ve  

,...}z,...,y,...,y,...,z,...,y,...,y{ i
j

n1i
j

n1 ���  lokal koordinat sistemlerini indirger. 

Kabul edelim ki αα VU:f →   fonksiyonu lokal koordinat sistemlerine bağlı olarak 

)x,...,x(fy n1ii =  ile ifade edilebilsin. Böylece Tf , αf  ve )f(T α  aşağıdaki 

biçimde ifade edilebilir: 

Tf:  )y,...,y,y,...,y(Tf n1n1 ��= , )x(fy ii =   , kn

1k
k

i
i x

x
fy �� ∑
∂
∂

=
=

  

αf :    )z,y,...,y(f i
j

n1
α =  , )x(fy ii = ,  k

in

1k

i
k

i
j x

fwz
∂
∂

∑=
=

 



 89

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∑
∂
∂

+
∂∂

∂
∑=

∑
∂
∂

=

∂
∂

∑==

=

==

=

=

i
k

n

1k
k

i
I

Ik

i2n

1I,k

i
k

i
j

kn

1k
k

i
i

k

in

1k

i
k

i
j

ii
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x
fx

xx
fwz

x
x
fy

x
fwz,),x(fy

)f(T

���

��                                                           (6.7)                        

bulunur. Diğer taraftan )U(T α  ve )V(T α  üzerindeki sırasıyla }x,...,x,x,...,x{ n1n1 ��  

ve }y,...,y,y,...,y{ n1n1 ��  lokal koordinat sistemleri ))U(T(F α  ve ))V(T(F α  üzerine 

,...}w,...,x,...,x,x,...,x{ η
ν

n1n1 ��  ve ,...}z,...,y,...,y,y,...,y{ η
ν

n1n1 ��  , })n2,...,1{η,ν( ∈  

lokal koordinat sistemlerini indirger.  

))V(T(F))U(T(F α
)Tf(F

α ⎯⎯ →⎯  , [ ][ ] [ ]ηνη
ν

η
υ zw.T(Tf))w)(Tf(F ==   

olarak tanımlıdır. Ayrıca )f,...,f,f,...,f(Tf n1n1 ��=  ve kn
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bulunur. bu durumda Eş. 6.9 ifadesi doğrudur. 
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elde edilir. Burada Eş. 6.7 kullanılırsa  
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eşitliği elde edilir. Eş.6.10 ve Eş. 6.11 in sağ tarafları eşit olduğundan sol tarafları da 

eşittir. Bu durumda αααα JfTfJ DD =′  eşitliği vardır. Böylece Eş.6.6 ın doğru olduğu 

bulunmuş olur. Eş.6.6 ifadesi doğru olduğundan Eş.6.1 ifadesi de doğrudur. Böylece 

6.2.Teorem  ispatlanmış olur. 

6.3.Teorem   

P ve P′  sırasıyla  M ve M ′  diferensiyellenebilir manifoldları üzerindeki G-yapıları , 

MM:f ′→  örten bir diffeomorfizm olsun. Bu durumda  f  fonksiyonunun P den 

P′  ne bir izomorfizm olması için gerek ve yeter koşul Tf  in P~  dan P~′  ya bir 

izomorfizm olmasıdır [3]. 
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elde edilir. P~)P~))(Tf(F( ′=  olduğundan Tf  bir izomorfizmdir.  

Tf bir izomorfizm olsun. Bu durumda Eş. 6.1 ifadesi ve J M ′  dönüşümünün bire bir 

olması kullanılarak  

P)P)(Ff(

)P(T))P(Ff(T

)P(T))P(T)(Ff(T

))P(T(J))P(T)(Ff(T(J

))P(T(J))P(T))((Ff(TJ(

))P(T(J))P(T))((J()Tf(F(

))P(T(J))P(T(J))(Tf(F(

P~)P~))(Tf(F(

MM

MM

MM

MM

′=⇒

′=⇒

′=⇒

′=⇒

′=⇒

′=⇒

′=⇒

′=

′′

′′

′

′

D

D

 

elde edilir. Bu durumda f fonksiyonu P den P′  ne bir izomorfizmdir. Böylece 

6.3.Teorem ispatlanmış olur. 

6.4. Sonuç   

P , M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir G-yapı ve MM:f →  bir örten 

diffeomorfizm olsun. Bu durumda f nin P de bir otomorfizma olması için gerek ve 

yeter koşul Tf  in P~  da bir otomorfizm olmasıdır [3]. 
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7.  G-YAPILARININ TAŞINMALARININ (PROLONGASYONLARININ)  

İNTEGRALLENEBİLİRLİĞİ 

7.1. Tanım   

(P,π ,M,G) , M üzerinde bir G-yapısı olsun. Eğer her bir Mx∈  noktası için  
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olacak şekilde bir U koordinat komşuluğu ve bu koordinat komşuluğu üzerinde bir 

}x,...,x{ n1  koordinat sistemi varsa , P  G-yapısı  integrallenebilir  G-yapısı olarak 

adlandırılır [3]. 

7.2. Lemma   

M deki bir U koordinat komşuluğu üzerindeki bir lokal koordinat sistemi }x,...,x{ n1  
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dır [3]. 
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elde edilir. Böylece Eş. 7.1 nin doğruluğu görülür. 

7.3. Önerme  

}x,...,x{ n1  M deki U komşuluğu üzerinde bir lokal koordinat sistemi ve 
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edilebilen , U üzerinde F(M) için bir çapraz kesiti  olsun ve φTJφ~ M D=  biçiminde 

tanımlansın. Bu durumda φ~  , F(T(M)) nin T(U) üzerindeki çapraz kesitidir. Ayrıca 

T(U) üzerindeki indirgenmiş lokal koordinat sistemi }x,...,x,x,...,x{ n1n1 �� olmak 

üzere herhangi bir )U(T)
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biçiminde ifade edilir [3]. 
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İspat: 

 
)M(T))M(T(F:π~

M)M(F:π

→

→
 

 projeksiyonlar,  

ΦU  ve ΨU  4.5.Tanım da tanımlanan , sırasıyla F(M) ve F(T(M)) nin U ve T(U) 

üzerindeki lokal trivializasyonları olsun.  

4.6.Önermeden   

1
Un)U(TU))U(F(TM )ΦT()Jid(Ψ|J −×= DD   

eşitliği doğrudur. Bu durumda 4.7.Önermedeki   
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π~                         πT

))M(T(F))M(F(T

)M(T

M

id

J

⎯⎯ →⎯

↓↓

⎯→⎯

 

diyagramı değişmelidir. Bu durumda  

πTJπ~ M =D  

dır. Ayrıca  φ  , F(M) nin çapraz kesiti olduğundan Midφπ =D  dır. Bu eşitlikleri ve  

zincir kuralını kullanırsak 
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M
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elde edilir. Bu durumda )M(T))M(T(F:π~ →  dönüşümü F(M) in demet 

projeksiyonu ve TMidφ~π~ =D  olduğundan φTJφ~ M D=  dönüşümü F(T(M)) çatı 

demetinin T(U) üzerindeki çatı demetidir. Mx∈∀  için 

)M(FM:φ → , MTIR:)x(φ x
izomorfizmlineern ⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯   

dır. Şimdi  

)IR,n(GLU:f →  , Ux∈∀  için ))x(φ()x(f i
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olduğundan  

( ) )x)(fid())x(φ),x(id()x)(φΦ( U
i
jU

1
U ×==− D  

dır. Böylece  

)fid()φΦ( U
1

U ×=− D                                                                                             (7.3) 

elde edilir. T(U) üzerinde 
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(w)ê(ζ �∂
∂

∑=′
=

 

dır. xi

n

1i

i )
x

(x)x,x(X
∂
∂

∑==
=
��  olmak üzere  

( )
( )

))U(T(Fζ

)
)x(φx

x
φ

0)x(φ
),x,x((Ψ

))x,x)((TfJ(),x,x((Ψ

)x,x)))(TfJ(id(Ψ()X(φ~

i
j

n

1k

k
k

i
j

i
j

U

nU

n)U(TU

∈′=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∑
∂

∂=

=

×=

=
�

�

�D�

�DD

 



 102

)x,x(η

n2

1η

η
ν

ν )
x

(w)e(ζ �∂
∂

∑=′
=

  n2ν1( ≤≤  , ini xx +=� ) alındığında  

( )
( )

( )
( )

,...))
x

)(x(φ,,...)
x

(x
x
φ

)
x

)(x(φ(...,

)
x

(

)
x

(
.

)x(φ0

x
x
φ

)x(φ

)
)x(φx

x
φ

0)x(φ
),x,x((Ψ)X(φ~

n

1i
)x,x(i

i
j

n

1j,i
)x,x(i

kn

1i,k
k

i
j

)x,x(i
i
j

)x,x(i

)x,x(i

i
j

n

1k

k
k

i
ji

j

i
j

n

1k

k
k

i
j

i
j

U

∑
∂
∂

∑
∂
∂

∑
∂

∂
+

∂
∂

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
∑
∂

∂
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∑
∂

∂=

== =

=

=

���

�

�

�
�

�

�

�
�

 

bulunur. Böylece  7.3. Önerme  ispatlanır. 

7.4. Sonuç  

P , diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde integrallenebilir bir G-yapısı 

olsun. Bu durumda P nin taşınması (prolongasyonu) olan P~  da integrallenebilir bir 

G~ -yapısıdır. 

İspat 

MTX p0 ∈  olsun. P , integrallenebilir bir G-yapısı olduğundan herhangi bir Ux∈  

için  

P,...)
x

(..., xi ∈⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛

∂
∂ dır. Bu durumda U üzerindeki her bir Ux∈  için 

,...))
x

((...,)x(φ xi∂
∂

=  olacak şekilde Pp∈  nin bir U koordinat komşuluğu ve 

}x,...,x{ n1  lokal koordinat sistemi seçilsin. Bu durumda Ux∈∀ için  

P)U(φP)x(φ ⊂⇒∈                                                                                             (7.4)  
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dır. Bu durumda T(U) üzerindeki indirgenmiş lokal koordinat sistemi 

}x,...,x,x,...,x{ n1n1 ��  olur.   )U(T)
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P~,...))
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∂
∂

∂
∂

= �� �
  

bulunur. Bu ifadede kullanılan )M(TX 0 ∈  keyfi bir elemandır. Bu nedenle P~  

integrallenebilirdir. 

7.5. Önerme   

P , M üzerinde bir G-yapısı olsun. Eğer P nin taşınması (prolongasyonu) olan P~  

integrallenebilir ise P de integrallenebilirdir. 

İspat 

Herhangi bir Mx∈  nin bir U komşuluğu ve }x,...,x{ n1 , 

PU:φ →  

lokal çapraz kesit olacak şekilde U üzerinde bir lokal koordinat sistemi olsun 

Bu durumda 7.3. Önerme den  φTJφ~ M D=  , T(U)  üzerinde P~  nın lokal çapraz 

kesitidir. 

)U(TX 0 ∈ , x noktasında M diferensiyellenebilir manifoldunun 0 tanjant vektörü 

olsun. 

P~  integrallenebilir olduğundan 0X  ın bir )U(TU~ ⊂  olacak şekilde bir koordinat 

komşuluğu ve U~  üzerinde bir }y,...,y{ n21  lokal koordinat sistemi bulunabilir. 

Ayrıca U~X ∈  için  
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(()X(φ~ Xn2X10 ∂
∂
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=  

olarak tanımlandığında 0φ~ , P~  nin U~  üzerinde bir lokal çapraz kesiti olur. 
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U~ |φ
~  ve 0φ~  , U~  üzerinde iki lokal çapraz kesit olduğundan U~X ∈ için 

)X(g~).X(φ~)X(φ~ 0=                                                                                              (7.5) 

olacak şekilde G~U~:g~ →  olacak şekilde G~  ın bir transition dönüşümü vardır. 

))G(T(JG~)X(g~ n=∈  olduğundan )Y(J)X(g~ n=  olacak şekilde )G(TY ∈  

vardır. 
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olacak biçimde nn IRIR:f →  dönüşümü vardır. Herhangi bir Ux∈ için  
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dır. Bu durumda  
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dır. Ayrıca  
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eşitlikleri vardır. Bu eşitlikler Eş. 7.6 da yerine konulursa  
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bulunur. nk ≤  için Eş.7.7 deki Xk )
y

(
∂
∂  katsayıları eşitlenirse , }n,...,1{s,j ∈  için  

)x(g)
x
f(x

x
φ

)
x
f)(x(φ s

j

n

1s,i
i

s
kn

1k,i
k

i
j

i

ν
i
j∑ =

∂
∂

∑
∂

∂
+

∂
∂

= =
�                                                                      (7.8) 

bulunur.  
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Her bir Ux ′∈  için, )x(f)x(x ii =  olarak tanımlansın. det(  
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}x,...,x{ n1  ve 0
n1 U ,  }x,...,x{  üzerinde iki koordinat sistemi olduğundan  

xs

n

1s
i

s

xi )
x

(
x
f)

x
(

∂
∂

∑
∂
∂

=
∂
∂

=
 

dır. Bu durumda 

,...))
x

)(x(g))]x(g([(...,

,...))
x

)(x(g
x
f)x(φ(...,

,...)g)
x

)(x(φ(...,)x(g).x(φ

xs
j

t
s
j

1

xs
j

ti

s
i
j

j
txi

i
j

∑
∂
∂
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∑
∂
∂

∂
∂

=

∑
∂
∂

=
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)x(φ))
x

(,...,)
x

((

,...))
x

((...,

,...))
x

(δ(...,

1xnx1

xt

xs
s
t

=
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

=

∑
∂
∂

=

 

elde edilir. Eş.7.11 doğrudur. P integrallenebilirdir. 

7.6. Teorem   

P , M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir G-yapısı olsun. Bu durumda P  nin 

integrallenebilir olması için gerek ve yeter koşul P~  nın integrallenebilir olmasıdır. 
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8. BAZI KLASİK G-YAPILARININ TAŞINMALARI      

(PROLONGASYONLARI) 

G=GL(n,C) 

n2n2 IRIR:J →  dönüşümü IJJJ 2 −== D  olacak şekildeki bir lineer otomorfizm 

ve  

a}JJa  |)IR,n2(GLa{)C,n(GL DD =∈=  olsun. GL(n,C)=GL(n,C;J) ile  

gösterilsin. 

8.1. Lemma  

J fonksiyonunun tanjant dönüşümü TJ , I)TJ( 2 −=  olacak şekilde bir lineer 

otomorfizmdir. 

İspat  

3.3.Önerme  kullanıldığı taktirde TJ nin bir lineer dönüşüm olduğu görülür. Bu 

durumda TJ  bir endomorfizmadır. 

n2IR
2 id)I(T)I(T)JJ(TTJTJ)TJ( −=−=−=== DD   

bulunur. Bu durumda  

I)TJ( 2 −=   

dır. Herhangi )IR(TY,X n2∈  için  

YX

YX

))Y(TJ(TJ))X(TJ(TJ

)Y(TJ)X(TJ

=⇒

−=−⇒

=⇒

=
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bulunur. Bu durumda  TJ  bir lineer otomorfizmdir. Böylece 8.1. Lemma ispatlanmış 

olur. 

8.2. Önerme   

G=GL(n,C;J) olsun. Bu durumda )TJ;C,n2(GLG~ ⊂ dır. 

İspat 

)TG(JG~ n2=  olmak üzere G~a~∈  olsun. Bu durumda TGA   ,)A(Ja~ n2 ∈=  

yazılır.  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒

=⇒

=⇒∈

aa.B
0a

a~

])B,a([ Ja~

]B,a[ATGA

n2  

bulunur. 3.12.Önerme  den  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

J0
0J

])0,J([JTJ n2   

bulunur. GTB e∈  olduğundan )J;C,n(GL]b[B i
j ∈=  dır. Bu durumda 

[B].[J]=[J].[B]  bulunur. Bulunan sonuç kullanıldığında  

a~TJ
Ja)a.B(J
0Ja

aJBaJ
0aJ

J0
0J

aa.B
0a

TJa~ DD =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=   

elde edilir. A=[B,a] gösteriminde )J;C,n(GLa∈  iken )IR,n4(GLa~ ∈ ve 

a~TJTJa~ DD =  olduğundan TJ)C;GL(2n,)A(Ja~ n2 ∈=  bulunur. Böylece  8.2. 

Önerme  ispatlanmış olur. 
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8.3. Teorem 

M diferensiyellenebilir manifoldu üzerindeki GL(n,C;J) yapısının integrallenebilir 

olması için gerek ve yeter koşul bu yapıya karşılık gelen almost kompleks yapının bir 

kompleks yapı olmasıdır. 

8.4. Teorem  

(&) Bir M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir almost kompleks yapı varsa , 

bu durumda T(M) üzerinde kanonik  almost  komplex yapı vardır. 

(&&) M diferensiyellenebilir manifoldu bir kompleks diferensiyellenebilir manifold 

ise bu durumda T(M) üzerinde bir kanonik kompleks yapı vardır. 

İspat  

M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir almost kompleks yapı olması için 

gerek ve yeter koşul  M diferensiyellenebilir manifoldunun GL(n,C;J)  yapılı 

olmasıdır. 5.3.Teorem  den  bir  M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir  G-

yapı varsa bu durumda T(M) diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde kanonik G~ -

yapısı vardır. G=GL(n,C;J) için 5.3. Teoremin  ifadesini kullanırsak T(M) 

diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir kanonik P~  , G~ -yapısı vardır. 

8.2.Önerme den )J;C,n2(GLG~ ⊂  bir Lie alt grubudur. Bu durumda 

)J;C,n2(GLG~:i →  inclusion (içerme) dönüşümü bir Lie grup homomorfizmidir.  

)J;C,n2(GLG~)U(T)U(T ig~

βα
αβ ⎯→⎯⎯→⎯∩  

için , αβαβ g~g~io ′=  ile gösterilsin. Bu durumda tanımlanan  bu dönüşüm 

diferensiyellenebilirdir. Herhangi bir )U(T)U(T)U(TV γβα ∩∩∈  için  
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)V(g~

))V(g~(i

))V(g~).V(g~(i

).V)(g~i).(V)(g~io()V(g~).V(g~

αβ

αγ

βγαβ

βγαββγαβ

′=

=

=

=′′ D

 

bulunur. P~)}g~),U(T{( αβα ′=′  ile gösterilirse P~′  , baz uzayı T(M) olan bir  asli lif 

demetidir. Ayrıca P~′ ,  GL(2n,C;J)-yapılıdır. Bu durumda T(M) üzerinde bir kanonik 

almost  kompleks  yapı vardır. 

(&&) 8.3. Teoremden dolayı bir GL(n,C;J)-yapısının integrallenebilir olması için 

gerek ve yeter koşul, GL(n,C;J) yapısına  karşılık gelen almost kompleks yapının bir 

kompleks yapı olmasıdır. 2.3.7.Tanımdan dolayı bir M diferensiyellenebilir 

manifoldu üzerindeki almost kompleks yapı, bir kompleks yapı ise M 

diferensiyellenebilir manifoldu bir kompleks diferensiyellenebilir manifolddur. Bu 

durumda bir M diferensiyellenebilir manifoldunun kompleks diferensiyellenebilir 

manifold olması için gerek ve yeter koşul , M diferensiyellenebilir manifoldunun 

kanonik integrallenebilir GL(n,C;J) yapılı olmasıdır. 

Bu durumda M bir kompleks diferensiyellenebilir manifold ise M üzerinde kanonik 

integrallenebilir P GL(n,C;J) yapısı vardır. (&) den M diferensiyellenebilir 

manifoldu   GL(n,C;J)-yapılı ise  bu durumda T(M) üzerinde kanonik , P~′  

GL(2n,C;TJ)-yapısı vardır. M kompleks diferensiyellenebilir manifold olduğundan M 

üzerinde bir P  integrallenebilir GL(n,C;J)-yapısı vardır. 7.4.Önerme den P nin 

taşınması (prolongasyonu)  olan P~  da integrallenebilirdir. P~  , P~′  ın bir alt asli lif 

demeti olduğundan P~′ da integrallenebilirdir. Bu durumda T(M) üzerinde 

integrallenebilir  GL(2n,C;TJ)-yapısı vardır. Bu durumda T(M) üzerinde kanonik bir 

kompleks yapı vardır. 
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G=SL(n,IR) 

}1)adet(|)IR,n(GLa{)IR,n(SL =∈=  ile tanımlıdır. 

8.5.Lemma  

G=SL(n,IR) olsun. Bu durumda )IR,n2(SLG~ ⊂  dır. 

İspat: Herhangi bir G~a~ ∈  için )X(Ja~ n=  olacak biçimde bir )G(TX ∈  vardır. 

3.8.Tanımdaki biçimde  ]B,a[X =  olacak şekilde GTB  , Ga e∈∈  vardır. Bu 

durumda  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

aa.B
0a

])B,a([Ja~ n  

bulunur. 1))a(det()a~det( 2 ==  bulunur. Bu durumda )IR,n2(SLa~∈  dır. Böylece  

)IR,n2(SLG~ ⊂  bulunur. 

8.6. Önerme   

Bir M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde SL(n,IR)-yapı varsa bu durumda T(M) 

üzerinde de kanonik SL(2n,IR)-yapı vardır. 

İspat 

G=SL(n,IR)  için M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde bir G-yapı P olsun. Bu 

durumda 5.3.Önerme  den T(M) üzerinde kanonik bir P~  ,G~ -yapısı vardır. 

8.4.Lemmadan  

G~  , SL(2n,IR) nin Lie alt grubudur. Bu durumda i dönüşümü G~  Lie grubundan 

SL(2n,IR) ye inclusion (içerme) dönüşümü olmak üzere  )}g~i),U(T{(P~ αβα D=′  ile 
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tanımlanırsa P~  , P~′  nın bir alt asli lif demetidir. P~′ , T(M) üzerinde bir SL(2n,IR)-

yapılıdır. Böylece 8.6. Önerme ispatlanmış olur. 
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