1. GIRIS

Bir M diferensiyellenebilir manifoldu verildiginde, M {izerinde temel
diferensiyellenebilir elemanlarin (fonksiyon, vektor alani, 1-form, konneksiyon,
metrik ve tensor alan1) diger diferensiyellenebilir manifoldlara genisletilmesi ve M
tizerindeki geometrik yapilarla diger diferensiyellenebilir manifoldlar {izerindeki
geometrik yapilar arasindaki iligki diferensiyel geometri agisindan Onemli bir
problemdir. Bunun ¢oziimiinde, genellikle M iizerinde geometri yapmak i¢in gerekli
baz1 diferensiyellenebilir elemanlarin diger diferensiyellenebilir manifoldlara
taginmast gerekmektedir. Bu yolla, M ve diger diferensiyellenebilir manifoldlarin

geometrisi arasinda iliskiler elde edilebilir.

M diferensiyellenebilir manifolduna diffeomorfik diferensiyellenebilir manifoldlar
haricinde, M ile en yakin iligkili olan, M nin tanjant demetinin total uzay1 olan 7(M)
diferensiyellenebilir manifoldudur. M iizerindeki bir diferensiyellenebilir yapt 7(M)
tizerine daima bir diferensiyellenebilir yapr indirgemektedir. 1968 yilinda A.
Morimoto “Prolongations of G-Structures to Tangent Bundles” isimli ¢alismasinda

M iizerindeki G-yapilarii M nin tanjant demetine tagimistir.

Bu ¢alismanin ikinci béliimiinde, Lie gruplart , demetler ve G- yapilari ile ilgili temel

kavramlar verilecektir.

Bu c¢alismanin diger boliimlerinde, tez ¢alismasinin altyapisini olusturan A.
Morimoto’nun “G-yapilarinin Tanjant Demetlere Tasinmalar1” adli makalesi
incelenecektir. Teoremlerin ispatlar1 kaynaklarda mevcut olmayip bizzat tez yazari

tarafindan yapilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Diferensiyellenebilir manifold ve diferensiyellenebilir manifoldlarla ilgili kavramlar
bir ¢cok kaynakta bulunabilir. Calismanin konusu da g6z oniinde bulundurularak bu
boliimde Lie gruplari, demetler, asli lif demetleri, G-yapilar1 hakkinda dnceden elde

edilmis bilgiler 6zetlenecektir.

Bu calismada C”-diferensiyellenebilir bir manifolda kisaca diferensiyellenebilir
manifold denilecek ve M ile gosterilecektir. Ayrica iki diferensiyellenebilir manifold
arasinda C ” -diferensiyellenebilir bir f:M — N donlisimiine de kisaca

diferensiyellenebilir doniisiim denilecektir. Bununla birlikte bu ¢caligmada komsuluk

denildiginde ag¢ik komsuluk anlasilacaktir.

Bu calismada, M ve N diferensiyellenebilir diferensiyellenebilir manifoldlarinin
kartezyen carpimi M x N ile ifade edilecektir. Ayrica M x N diferansiyellenebilir
diferensiyellenebilir manifoldunun tanjant demeti olan (M x N ), T(M )xT(N)

ile 6zdeslestirilecektir.

2.1. Lie Gruplan

2.1.1. Tanim

G , diferensiyellenebilir manifold yapisina sahip bir cebirsel grup ve G nin grup
islemi 6 :GxG — G olsun. Eger 0 grup islemi diferensiyellenebilir ise, G ye bir
Lie grubu denir [1].

2.1.2. Ornek

GL(n,IR) bir Lie grubudur.



2.1.3. Tanim

G bir Lie grubu olsun. Her bir a € Gi¢in
L :G>G,L,(X)=0(ax)
R,:G—>G,R,(x)=0(x,a)

ile tanimli diferensiyellenebilir doniisiimlere sirasiyla G nin a € G ile sol ve sag

Otelemeleri denir [4].
2.1.4. Tanim

G bir Lie grubu olsun. Bu durumda Va € G ,
c,:G—>G ,VgeG, o,(g)=aga”’

donilisimii tanimlansin. Bu durumda o, doniisiimiiniin tanjant doniisiimii olan
To,=L,°R_, donisimiine G nin a € G ile adjoint reprezentasyonu (gosterimi)

denir ve Ad a ile gosterilir [4].

2.1.5. Onerme

G bir Lie grubu olsun. Bu durumda G bir Hausdorff uzaydir [1].
2.1.6. Tanim

G ve G' birer Lie grubu ve f : G — G’ bir homomorfizm olsun. Eger f dontisiimii
diferensiyellenebilir ise f .G — G' doniisiimiine bir Lie grup homomorfizmi

denir [4].
2.1.7. Tanim

G bir Lie grubu olsun. Asagidaki iki 6zelligi saglayan (¢, K ) ikilisine G nin bir Lie

alt grubu denir.



* K bir Lie grubudur.

* ¢ K — G donlisimii  bire bir Lie grup homomorfizmidir [4].

2.1.8. Teorem

G bir Lie grubu ve H — G bir Lie alt grubu olsun. A alt grubu G manifoldunun bir
imbedded alt manifoldu ise H , G de kapalidir [2].

2.1.9. Teorem (Kapali alt grup teoremi)

G bir Lie grubu, H G G nin bir cebirsel alt grubu olacak sekildeki kapali bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda H, G nin bir imbedded Lie alt grubudur [2].

2.1.10. Tanim (Etki)

G bir Lie grubu, G in grup islemi x«, G nin birim elemani e ve M bir manifold olsun.

T:GxM — M diferensiyellenebilir doniisiimii her bir g,h € G ve her bir x e M

1¢in

“T(u(g.h)x)=T(g.T(hx))
*T(e,x)=x

ozelliklerini sagliyorsa G Lie grubu M manifoldu iizerine bir Lie trasformasyon

grubu olarak soldan etki ediyor denir. Benzer bicimde

T"-MxG—>M

diferensiyellenebilir doniistimii

her bir g,h € G ve her bir x e M igin

*T'(x, (g, h)) =T(T(g,x),h)
*T(x,e)=x



ozellikleri saglaniyorsa G Lie grubu M manifoldu iizerine bir Lie trasformasyon
grubu olarak sagdan etki ediyor denir. Bu durumda 7 ve T' donilisiimlerine M

manifoldu iizerinde sirastyla sol ve sag etki denir [2,4].
2.1.11. Tanim

G bir Lie grubu , M bir manifold , G nin M lizerine sol etkisi 7 olsun.
VxeM igin

T(gx)=x=>g=e

ise T etkisine etkin etki,

dx e M igin

T(g,x)=x=>g=e

ozelligini sagliyorsa T ye serbest etki denir [2,4].
2.2.Diferensiyellenebilir Lif Demeti Kavramm

2.2.1. Tanim: (Lifli manifold)

P ve M diferensiyellenebilir manifoldlar, 7 : P — M bir doniisiim olsun. Eger 7 bir

orten submersion ise, (P,7,M ) tgliisiine bir lifli diferensiyellenebilir manifold

denir. Bir (P,z,M ) lifli diferensiyellenebilir manifoldunda P ye total uzay, M ye

taban uzay, m ye projeksiyon ve her bir xe M noktasi icin 7 '(x)c P

altkiimesine de x lizerindeki lif denir [§].

7' (x) lifi P, ve bir (P,z,M ) lifli manifoldu da kisaca P ile gosterilebilir. Bir lifli
(P,m,M ) manifoldunun m projeksiyonu bir orten submersion oldugundan P., P

nin bir kapali imbedded altmanifoldudur. boy P.=boyP-boyM sayisma P nin lif



boyutu denir. Burada imbedded altmanifold ile, altuzay topolojisine sahip immersed

altmanifold kastedilmektedir.

Bir (P,z,M ) lifli manifoldu i¢in genelde P uzayinin tiimii , M manifoldu ile bir

baska manifoldun kartezyen ¢arpimina diffeomorfik olmak zorunda degildir. Fakat
7 projeksiyonunun submersion olmasindan dolay1 bir lokal ¢arpim yapisi belirlemek

miimkiindiir. Kapali fonksiyon teoreminden , her bir p € P noktasi i¢in
pri(t,(p))==n(p)

kosulunu saglayacak bir U , © P komgsulugu , bir diger V, manifoldu ve bir
t,: Ua —)n(Ua)xVa

diffeomorfizmi vardir. Béylece , total uzayin her bir noktasi , bir garpim manifolduna

benzeyen komsuluga sahiptir. 7, lizerindeki yukarida belirtilen kosul,

u, — —a(U,)xV,

”lUU\L ~Lpl’1

2(U,)——> n(U,)

idyy, )

degismeli diyagrami ile de ifade edilebilir ; burada pr, ile birinci izdiistim

fonksiyonu ve id ile de birim fonksiyonu gosterilmektedir.

Bir lifli manifoldun total uzay1 lizerinde bir lokal ¢arpim yapist 6zel lokal koordinat

sistemlerinin kullanilmasina imkan saglar. Bunu asagidaki tanimla verelim.

2.2.2. Tanim (Uyarlanmis koordinat sistemi)

Bir lifli manifold (P,z,M ), BoyM =m, BoyP=m+n ve bir U c P acik alt

kiimesi Uizerinde bir koordinat sistemi



z:U— IR™"
olsun. pr, : IR™" — IR™ olmak iizere ,
p,p' €U icin
n(p)=n(p')= pr,(z(p))=pr,(z(p'))
Onermesi dogru ise, z ye bir uyarlanmis (adapted) koordinat sistemi denir [8].

Bu tanima gére, aym1 P, "U lifinde bulunan noktalarin koordinatlarinin ilk m tanesi

esit ve geri kalan n tanesi farkli olacak bigimde bir koordinat sistemi segilebilecegi

anlagilmaktadir.

Bir lifli manifold (P,z,M ) ve bir p e P olsun. p nin komsulugunda uyarlanmis

koordinatlar lokal ¢carpim yapisindan olusturulabilir. Bunun i¢in
Wcer(U)

olmak iizere

n(p)=pr(t,(p)eM

noktasinin W komsulugunda bir

X:W —>IR"

koordinat sistemi ve

pry(t,(p)eM nin

Vab

a

komsulugunda bir



y:V > IR"

koordinat sistemi segilerek, tipki ¢arpim manifoldlarinda oldugu gibi, pr, ikinci

izdiistim fonksiyonu olmak iizere

z=(Xo priot,. 7o pryot, )

esitligi ile ,

z:t, " (WxV)— IR™"

doniisiimii tanimlansin. z nin bir uyarlanmig koordinat sistemi oldugu agiktir.
Karsit olarak, herhangi bir

z:U—IR™"

uyarlanmis koordinat sistemi,

x(x)=pry(z(p)). peP.nU

olacak bi¢cimde bir

X:m(U)— IR"

koordinat sistemi verir.

Bu koordinat sistemi 2.1.2. Tanim’indan p nin segilisinden bagimsizdir.

M {izerindeki koordinat fonksiyonlari
x' (1<i<m)

ise, P lizerindeki koordinat fonksiyonlari



(x',y"),(1<j<n)

bi¢gimindedir. Burada x' ifadesi, hem m(U)— IR fonksiyonunu ve hem de

U — 7(U)— IR bileske fonksiyonu ifade edilmektedir.

2.2.3. Tanim (Trivial lifli manifold)

Bir lifli manifold (P,z, M ) ve bir manifold E olmak lizere eger,
t:P>MxE

dontigiimii

pryot=m

olacak bi¢cimde bir diffeomorfizm ise, (E,#) ikilisine P nin bir [global]
trivializasyonu, £ ye P nin model lifi (veya uzay1) ve en azindan bir trivializasyona

sahip (P,z, M ) lifli manifolduna da [global] trivial lifli manifold denir [8].

Bu tanima gore, bir trivial lifli manifolun total uzayinin kartezyen ¢arpim yapisina
sahip olmas1 gerekmektedir. Bununla birlikte, iki farkli trivializasyona karsilik gelen

model lifler diffeomorfik olmak zorundadir.

pr,ot =r kosulu,

P —— MxE
Tl J«prl

M ——M

diyagraminin degismeli olmasiyla ayn1 anlama sahiptir.
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2.2.4. Tanim (Demet veya lokal trivial lifli manifold)

Bir lifli manifold (P,z,M ) ve x €M olsun. Herhangi bir manifold £ , x in bir

komsulugu U ve

priot. =m |”,,(Ux)

kosulunu saglayacak bir diffeomorfizm
t:n'(U,)—>U xE

ise o zaman (U, ,E,t ) iuglisine x in U, komsulugunda P nin bir lokal

trivializasyonu, taban uzaymin her bir noktasinin komsulugunda en az bir lokal

trivializasyona sahip (P,z,M ) lifli manifolduna demet (veya lokal trivial lifli

manifold) , £ ye de demetin model lifi denir [8].

( P,z, M )lifli manifoldu bir demet ise bu demet (P, 7, M, E ) ile gosterilir.

prot, =x|_, ) kosulu,

n(U,)—>U_xE
- o,

U, ——U,
1 Uy A

X

diyagraminin degismeli olmasiyla ayn1 anlama sahiptir.

M nin her bir noktast komsulugunda lokal trivializasyonlarin varligi dogrudan

dogruya z nin bir submersion olmasini gerektirir.

Bir [global] trivial lifli manifold bir demet olup, bir trivial demet adin1 alir. Fakat her

demet, bir trivial demet olmak zorunda degildir [8].

Yukarida verilen demet kavrami baz1 kaynaklarda lif demeti olarak da verilmektedir.
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2.2.5. Ornek

m-boyutlu bir M manifoldunun tanjant manifoldu (M) ve =, :T(M)—>M
doniisiimii, M nin herhangi bir x noktasindaki tanjant vektoriinii x noktasina karsilik
getiren kanonik projeksiyon olsun. O zaman (7(M ),z,,,M ) igclisii , /R" model
lifi ile birlikte bir demettir. Ciinkii, M nin {x' : 1 <i<m} lokal koordinat sistemine
gore herhangi bir X € T(M ) elemani

X = a"(a

7 Ox'

M=

Jo s Ty (X) =X

seklinde ifade edilir. Boylece, T(M) {izerindeki uyarlanmis koordinat sistemi
(x',x' )= (x',dx"), (1<i<m)

seklindedir. Buradaki x' ler x'om ve X' ler ise, X' (X )=X [xi]zai seklinde

tanimlanir.

x' koordinat fonksiyonlart x € M igin U, < M koordinat komsulugunda tanimli

olacak bigimde

t.:m(U,)—>U_ xIR"

dontistimii,

t(X)=(my (X),dx(X))=(x,%(X))
olarak tanimlansin. Boylece

(U, )——U_ xIR"
Tl 2 pr;

U —> U,
ldU“ X

X
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degismeli diyagrami elde edilir. Ciinki,

VX ex, (U, ) tanjant vektorii igin;

(pryet )(X)=pry(t.(X))=pr(xdi(X)) =x 2.1
\
(idy omy )(X)=id, (7 (X))=x (2.2)

esitlikleri elde edilir. Es. 2.1 ve Es. 22 VX enr, (U,) tanjant vektdrii igin

saglandigindan;
priet, =idy omy,

esitligi yazilabilir. Boylece ¢, diffeomorfizm olup, 7(M) lifli manifoldu i¢in bir lokal

trivializasyon olur. (T(M), n,,,M) bir demettir [8].

2.2.6. Onerme

G bir Lie grubu, G nin grup islemi x : GxG — G olsun. Bu durumda g niin tanjant

dontigimii olan Tu : T(G)xT(G ) — T(G ) doniigimii

XerT,.GveYer, Gigin

TuX,Y)=TL (Y )+TL,(X)
dir [4].
fspat

x,y,2 €Gigin
J,:Go>{x)xG  J.(g)=(x.8)

J,:Go>Gxlyt  J,(g)=(gy)
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doniistimleri tanimlansin. Her bir g € G i¢in

(noJ )(g)=u(x,g)="L.(g)

(ued, )(g)=u(g,y)=R,(g)
dir. Bu durumda (poJ, )=L ve (uoJ, )=R, dir.

ZeT(G)igin
TJ, :T(G)—> {0 }xT(G) TJ(Z)=(0_,Z)
TJ,:T(G)—>T(G)x{0,} TJ (Z)=(Z0,)

esitlikleri dogrudur.

XeTl.G,YeT,G igin

(TuoTJ, )(Y)=Tu(0,.Y)

(TuoTJ, (X )=Tu(X,0,)

= (TpoTJ )(Y )+ (TuoTJ, )(X ) =Tu(0,.Y )+ Tu(X.0,)
= (TuoTJ )(Y)+(TuoTJ, )(X )=Ti(0, + XY +0,)
= (TpoTJ (Y )+(TuoTJ, )(X)=Tu(X.Y)

= T(pod J(Y)+T(1od, )(X)=Tu(X,Y)

= TL(Y)+TR,(X)=Tu(X,Y)

bulunur. Bu durumda

Xel,G,YeT,G igin

Tu(X,Y)=TL.(Y)+TR,(X)

esitligi dogrudur. Boylece 2.1.6. Onerme ispatlanmis olur.
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2.2.7. Onerme

G bir Lie grubu ve grup islemi x.:GxG — Golsun. Bu durumda G nin tanjant
demeti olan 7(G) de Tu:T(G)xT(G)—> T(G) islemiyle birlikte bir Lie grubudur
[4].

Ispat

G bir Lie grubu oldugundan G iizerinde bir diferensiyellenebilir manifold yapisi
vardir. Bu yapiyla birlikte G bir diferensiyellenebilir  manifolddur. G bir
diferensiyellenebilir manifold oldugundan G nin tanjant demeti olan 7(G) de bir

diferensiyellenebilir manifolddur.
2.2.6. Onermeden T(G) iizerinde ,

Xel G, YeT,G igin

Tu(X,Y)=TL.(Y)+TR,(X)

ozelligindeki 7y :TGxTG — TG bir islem vardir ve bu islemle birlikte 7(G) bir

cebirsel gruptur. G Lie grubunun birim elemani e ile gosterilsin. Bu durumda bu
cebirsel grubun birim elemani 0 = Y 0'( % ), ile tanimhdir. u:GxG — G islemi
i X

diferensiyellenebilir oldugundan bu doniislimiin  tanjant doniisiimii  olan

Tu:TGxTG - TG doniisimi de diferensiyellenebilirdir. Bu durumda 7(G), Tu

islemiyle birlikte bir Lie grubudur.
2.2.8. Tanim (Vektor alani)

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. X : M — T(M ) doniisiimi, 7o X =1,,
ozelligini sagliyorsa X doniisiimiine M diferensiyellenebilir manifoldu tizerinde bir
vektor alani denir [2]. M diferensiyellenebilir manifoldu {izerindeki tiim vektor

alanlarinin kiimesi y(M ) ile gosterilir.
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2.2.9. Tanim

G bir Lie grubu olsun. Bu durumda, her bir ae G icin 7L, (X )=X olacak
sekildeki X € y(G) vektor alanina bir sol invaryant vektor alani, her bir a € G igin
TR,(X )= X olacak sekildeki X € y(G) vektor alanma bir sag invaryant vektor

alani denir. G lizerindeki tiim sol ve sag invaryant vektor alanlarinin kiimesi sirastyla

L(G) ve R(G) ile gosterilir [2].
2.2.10. Tamim

G bir Lie grubu olsun. G lizerindeki sol invaryant vektor alanlar kiimesi olan L(G)

ye G nin Lie cebiri denir [2].
2.2.11. Onerme

G bir Lie grubu ve G nin birim elemam1 e olsun. Bu durumda

e:L(G)—>T,G, ¢(X)=X, ile taniml doniisiim bir izomorfizmdir [2].

2.2.12. Tanim

P ve M iki diferensiyellenebilir manifold,z : P — M orten ve diferensiyellenebilir
bir doniisiim, G bir Lie grubu ve G nin M diferensiyellenebilir manifoldu iizerine
etkisi 7 olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglaniyorsa (P, #,M,G) dortliisiine
taban uzay1 P, baz uzay1 M, projeksiyonu z ve yap1 grubu G olan bir asli lif demeti

denir [10].
*T dontigiimil bir serbest etkidir.

*Herhangi p,p'eP i¢in zn(p)=n(p')< p=T(p',a) olacak sekilde bir

a € G vardir.

* Her bir x € M i¢in x noktasinin bir U agik komsulugu tlizerinde

Y(p)=(n(p)y(p))
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ile taniml1

V7' (U)>UxG,aecG ve y(p)eG

i¢in

¥Y(pa)=(n(p)y(pla)

6zelligini saglayan bir ¥ diffeomorfizmi ve bir

y:n ' (U)—> G diferensiyellenebilir déniisiimii vardir.

2.2.13.0mek (n-boyutlu bir M diferensiyellenebiliv manifoldu iizerinde lineer cati
demeti F(M))

x € M noktas: iizerinde bir lineer cat, 7.M nin wu=(X,,..,X,) swrali baz n-

lilerinden olusur. F(M), her bir x € M noktasi lizerindeki u lineer ¢atilarinin kiimesi
olsun.z: F(M ) — M donlisimii, n(u)=x olacak bi¢cimde tanimlansin. Genel

lineer grup olan GL(nIR), F(M) diferensiyellenebilir  manifoldu iizerine,
u=(X,,...X,)eF(M)

ve

a= [aj.]e GL(n,R)

igin

u.a= (é}a{Xj,...,jZi:]a,{XJ eF(M)

biciminde sagdan etki eder. Bu etki bir serbest etkidir.

uveF(M) ve m(u)=n(v) olsun. Bu durumda u =v.a olacak sekilde bir

a e GL(n,R) vardir. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde , x € M noktasi
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komsulugunda bir lokal koordinat sistemi {(U,x')} olsun. Her bir

u=(X,,..,X,)eF(M) igin
;) .

X =YX(—) , I<i<n
k=1 ox'

bigiminde ifade edilebilir. Burada /X ] matrisi nx n-tipinden regiiler matristir. Bu
ifade kullamlirsa 7#/(U ) , UxGL(n,IR) ile birebir karsihk gelir. Bu durumda
7 '(U) iizerinde ((x"),[X|]) lokal koordinat sistemi olarak alimirsa, F(M) bir
(n+n°) boyutlu diferensiyellenebilir ~ manifold olur. Bu yap:1 ile birlikte

7 (U)—25UxGL(n,R) déniisimii bir diffeomorfizmdir. Bu durumda
(F(M), © ,M,GL(n,IR)) bir asli lif demetidir. Bu asli lif demetine M {izerindeki lineer

¢at1 demeti denir.

R" nin standart bazi {e,,..e, ! ile gosterilsin. Bir (X s X n)eF (M) icin
u(e, )= X, olacak bi¢imde tanimlandiginda u:R" — T M doniisimii bir lineer
izomorfizmdir. Ayrica bunun tersi de dogrudur. Yani her bir u : R" - T M lineer
izomorfizmine bir (X . ¢ )e F(M ) catis1 karsilik gelir. Bu durumda F(M) cati

demeti, M nin her bir x noktasindaki u : R" — T M lineer izomorfizmlerinin ailesi

olarak ifade edilebilir [7].
2.2.14. Tanim

P=(P,n,M,G) bir asli lif demeti olsun. Bu durumda bir f: M — P doniisiimii
mo f =1, Ozelligini saglayan diferensiyellenebilir bir doniisiim ise f doniisiimiine P

tizerinde bir ¢apraz kesit denir.
2.2.15. Tanim

P=(P,n,M,G)bir asli lif demeti, {U, !, M diferensiyellenebilir manifoldunun bir

agik Ortiisii olsun. Her bir a, 8 ve VxeU, NU, i¢in
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8y U, NU, >G, g, (x)=y,(p)[y,(p)]”,(pex(x))

bi¢iminde tamml diferensiyellenebilir g, donisimiine P asli lif demetinin U, ya

karsilik gelen transition (gegis) doniisiimii denir. Buradaki g, doniisiimi her bir
xeU,nU,NU,i¢in

8u(x)8p(X)=8,(X) (2.3)
Ozelligini saglar [7].

P asli lif demetinin U, ve U, komsulugundaki lokal trivializasyonlar sirasiyla ¥,

ve ‘P/, olsun. Bu durumda
Yol[P,]" :(U,nU,)xG—>(U,"U,)xG,

doniistimii, her bir

(x,g)e(U,NU,)xGigin

(P, o[V, ] )(x.8)=(x.8,(x)g)
0zelligini saglar. Bunun tersi de dogrudur. Bu nedenle
(P, o[, ] )(x.8)=(x.8,(x)g)

ozelligini saglayan g, .U, N"U, -G donisimine de transition (gegis)

doniisiimii denilir.
2.2.16. Teorem (Varlik teoremi)

M bir diferensiyellenebilir manifold ve G bir Lie grubu olsun. M de bir U, acik

komsulugu ve Es§.2.3 kosulunu saglayan g, :U, "U, — G donisiimleri verilsin.
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Bu durumda transition fonksiyonlar1 g,, - U, "U, — G olan bir P asli lif demeti

olusturulabilir [9,10].
2.2.17. Tanim

P=(P,nx,M,G) ve (P',x',M,G") iki asli lif demeti olsun. 4 :G — G’ bir Lie

grup homomorfizmi ve f : P — P'doniistimii,

her bir pe P ve a € G igin

f(pa)=f(p)h(a)

Ozelligini saglayan bir diferensiyellenebilir doniisiim ise f fonksiyonuna , P den P’

igine bir asli lif demeti homomorfizmi denir [10].
2.2.18. Tanim

P=(P,x,M,G) ve (P',n',M,G") iki asli lif demeti, G, G’ niin bir lie altgrubu ve
f:P— P" bir asli lif demeti homomorfizmasi olsun. Bu durumda %:G — G’
doniisiimii inclusion (icerme) doniisiimii ise /" doniisiimiine bir reduction (indirgeme)
denir. Bu durumda P ye, P'asli lif demetine indirgenebilir (reducable) bir asli lif

demeti denir [10].
2.2.19. Tanim

M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve G, GL(n,IR) in bir Lie altgrubu
olsun. F(M) cat1 demetinin G ye indirgenmisine, M diferensiyellenebilir manifoldu
tizerinde bir G-yap1 adi verilir. Bu durumda M diferensiyellenebilir manifoldu

tizerinde bir P, G-yapisi, herhangi p e P, a € GL(n,IR )igin
pacP<saeG

ozelligini saglayan F(M) nin bir alt diferensiyellenebilir manifoldudur [10].
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2.2.20. Tanim

M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir  manifold olsun. Bu durumda her bir

xeMigin {X,(x)..,X,(x)} kimesi T.M in bir baz1 olacak sekilde X,,.., X,

vektor alanlart var ise M diferensiyellenebilir manifolduna, paralellestirilebilir

diferensiyellenebilir manifold denir [10].
2.2.21. Teorem

Bir M diferensiyellenebilir manifoldunun paralellestirilebilir olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosul , M diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde bir {e}-yap1 olmasidir [10].
fspat

GL(n,IR) Lie grubunun birim eleman1 e olmak ilizere M diferensiyellenebilir
manifoldu bir {e}-yapili olsun. Bu durumda M iizerinde bir {e}-yap1 P olmak iizere

f i P— F(M )bir reduction doniisiimii vardir. M nin bir agik ortiisii U, olmak {izere

(U, ) ile U, diffeomorftur. f doniigiimi bir reduction oldugundan
f:P— f(P) donlisimii bir diffeomorfizmdir. Bu durumda her bir x e M igin
{X,(x)..,X,(x)} kimesi T.M in bir baz1 olacak sekilde (X,,..,X,)=u lineer

catist vardir. Bu durumda M diferensiyellenebilir manifoldu paralellestirilebilirdir.
Bunun tersi de dogrudur, yani M diferensiyellenebilir manifoldu paralellestirilebilir

ise M diferensiyellenebilir manifoldu {e}-yapilidir.
2.3. Kompleks Manifoldlar
2.3.1. Tanim

V bir reel vektdr uzayi olsun. 7 iizerinde
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kosulunu saglayan, ¥ nin bir J endomorfizmasina , ¥ vektor uzay iizerinde bir

kompleks yap1 denir [5].
V vektor uzay: iizerinde asagidaki bigimde bir skalar ¢arpim tanimlansin:

Her bir ¢,d € IR ve XeV i¢in
(c+id)X=cX+dJ(X), (i=N-1)

Bu durumda V yukaridaki bi¢imde tanimli skalar ¢carpimla birlikte bir kompleks

vektor uzay1 olur.
Tersine , verilen n-kompleks boyutlu bir V kompleks vektor uzayi iizerinde
J(X)=iX ,(i=~v-1)

kosulunu saglayan bir J endomorfizmi tanimlanabilir. Bu durumda V vektor uzay1
2n-reel boyutlu bir reel vektor uzay1 olur. V vektor uzay1 2n- boyutlu bir reel vektor
uzay1 olarak diistliniildiiglinde, V vektor uzay1 lizerinde J doniisiimii  bir kompleks

yap1 olur. Boylece V nin reel boyutu ¢ift tamsayidir [5].

2.3.2. Ornek
J, AR — IR, J (x' . x" v Ly )= (v v =X =)

olarak tamimlansin. Bu doniisiim, /R*" vektdr uzay iizerinde bir kompleks yapadir.

Bu kompleks yap1 IR*" iizerinde kanonik kompleks yap1 olarak adlandirilir [5].

2.3.3. Onerme

J ve J' smastyla ¥ ve V' reel vektor uzaylari iizerinde kompleks yapilar ve

f: V = V' reel lineer bir déniisiim olsun. V ve V' birer kompleks vektor uzayi
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olarak diisiiniildiigiinde f dontlistimiiniin kompleks lineer olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul J'of = foJ olmasidir [5].

GL(n,C) kompleks genel lineer grubu, GL(2n,IR) nin

0 1
J, :[ / 0”} matrisi ile ¢carpimlar1 degismeli olan elemanlarindan olusan bir alt
grubu ile 6zdeslestirilebilir.

Bu 06zdeslestirme, A ve B reel nxn tipinden matrisler ve A+ i Be GL(n,C) olmak
uzere

A B
A+iB —

biciminde olusturulur ve elde edilen bu 6zdeslestirmeye GL('n,C ) nin reel

reprezentasyonu (gosterimi) adi verilir [5].
2.3.4. Tanim

M bir reel 2n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda J doniistimii

her bir x e M noktas: i¢gin J_ :T .M — T M endomorfizmlerine karsilik gelen ,

JoJ =—1 olacak bicimde bir tensor alani ise J ye M diferensiyellenebilir manifoldu
tizerinde bir almost kompleks yapi, ve bu yapiyla birlikte M diferensiyellenebilir

manifolduna bir almost kompleks diferensiyellenebilir manifold denir [5].
2.3.5. Tanim

M bir 2n-boyutlu, J almost kompleks yapili bir almost kompleks diferensiyellenebilir
manifold ve J, Ornek 2.3.2 de tamimlanan, IR*" vektdr uzay: iizerinde kanonik
kompleks yap1 olsun. M diferensiyellenebilir manifoldunun her bir x eleman

{izerinde bir kompleks lineer catt u : IR*" — T .M, uoJ, = Jou olacak bigimdeki

lineer izomorfizmlerdir. T M vektor uzay: iizerindeki bu J kompleks yapist T M
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iizerinde bir kompleks vektdr uzayr yapist olusturur. 2.3.3.Onerme den

u:IR”™ —T.M nin bir kompleks lineer gati olmasi igin gerek ve yeter kosul

u: IR — T.M doniisiimiiniin bir kompleks lineer izomorfizm olmasidir. Kompleks

lineer ¢atilarin olusturdugu kiime M diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde
GL(n,C;J) yapr grubuna sahip bir asli lif demeti tanimlar. Bu asli lif demeti
kompleks lineer ¢ati demeti olarak adlandirilir ve C(M) ile gosterilir. U, M
diferensiyellenebilir manifoldu lizerinde bir lokal koordinat komsulugu olmak tizere

C(M) tizerindeki lokal trivializasyonlar,

Y 7' (U)>UxGL(n,C), Y(u)=(x,a) ;(x,a)eUxGL(n,C) igin az(aj.)

Y
ve u(e, )= > al —
(e, ) ]Z:] P

ile tanimlanir [5].
2.3.6. Teorem

M diferensiyellenebilir manifoldunun bir almost kompleks diferensiyellenebilir
manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul

GL(n,C;J)={ae GL(2n,IR)|aoJ = Joa }olmak {lizere M diferensiyellenebilir
manifoldunun GL(n,C,J)-yapili olmasidir [10].

jspat

M diferensiyellenebilir manifoldu GL(n,C;J) yapili olsun. Bu durumda M
diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde kisaca P ile gosterilebilen bir

(P, 7,,M,GL(n,C,J)) G-yapis1 vardir. #( p)=x olacak bicimdeki her bir p € Pigin

p IR ->T.M

bir lineer izomorfizmdir. Bu durumda



24

J,=poJopile tammlandiginda J_ doniisiimii, J. = —id; ,, Ozelligini saglayan

bir endomorfizm olur. Bu durumda M bir almost kompleks diferensiyellenebilir

manifolddur.

M diferensiyellenebilir manifoldu bir almost kompleks diferensiyellenebilir manifold
olsun. Bu durumda M diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde 2.3.5. Tanimdaki
C(M) bir GL(n,C;J) yapisidir. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir
GL(n,C;J) yapisi oldugundan 2.3.6. Teorem ispatlanmis olur.

2.3.7. Tanim (Kompleks yapr)

M bir 2n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki almost kompleks

yap1 J olsun. Bu durumda her bir x € M i¢in

0 0 0 0
J ()= J(F)=""F7 (2.4)
ox oy oy Ox
saglaniyorsa J almost kompleks yapisina M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde

bir kompleks yap1 denir [5].

M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde Es.2.3.1 6zelligini saglayan bir J almost
kompleks yap1 var ise bu durumda M diferensiyellenebilir manifoldu bir kompleks
diferensiyellenebilir manifolddur. Bu durumda her bir kompleks diferensiyellenebilir

manifolda bir almost kompleks yapi karsilik gelir [7].

M diferensiyellenebilir manifoldunun bir kompleks diferensiyellenebilir manifold
olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M diferensiyellenebilir manifolduna karsilik gelen

almost kompleks yapinin bir kompleks yap1 olmasidir.
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3. T(GL(n,IR)) NIN GL(2n,IR) iCINE IMBEDDINGI (GOMULMESI)

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Herhangi ce€ IR, X, Y eT (M) olmak

tizere X ve Y tanjant vektorlerinin toplami ve X tanjant vektoriiniin ¢ € IR skalar ile

carpimi sirastyla X + Y ve c.X ile gosterilir.

IR" in xeIR" ilesagodtelemesi 7 :/R" — IR" doniisiimi, Vy € IR" i¢in
T(y)=x+y (3.1)
ve xe IR", ¢ € IR i¢in

T.(x)=cx

ile tanimlansin. (3.2)

3.1. Tanim

XeTl, (IR") ve YeT,(IR") iki tanjant vektor olsun. X ve Y vektorlerinin yeni

toplamm X @Y ve X e7T,.(IR") vektdriinin c € IR ile yeni skalar ¢arpimi
¢ ® X asagidaki bicimde tanimlanir [3]:

X®Y =Te,(X)+Tr (Y) (3.3)
¢ ® X=Tr,(X) (3.4)
3.2. Onerme

IR" diferensiyellenebilir manifoldunun tanjant demeti 7°(/R"), Tanim 3.1 de

verilen @ ve ® islemleri ile birlikte 2n- boyutlu bir vektor uzayidir [3].



fspat

xelIR" in i. bileseni '

Vi,1<i<n, a;b, € IRi¢in

n 0 n 0
X=Ya(—). ,Y=b(—
Sal— ) Y =Eb(-7),

biciminde ifade edilir. Boylece

X®Y=Tr,(X)+Te (V)

"0 0
=Te(Za(Z ) )+ Te(Lhi(=7),)

n 0 J J
- 3a(CE L) (2, e b7

i,j=

)(—)T ()

- SR (O e SR O

. (+b)(( y))(—)my,

i,j=1 x

= S(ab)ol( d S

i,j=1

= g(m N i

bulunur. Benzer bi¢cimde her bir c € IR,

c®X=Tr,(X)

=th(znlai(i,-)x)
=1 Ox
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x' olsun. Boylece X eT (IR"), YeT,(IR") ve



=l 0x Ox' "
_:éﬁfﬁ;”zfija
= élai.c.éf ( af 7 Jex
= éaic(é Jex
= éc.ai (%)cx

bulunur. Boylece

n 0 ..
X = Za( ,)x , Y =2b(—), i¢in
=1 Ox

X@Y=§m( )@Zb( )—ZMﬁbX )

ve
n 0
c®X=%ca(—),
i<l ox'

sonuglari elde edilir. Herhangi g;,b;,d, € IR, (1<i<n) ,celR ve

n
ngai(aii)xay Zb( )y,Z Zd( -).€T(IR") igin;

(i)

(i,) Kapalilik:
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(3.5)

(3.6)



Xoyvy= z(a,+b)(8 ~)iyey) ET(IR")

oldugundan 7(IR") © a gore kapahdir.

(i,) Birlesme:
(X®Y)®Z= (Z(a,+b)( )my))@zaz( ).
=S tatb)+ d ))( —Jrseon
=Y(a,+(b+d, - .)W)
=Ya (—) O3 (bi+d, )( i

(—) @(Zb(—) CJBZal(—))

Il
u M:

—X®(Y®Z)

oldugundan @ isleminin 7(IR") de birlesme 6zelligi vardir.

(i;) Degisme

. )
X®OY=Y(ai+b)(— ).,
i=1 ox!

n 0
= g;(b, + a,-)(—l. Jr+x

ox

=Y®oX

@ isleminin 7(IR" ) de degisme 6zelligi vardir.

28
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(i,) Etkisiz eleman:
0eIR" , IR" deki toplama isleminin etkisiz elemani olsun. 0 € IR" in i.
bileseni 0 olarak tanimlidir.

_ n
0= 042

=1 ox'

) (3.7

olarak tanimlansm. Bu durumda 0 € T (IR" ) dir. Herhangi bir X € T(IR" )igin

2

xi

0OX=X®0=%(a+0)(— )., =3 ai(%)x =X
i=1 i=1 X

T(IR" )de ® isleminin etkisiz eleman1 0 € T(IR" ) dir.
(i,) Ters eleman
Herhangi bir
no 0 . o
X=Ya(—).€T(IR") Vi I<i<n
=1 ox'
i1¢in
a; € IR elemanlarinin /R deki toplama islemine gore tersleri —a, vex € IR"

elemaninin /R" deki toplama islemine gore tersi —x olsun. Bir
! 2 a n
X'=%—a(~—) eT(IR")
i=1 ox

tanimlansin. Bu durumda



, n a 7 a
X @X:Z_al( i)7x+x+zai( l')xfx
Iy ox -1 Ox

T(IR" )de @ isleminin ters eleman 6zelligi vardir.

(i), (iy), (i3) ., (i,), (is)

den dolay1 (7T(IR" ), ®) bir degismeli gruptur.
(i)
L 0 ,
celR, X =) a(—), olmak iizere,
=1 Ox'
n 0 p
c®X=%ca(—),T(IR") dir.
i=1 ox'”
(iii)
c®(XDY )= Zc(a +b, )( ,)L(Hy)
= Z(ca +cb, )( )(cwy)

= an ( )(cx+cy) + ZCb ( )(‘x+cy)
—(c®X)®(c®Y)
(iv)

Herhangi ¢,d e IR ve X = iai(%)x eT(IR")
i=1 X

igin

30
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(c+d)®X = z(ca +da, )(a 7 evd)x

—Z(ca +da, )( 7 e

M

0 " 0
(— ). ®>da,(—
cal(axl )cx 1:21 az(ax, )dx

1

1

=(c®X)®(dOX)
)

c®(d®X)=c®(d®iai(%)x)

i=1 X
—C®(Zda( )dx)
= ZC(da )(8 ,)L(dx)

= Z(Cd)a (a red)s
=(cd)®X
(vi)
1€ IR, IR deki carpma isleminin etkisiz eleman1 olmak iizere

1®X=%1a(-" ),
i=1 ox' "

n 0
_i:z‘}ai(axi )x
=X

(i), (ii ), (iii) , (iv), (v), (vi) den dolayr (T(IR" )®,®), IR cismi lizerinde 2n-

boyutlu bir vektor uzayidir.
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3.3. Onerme

f :IR" — IR"bir lineer doniisiim olsun. Bu durumda f nin tanjant doniistimii =~ 7f

de T(IR" ) vektor uzayindan T(IR™ ) vektdr uzayina bir lineer donlisimdiir.
jspat

xeIR", yelR" vektorlerinin i. ve j. bilesenleri sirastylax’,y’, c,,c/ € IR
(Vi,l<i<n) ve f{x)inj. bileseni ise f’(x) (I<j<m) ile gosterilsin. Bu

durumda , @, € IR olmak iizere,
fx)=Xalx

i=1
dir.

GV

Tf(Zc,(—)) Zc,(al o

)f(v) z cia; (5 X )f(x) (3.8)
Es.3.8 den yararlanarak bir d € IR igin

o 0 n 0
Tf(d®Yei(—=))=Tf(Z(dc ) )u

= OX i=1 ox

0
Z(dc)al( yk )f(dx)

ik=1

m

= ”Z (C az)( )df(x)

ik=1

—d®(ZC lec( )/(x))

ik=1

~d@ (L (o))
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esitligi elde edilir. Boylece ;
n n 6 n a
2 Tf(d®2c(-=))=d®Tf( e ) ) (3.9)
i=1 -1 Ox -1 Ox

dir.
T(Sel ). @ Sell o) =TS e el

= ¥ (e, +c] )a( e

= ¥ (edt el a s
=(”’z'"cl.a,( ),»(x))@(z(:'aff( o)

ik=1

~(Se 2o 0TS

Boylece;
Tf(ZC( ) @Z (%)xr) Tf(ZC( ))@Tf(Zc (—) ) (3.10)
esitligi elde edilir.

Es. 3.9 ve Es. 3.10 dan dolay1 7f donilisimii 7( IR" ) vektor uzayindan 7'(IR"™ ) vektor

uzayina bir lineer doniistimdiir.
3.4. Onerme

V' bir sonlu boyutlu vektdr uzayr olsun. Bu durumda V' vektdr uzaymin tanjant
demeti olan 7(V) de @ ve ® sirasiyla dogal toplama ve dogal skalar ile carpma

islemlerine gore bir vektor uzayidir. Ayrica V vektor uzayr W ve W' alt uzaylarmin
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direk toplami ise 7(V) vektor uzayr da T(W) ve T(W') alt uzaylarinin direk

toplamina kanonik olarak izomorfiktir [3].

3.5. Tanim

Her bir y € GL(n,IR ), x € IR" igin

p:GL(nIR)xIR" —> IR", p(y,x)=y.x

ile tanimhi p doniisiimii GL(n,IR) Lie grubunun /R" iizerine dogal etkisidir.

GL(n,IR) Lie grubunun grup carpimi u ve xe€lIR", ye GL(n,IR) olsun. Bu

durumda
1 2 n i ..
xX=(x,x ,...,x),y:[yj] (1<i,j<n)
dir. Bu durumda,
p(y.x)=yx
=[Xy,x']
j=1
= (XY, Xy XX
J=1 J=I J=I
bulunur. Boylece, V(y,x)e GL(n,IR)x IR" igin
P(y.x)=(p (20).p (v5)eap" (v.x) . p(yx)=2y,x (I<i<n)
i
ifadesi elde edilir.

pl(y.x)=Xyx (Vi I<i<n)
j=1
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doniigiimleri diferensiyellenebilir oldugundan p doniigiimii de
diferensiyellenebilirdir.

[, nxn tipinden birim matris GL(n,/R) Lie grubunun birim elemanidir. Vx € /R"

igin

p(l,x)=1,x=x (3.11)
bulunur.

Vxe R", VA,BeGL(n,IR) igin

p(A,p(B,x)=p(a,Bx)
= A(Bx)
= u(A,B).x
=p((4,B).x)

p(A,p(B,x)=p(u(A4,8B)x) (3.12)

p bir diferensiyellenebilir doniisiim, Es. 3.11 ve Es. 3.12 ifadeleri saglandigindan p

doniistimii GL(n,IR) Lie grubunun /R" {izerine bir Lie grup etkisidir [3].

Bilindigi gibi G bir Lie grubu A: GxG — G , G Lie grubunun grup ¢arpimi olmak
izere G nn tanjant demeti olan 7G de T4 islemiyle birlikte bir Lie grubudur.

3.6. Onerme
p:GL(n,IR)xIR" — IR"
etkisinin tanjant doniisiimii olan

Tp : T(GL(n,IR))xT(IR" ) — T(IR" )
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doniistimi, 7(GL(n,IR)) Lie grubunun T(IR" )iizerine etkin bir lineer grup etkisidir
[3].

jspat

p:GL(n,IR)xIR" — IR"

diferensiyellenebilir oldugundan

Tp : T(GL(n,IR))xT(IR" ) > T(IR" )

doniisiimii de diferensiyellenebilirdir.

(i) Herhangi X, eT IR", Y, €T, (GL(n,IR)) ve c € IR olsun.
“Tp(Y,c®X,)=c®Tp(Y,.X,)”

ifadesinin dogru oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in herhangi
xelR", yeGL(n,IR) (I<k,j<n)

igin

¥ :IR" > IR,%/(x)=x’

¥, :GL(nIR) > IR , ¥(y)=y,

¥/ :GL(n,IR)xIR" - IR , ¥/ (y,x)=x'
y,:GL(n,IR)xIR" = IR , ¥/(y,x)=y]

doniisiimleri tanimlansin. Burada tanimlanan

¥ eC*(IR") ve 3| eC”(GL(nIR)) d.
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GL(n,IR)x IR" —2—IR" —~ > IR

V(y,x)e GL(n,IR)xIR" igin

(%o p)(y.x)=%"(p(y.x))

=%'(yx)

i k o2 k L k
=¥ ( Xy X yixt e X yixt)
k=1 k=1 k=1

bulunur. Boylece

(¥'op)=33/5" (3.13)
ifadesi dogrudur. Herhangi Y, €T, (GL(n,IR)) ve X, €T IR" igin

S, IR" — GL(n,IR)x IR" , fy”(x)z(yo,x)

[ GL(nIR) = GL(n,IR)xIR" , f (y)=(y,x,)(y)

doniistimleri tanimlansin.

Tf, - T(IR" ) —> T(GL(n,IR)x IR" )
Tf, - T(GL(n,IR)) = T(GL(n,IR )x IR" )

Ff =(1Tf, . Tf, ) : T(GL(n,IR ))x T(IR" ) = T(GL(n,IR )x IR" )
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(Y, X)eT(GL(n,IR))xT(IR" ) igin
Ff(Y,X)=1f, (Y)®If, (X)
ile tanimhi Ff doniistimii bir kanonik lineer izomorfizmdir. Herhangi
(Y, X)eT(GL(nIR))xT(IR" )igin
Ff(Y,X)=(Y,X) (3.14)
Ozdeslestirmesi goz Oniine alinsin. Boylece
(Y, X,) =11, (Y,)®Tf, (X,)
ifadesi dogru olur. Ayrica Vy € GL(n,IR) igin
(1oL (2) =311, (¥))
=Ji(rx,)
=5/ (y) (3.15)
Boylece

yief, =¥l (3.16)

ifadesi elde edilir. Ayrica Vx € IR" igin

dir. (y, )] bir sabit sayidir.

Bu durumda (?f( o f ) fonksiyonu bir sabit fonksiyondur.

Es.3.15 ve Es.3.16 ifadeleri goz oniine alinirsa;

(Yo, Xy )(¥ )= (T, )Y, )5 ) +(Tf, (X, ))(¥])
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=Y, (¥l o f, )+ Xy(Viof, )
=Y, (¥ )+ X,((ys )l
=Y,(¥/)
elde edilir. Bu durumda
(Y, X, () =Y, (3] ) (3.17)
elde edilir. Vy € GL(n,IR) i¢in
(%0 [, )y) =5 (f (y) =5 (y.x) =%, (3.18)

bulunur. Burada x, bir sabit sayidir. Bu durumda (x*o /., ) fonksiyonu bir sabit

fonksiyondur. Vx € IR" igin ,
(2o fo, (x)= (5" [, )(x)=5(1, (x) =5 (y,.x)=x"=%"(x)
dir. Boylece
(x'of, )=%" (3.19)
ifadesi elde edilir. Es. 3.18 ve Es. 3.19 ifadeleri g6z Oniine alinirsa;
(Yy, X )(X* )= (Tf (Y, )+ Tf, (X, (")
=(Tf, (Y, )(X" )+ (Tf, (X, ))(X")
=Yy (X o f )+ X,(X o f, )
=Y, (X, )+ X,(3")
=X, (%)

bulunur. Bu durumda

(Y, Xy )(3" )= X,(%") (3.20)



elde edilir. Herhangi ¢ € IR, x € IR" i¢in

(¥ et )(x)=%(t.(x))=%(cx)=cX/(x)
bulunur. Boylece

(x'0t,)=c5

ifadesi dogrudur.

(c®X, )(F')=(Tr.(X,))(Z')=X,(X" o1,)
dir. Burada Es.3.21 ifadesi kullanilirsa
(c®X,)(X)=X,(cx")
(c®X, )X )=cX,(x")

elde edilir.

Tp(Yy),c® X, )(X')=(Y,,c®X,)(X' op)

40

(3.21)

(3.22)

ifadesinde sirasiyla Es. 3.14 , lineerlik , Leibniz , Es. 3.17 , Es.3.20 , Es.3.21

kullanildiginda

To(Y),e® X, (%' )=(¥,,c® X, )(3(5! 5" ))

elde edilir. (y,,c®X,) tanjant uzaym elemani oldugundan lineerlik 6zelligini

saglar. Boylece

(&c@%)(é{yg X)) = é[(%m@xo)(ﬂ )]
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= X [((Y,,c® X, )(F )T (7y,0x,)

+)_’)Z(y())cxo)-((Yo:CC@Xo)()_Ck )]

M=

[Yo()_’kj)-C-x(l)c +(y())1}i(c®X0)(%k)]

k=1

~ S 1Y,k (3 X R

Tp(Y,,c® X, )(%' )= cé[x,@,f).x!; (0, i (X, ()] (3.23)

ifadesi elde edilir. Diger yandan sirasiyla 3.1.Tanim , Es.3.21 , lineerlik 6zellikleri

kullanilirsa

[e®(Tp(Y,, X, )I(Z) ) =T (Tp(Y,, X, )(%' )
= Tp(Y,, X, (%' ot,)
= Tp(Y,, X, (&)
= (Y, X, )(% o p)

=c.((Y,, X, )(X) op))

=3[V, (3 )i + (3 ) (X, (31
elde edilir. Boylece
[e®(Tp(Y,, X, )](X')= Cé[Yo(fZ)-x(f OVACIEW)| (3.24)

elde edilir. Es.3.23 ve Es.3.24 ifadelerinin sag taraflar1 esit oldugundan sol taraflari
da esittir. Boylece Vj, 1< j<n igin

Tp(Y,,c® X, )(%' )= [c®(Tp(Y,, X, )](¥’' ) elde edilir.
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(ii) Herhangi vy, € T(GL(n,IR)) ve X,,X, e T(IR") ig¢in

“Tp(Y,, X, ®X,)=Tp(Y, X,)®Tp(Y,. X, )”

esitliginin gosterilmesi i¢in genelligi bozmaksizin

YoeT, (GL(n,IR)) , X,€T, (IR") ve X,€T, (IR")

oldugu kabul edilsin.

Tp(Yy, X, © X, )(X7)=(Y,, X, ®X,)(¥/ op)

dir. Bu esitlikte sirastyla Es. 3.14 | lineerlik kurali , Leibniz kurali , Es. 3.17 ve
Es.3.20 kullanilirsa

Tp(Y, X, ® X, (T )=(Y,. X, ®X,)(L5]5")
k=1
=Y, X, ®X,)(7] )
- é[(Yo,XI DX, )(FL )X (yy.%,+x,))

+J_/ki(y():x1 +x,).((Y,, X, ®X2)()_Ck)

- é[(mi,{ (X, + 3, ) + (v (X, ® X, )(Z°)]
- z [V, (FE (%) +(x,) )+ (3, )i (X (X )+ X, (%5 ))]
- éjmmf (%, ) + (v (X ,(35))

+ é[(miz () + (v, ) (X, (35))

:[TP(Y())XI)C"BTP(Y():Xz)](%/)
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ifadesi elde edilir. Boylece
Tp(Y, X, ®X,)=Tp(Y,. X, ) ®Tp(Y,.X,)
ispatlanmis olur.
Tp, :T(IR")>T(IR") ,YX eT(IR") , Tp, (X )=Tp(Y,, X ) (3.25)
olarak tammlansin. Bu durumda (ii) den dolay: Tp,, bir lineer dontistimdiir.

(iti) Her bir y,€ GL(n,IR) , x,€ IR" , y/; € IR, ¢; € IR olmak iizere

Tp[(zrp(—)yn)(ch )=+ S ) )

ip=1 Ox k=1 j=1I j=1 0 x*

Yo x0

ifadesinin dogru oldugunu gdsterelim.

Yo= i’pZ:]rp 63’;

Yo

)

X0

n 0
-3 P
pZ::Ic (8)5‘”

olsun. (i) den  Tp(Y,, X )(5')= éy(,(y)f (xo)'+(y0)f X,(x") ifadesi dogrudur.

Bu durumda

S e S )
=210 P e (R

-3(3 8188 (x0) +( v, )JZcpé)

I=1 i,p=1
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ZZHZIH(X())I"‘()’(;){ ) (3.26)

bulunur. Diger taraftan

O =R A ) S () )6l
Ox k=1 I=1 =1

YoXo

[ kz(z i (xo) + z v )

H(x0) +c (y,))) (3.27)

M=

I

1

Es.3.26 ve Es.3.27 ifadelerinin sag taraflar1 esit oldugundan sol taraflari da esittir.

Bu durumda

0

ox?

Tol( 3 r (=) (el
ayp p=1

i,p=1

1= B Sl + £ ) )

Yo xo

elde edilir.

(iv) Y,Y'eT(GL(n,IR)) ,X € T(IR" ) olsun. Ayrica
Twy,Y)=YY

ile gosterelim. Bu durumda

Tp(YY' X )=Tp(Y,Tp(Y', X))

ifadesinin dogru oldugunu gdsterelim.

p , GL(m,IR) in IR" lizerine bir diferensiyellenebilir etkisi oldugundan
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pxid

GL(n,IR)xGL(n,IR)x IR" SLLTIEN GL(n,IR)x IR"
i G118 e ¥ Y
GL(n,IR)x IR" E— IR"
yukaridaki diyagram degismeli bir diyagramdir. Gergekten,

Y(x,y,z)e GL(n,IR)xGL(n,IR)x IR" i¢in

(poluxid  ))(x,y.2)= p(p(x,y).id 1 (2))

=p(x,p(y,2))
=p(x,p(y.z)) (3.28)
po(idrinm)* PIX,y.2)=p(x,p(y,2)) (3.29)

Es.3.28 ve Es. 3.29 ifadelerinin sag taraflar1 esit oldugundan sol taraflar1 da esittir.
Boylece
po(pxid . )= po(ideiinm) X P)
bulunur. Bu sonucu asagidaki ifadede kullanalim:
Tp(YY', X )=Tp(Tuw(Y,Y'),X)
= (Tpo(Tuxid, .. N(Y,Y'),X)
=(TpoT(uxid .. )(Y.Y'),X)
=(TpoT(id g1, 1) X PI(Y.(Y', X))

=Tp(T(id gy e) * PIIY.(Y',X))

=Tp(Y,Ip(Y', X))



46

(i)-(iv) den dolay1 T(GL(n,IR)) Lie grubu T(IR" ) iizerine bir lineer grup olarak etki

eder. Bu etkinin etkin bir etki oldugunu gosterelim.

YeT(GL(nIR)) ve VX eT(IR") igin
Y e T(GL(n,IR)) oldugundan

r=3% rz(—)yo

i,j=1

olacak sekilde y,eGL(n,IR), ,;€lIR

oldugundan

olacak sekilde x e [R" vardir.

Tp(Y, X )=X=Tp(Y,X)eT, (IR")
= Y, X=X

= Yy=1x

Yo=1n

(Y, X)=X= z(zr’,‘xf+ Zc (v,)] )(

k=1 j=I

Tp(Y,X)=X olsun. Bu durumda

vardir (/<i,j<n) . XeT(IR")

(3.30)

n a
_ k
) —kéc (ﬁx")x

elde edilir. Bu esitlikte Es. 3.27 kullanildiginda asagidaki esitlik elde edilir.

k=1 j=I

VOWRED) )(—) =3t (*)
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>hx =0 3.31)
[r’j] matrisine karsilik gelen lineer doniistim Q olsun. Es. 3.31 den dolay1 Vx € IR"
igin

O(x)= Z rix'=

=0=0

bulunur. Béylece Vk,j 1<k,j<n igin ;=0 bulunur. Bu durumda

Y= (Zr(—)yo) (20(—)) 0

i,j=1

elde edilir. Bu ise 7p lineer etkisinin etkin etki oldugunu gosterir. Bdylece

3.6.0nerme ispatlanmis olur. Ayrica Es.3.25 ifadesinin birebir oldugu asagidaki

bicimde gosterilir:

Y=3% /,(—) eT(GL(n,IR)) ,X = zcj( ) x- Zd(ﬂ eT(IR") igin,

i,j=I yj a)( X J 1 X x'

Tp, (X)=Tp,(X')

olsun. Burada

Tp(YJZIC]( ))ET/)(VX) ve Tp(Y
j=

p(y.x")

Ox’



oldugundan, p(y,x)= p(y,x")olmaldir.
y € GL(n,IR) oldugundan y~' € GL(n,IR) dir. (iv) esitligini kullanarak;

p(y" p(v.x)=p(y" p(y.x"))
=p(y yx)=p(y"'y.x')

=>p(1,.x)=p(1,.x")

!

= X=X

eldeedilir. T p, (X )=Tp,(X')
n a n a
=T p (e, () )=Tp(Xd(—))
j=1 ax./ . j=1 8)('/ .

= Tp(Y, Zc,(i)) Tp(Y, Zd(i))

=Tp( X 7} ( )
i,j=1 X i,j=1 X
32(2 jx/"'C;y )(7) Z(ZT" x,+d y )(7)
k=1 j=1 ax pyx) k==l ax p(y.x)
32r]xj+cj ZI’JXJ‘Fd y

= ZC/)’I; =Zd_/)(1;
Jj=1 J=1

= Z‘,I(Cj—dj)yljZO
=

=3 yj(c=d) =0
Jj=1 /

=Y.(c—d)=0

48
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veGL(n,IR) oldugundan bulunan lineer denklem sisteminin yalnizca asikar

¢oziimi vardir. Bu durumda ¢ =d bulunur. ¢ =d ve x = x"oldugundan X = X' dir.
Tp, : T(IR") - T(IR")

lineer doniigtimii 1:1 dir. Boylece Tp, bir lineer izomorfizmdir ve

Tp, € Oto(T(IR")) (3.32)
bulunur.

3.7. Tanim

YeT(GL(n,IR)) ve XeT(IR") i¢cin Y X =Tp(Y,X) olarak tanimlansin.
3.6.0nermenin (iv) ispatinda da goriildiigii lizere , eger bir G Lie grubu M
diferensiyellenebilir manifoldu iizerine etki ediyor ise 7(G) Lie grubu da T(M)

diferensiyellenebilir manifoldu iizerine etki eder [3].

3.8.Tanim

GL(n,IR) nin bir a € GL(n, IR ) ile sag dtelemesini

R, :GL(n,IR)—> GL(n,IR), R.(y)=y.a (y<€GL(nIR))
olarak gosterelim. Bir Y € 7, (GL(n,IR ) tanjant vektorii alinsin.

B=1R |,

a

olarak tanimlanirsa

BeT, (GL(n,IR)

olur. Béylece B, GL(n,IR) in Lie cebiri olan gl/(n,IR) in elemant olur.
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Karsit olarak herhangi a € GL(n,IR) ve B € gl(n,IR ) ¢ifti i¢in
Y=TR,(B)

bi¢ciminde tanimlandiginda

YeT, (GL(nIR)

dir. Boylece her bir a e GL(n,IR) ve B e gl(n,IR) i¢in, bir Y € T,(GL(n,IR )elde

edilir. Bu bi¢gimde olusturdugumuz Y vektoriini
Y=[aB]
ile gosterelim.

Diger yandan herhangi bir X € T_(/R" ) tanjant vektori
noo. 6

X=2V(—)
=1 Ox

ile ifade edilir. X = ivi (;i) ifadesi X =(x,v)eT(IR") ile gosterilsin [3].

i=1 X x
3.9.0nerme
Herhangia € GL(n,IR),B € gl(n,IR) ve x,v € IR" i¢in asagidaki esitlik vardir [3].
[a,B](x,v)=(ax,Bax+av)
fspat
aeGL(nIR) ,beGL(nIR) ((1<i,j<n)

0 no
ay,) ):Ea](

J b

0
1') "
dy

I ba

"y = TRa((



esitliginin dogru oldugunu gosterelim. Her bir y € GL(n, IR ) igin
R.(v)=y.aeGL(n,IR)
R.(y) matrisinin ('k,/). bileseni

(RJ;=f1(¥,) = 2y, dl

ile gosterilsin.

TRa(—)b s (a(R )’)b(
y k=1 ay

k/b.a

C?f/

k,l:]

( k)ba
oy,

= Z (3606 a,)( )M)

kil=1 t=1

TR, (( )b) Zaz(( )ba)

Jl=1

elde edilir. B= Z b: ( ~); denilsin. Bu durumda

r,s=1
s

[a.8] () = TR.(B)($0/(5).)

=TR. (Zb( ),)(Zv(—))

r,s=1

= SbI(TR, )( )[ (Zv(—))

r,s=1

(3.33)

51
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=Tpl SRR B )

r,s=1

~Tp S ai (o S )
yl i=1 8x

r,s,l=1

[a,B](x,v)= T/)(Z [Zb ]( k) (Zv(—) ) (3.34)

k=1 s=I

esitligi elde edilir. Vk,je{1,...n} i¢in [ ibf a] =" denilirse Es. 3.34 ifadesi
s,=1

n a n . a
=[a,B](xv)=Tp( X ri(——)u(XV(=).)

k,j=1 ayl i=1 5x
esitlige doniisiir. Burada 3.6.0nerme (iii) de elde edilen ifade yerine yazilirsa
- S(E A (@)

T ok
n n n i k i a n

= Z(Z[ Zb -]x’+(a_,)v’)(y)m €Tw(R")
=3( 3 blax'+(d] )v’)( u €T R")

= $(Bax) +(ar) U
=(ax,Bax+av)

elde edilir. Béylece 3.9.0nerme ispatlanmus olur.
3.10.Uyarn

Herhangi a,a’" e GL(n,IR) ve B,B' € gl(n,IR) igin

[a,B].[a',B'] =[aa’,B+ad(q")B']



oldugu kolayca gosterilebilir [3].

Ispat

X egl(n,IR) igin X = Z b,j(

i,j=1

), dir.

ad (( )[ )=T(L;0R, )((_)1 )

n O(L,~10R, )I
= )1
k=1 8y

T
’\

J

> (a_]) y,al)

= 2 (—u= ) (

In

> (Z (a_l) 5z52a?)(

k=1 th=I

= Z (Cl_]) Cllj)( k)l

ad(Zb,,( ) )=T(L;0R, )(Zb,,(

i,j=1 i, j=1
J j J

S [(a) byall(

i jkI=1
=aXa™
bulunur. Simdi 7,0R, =

Vx e GL(n,IR) i¢in

(3 k);

i,
0y,

0
F)zn

Vi
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0
—

i

i,/

]

(3.35)

Ruw0(L,0R,) ifadesinin dogru oldugunu gosterelim.



(L.OR.)(x)=axa
=ax.(q'.a)a
=(axa’)aad
= Ruw(axa™)
= Ru((LiOR)(x))
=(R,,0(LOR))(X)
Boylece
(LiORa)=(R,y0(LiO R, 1))
ifadesi elde edilir. Ayrica
RyOR:= Ruw
esitligi dogrudur. Herhangi B,B" € gl(n,IR) ve a,a' € GL(n,IR) igin
[a.B].[a",B"] =Tu([a,B].[a".B'])
=TR,([a.B])+TL,([a".B'])
=TR,(TR,(B))+TL,(TR,B')
=(TR, oTR,(B))+(TL, o TR B')
=TR,,(B)+T(R,; o(L, R, ))(B')
=TR,,(B)+T(R,T(L, R, )(B')
— TR, (B)+T(R,.(ad_,(B'))
=TR,(B+ad_,(B'))

=[aa',B+ad ,(B')]

54

(3.36)
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bulunur. Boylece 3.10.Uyar1 ispatlanmis olur.

3.11.Tanim

3.6. Onermedeki, T(GL(n,IR)) in T(IR")=IR’" iizerindeki Tp etkisini ve
Oto(IR*" )= GL(2n,IR) izomorfizmini kullanarak T(GL(n,IR)) iizerindeki

doniistimii ,

J, :T(GL(n,IR)) - GL(2n,IR) , Y e T(GL(n,IR)), X € IR’"

i¢in

(J(Y)(X)=Tp(Y,X)=Tp,(X)

ile tanimlidir [3]. Herhangi bir Y € T(GL(n,IR )) i¢in Es.3.31 kullanildig1 taktirde
Tp, : IR”" — IR*"

lineer izomorfizm oldugundan

J (Y)eOto(IR*")

dir. Boylece 7, anlamli olur.

3.12.0nerme

Herhangi a € GL(n,IR) ve B € gl(n,IR) icin

0
J.([a.B ]){;a J ve J.([a0])=Ta dir [3].

jspat
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E , IR" nin standart bazi olsun. Bu durumda /R*" nin standart baz1 {(E,0),(0,E)}
dir. 3.9.0nerme den dolayr [a,B](x,v)=(ax,Bax+av) dir. Ozel olarak
(x,v)=(E0) ve (x,v)=(0,E) alinirsa sirasiyla

TP s (E0)=(a,Ba)
Tp0s)(0.E)=(0.a)
elde edilir. Boylece Tp,,, lineer donisiminin {(E,0)(0,E)} standart bazina
..l a 0 ) )
karsilik gelen matrls{ } bulunur. Boylece 3.12.0nerme ispatlanmis olur.
a a
Ayrica burada tanimlanan

J, :T(GL(n,IR))—> GL(2n,IR)

dontistimii bir imbeddingdir. Bunu gostermek i¢in;

()V[a,B],[a',B'] e T(GL(n,IR)) igin

o [a 0| a o0
Jn([a’B])'Jn([a’B]): Ba ai|'|:Brar a!:|

aa’ 0
Baa' +aB'a' aad'|

o aa' 0
Ju.(la,B]).J,([a' B']) { } (3.37)

Baa'+aB'a’ aa
[B+adg'(B')].aa'=(Baa'+aB' g )aa’
= Baa' + aB'a’
[B+adg'(B')].aa’ = Baa' +aB'a’ (3.38)

bulunur. Es.3.36 ve Es.3.37 kullanilirsa
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— aa’ 0
J"([a’B])'J"([a’B])_{[B+ada_1(3')].aa' aa} (3.39)

elde edilir. Onerme 3.10 kullanilirsa

J.(la.B].[a".B'])=J,([aa’,B+ad, 1 B'])

B aa’ 0
a B+ada—1Bl aa’

!

J.(faBl[d.B )= 0 (3.40)
B+ad B ad

Es.3.39 ve Es.3.40 ifadelerinin sag taraflar1 esit oldugundan sol taraflari da esittir.

Boylece
V[a,B],[a',B'] e T(GL(n,IR))
i¢in
Ju(la,B].[a".B'])=J,([a,B]).J,([a",B'])
oldugundan J, : T(GL(n,IR)) — GL(2n,IR ) doniisiimii bir homomorfizmdir.

(b) J.([a,B])=J,([a’,B']) olsun. Bu durumda
a 0 B a 0

Ba a - B’a, a’

=a=a',B=B'

bulunur. Buradan [a,B]=/[a’,B'] bulunur.j, doniisimii bir 1:1 Lie grup
homomorfizmidir. Bu nedenle ., doniisimi bir imbeddingdir. 7(GL(n,IR)) Lie
grubu GL(2n,IR) igine gémiilebilir.

Ju([a0])=Ta
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esitligi dogrudur. Gergekten a € GL(n,IR ) oldugundan a matrisine karsilik gelen bir

lineer izomorfizm vardir. Bu izomorfizm yine a sembolii ile gosterilirse,

Ta=(d',...a".a",...a") ve &= Eg—;xk dir.
Vx € IR" igin

a(x)=(é:1a§xj ..... ﬁja’}xj)

biciminde ifade edilir. Bu durumda

. n . .
a(x)=xa;x
j=1

. n . .
=a'(x)=2Xax’
j=1

esitligi dogrudur.

(@) o
; [X]Z(Zajx’ ----- Yaix  Xa;x . 2aix’)
0 (aj) J=I = j=1 j=1
=(a',...d".d'....a")
=Ta

bulunur. Boylece

a 0
Jn([a,O]):[O a}:Ta

esitligi dogrudur.
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4.T(F(M)) NiN F(T(M)) iICINE iIMBEDDINGIi (GOMULMESI)
4.1. Tanim

Demet uzay1 P , baz uzay1 M , projeksiyonu 7 ve yapi grubu G olan bir asli lif

demeti P(M,z,G) olsun. {U/,} , M nin bir agik ortiisii , P diferensiyellenebilir

manifoldu {{,/} lizerinde bir trivial demet ve
8y UsnNUpy—G

PM,7,G) asli lif demetinin transition dontisimii ise bu asli lif demeti

P={(U,.g,)} ile gosterilir. Bunun sebebi

Va,f.yelJ , xe(U,NUs;NU,) icin

8uy(X)-8y(X)=g,(x) (4.1)
ozelligine sahip bir

8y UsnNUp— G

diferensiyellenebilir doniisiimii ve bir U} oOrtisii verildiginde P(M, =, G)=P asli lif
demetinin elde edilebilmesidir. Elde edilen P demetinin transition dontisimii g, dur.

Baéylece bir P= P(M, =,G) asli lif demeti P={(U ,,g,,)} bi¢ciminde gosterilebilir.

G Lie grubu G’ Lie grubunun bir Lie alt grubu ,i.. : G — G’ inclusion (igerme)
déniisiimii olsun. Bu durumda P'={(U,, jog,)} olacak sekilde bir P’ asli lif

demeti ve j:P— P' bire bir bir demet homomorfizmi vardir, yani herhangi z € P

ve a € G igin

Jj(z.a)=j(z)a
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dir. Bu bi¢imde tanimli olan j donitisiimii bir asli lif demeti homomorfizmidir. Bunu

gostermek i¢in i, - G — G'inclusion (igerme) doniigiimiinii ele alalim.
g y=lig°8y) UsNUs—>G ,VxeU,NU,, g (x)=iz °g,(x) dr.
Va,f.yed , xe(U,NU;NU,) icin

8 y(x).8 4 (x)=[(iG608,,)(x)][(i5608,)(x)]
=l [(8,4(X)-84(x)]
=lge [(gay (x)]

=g, (x)
Es.4.1 den varlik teoremi geregince P'={(U ,i;;0 g,;/)/ bir asli lif demetidir.

P ve P'birer asli lif demeti oldugundan herhangi bir pe P igin p=/(x,y )il
olacak sekilde (x,y)eU,xG ve herhangi p'e P' i¢in p'=/[[(x",y"),]] olacak
sekilde (x',y') e U,x G'vardir. P ve P'demetinin koordinat doniisiimlerinin invers

dontistimleri sirasiyla g, ve g’ ile gosterilsin. Ayrica
j:P— P' doniisiimii, her bir p = [(x,y);] €P igin
Ji(p)= j([(x,y)a] =[[(xiz(y)),]] ile tammmlansin. Bu durumda;

UxG —> P
id, 4 L;
UxG — P

diyagrami vardir. Simdi bu diyagramin degismeli oldugunu gosterelim:
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V(x,y), €U,xG i¢in

(Jog,)(xy))=7(g,((xy),)
=j(l(x.y),])
=[[(xy).]]

(jog, )(x.y))=[[(xy).]] (4.2)

(gpolidy xige )(x,y),)=8gp(Xige(¥)),)
=gp((xy),)

=[[(x.y),]]
(gpo(idy, xige )(x,y),)=[[(x.y),]] (4.3)

esitlikleri dogrudur. Es. 4.2 ve Es. 4.3 ifadelerinin sag taraflar esit oldugundan sol

taraflar1 da esittir. Bu durumda
(jogp)=g' yolidy, igq ) (4.4)

elde edilir. Bu ise diyagram 2 in degismeli oldugunu gosterir. g, doniisimi bir

diffeomorfizm oldugundan Es. 4.4 ifadesi,
j:g’p’ O(IUM Xige Jo (gp)_]

bi¢iminde ifade edilebilir. g’ ., (1, %ise ) (gp )~ doniisiimleri diferensiyellenebilir

oldugundan ; déniisiimii de diferensiyellenebilirdir.

Herhangi p=/(x,y),] € P ve ac G igin
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j(pa)=j(xy),]a)
=j(l(x,ya),])
= jl(xige(v.a)),])

=[[(xige(y)ice(a)), ]
=[[(xige (Y ) I]ice(a)
= j(p)-icc'(a)

=j(p)a

j(pa)=j(p)a (4.5)
Es. 4.5 saglandigindan ; doniisiimi bir asli demet homomorfizmidir.

4.2. Tanim

P(M, z,G) bir asli lif demeti ise TP(T(M), Tr,TG) de bir asli lif demetidir [6].
4.3.0Onerme

P={(U.,g,)} olsun. Budurumda 7P ={(1U,,T g,,)} dir [3].

fspat

P nin y, lizerindeki trivializasyonu @, :U,xG —> 7 '(U,) olsun. Transition

doniistimiiniin tanimindan dolay1 her bir xe U, "U,; ve y € G i¢in
((®,) " 0 Dp)(x,y)=(x,g,(x).y) esitligi dogrudur.
Simdi,

(Te)(TU,)=T(z"'(U.) (4.6)
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esitliginin dogru oldugunu gosterelim.
Herhangi bir V e T(z'(U,)) igin
Ver,(r'(U,)) olacak sekilde bir p e z~'(U,) vardir. Bu durumda
Ver,(z'(U.) ve n(p)eU,

=(Tz),(V)eTl,,,(U,)

:>Ve(T7r);1(T(Ua))

Ve(Te) (T(U.)

Bu durumda
T(z"(U)=(Tn) (TU.) (4.7)
elde edilir. Herhangi bir V € (Tx ) (T(U,)) olsun.

= (Tx)(V)eT(U.)

= (Tx)(V)eT,(U.)

olacak sekilde ¢ ey, vardir.z doniisimi orten bir doniisim oldugundan

Vg eU,< M ic¢in n( p)=q olacak sekilde bir p € P vardir. Bu durumda
(Tr),(V )€ Tap)(Uds) > m(p) €U,

=(Tr),(V)eT(U,), pex”(U,)

=Vel,(x'(U)), pex’(U.)

=>Velz(T(U.)
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bulunur. Bu durumda

(Tr)(TU)=T(z"'(U.)) (4.8)
Es. 4.7 ve Es. 4.8 ifadelerinden dolay1

(Tr)(TU)=T(z"(U.))

elde edilir. Boylece Es. 4.7 ifadesi gosterilmis olur. Es. 4.7 ifadesini kullanarak 7P in

koordinat dontistimii

T®, :TU, xTG — (Tr)”'(TU,, ) doniisiimiidiir.

TP={(TU,,1g,, )} oldugunun gosterilebilmesi i¢in
(X,L)e(TU,NTU,)xTG

iken

(T, oT ds)(X,L)=(X,Tg,,.L)

oldugunun gosterilmesi yeterlidir (transition doniistimii tanimi).
Bunun i¢in herhangi bir f:U - G , ¥ :UxG —> U xG dontlisimii

her bir (x,g)eUxG i¢in ¥Y(x,g)=(x, f(x).g) olacak bicimde tanimlansin. Bu
durumda V(X,L) e TU xTG igin

TVY(X,L)=(X,Tf(X).L) (4.9)
esitliginin olup olmadigina bakilmalidir. Es. 4.9 ifadesinin varligin1 géstermek igin ,

1. ve 2. dogal projeksiyonlar sirasiyla pr, :UxG —-> G , pr, :UxG — G ve G Lie

grubunun grup ¢arpim1 1 : Gx G — G ile gosterilsin.



(pro¥)(x,g)=pry(¥(x,g))
=pr(x,Mf(x).g))
=AM f(x).g)
=AM fxidg )(x.g)
=(lo(fxidg))(x.g)

(prio¥)(x,g)=pr(¥(x.g))
=pri(x, A f(x).g))

=X
=pr(x.g)

elde edilir. Boylece

(pryo¥)=(lo( fxidg))

(pr,o¥)=pr,

bulunur. Bu durumda

(Tpr,oTY ) =(Tlo(Tf xTid ; ))

(Tpr, o T¥ ) = Tpr,

ve T(id; ) =id,; oldugundan

Tpr,oTVY =TAo(Tf xid,; )

Ipr,oT¥ =Tpr,
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(4.10)
(4.11)

(4.12)

(4.13)
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ifadesi elde edilir. Bu durumda V(X,L)e TUxTG i¢in genelligi bozmaksizin 6zel

olarak X e T U, LeT,G alinir ve Es.3.14 6zdeslestirmesi goz Oniine alinirsa ;

TpI’I(X,L) =Tpr](Tfl(X)+fo(L))

=T(priof; )(X)+T(prof, )(L)
Tpry(X,L)=T( priof, (X )+T(prof )(L) (4.14)
elde edilir. x', y’ sirastyla U ve G in koordinat fonksiyonlari olmak iizere
T( priof, (X )(x' )= X(x'o( pryof, ) (4.15)
T(priof )(L)(y')=L(y’o( priof,)) (4.16)
VxeU,VyeG i¢in

(x'o( prio f,))(x)=x"(pri(x1))
=x'(x)

A\~

(y'o(priof )(y)=y"(pr/(x.y))

=y'(x)

=0
bulunur. Bu durumda Es.4.14 ve Es.4.15 ifadeleri kullanilarak
T(prof, (X )(x')=X(x")
T(priof, (X )(x')=X(x") (4.17)

T(priof )(L)(y’)=0 (4.18)
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elde edilir. Es.17 ve Es.4.18 ifadeleri Es.4.14 de yerine konularak
Tpr(X,L)=X (4.19)
elde edilir. Ayrica

(Tpr,oTV )(X,L) = (TAo(Tf xid,; ))(X,L)

= TA(Tf (X ).id;o (L))
= T(Tf(X),L)

=Tf(X)L

(Tpr,oTY )(X,L)=Tf(X).L (4.20)
ifadesi de dogrudur. Bu durumda
TY(X,L)=(T(proV)(X,L),T(pr,o¥)(X,L))
=(X,If(X).L)
dir. Béylece 4.3. Onerme ispatlanmis olur.
4.4. Teorem

Herhangi bir M diferensiyellenebilir manifoldu icin 7(F(M))c F(T(M)) olacak

bi¢gimde bir kanonik injection doniistimii vardir [3].
Ispat

UU, =M diferensiyellenebilir manifoldunun , {U,} koordinat komsulugu ve

[

{x',..,x" } lokal koordinat sistemine sahip bir agik ortiisii olsun.
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{xal o xd ) ve { xﬂ] ,.»xg" } lokal koordinat sistemlerine karsilik gelen jacobien

matrisi

#5:U,NU, > GL(n,IR) ile gosterilsin. Bu durumda her bir xeU, n"U, igin

N xp' s xs")
O(xa' s xa")

Fp(x)= dir.

M nin ¢at1 demeti (M) ile gosterilirse, bu durumda

FM)={(U,,#; )} dir. Bunun gosterilmesi i¢in F(M)=(F(M),M,n,GL(n,IR)) ve

F(M) in koordinat doniisiimii @, olsun. Bu durumda

r (U, )—2>U, xGL(nIR) , V¢ ern ' (U, ) igin,

Qu(E)=(xa), (n(&)=x, a=[d}]) , (WI<j<n) i¢in &le;)= zal

axa .

F(M) nin transition doniisiimleri g/, ile tanimlandiginda transition doniisiimiiniin

tamimindan herhangi (x,y) e (U, "U,; )x GL(n,IR)i¢in
(Q,0(2,)" )(x,y)=(x.gly(x).y) d.

E(M)={(U,F)}

oldugunun gosterilmesi igin g/, =} oldugunu gostermemiz gerekli ve yeterlidir.

Kabul edelim ki

(Q240(Q, ) )(x,y)=(u,a)e U, xGL(n,IR) olsun. Bu durumda

(2, )" (x,y)=_¢lle gosterilirse n(¢) = x ,C(ej)= Zy,

5xa .



(Q40(2,)" )(x,y)=2,(¢)
=(n(<).a)
=(x,a)

burada &(e;)= Za,’( ¥ ) ,a= [a,] dir. Bu durumda

g
&(es)=Sal( axﬁ)x S0 ai; ) elde edilc Boylece
de)=Eal axﬂ -£ (ai;)x

:’z"’j(axﬂ)x l;(;}(i?’”’j)x ’,)(aiiﬂ)x

= al = tzl(af"fj)x ¥,

o

o(x) ,
:>a={(a();§))x}y=gaﬂ(x}y

oxp), |
3{%@;)*}* (%)

= Fi(x)=g',(x)

elde edilir. F(M) nin(U, "U, ) daki transition dontigimii #4 dir. Bu durumda

F(M)={(U,#3)}

bulunur. 4.3. Onermeden
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F(M)={(TU,,.TF;)}
dir. 3.11.Tanimdan J,(T(GL(n,IR)) < GL(2n,IR) dir. Tanim 3.1 den dolay1
{(TU,.TF)}<{(TU,,J,0T 53)) (4.21)

dir.T(U, ) flzerine indirgenmis lokal koordinat sistemi {x.,...,xs, %L,....xs} ile

gosterilsin. Bu durumda {x/,....x" x5, %2}, {x/;, ,x/;,x,g, .xp/ lokal koordinat

sistemleri arasindaki jacobien matrisi

J4:TU, "TU, — GL(2n,IR), ¥(x,%)eTU, NTU, i¢in

O Xtsewes X X rves Xar)

olarak tanimlansin. Kisalik i¢in j4=J , j;= J,Us=U ,Us=U", x,=x,
. H . . a I ARRS] i !

xp=y ile gosterelim. Bu durumda J(x) —M dir. y:U' >R

o(x' e x")

oldugundan her biri, /<i<n igin y'= f'(x) denilirse

dir. Bu durumda

(—) 20

205 ayk)x

ifadesi dogrudur. Ayrica



w0 a0
kg]y (ayk)x _i:zlx (a l)x
n a n n ayk a
.k i
= = ¢ ——
Lt o= BTG
. ovF a0 fF
= =50 ) =522l
-1 Ox =1 0
bulunur. Diger yandan
1 n .1 . n 1 n .1 n
j(x’x)za(y,...,y SV e y):('?(fj ..... f yI ..... y')
a(x XX e )Ej") a(x e XX s x"
dir. Bu ifade acgilirsa
o ! of of! of
ax] : : : axn ax] axn
of" of" of" of"
— . axl : ) : axn axl axn
J(x,%)=
oy o' oy 0
Ox' ox" 0% ox"
a)-}n 8)-/)1 a)-}n 8)-/)1
_axl : : : axn axl axn |
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(4.22)

TU  daki lokal

koordinat sistemi oldugundan £ doniisiimleri bu koordinat sistemine gore sabit

dontigiimleridir.

Bu nedenle



af:O
ox’

F_ < .lafk
VERE
n af"
i kY
=7 /Ex 0 x*
0 fi
= .
Gx’( V)= Py
0
:—(y) ($52 ok f
2 i
s
k=1 6xx
dir. Bu durumda
ayl B B y aZfi
axj_(kZ::Ix axjxk)
dir.
0 iy 0 2 .k(afi
of
P ,( )
f
:ay of

8xf ax
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(4.23)

(4.24)
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elde edilir. Bu durumda

oy _of
a)'cj axj

(4.25)

Bu 2nx 2n tipinden karesel matriste kolaylik i¢in

of! of! of! of!
a_xl ox" a_xl ox"
A=]. . = af_ ,B=|. . = af,
ax.l axl
afl’l an af”l afl’l
_axl axn _axl axn
oy oy ] 07 05|
ax] axn axl axn
0x’ 0x’
6)-})1 6)-}71 a)-}?’l 6yﬂ
_axl axn _axl 8)&?”_
denildiginde,

a=| 9L po| 9L co| 92 po| O
8 x! 8 )'C! a x./ a X.J
elde edilir. Bu ifadelerde , elde edilen Es. 4.23 , Es.4.24 ve Es. 4.25 de yerine

konursa

a=12L0 B=|9L |2y, c- iffiﬁ;,D:-iﬁ
Ox’ ox’ k=1 O x'x 0x’

elde edilir. Bulunan matris ifadeleri Es. 3.22 de yerine konursa
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of 0

J(x.5)=| & ,. (4.26)
ﬁ:xk 0’ f of
i ox’oxt ox’

elde edilir. Herhangi bir
h:U—=GL(nIR) ,VxeU, h(x)=|nt]e GL(n,IR)

diferensiyellebilir doniisiimii i¢in

( Th)((—) =30 ah’ aak Jurr, ifadesi dogrudur.
Vi
1 n k
J(x) :M oldugundan Jf = 8fl bulunur. Bu durumda
o(x',..x") X

k k 2 rk
Jf‘=afl =901 élf.
Oox ox'  ox'ox'

(4.27)
bulunur.

2
Z(Zx 0 f )( )J(X)ETJ(X)GL(n,IR) ifadesinde  3.8.Tanim kullanilirsa

wier =1 ox'ox!

S )2,

B= TR(J(x))(Z(ZX orox oy

o2 £+
of gy, O
= J —

kl§1x1 ox'ox’ (J(x) )’”(ay;” i

elde edilir. Bu durumda

0 )(8%)](” [icx), 22t

kl,m,i= Iaxla !

i(fx

0
ki=1 i=1 ox'ox! (J(X) )m(gylm )In] (428)

elde edilir.



BI(x)=3( 3 0 f L (5 (I

j=1 kil m,= ]

=3( ix"a—];..aé)

P

k,jm,i= 10x’0Ox !

dir. Bu durumda

RS o’ fk
[B].[I(x)] = { P )}

esitligi dogrudur. Bulunan bu ifadeler kullanilirsa
. no 0
(Jn OTJ)(X, X) =Jx (Tj(gx (&)x ))

(32
i=1 ox

—J(Ex(E (a Ji

i=1 k=1

1

RO a/; ), )( )

82 fk
= J :
= JullI(x) kl%:lxz Ox'ox’

J(x) 0

| Se L

k,jmi-1 Ox’ Ox'

=J(x,%)

T s

I d)

75

(4.29)
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elde edilir. Bu durumda J,o7J=J elde edilir Bu durumda Es.4.21
T(F(M))={(TU,,TFs)} <{(TU,,J,°TF3)}
={(TU,.J,°TFp)} ={(TU,.F4)}

=F(T(M))
oldugundan
I(F(M)) cF(T(M))
elde edilir. Bu durumda 4.4. Teorem ispatlanmis olur.

4.5. Tanim

4.4.Teorem de olusturulan birebir doniisimi J,, :T(F(M))— F(T(M)) ile
gosterelim. J,, doniisiimii M diferensiyellenebilir manifoldunun {U, } agik Ortiisii

ve {U, } tzerindeki koordinat fonksiyonlarin se¢iminden bagimsizdir [3].

P, P' iki asli lif demeti , bu asli lif demetlerinin transition déniistimleri g, Ve g'aﬁ s
P, P’ nin bu transition doniistimleri ile olusturulan koordinat doniisiimleri sirasiyla
gpfl ve g’Pf] , j:P—P' bir asli lif demeti homomorfizmi olsun. gyVe &'y
transition doniisiimleri koordinat fonksiyonlarinin se¢iminden bagimsiz oldugundan
j doniisimii de bu se¢imden bagimsizdir. Ozel olarak [=J v almirsa J,,

donilisiimiiniin M diferensiyellenebilir manifoldunun (U, }tacik ortiisii ve {U, }

tizerindeki koordinat fonksiyonlarinin se¢giminden bagimsiz oldugu goriiliir.

U, M de bir koordinat komsulugu olsun. Bu durumda U ve T(U) iizerinde sirasiyla

F(M) ve F(T(M)) nin
&y - UxGL(n,IR) > F(U) , ¥, :TUxGL(2n,IR) > F(T(U))

kanonik trivializasyonlar1 vardir.
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4.6.0nerme
ot lrerewy=Pyolidrw,x J,Jo(Td, )™ ifadesi dogrudur [3].
fspat

4.1.Tanim deki j= g yolidy, ¥ige )o(gp ) ifadesindeki P, P’ swrasiyla T(U)
tizerinde T(F(M)) ve F(T(M)), koordinat doniisiimlerinin invers doniisiimleri sirasiyla

g, =¥, gy =TP, ve J = J almirsa

st brercw y=Pu0lidri,* J, )Jo(TP, )™ ifadesinin dogru oldugu goriiliir.
4.7.Onerme

n:F(M)—>M ve m:F(T(M))—»>T(M) demet projeksiyonlart olsun. Bu
durumda j,, doniistimii J, Lie grup homomorfizmine gore 7(F(M)) den F(T(M)) ye

bir asli lif demeti homomorfizmidir, yani

V(X,Y)eT(F(M ))xT(GL(n,IR))igin Ju(X.Y)=Ju(X).J,(Y) dir ve
asagidaki diyagram degismelidir [3].

T(F(M))—*—F(T(M))
Tnd 17

™ —— TM

fspat

4.1. Tanimdan dolayr J, :T(F(M))— F(T(M)) doniisiimi bir asli demet
homomorfizmidir. Her bir asli demet homomorfizmi ayni zamanda bir lif demet
homomorfizmidir. Bu durumda j,, bir lif demeti homomorfizmidir ve yukaridaki

diyagram degismelidir.
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5. G-YAPILARININ TASINMALARI (PROLONGASYONLARI)

5.1. Tanim

G, GL(n,IR) nin bir Lie alt grubu , J,(T(G))= G olsun. Bu durumda G, GL(2n,IR)
nin bir Lie alt grubu olur. Gergekten G , GL(nIR) nin bir Lie alt grubu ise
diferensiyellenebilir, birebir bir (:G — GL(n,R) Lie grup homomorfizmi

dontisimii  vardir. Bu durumda 7¢ :7G — T(GL(n,R)) doniisimii de

diferensiyellenebilirdir.

Herhangi U, Ve T(G) , G nin grup islemi x, GL(n,IR) nin grup islemi x’ olsun. Bu
durumda 7G nin grup islemi Tu ve T(GL(n,IR)) nin grup islemi de Tu' olur. Ayrica
¢ bir homomorfizm oldugundan V(x,y)e GxG i¢in

Cu(x,y)=p'({(x),{(y)=(1o(CxT))(x,y)

esitligi elde edilir. Bu durumda

fou=p'o(CxC) (5.1)
Es.5.1 den

IC(TWU,V ) =T (Lo )(UV)

=T(uo(CxE)(UV)

=T (TC(U),TL(V))
esitligi elde edilir. Boylece 7u de bir grup homomorfizmidir. Ayrica { bir birebir
grup homomorfizmi oldugundan , bir imbeddingdir. Bu nedenle 7¢ de birebirdir. Bu

durumda 7¢ : TG - T(GL(n,IR)) dontigiimii bir  birebir Lie grup
homomorfizmidir. Bu durumda 7G , T(GL(n,IR)) nin bir Lie alt grubudur. Bdylece

TG—->T(GL(n,IR))—%—GL(2n,R)
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J,oTC : TG = GL(2n,IR)

bir birebir Lie grup homomorfizmidir. Bu durumda 7¢(7G ) = TG 6zdeslestirmesini

kullanirsak j,(7G )= G, GL(2n,IR) in bir Lie alt grubu olur. Ayrica G=TG dir [3].

5.2. Tanim

M , n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve G Lie grubu GL(n,IR) in bir Lie
altgrubu olsun. M iizerinde bir G-yapi, M nin ¢ati demeti olan F(M) nin bir
(P, 7 ,M,G) alt demetidir. Bu durumda M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde
bir G-yapisi demek, F(M) nin , yap1 grubu GL(n,IR) in bir Lie alt grubu olan G ye
redaksiyonundan baska bir sey degildir [3].

5.3. Teorem

Bir M diferensiyellenebilir manifoldu bir P , G-yapisina sahip ise 7(M) de bir

kanonik P, G -yapisina sahiptir [3].
fspat

(P, 7 ,M,G) asli lif demetinin,iizerinde trivial oldugu M nin bir ac¢ik ortiisii {{/,} ve

(P, # ,M,G) nin transition doniisiimii 8. olsun. Bu durumda 4.3.0Onerme den

TP={(TU.. T g,4)}

dir. M diferensiyellenebilir manifoldu P G-yapisina sahip oldugundan P den F (M)
ye bir reduction vardir. Bu doniisiim £ ile gosterilsin. Bu durumda f doniigiimii bir
birebir demet homomorfizmidir. Bu durumda f nin tanjant doniisiimii olan 7f
dontisiimii de 7P den T(F(M)) ye birebir bir demet homomorfizmidir. Ger¢ekten f
bir demet homomorfizmi oldugundan bir %#:G — GL(n,IR) birebir Lie grup

homomorfizmi vardir. Bu durumda 74 : TG — T(GL(n,IR)) donilistimii de bir Lie

grup homomorfizmidir.
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P ve F(M) asli lif demetlerinin sag etkileri sirasiyla p, p’ ile gosterilsin. f* bir demet

homomorfizmi oldugundan V( p,a)e Px G igin

flp(p.a)=p'(f(p)h(a))

dir. Bu durumda
fop=p'o(fxh) (5.2)

esitligi elde edilir. Herhangi (X,Y )=TPxTG icin Es.5.2 kullanilirsa

Tf(Tp(X,Y))=T(fop)(X.Y)
=Tp'(T(fxh)(X,Y))
=Tp'(Tf xTh)(X,Y))

=Tp'(Tf (X ),Th(Y )
T (Tp(X,Y ) =Tp'(Tf (X ), Th(Y )) (5.3)

esitligi elde edilir. Bu durumda 7f bir demet homomorfizmidir. 7f bir demet
homomorfizmi ve T7Th bir bire bir Lie grup homomorfizmi oldugundan

Tf : TP > T(F(M )) bir reductiondir. Bu durumda

TP—Y ST(F(M))— s F(T(M)) diyagranun elde edilir. THT(P))=T(P)

Ozdeslestirmesi goz Oniine alinirsa

Julrp): TP > F(T(M))

déniisiimii bir reduction olur. J, (TP)=P ve J,(TG ):(N? ile gosterilsin. Bu
durumda T(M) diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir G -yapisi vardir. Bu G -
yapisi P dir. Bulunan P, (N}—yaplslmn transition dontisimleri ise (J,°Tg,,)

oldugundan
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P={TU,.J, °Tg,}
esitligi elde edilir.
5.4. Tamim

5.3. Teorem de elde edilen P =J (TP ) ifadesi , M iizerindeki P, G-yapisinin 7(M)

tanjant demetine taginmasi (prolongasyonu) olarak adlandirilir [3].
5.5.Sonug

M diferensiyellenebilir manifoldu tamamiyla paralellestirilebilir ise 7(M) de

tamamiyla paralellestirilebilirdir [3].
Ispat

M diferensiyellenebilir manifoldu tamamiyla paralellestirilebilir olsun. Bu durumda

M diferensiyellenebilir manifoldu {7, }-yapilidir. 5.3.Teorem den dolay1 T(M) ,

{J,(T(1,))}-yapihdir. Ayrica {T(1,)}=T, ({1,})dr.

boy({1.}) = boy(T, ({1, })
=0
dir. Béylece {T(1,)}={0, } elde edilir. Bu durumda

JAT(1)}) = J.(0,})
={J.([1,0])}

L0
-5 7]

={1:}
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elde edilir. Bu da bize 7(M) nin {1, }-yapili oldugunu gosterir. 7(M) tamamiyla

paralellestirilebilirdir.
5.6.0nerme

M  diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir G-yap1 var ise bu

0
durumda G, ={ B } |a e G} olmak iizere T(M) lizerinde (kanonik olmayan) bir
a

G, -yapis1 vardir [3].
fspat

G Lie grubu s-boyutlu olsun. G, , G nn bir kapah alt grubudur. Bu nedenle G/ G,

boliim uzay1 bir diferensiyellenebilir manifold yapisina sahiptir.

G/ G, diferensiyellenebilir ~ manifoldu TG uzayma  diffeomorftur.
Boy(T,G)=BoyG =s oldugundan 7,G ile R’ uzaylarn izomorfiktir. Bdylece

G/ G, ile R’ uzaylar diffeomorfik olur. P diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde
“(z,2') e p & Z =7"a, olacak sekilde bir a, € G, vardir.”

bigiminde tammh p denklik bagmtisi ile olusturulan P nin G, a bolim uzay:
P/G, ile gosterildiginde , P/G, , total uzay1 P/G, , taban uzay1 T(M) lifi
G/ G, ve yapi1 grubu G olan bir lif demeti olur. Ayrica, G/ G,, R’ ye diffeomorfik
oldugundan P/ G, m bir global bir o c¢apraz kesiti vardir. Bu durumda
(P/ G, T(M), G ) asli lif demeti , f: P/ G, > P bir reduction déniisiimii vardir.

Bu durumda T(M) iizerinde bir G,-yapisi vardir. Bu durumda 5.6.Onerme

ispatlanmis olur.
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6. G-YAPILARININ iZOMORFiZMLERININ TASINMALARI
(PROLONGASYONLARI)

6.1. Tanim

M ve M' n-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar, G ise GL(n,IR) nin bir Lie
altgrubu, M ile M’ diferensiyellenebilir manifoldlari tizerindeki G-yapilari sirasiyla

P, P ve

f M — M’ bir 6rten diffeomorfizm olsun. Eger Vz € F(M ) i¢in,

F(f):F(M)—>F(M') , (F(f)(z)=Tf -z

ile taniml1 F(f) doniisiimii igin

Ff(P)=PF'

ise f fonksiyonuna P den P’ ne bir izomorfizm denir [3].
6.2. Teorem

f:M—>M'" orten bir diffeomorfizm olsun. Bu durumda asagidaki -esitlik
dogrudur([3].

F(Tf )o Jy=Jweo(TF(f))
6.1)

fspat

M =Ju, ve V,=f(U,) olsun. f bir orten diffeomorfizm oldugundan yp, , M’

diferensiyellenebilir manifoldu i¢in bir koordinat komsulugudur. Bu durumda

M'=y, dir.
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&, U, xGL(n,IR) — F(U,)

@',V xGL(n,IR) —> F(V,)

fonksiyonlar1 sirasiyla F(M) ve F(M') ¢ati demetlerinin {7, ve J, uzerideki

trivializasyonlar1 olsun. Bu durumda asagidaki degismeli diyagram vardir.
F(U,)<2%—U,xGL(n,IR)

Ffil lf

F(Va)<¢—,Va><GL(n,]R)

Bu durumda
Dof ,=F(f)o(D,) (6.2)

esitligi dogrudur. Es. 6.2 ifadesindeki f, =(®. )" oFfod, doniisiimii bir

diffeomorfizmdir. Gergekten herhangi bir ze F(U, ) i¢in 7\, ,(z)=x ,

z lineer doniislimiiniin /R" nin standart bazlarina goére matris ifadesi [Z;] olsun. Bu

durumda

(@) (2) =m0 (2) 2]

= (B, ) (2) = (B, )" o F(f))(z)

= [, (P, )" (2))=(®, ) (Tf o2)

= (fo (D) (2= (Rppe (TF o) (TF 0 2)])
= (f,o ()" )(z)=(f(x)]Tr]z])

= (f,o(P, )" )(z)
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®,'(z)=(x(z)[z])

= (f,°®,' )(z)=f,((n(z)[z])
=(f, @, )(z)=[,(x]z])

= (f(x)1rllzD = 1.(x[2])

= fo(x[2]) = (fx (), N(x 2]
= = (* (i)

elde edilir. /' ve wu|, ., birer diffeomorfizm oldugundan f, doniisimii de bir

diffeomorfizmdir. Bu durumda Es. 6.2 ifadesi, asagidaki degismeli diyagrama

indirgenir.

T(F(U, ))«—«—T(U, )xT(GL(n,IR))
T(Ff) 4 ITf,

o

T(F(V, )« T(V. )xT(GL(n,IR))

Bu diyagram degismeli oldugundan

T®oTf, = TF(f)o(T®, ) (6.3)
esitligi dogrudur.Diger yandan

Y :TU,xGL(2n,IR) —> F(T(U,))
(6.4)
V' TV, xGL(2n,IR) — F(T(V,))

sirastyla F(T(M)) ve F(T(M')) gati demetlerinin , U, ve V, dan indirgenmis
T(U,) ve T(V, ) tuzerindeki lokal trivializasyonlart olsun. Bu durumda asagidaki

degismeli diyagram elde edilir.
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T(U,)xGL(2n,IR) —— F(T(U,))

fod L E(Tp

T(V, )xGL(2n,IR) —Xs F(T(V,))

Bu durumda

w.of, = F(Tf Jo¥, (6.5)
esitligi dogrudur. Es. 6.5 diizenlendigi taktirde

fu=w o F(Tf )oY,

esitligi elde edilir. Herhangi (u,a)eT(V,)xGL(2n,IR) i¢cin a=la'| |
Y'(u,a)=z ve (wb)eT(U,)xGL(2n,IR) i¢in ¥ (w,b)=z. Burada z' lineer
doniistimiinlin standart bazlara gore matrisi a = [aj.] , herhangi bir x e IR’ igin
z'(x)eT,(TV, )ve z lineer doniisiimiiniin standart bazlara gére matrisi b = [b;] ,

herhangi bir x € IR*" igin z(x) e T,(TU, ) dir. Bu durumda

fu(wb)=(w o F(Tf ))(¥,(wb))
=y, o F(Tf ))(z)
=y, (T(Tf )oz)
=(Tf(w).[T(Tf ))[z])
= ((TF )% &l 1y, J(WD)

bulunur. Boylece

fa=((Tf)xy|{[T(Tf)]}) esitligi elde edilir. Tf ve wu|y ), dOnistimleri birer

diffeomorfizm oldugundan ]_‘a doniisiimii de bir diffeomorfizmdir.
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J :T(GL(n,IR)) — GL(2n,IR),

her bir [a,B] e T(GL(n,IR)) igin

a 0
Jn([a,B]){Ba a}

ile taniml1 doniisiim olmak {izere ,

J,=idyy ,xJ,, J,=idy, xJ, olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda
4.6.0nerme den T(F(U,)) lizerinde J, =¥, oJ, o [T®, ]~ ve T(F(V,)) lizerinde

Jyy =W oJ! o[T®! ] ifadesi dogrudur. Es. 6.1 in dogru oldugunu gdstermek igin
T(U,)xT(GL(n,IR)) —*— (T(U,)xGL(2n,IR))

I, 7

T(V, )xT(GL(n,IR)) —2— (T(V,)xGL(2n,IR))
diyagraminin degismeli oldugunu , yani

Joody=Jg 1], (6.6)

esitliginin dogru oldugu gosterilmelidir. Es. 6.6 dogru oldugunda Es. 6.3 ve Es.6.4
ifadeleri dogru oldugundan Es. 6.3, Es. 6.4 ve Es. 6.6 ifadelerinin birlesimi olan
asagidaki diyagram da degismeli olur;

T(F(U,))—2>T(U, )xTGL(n,IR)—2—>T(U, )x GL(2n,IR )——>F(T(U, ))

T(Ff)4 LTt i3 d F(TP

T(F(V,)—2sT(V, )xTGL(n,IR)—2oT(V, )x GL(2n,IR )—2>T(F(V,))

Bu diyagram diizenlenirse
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T(F(U,))—"—F(T(U,))

T(F(f) VF(Tp)

T(F(V,)—"—F(T(V,))

elde edilir. Bu ise Es. 6.1 ifadesinin dogru oldugunu gosterir. U, ve V, lizerinde

sirasiyla {x’,..,x"} ve {y',..,y"} koordinat sistemleri segilsin. Bu durumda

T(Uu,) ve T(V, ) fuzerindeki indirgenmis lokal koordinat sistemleri sirasiyla

{xxx L x" ) ove {y'Ly",y,.,p" } dir. Benzer bigimde F(U,) ve

F(V, ) flzerindeki indirgenmis lokal koordinat fonksiyonlar1 sirasiyla
{x!x"owh o pve {y' o Ly",..z',..} dir. Bu durumda F(U,) ve F(V,)
iizerindeki ¢ x',...x",..,w,,..} ve {y'..y"..z}..} lokal koordinat sistemleri

n i v . n

{yl,...,y s Zes Vs Y z’]} lokal koordinat sistemlerini indirger.

Kabul edelim ki f :U, -V, fonksiyonu lokal koordinat sistemlerine bagl olarak

y' = f(x',...,x") ile ifade edilebilsin. Boylece Tf , f, ve T(f,) asagidaki
bi¢imde ifade edilebilir:

If: Tf =(y ey 3 0" )y =11 (x) = X%

f(x" fa:(ylr-';ynyzj‘))yi:fi(x)7 Zl/:zwllc_k
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n 0
V=2 = S j:
Lon o,
I(f,)=4Y =k§]a§—kxk (6.7)
G O f o' ..
% kzzwk ox* ox! & kzﬁx Wk

bulunur. Diger taraftan T(U, ) ve T(V, ) iizerindeki sirastyla {x',...,x",x",...,x" }

ve {y',...,y",¥",...,y" } lokal koordinat sistemleri F(T(U,)) ve F(T(V,)) lizerine

.....

{xxtx X whopove {y Ly Ly L E ), (vpedl.2n)})

lokal koordinat sistemlerini indirger.
F(T(U, )~ F(T(v, ), F(Tr )(w!) = [rap)lw; = [z!]

olarak tammlidir. Ayrica If =(f/ .., f", ' ") ve f' = ZLx olmak lizere

k=1 x
f1=f™ ile gosterilirse
1= a(Tf)"—k _ iaf"—k

' k18x " im1ox® "

elde edilir.
T(Ua)><GL(Zn,IR)%T(Va)xGL(2n,IR)), f.o=y " o F(Tf )o¥,
ve V(wb)eT(U,)xGL(2n,IR) igin

fu(w,b)= (T (w),[T(Tf )}b)

oldugundan



fo= () =cr s

27 ]= [r(1f ))[%] kolaylik igin

of"
| o’

_af]
ox!

of"
| ox’

o' A
ox" ox’
=4 ,
of " of"
ox" | ox’
i [
ox" ox’
=C,
of" of"
ox" | L ox’
—1] [—1
Wn Wn+1
= X ,
Wnn _ _Wnn-u
—n+l| M—n+1
1 n+l
= Z ,
ann _ _Wn{rnl

o' ]
ax”

of”
ox" |

o |
"

of"
%" |

e

ﬁ:afﬂ—k

W
P

)

90
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. A4 B | XY -
denirse [r(Tf )]:{C D} ve [w]z{z T} oldugu goruliir.

y' = f'(x",..,x" )oldugundan her bir i, je{l,..n} i¢in f' fonksiyonlar1 x’

degiskenlerine bagimli degildir. Bu durumda gf—j =0
X

i ri 2 pi
B= i =0 ve C= afA = a]f‘ dir. Ayrica
ox’ ox’ ox'ox’

Dz{%} veherbirie{/,..,n} icin f' = fjik oldugundan
k=1

8xkx

o _eofat _pof oo

ox’  imioxt ox! =ioxt Y ox!

e Do of’ . 4 B -
elde edilir. Boylece D =| ——| elde edilir. [T (Tf )]: oldugundan
ox’ C D

_ 8f’ ; _
Bl @ D * Y
v a2fl afl Z T
L ox'ox! ox’ ]
8f. . 0
_| ox’ '
o
L ox'ox’  ox’ ]

elde edilir. Bu durumda

[Ev” ]= [7(1f )][w] oldugundan
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elde edilir. Budurumda i €{/,...,n}!ve i =5 igin [Ev’] { S ka _k} ve

iefl..n} Veiy—n+z1g1n[”“] [:Iaigx Wt+22ft.—vn+t}
t =

elde edilir. Bulunan sonuglar bir araya getirildiginde

|
|
I
<
I
=~

zZ = W, (6.8)

)
<

elde edilir.

wj. ve w; koordinatlarina sahip X € T(GL(n,IR)) igin

w.
J(X){

\.§~ <=

)
i (6.9)
w;
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0 ), olacak

J

oldugunu gosterelim. X € T(GL(n,IR)) oldugundan X = i v'vi-(
ij=1

sekilde w e GL(n,IR) vardir. Bu durumda ;
J(X)=J, (W) . TR (X)])

=J,w),

=, 0) (2w

:Jn([(wi) ,(ié]W;-(w_I)tj 83/ I

) o}
(i) ) ()

bulunur. bu durumda Es. 6.9 ifadesi dogrudur.
Es.6.6 ifadesinin dogru oldugunu gostermek icin, herhangi
X =(x,1,w ) () e T(U, )xT(GL(n,IR)) igin
(T Th ()= (T, o TF (x5 ) )i )
=gy 3 () )
= Iy, %, (6,32 (2)

=y 3,

wrlE) o)



elde edilir. Burada Es. 6.7 kullanilirsa

(Jo o Tf, )(X)=
{ aL 0 (6.10)
(f()kzlx ’ n_af,.)
(B S e 2 T [ ]
elde edilir.

Herhangi X € T(GL(n,IR))i¢in

(Food J(X)=(F,od,)(x5w ) (i)
= fa((IT(Ua) x Jn(x’x’ (W; )’ (W; )))

= Fu(x 0, () ()
) o
‘f“(x’x’{(w;?) (w)/

(!

elde edilir. Bulunan esitlikte kolaylik i¢in { ( o
w.

; (vfj )} =[] denilirse

L

(Food X )=Fuxs[m)=(f s f e £, 2w

)
=(f o f L frE)

esitligi elde edilir. Burada Es. 6.8 kullanildiginda

(oI NX)=(f s ff s f12]) =

94



95

; n of . —roxt zrox! "
(f'(x), 52, A . | | ) (6.11)
ot e O e 2 | (g O e
cmroxlax T Siaxt " pmroxlax " Siaxt T

esitligi elde edilir. Es.6.10 ve Es. 6.11 in sag taraflari esit oldugundan sol taraflar1 da
esittir. Bu durumda J! o Tf, = f, oJ, esitligi vardir. Boylece Es.6.6 1n dogru oldugu

bulunmus olur. Es.6.6 ifadesi dogru oldugundan Es.6.1 ifadesi de dogrudur. Boylece

6.2.Teorem ispatlanmis olur.
6.3.Teorem

Pve P' sirasiyla M ve M’ diferensiyellenebilir manifoldlari tizerindeki G-yapilari ,

f:M — M'" orten bir diffeomorfizm olsun. Bu durumda f fonksiyonunun P den

P' ne bir izomorfizm olmasi igin gerek ve yeter kosul 7f in P dan P’ ya bir

izomorfizm olmasidir [3].
fspat
5.4. Tamim kullanilirsa P = J,,(TP) ve P'= J,.(TP') elde edilir.

£ bir izomorfizm olsun. Es.6.1 kullanilirsa

(F(Tf)(P)=(F(Tf ))(J\(T(P))
=(F(Tf ) Jy J(T(P))
=(Jy o T(Ef)(T(P)
=Ju (T(Ef)(T(P)))
=Ju (T(Ef(P)))
=Jy(T(P'))

=p
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elde edilir. (F(Tf ))(P)=P' oldugundan T} bir izomorfizmdir.

Tf bir izomorfizm olsun. Bu durumda Es. 6.1 ifadesi ve J,, doniisiimiiniin bire bir

olmas1 kullanilarak

(F(Tf )(P)=P'

= (F(Tf ))(J\ (T(P))=J\.(T(P'))

= (F(Tf )o(Jy JAT(P))=J,.(T(P'))
= (Jy o T(Ef )AT(P))=J,.(T(P'))
=y (T(Ef )(T(P))=J,.(T(P'))

= T(Ff)(T(P))=T(P')

= T(Ff(P))=T(P')

= (Ff)(P)=P'

elde edilir. Bu durumda f fonksiyonu P den P’ ne bir izomorfizmdir. Boylece

6.3.Teorem ispatlanmis olur.
6.4. Sonug

P, M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir G-yap1 ve f : M — M bir rten
diffeomorfizm olsun. Bu durumda f nin P de bir otomorfizma olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul 7f in P da bir otomorfizm olmasidir [3].
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7. G-YAPILARININ TASINMALARININ (PROLONGASYONLARININ)
INTEGRALLENEBILIRLIGI

7.1. Tanim
(P, 7 ,M,G) , M iizerinde bir G-yapisi olsun. Eger her bir x € M noktasi i¢in

e (Lt ) e
Ox X

olacak sekilde bir U koordinat komsulugu ve bu koordinat komsulugu tizerinde bir
{x',..,x" } koordinat sistemi varsa , P G-yapisi integrallenebilir G-yapis1 olarak

adlandirilir [3].

7.2. Lemma

M deki bir U koordinat komsulugu iizerindeki bir lokal koordinat sistemi {x’,..., x" }

olsun. Bu durumda

f:U—GL(m,IR)

bir fonksiyon ve herhangi bir x e U i¢in f(x) nin (7,j). bileseni f J’ (x) olsun. Bu

durumda 7(U) iizerindeki indirgenmis lokal koordinat sistemi

{x',..,x",x",..,x" } olmak iizere

i) o
(7,07 )(x.3)= (ZZ x} (i00) (7.1)

dir [3].
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fspat
f s
(Tf )(x,x)= (Tf)(zlx ( =) )= Z H(5 — ) sitligi vardur.
Wi
Es.6.9 n=m icin uygulanirsa herhangi bir
o mo. i a
= Z Wj(_t)(w’) € T(GL(m,[R))
i,j=1 8wj i
i¢in
- (rix) o
of | !

,; J (fi(x)

J i
(— ) )= 20
k an] f(x) g] xj

elde edilir. Boylece Es. 7.1 nin dogrulugu goriiliir.

7.3. Onerme

{x',.,x"} M deki U komsulugu iizerinde bir lokal koordinat sistemi ve

p:U—>F(M) , VxeU i¢cin ¢(x)= ( Z goj(x)(%)x,...j biciminde ifade
ij=1 X

edilebilen , U lizerinde F(M) i¢in bir ¢apraz kesiti olsun ve ¢ =J,, o Tp bigiminde

tanimlansin. Bu durumda ¢ , F(T(M)) nin T(U) tizerindeki ¢apraz kesitidir. Ayrica

T(U) fzerindeki indirgenmis lokal koordinat sistemi { xhoxt X" } olmak

lizere herhangi bir X = ix"(%)x e T(U ) igin
i=1 X

0
(Zx(—)) (. m,(x)( i+ z %

k
i,j=1 k=1 10x

(_)(xx) Z%( )( )(‘cx) =) (7~2)

bigiminde ifade edilir [3].
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fspat:
T:F(M)—>M
T:F(T(M))—>T(M)
projeksiyonlar,

&y ve ¥y, 4.5.Tanim da tanimlanan , sirasiyla F(M) ve F(T(M)) nin U ve T(U)

tizerindeki lokal trivializasyonlar1 olsun.

4.6.0nermeden
st lrerw =Py ©(idrw)*x Ju) o (TP, )"
esitligi dogrudur. Bu durumda 4.7.Onermedeki

T(F(M))—"—F(T(M))
Tz s

T(M)——T(M)
diyagrami degismelidir. Bu durumda
toJ, =Tr

dir. Ayrica ¢ , F(M) nin ¢apraz kesiti oldugundan 7o ¢ =id,, dir. Bu esitlikleri ve
zincir kuralini kullanirsak
ﬁoazﬁ'o(JMoT(p)

=(ToJy)oTp

=(Ir )Ty

=T(mo9)
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elde edilir. Bu durumda 7:F(T(M))—>T(M) donisimi F(M) in demet
projeksiyonu ve 7o@ =id,, oldugundan ¢ =J,, oTp donisimi F(T(M)) gati

demetinin 7(U) iizerindeki ¢at1 demetidir. Vx € M icin

(D . M N F(M), ¢(x) . ]Rn lineer izomorfizm )TXM
dir. Simdi

f:U—>GL(nIR) , VxeU icin f(x)=( (pj( x)) olarak tanimlansin. Burada /R"

in standart baz1 {e; [/ < j<n} olmak lizere ¢(e,)= qua/ ( % ). olarak tanimhidir.
’ i=1 X

V(x,a)eUxGL(n,IR) igin,
Gy UxGL(n,IR) = F(U) , ¢y(x)=E ve &(e,)=Yal (%)X
i=1 X

ile tanimlansin. Vx € U i¢in

(" op)(x)=((mo9)(x),(p(x)))

= (x.lpi(x)))
oldugundan
(D0 op)(x)=(idy(x).\0'(x))) = (idux f)(x)
dir. Boylece
(Dv™" op)=(idyxf) (7.3)

elde edilir. 7(U) lizerinde
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o= Jss lerew) (T bru)

= (¥ o (idpy, %, )o [Ty ] )o(To) lry))

= (¥ o (i, xJ, )o [T, ] )o(T(Py o (Dy )" 0 p))
=(Py o (idyy,xJ, ) ([TOy ] o T(Py ) T((Py )" o p)
=(¥y o (i, xJ, ) T((Py )" 0p)

=(Py o(idyy,xJ, ) o T(id, % [)

=(Py o(idyy,xJ,))o(Tid, xTf )

=(Py o(idy ), xJ, ) (idy, xTf )

=¥y o(idyy,x(J,°Tf))

bulunur. V((x,x), (w:7 )) e T(U )xGL(2n,IR) igin,

W, :TUxGL(2n,IR) —> F(T(U ), o ((x,%), (W) =",
o 2n 8
ve {'(e") = 2w (— Jins)
v=1 é’x
: no.; . 0 ,
dir. X =(x,x)=2x (;)X olmak tizere
i=1 X

P(X)=(¥y o(idyy,*x(J, o Tf))(x,%)

=V, ((x,%),(J, o Tf )((x,%))

(i(x) 0

=¥ (x,%)| . 00 |

(%) z?"; & (o)
k=10X

={"eF(T(U))
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{'(e")= ZW”( )(”) (1<v<2n, %' =x"")alindiginda
n=

BOX )=y ((x5)| Log0 . ,  \|)
k IﬁjljC ¥ (goj(X))

(Pi(x) 0

i

0
_ ((”j‘(x)) iai,jcx" .(g)(x,x)

k=10x

/ 0
0 (q); (x)) (g)(x,ic)

9”jk
176"

> qo,(X)(a e T

(_)(xx) zgoj(X)(a I)(xx) )
i,j=1
bulunur. Béylece 7.3. Onerme ispatlanir.

7.4. Sonug

P , diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde integrallenebilir bir G-yapisi
olsun. Bu durumda P nin taginmasi (prolongasyonu) olan P da integrallenebilir bir

G -yapisidir.

fspat

X, eT,M olsun. P, integrallenebilir bir G-yapisi oldugundan herhangi bir x e U

i¢in

(...,( % )x,...j e Pdir. Bu durumda U izerindeki her bir xeU igin
X

o(x)=(..( % ).,...) olacak sekilde pe P nin bir U koordinat komsulugu ve
X

{x',..,x" } lokal koordinat sistemi segilsin. Bu durumda Vx € U i¢in

o(x)eP=¢o(U)c P (7.4)
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dir. Bu durumda T(U) tizerindeki indirgenmis lokal koordinat sistemi
{x'.x" %L x" ) oolur. X = éx"(é)x e T(U ) olmak iizere 7.3. Onerme den
¢ =J, oTp de T(U) lizerinde bir ¢apraz kesittir. Ayrica

YV eTp(T(U))

=>IWel(U), Tp(W)=V

=>3dIxeU WeT (U),To(W)=V

=>To(W)=V el (p(U))

=VeT(pU))

Bu durumda

Tp(TU) = T(p(U ))

P(T(U)=(J,,oTp)(T(U))=J , (To(T(U))) = J,,(T(p(U )))
= §(TU)cJ,(T(p(U ) = J, (TP)=P

= p(T(U))c P

G(T(U))=(Jy oTo)(T(U))=J,,(To(T(U))

bulunur. Herhangi bir X e T(U ) i¢in

BX)= (o £ 00 )+ 5 (;”,i"

(_)(xr) z (x)(a ,)(xx) )

= (. 25(6 i)t

i,j=1

( )m), ,25 (X)( )(xx), )

0 0
= (---,(g)(x,w---’(g)(x,xp---)
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~ 0 0 ~
X)= e (— o ey epP
P(X)=( (ax, i) (ax’ Jixiyr)
bulunur. Bu ifadede kullanilan X, € T(M ) keyfi bir elemandir. Bu nedenle P
integrallenebilirdir.

7.5. Onerme

P , M tizerinde bir G-yapist olsun. Eger P nin tasinmasi (prolongasyonu) olan P

integrallenebilir ise P de integrallenebilirdir.

fspat

Herhangi bir x € M nin bir U komsulugu ve {x’,...,x" },

p:U—>P

lokal capraz kesit olacak sekilde U iizerinde bir lokal koordinat sistemi olsun

Bu durumda 7.3. Onerme den ¢ =J,, oTp , T(U) iizerinde P nn lokal capraz

kesitidir.

X, eT(U), x noktasinda M diferensiyellenebilir manifoldunun 0 tanjant vektorii

olsun.

P integrallenebilir oldugundan X, mn bir UcT(U ) olacak sekilde bir koordinat
komsulugu ve U iizerinde bir {y’,..,y”" } lokal koordinat sistemi bulunabilir.

Ayrica X € U i¢in

2 )

olarak tanimlandiginda ¢, , P nin U iizerinde bir lokal gapraz kesiti olur.
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Pl;ve g, , U tizerinde iki lokal capraz kesit oldugundan X e Uigin

P(X)=0,(X)g(X) (7.5)

olacak sekilde g :U — G olacak sekilde G 1n bir transition déniisiimii vardir.
§(X)e(~?:Jn(T(G)) oldugundan g(X)=J,(Y) olacak sekilde Y eT(G)

vardir.
g: U->G
B:U—>TG

doniistimlerini ¥ =/ g( X ), B(X )] olacak sekilde tanimlayalim

g(X) 0 }

§(X)=J,,[8(X)»B(X)]:{B(X),g(X) g(X)

g(X) 0 }

= &)= [B(X).g(X) g(X)

W did
IR”" — IR”"

foy=4 (1<v<2n), f(x',..x"x" ... %" )=(y,...y")

olacak bigimde f : IR" — IR" doniistimii vardir. Herhangi bir x € U igin
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o) = (S0 ) SO0 )

oldugu zaman 7.3.0Onerme den

gojk

B(X)= co(Zx( C )= e 2¢,(x)( s 32 (i,.)(x,x) 2¢,(x)( )

i,j=1
dir.Es.7.5 ifadesini tekrar yazarsak

P(X)=0)(X)E(X)

a -k
S Bt 00 S
_ 0 g(XxX) 0
~ e (a i [B(X).g(X) g(XJ
(0 ()t EBE (S S (0( )
i=1 y oy oy

dir. Bu durumda

0
z¢,(x)( e $ %0 ) (1.6)

k
i,j=1 kl]a

( )(”) Zgj(X)( ))HrZBk(x)g,(x)(a -

dir. Ayrica

oldugundan

¥ 0

i B 2n ﬂ 0 i _ n
(o = Xy ve (G = L5 o

esitlikleri vardir. Bu esitlikler Es. 7.6 da yerine konulursa
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f

f ¢]k

)

Zco,

l/_

5
(7.7)

=Sg(x). (—)X + 3 Bl g (= 5

bulunur. £ <n i¢in Es.7.7 deki ( 6% )y katsayilari esitlenirse , j,s €{1,...,n} i¢in
v

£ ol x f 5f (7.8)

is=1 i,k:I ax

bulunur.
xeU' =n(U) ve

.U >R f(x)=1"(x0)

g:U G, g(x), ([g(x)]"))=g)(x0)

olarak tammmlansm. k €{1,...,n} icin Es. 7.8 ifadesinde x' =0 denirse

9
f (7.9)

-=(g(x)]"");

elde edilir. Bs. 7.9 da  (pi(x))e GL(n,IR) ve (([g(x)]" )!)e G = GL(n,IR)

oldugundan (goj (x ))ve (([ g(x)]”’ ); ) matrisleri regiiler matrislerdir.

s

(o x))-[ Zf

1- jz (rgcx)1 )
X

- ] matrisi de regiiler matristir. Bu durumda det( [ Zf - J )# 0 dir.
X

oldugundan (8
ox
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Her bir x e U’ igin, x'(x)= f'(x) olarak tanimlansin. det(| (Zf’ J )# 0 oldugundan
x
invers fonksiyon teoreminden dolayr f ly,- Uy = IR" bir diffeomorfizm olacak

bigimde x in bir U, komsulugu vardir. ¢=(x',.x") olmak iizere
¢ly, of f v, )~ IR" — IR" bir diffeomorfizmdir. Bu durumda f =(x',...x" ), U,

tizerinde bir lokal koordinat sistemidir. Herhangi x € U, i¢in

9,(x)= [(—) ----- o j (7.10)
x

dir. Burada

9,(x)=0(x).g(x) (7.11)

oldugu gosterildigi taktirde ¢, de P in bir g¢apraz kesiti olacagindan P in

integrallenebilir oldugu gosterilmis olur.

{x',..,x"}ve {x',..,x"} U, iizerinde iki koordinat sistemi oldugundan

5f

(—) =2 (=

)X

dir. Bu durumda

P(x).g(x)= (.. Zco,(X)( .8/ )

=(...,zfp,(x)Lg,( fra

e )iree)

=(..2((g(x)]" )& ()(F)x, )
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— s a
= (20 (o)
0
= (el o o)
- ((axI )x""’(é)_cn )x) - ¢1(x)

elde edilir. Es.7.11 dogrudur. P integrallenebilirdir.
7.6. Teorem

P, M diferensiyellenebilir manifoldu lizerinde bir G-yapis1 olsun. Bu durumda P nin

integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul P nin integrallenebilir olmasidir.
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8. BAZI KLASIK G-YAPILARININ TASINMALARI
(PROLONGASYONLARI)

G=GL(n,C)

J IR’ — IR*" déniisiimii J° =J oJ =—I olacak sekildeki bir lineer otomorfizm

\(

GL(n,C)={aeGL(2n,IR)| aocJ =Joa} olsun.  GL(m,C)=GL(n,C;J) ile

gosterilsin.

8.1. Lemma

J fonksiyonunun tanjant déniisimii 7J , (7J)° =—I olacak sekilde bir lineer

otomorfizmdir.
fspat

3.3.0nerme kullanildig1 taktirde 7J nin bir lineer doniisiim oldugu goriiliir. Bu

durumda 7J bir endomorfizmadir.

(TJ )’ =TJoTJ=T(JoJ)=T(-1)=-T(1)=-id .,
bulunur. Bu durumda

(TJ )’ =-1I

dir. Herhangi X,Y € T(IR"" ) igin

TJ(X)=TJ(Y)
=>TJTJ(X))=TJ(TJ(Y))
=>-X=-Y

=X=Y
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bulunur. Bu durumda 7J bir lineer otomorfizmdir. Boylece 8.1. Lemma ispatlanmis

olur.

8.2. Onerme

G=GL(n,C,J) olsun. Bu durumda Gc GL(2n,C;TJ )dr.

Ispat

G =J, (TG) olmak iizere @ € G olsun. Bu durumda @ = J, (4) , A€ TG

yazilir.

AeTG= A=[a,B]

=a=J,, ([aB])

=>a =
Ba a

bulunur. 3.12.0nerme den
=7, qiop=""
— Y n ’ - 0 J

bulunur. BeT,G oldugundan B=/b]eGL(n,C;J) dir. Bu durumda

[B].[J]=[J].[B] bulunur. Bulunan sonug¢ kullanildiginda

N a 0|J 0 al 0 Ja 0 N
aoT1J = = = =T]oa
Ba a|0 J| |BaJ aJ| |J(Ba) Ja

elde edilir. A=/B,a] gosteriminde aeGL(n,C;J) iken a € GL(4n,IR)ve
aoTJ=TJoa oldugundan a =J, (A4)e GL(2n C;TJ) bulunur. Boylece 8.2.

Onerme ispatlanmis olur.
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8.3. Teorem

M diferensiyellenebilir manifoldu {lizerindeki GL(n,C;J) yapisinin integrallenebilir
olmasi icin gerek ve yeter kosul bu yapiya karsilik gelen almost kompleks yapinin bir

kompleks yap1 olmasidir.
8.4. Teorem

(&) Bir M diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde bir almost kompleks yap1 varsa ,

bu durumda 7(M) iizerinde kanonik almost komplex yap1 vardir.

(&&) M diferensiyellenebilir manifoldu bir kompleks diferensiyellenebilir manifold

ise bu durumda 7(M) {izerinde bir kanonik kompleks yap1 vardir.
fspat

M diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde bir almost kompleks yap1 olmasi icin
gerek ve yeter kosul M diferensiyellenebilir manifoldunun GL(n,C;J) yapili

olmasidir. 5.3.Teorem den bir M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir G-

yap1 varsa bu durumda 7(M) diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde kanonik G -

yapist vardir. G=GL(n,C;J) igin 5.3. Teoremin ifadesini kullanirsak 7(M)
diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir kanonik P, 6—yaplsl vardir.

8.2.0nerme den G < GL(2n,C;J) bir Lie alt grubudur. Bu durumda

iG> GL(2n,C;J ) inclusion (igerme) doniisiimii bir Lie grup homomorfizmidir.

T(U,)"T(U, )—2—>G—>GL(2n,C;J )

i¢gin , iog, =g, ile gosterilsin. Bu durumda tanimlanan  bu doniisim

diferensiyellenebilirdir. Herhangi bir V' e T(U, )NT(U, )N T(U, ) igin
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8y (V)-8 (V)= (i0g s )(V )-(i28y )(V).
=i(Zy(V )8y (V))
=i(g,(V))

= g;/; (V)

bulunur. {(T(U, ),g.; )} = P’ ile gosterilirse P’ , baz uzay1 T(M) olan bir asli lif

demetidir. Ayrica P, GL(2n,C;J)-yapilidir. Bu durumda 7(M) iizerinde bir kanonik

almost kompleks yap1 vardir.

(&&) 8.3. Teoremden dolay1 bir GL(n,C,J)-yapisiin integrallenebilir olmas1 i¢in
gerek ve yeter kosul, GL(n,C,J) yapisina karsilik gelen almost kompleks yapinin bir
kompleks yap1 olmasidir. 2.3.7.Tanimdan dolayr bir M diferensiyellenebilir
manifoldu iizerindeki almost kompleks yapi, bir kompleks yap1 ise M
diferensiyellenebilir manifoldu bir kompleks diferensiyellenebilir manifolddur. Bu
durumda bir M diferensiyellenebilir manifoldunun kompleks diferensiyellenebilir
manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul , M diferensiyellenebilir manifoldunun

kanonik integrallenebilir GL(n, C;J) yapili olmasidir.

Bu durumda M bir kompleks diferensiyellenebilir manifold ise M {izerinde kanonik

integrallenebilir P GL(n,C;J) yapist vardir. (&) den M diferensiyellenebilir

manifoldu GL(n,C;J)-yapihh ise bu durumda T7(M) {lizerinde kanonik P’
GL(2n,C;TJ)-yapis1 vardir. M kompleks diferensiyellenebilir manifold oldugundan M
lizerinde bir P integrallenebilir GL(n,C,J)-yapis1 vardir. 7.4.Onerme den P nin
taginmasi (prolongasyonu) olan P da integrallenebilirdir. P, P' n bir alt asli lif
demeti oldugundan P'da integrallenebilirdir. Bu durumda 7(M) iizerinde
integrallenebilir GL(2n,C;TJ)-yapis1 vardir. Bu durumda 7(M) iizerinde kanonik bir
kompleks yap1 vardir.
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G=SL(n,IR)
SL(n,IR)={ae GL(n,IR)|det(a)=1} ile tanimhdir.
8.5.Lemma

G=SL(n,IR) olsun. Bu durumda G < SL(2n,IR) dir.

Ispat: Herhangi bir @ e G i¢in a=J ,(X ) olacak bigimde bir X e T(G) vardir.
3.8.Tanmimdaki bi¢imde X =/a,B/ olacak sekilde ae G, BeT,G vardir. Bu

durumda

Ba a

N {a 0}
a=J,([aB])=

bulunur. det(d )= (det(a))’ =1 bulunur. Bu durumda @ € SL(2n,IR ) dir. Béylece

G < SL(2n,IR ) bulunur.

8.6. Onerme

Bir M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde SL(n,IR)-yap1 varsa bu durumda 7(M)
tizerinde de kanonik SL(2n,IR)-yap1 vardir.

jspat

G=SL(n,IR) i¢in M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir G-yap1 P olsun. Bu
durumda 5.3.0nerme den T(M) iizerinde kanonik bir P ,G -yapis1 vardir.

8.4.Lemmadan

G , SL(2n,IR) nin Lie alt grubudur. Bu durumda i doniistimii G Lie grubundan

SL(2n,IR) ye inclusion (igerme) doniisiimii olmak iizere P'={(T(U, )io 8.t ile
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tammlanirsa P , P’ nm bir alt asli lif demetidir. P', T(M) iizerinde bir SL(2n,IR)-

yapilidir. Boylece 8.6. Onerme ispatlanmus olur.
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