G2 YAPILARIN BAZI1
A3-DEFORMASYONLARI

Sirin AKTAY
Doktora Tezi

Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dal

Mayi1s—2013

Bu caligma Anadolu Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri
Komisyonunca kabul edilen 111F170 no’lu proje kapsaminda destek-

lenmistir.



JURI VE ENSTITU ONAYI

Sirin Aktay’'m “G, Yapilarin Bazi A3-Deformasyonlar1” baghikli Ma-
tematik Anabilim Dalindaki, Doktora tezi 27/03/2013 tarihinde, asagidaki
jiiri tarafindan Anadolu Universitesi Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Smav Yo-

netmeliginin ilgili maddeleri uyarinca degerlendirilerek kabul edilmigtir.

Adi - Soyadi Imza

Uye (Tez Damsmani) : Dogc. Dr. Niilifer OZDEMIR ~— ...........

Uye : Prof. Dr. Hiiseyin AZCAN ... .....
Uye . Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI ...........
Uye . Doc. Dr. Hakan CEBECI ~ ...........
Uye . Doc¢. Dr. Cumali EKICI ~ ...........

Anadolu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulunun ..................

tarih ve ............. say1li karariyla onaylanmistir.



OZET
Doktora Tezi
G2 YAPILARIN BAZI A>-DEFORMASYONLARI
SIRIN AKTAY
Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Damsman: Do¢. Dr. Niilifer OZDEMIR
2013, 101 Sayfa

Bu tezde, G5 yapiya sahip 7-boyutlu bir Riemann manifoldu tizerindeki te-
mel 3-formun, herhangi bir vektor alam ile deformasyonu ele alinarak; yeni
G, yapmm smif degigimleri incelenmistir. Oncelikle, deformasyon ile elde
edilmis yeni manifoldun bazi kisitlar altinda Levi-Civita kovaryant tiirevi,
spinor demeti iizerindeki kovaryant tiirevi ve Dirac operatorii hesaplanarak,
eski ve yeni Dirac operatorlerinin gekirdeklerinin izomorf olduklar1 gosteril-
mistir. Daha sonra ise bir kisit olmaksizin yeni Levi-Civita kovaryant tiirevi
hesaplanmigtir. Deformasyonda kullanilan vektor alaninin birim uzunlukta bir
Killing vektor alani olarak secilmesiyle, yeni Levi-Civita kovaryant tiirevinin
sadelegtigi goriilmiig ve bu nedenle, tlizerinde Gy yapisi ve birim uzunlukta
Killing vektor alanlart bulundugu bilinen, 7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlariin
deformasyonlar1 incelenmistir. Ayrica 7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlar: tizerinde
yeni G yapilar insa edilmig ve bu yeni yapilarin bazi deformasyonlari ¢alisil-

migtir.
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In this thesis, a 7-dimensional Riemannian manifold with Gs structure is
considered. The fundamental 3-form of such a manifold is deformed by using
an arbitrary vector field and the class change of the new G5 structure is investi-
gated. First, under some restrictions, the Levi-Civita covariant derivative, the
spinorial covariant derivative and the Dirac operator on the spinor bundle are
computed and it is proved that kernels of the old and the new Dirac operators
are isomorphic. Next, the new Levi-Civita covariant derivative is expressed
without any restriction. It is observed that if the vector field used while de-
forming the fundamental 3-form is a Killing vector field of unit length, then
the formula derived for the Levi-Civita covariant derivative simplifies. Thus
deformations on 7-dimensional 3-Sasakian manifolds are studied because of the
existence of G structures and Killing vector fields of unit length on them. In
addition, the new G4 structures are constructed on 7-dimensional 3-Sasakian

manifolds and then some deformations of these GGy structures are considered.
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1 GIRIS

G5 Lie grubunun g, Lie cebri literatiirde ilk kez Killing’in 1887’deki ¢aligma-
sinda yer almigtir. O donemde Lie gruplar ile onlara karsilik gelen Lie cebirleri
arasinda agik bir ayrim yoktu. Kompleks basit Lie cebirlerinin simiflandirilmasi

Killing tarafindan yapilmigtir.

Teorem 1.0.1 (Killing, 1887, [1]). Herhangi bir kompleks basit Lie cebriso(n, C),

sl(n,C), sp(n,C), ga, f4, ¢, 7, es Lie cebirlerinden birine izomorftur.

s0(n,C), sl(n,C), sp(n,C) cebirleri bilinmekle beraber, diger beg cebir ilk
kez bu teoremde verilmistir.

Killing’in bu ¢ok 6nemli siniflandirma teoreminin ispatindaki yanlslar1 Car-
tan 1894 yilinda doktora tezinde diizeltmistir.

Kompleksifikasyonu g, kompleks Lie cebri olan iki tane g, ve g; reel Lie
cebri vardir. Bunlara kargilik gelen Lie gruplar: da G ve G ile gosterilsin.

go Lie cebrinin ilk kompleks 7-boyutlu temsilini Cartan yine doktora tezin-
de vermistir. Bu temsil g5 reel Lie cebrinin so(4,3) tizerindeki temsili olarak
da diigtintilebilir. Bundan sonra “istisnai” (exceptional) olarak adlandirilan go,
f4, €6, €7, eg Lie cebirlerinin dogrudan insas1 aragtirilmigtir.

1900 yilinda Engel G5 Lie grubunu ilk kez pozitif (A?(C")* vektér uzayimnda
acik bir GL(7,C)-orbite sahip) bir 3-formun izotropi alt grubu olarak ifade
etmigtir. GL(7,C) {izerinde biitiin pozitif kompleks 3-formlarin denk oldukla-

rin1 gozlemlemis ve agagidaki teoremi ispatlamigtir.

Teorem 1.0.2 (Engel, 1900, [1]). Herhangi bir pozitif kompleks 3-formun tek
bir GL(7, C)-orbiti vardir ve {e', ... e"} kimesi C" kompleks vektor uzayinin

bir tabani olmak tzere,
0o = (' Net+e2ned el Nef)AeT —2e N2 Aed +2et Ae® A el
olarak verilen 3-form pozitiftir. Her pozitif kompleks ¢ 3-formu igin,
1. G, izotropi grubu Gy Lie grubuna izomorftur.

2. ¢ 3-formu non-dejenere simetrik bir B, bilineer formu belirler.



Herhangi bir ¢ pozitif 3-formunun belirledigi 3, bilineer formu, V = C’

olmak ftizere,
By VXV — ATV B(X,Y) = (X1p) A (Yap) Ay

seklinde ifade edilebilir [2].

¢ 3-formunun pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun, 3,'nin determi-
nantinin sifirdan farkl olmasi gerektigi Engel tarafindan gosterilmistir.

Reichel 1907°de herhangi bir ¢ pozitif 3-formunun g, izotropi cebrini ifade
etmigtir. Engel ise sadece yukarida bahsedilen ¢, 3-formunun izotropi cebri-
ni hesaplamistir. Reel sayilar lizerinde diisiiniildiigiinde pozitif 3-formlar iki
tane GL(7,R)-orbite sahiptir. Bu durumda f,, i¢ ¢arpiminin bir orbitteki isa-
reti (signature) (4,3) iken, diger orbitteki ise (7,0)’dir. Birinci durumda g,
Lie cebri g5 C so(4,3) Lie cebrine, ikinci durumda ise go C s0(7) Lie cebrine
izomorftur. Boylece G5 Lie grubunun ilk dogrudan tanimi verilmigtir.

G grubunun 8-boyutlu normlu reel Oktonyonlar cebrine izomorf oldugu
1908 'de Cartan tarafindan kanitlanmig, Freudenthal'in 1951 deki caligmasindan
sonra ise G grubu, bu karakterizasyonu ile daha ¢ok ¢aligilmigtir [1].

(G5 Lie grubunun, pozitif bir 3-formun izotropi alt grubu olarak ve okton-
yonlar cebrinin otomorfizm grubu Aut(Q) olarak verilen iki karakterizasyonu
denktir. Bu denklik 1987’de Bryant tarafindan kamtlanmistir [2].

20. ytuzyihin basinda holonomi grubu kavrami ortaya c¢ikmig; 1955 yilin-
da ise Berger simetrik olmayan, indirgenemez bir manifoldun olasi holonomi

gruplarini listelemistir.

Teorem 1.0.3 (Berger, 1955, [3]). M n-boyutlu, yonlendirilmis, basit baglantil,
simetrik olmayan, indirgenemez bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

bu manifoldun holonomi grubu asagidakilerden biridir:
SO(n),U(n/2),SU(n/2),Sp(n/4)Sp(1),Sp(n/4), G, Spin(7), Spin(9).

Bundan sonra, holonomi gruplari: Berger’in listesindeki gruplardan biri olan

manifoldlarin ingasi 6nemli bir ¢aligma alani haline gelmistir.



1966’da Bonan, holonomisi Go olan bir manifoldun tizerinde Levi-Civita
kovaryant tiirevine gore paralel (Vo = 0 ozelligine sahip) global bir ¢ 3-
formunun varligin1 gostermistir. Bu 3-form Engel ve Reichel’in tanimladig:
sekilde izotropi grubu G5 olan 3-formdur.

Gray’in, Gy Lie grubu ve bu grubu belirleyen 3-form iizerinde yaptigi
caligmalar diferansiyel geometride biiyiik 6neme sahiptir. 1960’1 yillardan
baglayarak Gray manifoldlar tizerinde kath vektor ¢arpimlarini tammlamg [4]
ve geometrik ozelliklerini incelemistir. 1971’de ise zayif holonomi kavramini or-
taya atarak, holonomi kavramini manifoldlar1 daha genis bigimde kapsayacak
sekilde genellemistir. ¢ manifoldun temel 3-formu olmak tizere, holonomisi G2
grubu olan manifoldlar dy = 0 ve d x ¢ = 0 esitlikleri ile karakterize edilirken,
Gray’in tanimladigi hemen hemen paralel Go-manifoldlar d x o = 0 ve A # 0
olmak tizere dp = )\ * @ egitliklerini saglarlar. Bundan sonra holonomisi G,
olan manifoldlardan baska, yapi grubu GG olan manifoldlar ozellikle Fernandez
ve Gray tarafindan caligilmigtir.

Yapi grubu G5 olan Riemann manifoldlar1 1982’de Fernandez ve Gray
tarafindan simiflandirilmigtir. Bunun ig¢in oncelikle manifold tizerindeki temel
3-formun Levi-Civita kovaryant tiirevinin elemani oldugu bir W vektor uzayi
belirlenmigtir. Daha sonra bu uzay G5 grubunun 1, 7, 14 ve 27 boyutlu vektor

uzaylar1 lizerindeki indirgenemez etkileri kullanilarak
W=W &W, & W5 D W,

seklinde dort indirgenemez Go-invaryant alt uzayin direkt toplami olarak ya-
zilmigtir. Boylece yapt grubu Gs olan Riemann manifoldlar1 16 farklh siifa
ayrilmigtir [5]. Bu simflandirmanin dy ve d % ¢ déniigiimleri kullanilarak, ay-
rica 0zel bir 1-form ve bu 1-formun dig tiirevi kullanilarak karakterizasyonlari
da 1996’da Cabrera tarafindan verilmistir [6].

Fernandez ve Gray’in 1982’deki caligmasinin onemli bir sonucu da yapi
grubu Gy olan S™ = Spin(7)/Gs, SU(3)/S*(Aloff-Wallach uzaylar) gibi ilk
manifold érnekleridir [5].

1987’de Bryant holonomisi G olan Riemann metrikleri inga etmistir. Fakat



bu metrikler tam degildir [2]. 1989’da ise Bryant ve Salamon, holonomisi G
olan lokal tam metrikler inga etmiglerdir [7].

Holonomisi (G5 olan 7-boyutlu kompakt Riemann manifoldu 6rnekleri 1996
yihinda Joyce tarafindan inga edilmis [8] ve bu tiir manifoldlar Joyce manifold-
lar1 olarak adlandirilmigtir.

Giintimiizde G9 yapisina sahip 7-boyutlu bir Riemann manifoldunun Levi-
Civita kovaryant tiirevinin yanisira, anti-simetrik torsiyona sahip metrik u-
yumlu kovaryant tiirevleri de incelenmektedir. G yapilarin anti-simetrik tor-
siyona sahip metrik uyumlu kovaryant tiirevleri, matematik ve matematiksel
fizikte (string teori) uygulama alanina sahiptir ve boyle bir kovaryant tiirevin
olmast igin gerek ve yeter kogullar Friedrich ve Ivanov tarafindan verilmistir [9].

G5 grubunun, SO(7) grubunun evrensel ortiisii olan Spin(7) grubuna kal-
dirilabildigi bilinmektedir. Bu nedenle 7-boyutlu bir Riemann manifoldunun
spin yapiya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kogul bu manifoldun yap: grubunun
G5 olmasidir [8,10].

Yap1 grubu G5 olan manifoldlar spin olduklarindan, bu manifoldlar iize-
rinde spinor demeti insa edilebilir. V, 7-boyutlu bir spin manifold iizerindeki
Levi-Civita kovaryant tiirevi olmak tizere, Vi = 0 kosulunu saglayan (para-
lel) bir ¢ spinor alammin var olmasi i¢in gerek ve yeter kogul V kovaryant
tirevinin holonomisinin G5 grubunda yer almasidir. Buradan G5 grubunun

diger tanmimlarina denk olan
Gy = {A € Spin(7)|A = ¢}

karakterizasyonu verilmistir [9]. Bu denk tamm sayesinde G grubu ile spin
geometri arasinda iligki kurulmustur. Ornek olarak Gray’in 1971°de tanimla-
dig1 hemen-hemen paralel manifoldlar, tam olarak reel Killing spinor alanina
sahip 7-manifoldlardir [11].

Spinor demeti iizerindeki en énemli doniistimlerden biri ise, geometri, topo-
loji ve matematiksel fizikte biiyiik uygulama alanina sahip olan Dirac operato-
ridiir. Dirac operatorii birinci dereceden eliptik bir diferansiyel operatordiir.

1960 yilinda Sasaki diferansiyellenebilir bir manifold tizerinde, daha sonra



Sasaki yap1 olarak adlandirilacak bir geometrik yap1 tanimlamigtir [12]. 1970’te
ise Kuo [13] ve Udrigte [14] eg zamanl olarak 3-Sasaki manifoldlar: tanimlayarak,
bu manifoldlarin o6rneklerini vermisglerdir. Doksanl yillarin bagindan itibaren,
Sasaki ve 3-Sasaki manifoldlar1 yeniden popiiler bir caligma konusu haline
gelmigtir. Boyer-Galicki [15] ve Friedrich-Kath [11] bu konuya 6nemli katkilar
saglamiglardir.

Bu tezin amaci, G5 yapiya sahip 7-boyutlu bir Riemann manifoldu tizerin-

deki ¢ temel 3-formunun
A= {wixp|wel(TM)}

uzayidan elemanlarla deformasyonu ile elde edilen yeni GG yapinin nasil degis-
tigini aragtirmaktir. Bunun igin, éncelikle Boliim (4)’te, ilk énce bazi kisitlar
altinda, deforme edilmis (M, g, ») manifoldunda, V Levi-Civita kovaryant tii-
revi, S spinor demeti tizerindeki VS kovaryant tirevi ve D Dirac operato-
rit hesaplanarak, D ve D Dirac operatorlerinin cekirdekleri karsilagtirilmig-
tir. Daha sonra ise herhangi bir kisit olmaksizin, v kovaryant tiirevi he-
saplanmigtir. Gy yapimin A2 uzayindan keyfi bir vektor alam yerine, birim
uzunlukta bir Killing vektor alani ile deforme edilmesiyle, v kovaryant tiire-
vinin oldukga sadelegtigi gortilmiigtiir. Bu nedenle Boliim (5)’te, 7-boyutlu
3-Sasaki manifoldlar1 tizerinde deformasyonlar incelenmisgtir. Boéliim (6)’da
ise, 7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlar1 iizerinde yeni G5 yapilar elde edilmis ve
bu yeni G5 yapilarin deformasyonlar1 incelenmistir. Son olarak Bélim (7)’de
manifoldlar iizerinde G5 yapilarin denklikleri ifade edilmig; G'o-denk manifold-
larin, Fernandez ve Gray’in siniflandirmasina gore ayni sinifa ait olduklar: agik

olarak hesaplanmigtir.



2 G, GEOMETRI

Bu boltimde G5 Lie grubunun denk tanimlar: verilerek bazi 6zellikleri kisaca
ifade edilmistir. Buna ek olarak 7-boyutlu bir vektor uzay: tizerinde pozitif

formlar tanimlanarak denk ifadeler verilmistir.

2.1 (G5 Lie Grubu

{e1,...,e7} kiimesi R” uzaymin standart tabani ve {e!,...;e"} de bu

k

tabana karsilik gelen dual taban olsun. €% = e A e/ A eF olmak iizere,

= 12 | 145 | (167 4 246 (25T 347 356 (2.1)

seklinde verilen 3-forma R {izerinde temel 3-form denir.

GL(7,R) genel lineer grubunun Gy = {g € GL(7,R) | g*¢ = ¢} alt grubu
14-boyutlu, kompakt, baglantili ve basit baglantihidir [2].

G5 grubu GL(7,R) manifoldunun kapali bir alt manifoldudur [16]. O halde
G5 de bir Lie grubudur [17].

V x,y € R igin,
é(ﬁus@) A (yse) N
7-formu ele alindiginda; x = Y x;e; ve y = Y y;e; yazilirsa,

1
g(xJSD) A (ya) Ao = (w11 + . . . + x7y7)e! P07

esitligi saglanir. Buradan R iizerindeki standart i¢ carpim (z,y) = > x;1; ve
hacim formu = 1234567 glarak elde edilir [2].

Herhangi bir (V, (,)) i¢ garpim uzay: iizerinde V z,y € V igin,
1) (P(z,y),2) = (P(z,y),y) =0 ve

2) <P($’,y), P(gjv y)) = <l',9§'><y, y> - <$7 y>2
ozelliklerine sahip bilineer bir P : V x V' — V doniigimi varsa bu doniigtime

V' {izerinde 2-kathi bir vektor ¢arpimi denir. {ej,---,e;} kiimesi V' vektor

uzayinin herhangi bir ortonormal tabani olmak iizere, x € V' icin
p: V. — AYV)

r — p(z):= —%Zei/\P(ei,I)

1



seklinde tanimlanan doniigtim, P 2-kath vektor carpiminin adjoint dontigimii-
diir ve P(p(x)) = 3z oOzelligine sahiptir [5].

R iizerinde verilen ¢ temel 3-formu kullanilarak

(P(x,y)" == yozp

olarak tanimlanan P doniigiimii R” iizerinde 2-kath bir vektoér carpimudir.

Va,y,z € R icin

(P(z,y)) (z) = (P(z,y), 2) = (yawap)(2) = (z,y, 2)

vani (P(x,y), z) = p(z,y, 2) iligkisi elde edilir [18].
(9 Lie grubunun Gy = {g € GL(7,R) | g*¢ = ¢} ifadesine denk basgka
tanmimlar1 da vardir. Bu tamimlar 8-boyutlu normlu Oktonyonlar cebri kul-

lanilarak verilmigtir.

Tanim 2.1.1. A, sonlu boyutlu, birimli reel bir cebir ve (,) de A cebri tizerinde

bir i¢ carpim olsun. Bu i¢ ¢carpim Vx,y € A icin

(ry, zy) = (z,2)(y, y)
sartine saghyorsa, A cebrine normlu cebir denir.

A cebrinin birimi 14 ile gosterilsin. ReA := span{14} ve ImA := (ReA)*
olsun. A = ReA ® ImA oldugundan, Vx € A icin, x = Rex + Imx olacak
sekilde tek tirli belirli Rex € ReA, Imx € ImA vardir. T := Rex — Imx
olarak tamimhi z € A elemanina x elemaninin eglenigi denir.

A, n-boyutlu normlu bir cebir olsun. A x A kiimesi iizerinde her

(a,b).(c,d) := (ac — db,da + b¢), (a,b)o (c,d):= (ac+ db,da + be).

Bu durumda A(+) := (A x A,.) ve A(—) := (A x A, o) ikilileri birimli cebir
yapisina sahiptir ve boyA(+) = boyA(—) = 2n’dir. n-boyutlu bir A cebrinden
bu gekilde 2n-boyutlu A(+4) ve A(—) cebirlerinin iiretilmesi metoduna Cayley-
Dickson metodu denir [16].



Cayley-Dickson metoduyla tiretilen bazi cebirler sunlardir:

C=R(+) Kompleks sayilar,
H=C(+) Kuaterniyonlar (Hamilton sayilari),
O =H(+) Oktonyonlar (Cayley sayilari),
L =R(—) Lorentz sayilar,
M5(R) =C(—) 2 x 2 tipinde reel matrisler,
O =H(-) Split Oktonyonlar.

Bu cebirlerden C = R(+) ve L = R(—) degigmeli, birlesmeli ve normlu ce-
birlerdir. H = C(+) ve M3(R) = C(—) birlesmeli, normlu fakat degismeli
olmayan cebirlerdir. @ = H(+) ve O = H(—) ise normlu, fakat degismeli veya

birlesmeli olmayan cebirlerdir.

Teorem 2.1.2 (Hurwitz, [16]). R dzerinde tanimlanabilen mimkin bitin

normlu cebirler sunlardir:

R, C, L, H, M,(R), O, O.

R iizerinde 2-kath vektor carpimi Oktonyonlar cebri kullanilarak tanim-
lanabilir. Oktonyonlar Cayley-Dickson metodu ile Kuaterniyonlar cebrinden
iiretilen 8 boyutlu normlu cebirdir. 1 bu cebrin birimi olmak {tizere,

V z,y € ImQ i¢in, P(x,y) == xy + (z,y)1 doniigiimii ImQ = R” iizerinde
2-kath bir vektor carpmudir. V z,y,z € ImQ igin, ¢(x,y, 2) = (P(z,y), 2)
olarak tanimh 3-form da I'mQ = R {izerindeki temel 3-formdur.

Oktonyonlarin otomorfizm grubu Gy Lie grubudur [2]. Ayrica buna denk
olarak Gy = {g € GL(ImQ) | VY z,y € ImO igin, g(P(x,y)) = P(g9(x),9(v))}
de almabilir [16].

2.2 Pozitif Formlar

o, R iizerindeki temel 3-form olsun. GL(7,R) genel lineer grubunun R”
iizerindeki 3-formlarm uzayr A*R”" iizerinde, g € GL(7,R), a € A’R™" olmak

uzere,



GL(7,R) x A’R™ — ASR”
(9,0) — g.a:=ga
seklinde bir etkisi vardir. R iizerinde tanmimli ¢ temel 3-formunun bu etki

altindaki orbiti
{g7¢ | 9 € GL(7,R)},

APR™ uzaymda agiktir [2]. Bu orbit A3 (R™) C APR™ ile gosterilir ve bu
orbitin elemanlarina pozitif (definite, generic) 3-formlar denir. Tanim geregi
bir a 3-formunun pozitif olmasi icin gerek ve yeter kosul o = g*¢ olacak sekilde
bir g € GL(7,R) olmasidir.

V' 7-boyutlu reel bir vektor uzayr ve h : V. — R bir izomorfizm ol-
sun. Bu durumda h izomorfizmi bir h* : ASR™ — A3V* izomorfizmi belir-
ler. h*(A3(R7)) C APV* kiimesi A3 (V*) ile gosterilir. A3 (V*) kiimesi A3V*
uzaymda agiktir ve h izomorfizminin se¢iminden bagmmsizdir [19]. A3 (V*)
kiimesinin elemanlarina V' iizerinde tanimh pozitif (temel, generic, definite)
3-formlar denir. Tanim geregi A®V* uzayindan alman bir o 3-formunun pozi-
tif olmasi icin gerek ve yeter kosul o = f* olacak sekilde bir f : V — R7
izomorfizminin olmasidir.

V iizerinde her a = f*p pozitif formu tek tirli belitli (), == f*((,))
pozitif tamiml i¢ carpimim ve Q, = f*(!2*%7) hacim formunu belirler. O
halde *, : APV* — A7PV* Hodge-star operatorii de iyi tanimlidir.

(G5 Lie grubunun 1, 7, 14 ve 27 boyutlu bazi vektor uzaylari tizerinde etkileri
kullanilarak, bu grubun A*(V*) vektor uzay: iizerindeki temsilleri, indirgene-

mez AF(V*) alt uzaylarimin direkt toplami olarak yazilmistir [2,5,18]:
NV =V =y,
A(V) = AL (V) @ AL (V),
N(V) = A (V) @ AZ(VF) @ Ag (V7).

Burada
AZ(VF) 2 {a € (V¥ | x(pAa) =2a},



ALV =2 {ae N2(V) | x(pAa)=—al},
A(V*) = {ap | a € R},
MV Z{xpra)ae V= {zixp |z eRT},
A (VY2 {ae A*(V*) |anp=0ve aAx*p=0}

olur.
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3 Gy, MANIFOLDLAR

3.1 Yapi1 Grubu G5 olan Riemann Manifoldlar:

(M, g) 7-boyutlu bir manifold ve TM bu manifoldun tanjant demeti
olsun. R {izerinde tanmimli ¢ temel 3-formu lokal trivilizasyondan bagimsiz
olarak T'M tizerine tasinabiliyorsa M manifolduna yap1 grubu G5 olan bir
manifold, ya da (G5 yapisina sahip bir manifold denir. ¢ temel 3-formuna da

M manifoldu tizerinde bir G5 yap1 denir.

Tanim 3.1.1. [19/ M 7-boyutlu bir manifold ve o da M dzerinde tanvml bir

3-form olsun. Eger her x € M i¢in
0, € N (TiM) = {gi¢ | o : TeM — R izomorfizmdir}
oluyorsa, o 3-formuna bir pozitif (definite, generic, temel) 3-form denir.
M ftizerindeki pozitif 3-formlarin kiimesi Q2 (M) ile gosterilsin.
Onerme 3.1.2. M 7-boyutlu bir manifold olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1. R7 dizerinde tansmh temel 3-form lokal trivilizasyondan bagimsiz olarak

TM dizerine tasinar.

2. Tanjant demetinin gecis fonksiyonlar: Go grubunda deger alir.

3. Manifoldun P(M,GL(7,R)) ¢atr demetinin P'(M,Gs) gibi bir alt demeti
vardr [20].

4. Her x € M igin o, € A3 (T:M) olacak sekilde bir o € Q3 (M) pozitif
3-formu vardwr [19].

Kanat. M 7-boyutlu bir manifold olsun.

1 < 2 : TM bu manifoldun tanjant demeti olsun. Her x € M igin T, M
tanjant uzayl, R” vektor uzayma izomorftur. ¢, R7 iizerinde tamiml temel
3-form olsun. Tanjant demetinin {(U;, ¥;) };cr gibi bir lokal trivilizasyonu ver-

ilsin. Her z € U; icin (¥;|,-1(,))" ¢ dontigiimii T, M vektor uzay iizerinde bir

11



3-formdur. Bu sekilde her bir T, M lifine taginan temel 3-formun lokal trivili-

zasyondan bagimsiz olarak T'M iizerine taginabilmesi i¢in ¢ # j ve
(Ui, Vi), (U, ;) € {(Ui, Vi) Yier

olmak fizere, her x € U; N Uj i¢in, (Vilr-1(0))*¢ = (¥j|x-1(2))" ¢ olmahdir.
Buradan ((V;],-1(z)) 0 (¥]r—1(2)) ") ¢ = ¢ elde edilir. Bu esitligin saglanmasi

icin gerek ve yeter kosul
(‘Iji|7r—1(x)) e} (‘Ifj‘ﬂ.—l(x))il € GQ

olmasidir.

2 & 3 : Genel olarak, herhangi bir P(M,G) asli lif demetinin yapi grubu
G nin, G’ < G Lie grubuna indirgenmesi i¢in gerek ve yeter kogul, M mani-
foldunun gegis fonksiyonlar1 G’ grubunda deger alacak sekilde bir lokal trivi-
lizasyonunun olmasidir. Kamit i¢in bkz [20] (Béliim 1, Onerme 5.3).

3 4:0€Q3(M) olsun. Bu durumda
F, ={ue€e Hom(T,M,V) |z € M ve u"p = 0, }

olmak tizere, F,,(M, G2) asli demeti, manifoldun ¢at1 demetinin, yapi grubu G,
olan bir alt demetidir.

Tersine Q(M, G2) asli demeti, M manifoldunun ¢ati demetinin bir alt de-
meti olsun. Her z € M icin, u € @), olmak tizere, o, := u*¢ olarak tanimlanan

o 3-formu pozitiftir [19]. O

M 7-boyutlu yonlendirilebilir bir manifold, ¢ de M iizerinde herhangi bir
3-form olsun. M yonlendirilebilir oldugundan, M iizerinde her yerde sifirdan
farkli bir ¢ 7-formu vardir. ¢ 3-formunun pozitif olmasi igin gerek ve yeter

kosul, her p € M noktasinda x € T'(T'M) olmak iizere,

(zap) A (zap) N =6f(2,7)C (3.2)

esitligiyle tanimlanan f fonksiyonunun, her x vektorii i¢in f(z) > 0 6zelligine

sahip olmasidir. f = 0 olmasi da ancak ve ancak = = 0 iken gecerlidir [18].
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Manifold tizerinde verilmis olan ¢ pozitif ise (3.2) esitligi polarize edilerek, her
x,y € N(T'M) i¢in,

(z2p) A (yap) A = 6g(r,y)¢ (3.3)

bagintisindan, M manifoldu tizerinde g Riemann metrigi elde edilir.

Yap1 grubu G5 olan Riemann manifoldlart 1982’de Ferndndez ve Gray
tarafindan simiflandirilmigtir. Bunun igin oncelikle manifoldun tanjant demeti
tizerindeki temel 3-formun Levi-Civita kovaryant tiirevinin elemani oldugu bir
W vektor uzayi belirlenmigtir. Daha sonra bu uzay G, grubunun 1, 7, 14 ve

27 boyutlu vektor uzaylar iizerindeki indirgenemez etkileri kullanilarak
W=W &Wo W5 W,

seklinde dort indirgenemez Gs-invaryant alt uzayin direkt toplami olarak ya-
zilmigtir. Boylece yapt grubu G5 olan Riemann manifoldlar1 16 farklh sinifa
ayrilmigtir. Her bir sinifi tanmimlayan bagintilarda P ve p dontigtimlerinden de

faydalanilmigtir [5]. Ay simflandirma dg ve d x ¢ formlari ve
p=xdp N =—xd*xpA\x*xp

olmak tizere § = xu 1-formu kullanilarak da ifade edilmistir [6,18]. Bu karak-
terizasyonlar Cizelge (3.1) 'de verilmistir.

Yap1 grubu G olan 7 boyutlu bir (M, g, ¢) Riemann manifoldu verildiginde,
(G5 grubunun bazi indirgenemez temsilleri kullanilarak M tizerindeki 3-formla-

rin uzayl1 indirgenemez invaryant alt uzaylarin direkt toplami olarak yazilmigtir:
A (M) =2 A} @ A3 @ A3,
Burada

A= {fel feCx(M)}={ne (M) | @A (x(xpAn)) =Ty},

A3~ Jwixg|wel(TM)}
= {x(pna)ae M} ={ne N} (M)]| =(pAx(pAn)) = —dn},
A%7 = {aEA3(M>|OZAQ0:OV605/\>X<QO:O}’d1r

ve AF gosterimindeki alt indis uzaym boyutunu belirtmektedir [2,18].
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Cizelge 3.1. G5 Yapilarin Tanimlama Bagintilar

P dp=0ved*xp=0 0=
W dp=kxpvedxp=20 =0
Wy dp =0 H =
Ws dxp=0vedpANp=0 0=
Wiy dp=aNpved*xp=L0ANx*xp dg =0
Wi @ W, dp=Fkxpvexd*xpA*xp=0 =0
W, & Ws d*xp=0 0 =
Wo @ Ws dpNp=0ve (xdp) Np =0 0=
Wi & W, dp=aNp+fxpvedxp=pFAxp | df =0
Wo @ Wiy dp=aANg dd =0
Ws @ Wy dpNp=0vedxp=[FNxp m7(df) =0
WL ®Wse @ Ws | (xdp) Ap =0 veya xd*x o A xp =0 0=0
WieWedW, |dp=aNp+ fxp do =?
Wi @Ws Wy | dxeo =L Axp m7(df) =0
Wo@Ws W, | dpNp =0 do =7
W iligki yok

3.2 Spin Geometri

Spin(7) grubu SO(7) grubunun ¢ift kath evrensel ortiisiidir. 7-boyutlu
yonlendirilebilir bir M Riemann manifoldunun yapi grubu SO(7) grubundan
Spin(7) grubuna kaldirilabiliyorsa, M manifolduna bir spin manifoldu denir.

Ayrica 7-boyutlu bir manifoldun G, yapiya sahip olmasi igin gerek ve yeter

kosul bu manifoldun bir spin manifoldu olmasidir [10].

M manifoldu n boyutlu bir spin manifoldu olsun. A,, = C?" olmak iizere,

Kk @ Spin(n) — End(A,) temsili, x : Cl, — End(A,) temsilinin Spin(n)

tizerine kisitlanmisini belirtsin.

S = PSpin(n) Xk An

asosiye vektor demetine M icin bir spinor demeti denir.
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['(S) kiimesi S spinor demetinin kesitlerinin kiimesi olsun. M {izerindeki

Levi-Civita kovaryant tiirevi, S vektor demeti tizerinde bir
VI T(S) = T(T*M ® S)

kovaryant tiirevi belirler. Bu tiirev lokal olarak v € T'(T'M), o € I'(S) ve

e = {e1,...,en} kilmesi Psog,yM asli lif demetinin bir lokal ¢atis1 iken,
1
Vo = do(v) + 1 E 9(Vyei,e)k(e)k(e;)o
(2]

formuli ile belirlidir.

D :T'(S) — I'(S) Dirac operatorii ise lokal olarak,

Do = Z/{(ej)v*gja

=1

seklinde ifade edilebilir [10, 21].

3.3 (G5 Yapinin Deformasyonlari

Yapi grubu G5 olan 7-boyutlu (M, g, ) Riemann manifoldu verilsin.
Manifoldun g metriginin veya ¢ temel 3-formunun degistirilmesi ile manifol-
dun G5 yapisi degisir. ¢ temel 3-formunun degistirilmesi ile olugturulan yeni
3-formun manifold tizerinde yine bir GGy yapi vermesi i¢in, yeni 3-form pozitif
olmahdir.

M manifoldunun ¢ temel 3-formuna n € A}(M) gibi bir 3-formun eklen-
mesiyle yeni bir ¢ = ¢ + 1 3-formu elde edilir. Yeni ¢ 3-formunun hangi
kosullar altinda temel 3-form oldugu ve bu deformasyon altinda manifoldun
G5 yapisinin nasil degistigiyle ilgili literatiirde cesitli ¢aligmalar mevcuttur
[5,18,22,23].

n € A? ise, bu durum konformal deformasyon olarak bilinir. Yapi grubu G
olan manifoldlarda konformal deformasyonlar Fernandez ve Gray tarafindan
caligilmigtir [5]. Ferndndez ve Gray’in ¢aligmasinda konformal deformasyon
altinda invaryant kalan siniflar belirlenmigtir. Bunun i¢in 6ncelikle yapi grubu

G+ olan 7-boyutlu bir M manifoldu tizerinde, f € C°°(M) olmak iizere,

g=¢"yg



olacak sekilde g ve g metrikleri ele alinmigtir.
V ve V sirasiyla g ve g metrikleri tarafindan belirlenen Levi-Civita ko-

varyant tiirevleri olmak tizere, Va,y € I'(TM) i¢in,

Voy =Voy+ (2f)y + (yf)r — g(z,y)gradf

iligkisi bilinmektedir [10].

P ve P smasiyla (M,g) ve (M, g) manifoldlan iizerindeki 2-kath vektor
carpimlar: olmak tizere P=elpP iligkisi vardir. Ayrica ¢ ve ¢ sirasiyla (M, g)
ve (M, g) manifoldlar tizerindeki temel 3-formlar; p ve p sirasiyla Pve P 2-
kath vektor carpimlarinin adjoint dontigiimleri ve §ile § da g ve g metriklerinin

i¢ tiirevleri olmak tizere, her x,y, z,w € I'(T'M) i¢in,

= ey,
p = e’p,
Viu(@)(@y.2) = e{Vulp)(@,y,2)
—Gay:((xf)p(w,y, 2) — g(w, )Py, 2) )},
00y, z) = ef{dp(y,z) —4P(y,2)f},
PG = pdp—12df,
dp = 3 {3df N o+ dy}
esitlikleri gegerlidir. Bundan sonra, manifold tizerinde Yw,z,y,z € I'(T'M)

icin,
1
v(w,z,y, 2) = V(o) (z,y,2) — 1—26xyz{p590(x)<p(w,y, z) — 3g(w, z)dp(y, z)}

tensor alani tanimlanmig ve g metriginin konformal deformasyonu ile elde
edilen yeni v tensor alani i¢in

v=e¢v
oldugu gosterilmistir. Ayrica G5 yapisina sahip manifoldlarin 16 smifi igin

verilen tanimlama bagintilart v cinsinden yazilmig ve konformal deformasyon

altinda invaryant kalan siniflar1 belirleyen agagidaki teorem verilmistir:

Teorem 3.3.1. (M, g) manifoldu U C W simafina ve g metriginin g = e*/ g
seklindeki deformasyonundan sonra (M,q) manifoldu UCWw simfina ait ol-

sun. Bu durumda U C Wy & U dur [5].
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O halde U = U olmasi icin gerek ve yeter kosul W, C U olmasidir. Sonug

olarak konformal deformasyon altinda degismeyen simiflar gunlardir [5]:
Wy, Wi Wy, Wo Wy, Wi EWod Wy, Wi EW3 B Wy, WoEW3BW,, W.

Karigiannis’in 2003 yilindaki caligmasinda, yapr grubu Gs olan bir M mani-
foldu {izerinde f € C*°(M) icin, ¢ = f3¢ konformal deformasyonu ele alinmisg
ve
dp = 3f%df Ao+ [Pde,
dxp = 4%df Ao+ [1d* o,
*dp = 3fx(df Np) + f?*dp,
xdxp = 4x(df ANxp)+ fx(d* )

iligkileri yazilmigtir. Buna ek olarak,
1
pw=x*dpNp=—xd*pAxp, 0=xpu, h:?*(go/\dgo)
olmak tizere,

GG+ I0NFE = fUdxp+ 10 Axp),
A +10A3 = fAde+10n0),
dpNg = [fO(dp A ),

A7 +Y0ANG - 135G = [3(dp+ 10N —hxy),

o= —12ftedf + o,

6 = —12d(log(f))+ 6

esitlikleri verilmis; konformal deformasyon altinda invaryant kalan siniflarin
Fernandez ve Gray’in notasyonuyla W, uzayimdan bilegsenler igeren simiflar

oldugu, Fernandez ve Gray’den farkli bir yontemle gozlenmistir. Ayrica
?=f

konformal deformasyonu ile elde edilen ¢ temel 3-formunun kapah (dg = 0)
ve co-closed (g& = 0) olmasi igin gerek ve yeter kogullar verilmigtir. Buna
gore dp = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul, ¢ 3-formunun W, & W, smifinda
olmasi ve 12dlog(f) = 6 olmasidir. d*@ = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
ise, ¢ 3-formunun W) & Ws @ W, smifinda olmasi ve 12dlog(f) = 6 olmasidir.
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Ayni galigmada 7 € A2 olmak iizere, $ = ¢+ 1 deformasyonu da ¢aligilmig-
tar.

A2 {wixp|wel(TM)}

oldugundan, ¢t € R igin n = t(wi * ¢) yazilabilir. Her w vektor alam igin
¢ 3-formundan elde edilen metrik pozitif tanimh oldugundan [18], ¢ 3-formu
pozitiftir. © = ¢ + w*1p deformasyonu icin agagidaki iligkiler bulunmustur:

z,y € I'(T'M) olmak iizere,

doot = (14 g(w,w))*2dyy,
glz,y) = (1+g(w,w) " {g(z,y) + g(w,w)g(z,y)
—g(w, z)g(w, y)}
= (14 g(w,w))**{g(z,y) + g(w x z,w x y)},

a ve 3 k-formlar olmak tizere,

gla,B) = (1+g(w,w))"*{g(a, ) + g(we,wp)},
¥a = (14 g(w,w)) 03 a + (1) wi(x(wia))},
9(@,0) = gle, ),
50 = (14 g(w,w) P& + wa(*(wop))}
= (1+ g(w,w)) V3xp + *(wa* ) + wi* (wap)}.
Ancak bu deformasyon altinda manifoldun ait oldugu sinifin nasil degistigi
incelenmemistir [18].

Spinor demeti iizerinde tanimli Dirac operatoriintin konformal degisimi ise
Hijazi tarafindan incelenmistir [24]. (M, g) n-boyutlu bir Riemann spin ma-
nifoldu olsun. f € C*(M) olmak iizere, g metriginin § = e*/¢g konformal
deformasyonu ile olusan manifold M= (M, g) ile gosterilsin. (M, g) manifoldu
tizerindeki spin yapisi, M fizerinde bir spin yap1 dogurur. M manifoldunun gati
demetinin her ortonormal ¢ = {ej, ey, -+, e7} kesitine M manifoldunun cati
demetinin ¥, (¢) = {€1,-- - , €7} ortonormal kesiti kargilik getirilebilir. Burada
her j igin, ¢; = e~e; olur. Boylece SO(7)-equivariant bir

@/inpgo(M) —)Pgo(M)

dontigimii elde edilir. Bu dontigim ise M ve M manifoldlarma kargihik ge-

len asli Spin(7)-demetler arasinda yine ayni v, simgesiyle gosterilecek olan
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Spin(7)—equivariant bir

—

(3 Pspm(7)(M) - PSpm(7)(M)

dontigtimi verir.
K Spin(7) — Aut(A7) spinor temsili olsun. Spinor demetler arasinda bir

izomorfizm goyle verilebilir.

Vs S = Popingry(M) X A7 = S = Popiniy(M) X, A,

Wy(ls, pl) = [¥4(5), £l

Spinor temsilleri arasindaki iligki ise, o = [s, p| bir spinor alam olmak tizere,

K (€) (Vy(0)) = Uy (k(ei)a),

seklindedir.
VveV sirasiyla S ve S spinor demetleri tizerinde tanimh kovaryant tiirevler;
Dve D da sirasiyla S ve S spinor demetleri iizerinde tanimh Dirac operatorlerini

belirtsin. Bu durumda asagidaki iligkiler verilmistir [24]:

o e€I'(S), z € (T'M) olmak {izere,

. (Vo)) = ¥, {an - %w.df)a _ %m(f)a} ,

n —

2

E(qff(@):efxpf{z)ﬁ 1/<a(df)a}.

3.4 T7-Boyutlu 3-Sasaki Manifoldlar:

Bu béliimdeki tanim ve 6zellikler igin temel referanslar [15, 25] tir.

Tanim 3.4.1. (M, g) m boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. r € RT ol-
mak tizere, M iizerindeki (C(M),g) := (RY x M,dr* + r?g) metrik konisi-

m+1

=) grubunun bir alt grubuna indirgeniyorsa, bu du-

nin holonomi grubu, U(

rumda (M, g) manifolduna Sasaki manifoldu denir. Ozel olarak, n > 1 i¢in,

m = 2n + 1°dir ve (C(M),q) bir Kiahler manifoldudur.
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Onerme 3.4.2. (M, g) Riemann manifoldu verilsin. g metriginin Levi-Civita

kovaryant turevi V ve V 'min Riemann egrilik tensori
R(X,)Y):T(TM) — I'(TM)
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

1. M fdizerinde birim uzunlukta oyle bir & Killing vektor alany vardwr ki
d =V¢
olarak tanwml (1,1) tipinde tensor alana Va,y € T'(TM) igin

(Va®)(y) = (&, y)x — gz, y)¢
esitligini saglar.

2. M uzerinde birim uzunlukta oyle bir & Killing vektor alany vardwr ki

Riemann egrilik tensori Y,y € ['(TM) igin

R(z, &)y = g(& y)x — g(z, y)§
ozelligine sahiptir.
3. (M, g) Sasaki manifoldudur.

n 1-formu & vektor alanimin metrik dualini belirtsin. (&, n, ®) {gliisiine
(M, g) tizerinde bir Sasaki yapisi, £ Killing vektor alanina ve 7 1-formuna da
sirasiyla Sasaki yapisinin karakteristik vektor alani ve karakteristik 1-formu

denir.

Onerme 3.4.3. (M, g) bir Sasaki manifoldu, (§,n,P) bu manifoldun Sasaki
yapisy ve x,y € T'(TM) olsun. Bu durumda asaqidaki egitlikler saglanar:

1. ®o®(y) = -y +n(y)§,
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4. 9(®(y), () = g(y, ) — n(y)n(z),
o. dn(z,y) = 29(®(x),y).

Tanim 3.4.4. m boyutlu (M,g) Riemann manifoldu verilsin. r € R ol-
mak tizere, M iizerindeki (C(M),g) := (RY x M,dr* + r?g) metrik konisi-
nin holonomi grubu Sp(mTH) grubunun bir alt grubuna indirgeniyorsa, bu du-
rumda (M, g) manifolduna 3-Sasaki manifoldu denir. Ozel olarak, n > 1 igin,

m = 4n + 3 ’tir ve (C(M),q) bir hyper-Kahler manifoldudur.

Onerme 3.4.5. (M, g) Riemann manifoldu verilsin. Bu manifoldun 3-Sasaki
olmasi igin gerek ve yeter kosul M dzerinde g(&,&;) = 0;; ve [&1,&] = 2&s,
2, &3) = 261, [&3,&1] = 2& ozelliklerine sahip d¢ tane (&, 1, D;)iz1,23 Sasaki

yaprsinan bulunmasidar.
(&, miy ;)iz1,2,3 tcliisiine (M, g) tizerindeki 3-Sasaki yapisi denir.

Onerme 3.4.6. (M, g) 3-Sasaki manifoldu verilsin ve (&,m;, ®;)iz123 bu ma-
nifold tizerindeki 3-Sasaki yapist olsun. Bu durumda asagidaki egitlikler sagla-

nir:
1. mi(&) = b5
2. ®;(&;) = —eijub,
3. Bio®; — & @n; = —ciudy — 0y;1d.

Her 3-Sasaki manifoldu bir spin manifoldudur [26].

(M,g) 7-boyutlu, kompakt, basit baglantili bir 3-Sasaki manifoldu ve
i € {1,2,3} olmak iizere, (&;,n;, ®;) bu manifold iizerindeki 3-Sasaki yapisi
olsun. (M, g) bir Riemann manifoldu oldugundan, manifoldun tanjant demeti
TM = Tv + T" seklinde iki alt demetin direkt toplami olarak yazilabilir [20].
Burada TV alt demeti {£;, &, &3} tarafindan iiretilen dikey alt demet ve T" de

dikey alt demetin dik tiimleyeni olan yatay alt demettir. M manifoldunun bir
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acik kiimesi tlizerinde e; = &, es = &, e3 = &3 olacak sekilde ve ®; endomor-

fizmleri T" alt demetine

0 -1 0 O 0 0 —-10 00 0 -1

1 0 0 0 0 0 0 1 00 -1 O
(I)l = ) (I)Z = R (I)3 =

0 0 0 -1 1 0 0 0 01 0 O

0 0 1 O 0 -1 0 0 10 0 O
matrisleriyle etki edecek gekilde {ey,--- ,er} ortonormal gatis1 vardir. Bu ¢a-
tiya kargilik gelen 1-formlarin kiimesi {n, - -+ , 77} olsun. Bu gatiya gore ny, 12

ve n3 1-formlarinin dig tiirevleri

dny = —2(n23 +Mas +Me7), dna = 2(1hs — Mae +M57), ANz = —2(Mi2 + Naz + 7s6)

olarak hesaplanmigtir [27]. Bundan sonraki hesaplarda ortonormal 1-formlarin
{m, -+ ,n7} kiimesi kullamlacaktir. (M, g) 7-boyutlu bir 3-Sasaki manifoldu

olsun.
1
Fi:=nAnAn, Fy:= §(f,h/\clm + e Adng +n3 Adng) + 31 Ang Ans
olmak tizere,

@ = Fy + Fy = 1123 — Nias — Nie7 — N246 + T2s7 — 1347 — 1356

seklinde tamimhi ¢ 3-formu M iizerinde pozitif bir 3-formdur. Bu 3-forma

(M, g) 7-boyutlu 3-Sasaki manifoldunun kanonik G, yapisi denir.
dF1:2*F2, dF2:12*F1+2*F2, d*Flzd*FQZO

esitliklerinden

dxp =0, *dp =4(3F, + F?)

iligkisi verilerek kanonik G5 yapisinin W, & Wy sinifindan oldugu gosterilmis-
tir [27].

7-boyutlu bir 3-Sasaki manifoldu tizerinde W, smifindan (hemen-hemen
paralel) Gy yapilar da vardir [22,27]. Asagidaki 3-formlar, 7-boyutlu bir 3-
Sasaki manifoldu iizerinde Killing spinorlar tarafindan iiretilen W, smifindan
3-formlardir [27]:

1

1 1
= - ANdn — = ANdns — =m3 AN d
¥1 2771 T 2772 )2 2773 13,
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1 1 1

Q2 = —zm ANdn + sne Adny — zn3 A dns,
2 2 2
1 1 1

Y3 = —5771 AN d771 — 57”]2 A d772 + 5773 A\ d?’]g

Ayrica 7-boyutlu bir 3-Sasaki manifoldu tizerinde verilen kanonik G5 yapisinin
deformasyonuyla da Wi simifindan bir 3-form yazilmigtir [22,27]. s > 0 olmak
uzere,
g(z,y)  xyeThise
9*(z,y) = s%g(x,y) =y T ise
0 diger durumlarda
Riemann metrigi ele alinsin. {&1/s,82/s,&3/5s, €4, €5, €6, €7} kiimesi ¢g° metrigine

gore ortonormal bir ¢atidir.
Ff=8"F, Fj:=sF

olmak tizere,

O = F 4+ F§ = $°F, + sFy

seklinde tanimh ¢® 3-formu (M, ¢°) manifoldu iizerinde pozitif bir 3-formdur.

s = 1/v/5 i¢in, ¢* 3-formu W, smufindandir [22,27].
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4 TEMEL 3-FORMUN A% UZAYINDAN ELEMANLARLA DE-
FORMASYONU

(M, g,p) Gy yapisina sahip bir Riemann manifoldu olsun. Herhangi
bir w € I'(T'M) vektor alani i¢in, w € I'(T'M) olmak iizere,
C,:I'('M) — I(TM)
u — Cy(u) = (1+g(w,w)) Y3 (u+ux w)

doniigimini tanmimlansin. Bu dontisiim birebir ve C'*°-lineerdir. Bu dontisii-

mun tersi ise
CoM(u) = (14 g(w,w)) 5 {u — u x w + g(w, ww}

olur.

C,, doniigiimii yardimiyla [18]’de verilen
p=ptwixy

3-formunun tirettigi

q = L u, v UXw,v X w
g(u7v)—(1+g(w’w))% (9(u,v) + g(u X w,v X w))

metrigi, her u,v € I'(T'M) igin,

9(u,v) = g(Cu(u), Cu(v))

olarak ifade edilebilir. Yeni G5 yapiya sahip (M, g) manifoldu M ile belirtilsin.
M manifoldu Go yapisina sahip oldugundan bir spin manifoldudur [10] ve M
tizerindeki spin yapist, M fizerinde bir spin yapist dogurur. M manifoldunun
cat1 demetinin her ortonormal ¢ = {ej,eq, -+ ,e7} kesitine M manifoldunun
cat1 demetinin ),,(¢) = {e1,-- - ,é7} ortonormal kesiti karsilik getirilebilir. Bu-
rada her j € {1,---,7} i¢in, &; = C;*(e;)’dir. Boylece SO(7)-equivariant bir
Uy Pso(M) = Pso(M) doniisiimii elde edilir. Bu doniisiim ise M ve M
manifoldlarima kargilik gelen asli Spin(7)-demetler arasinda yine ayni v, sim-
gesiyle gosterilecek Spin(7)—equivariant bir ¢, : Pgpinry (M) — ngmm(]\A/[/ )

dontigimini verir.
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K Spin(7) = Aut(A;) spinor temsili olmak iizere, S ve S spinor demetleri

arasinda W, ile gosterilecek bir izomorfizm goyle verilebilir:
U, 0 S = Popinn) (M) x\e A7 — S = Pspin(ry (M) x,; Aq

[s, 0] = Wu([s, pl) := [Yu(s), o).

Spinor temsilleri arasindaki iligki ise, o = [s, p] bir spinor alam olmak tizere,
K (€) (Pu(0)) = Uy (k(ei)o)

seklindedir.

4.1 Deforme Edilmis Metrigin Baz1 Kisitlar Altinda Kovaryant

Tirevi

V ve V sirasiyla M ve M manifoldlar: tizerinde, g ve g metriklerine
karsilik gelen Levi-Civita kovaryant tiirevlerini belirtsin. VC,, = 0 olsun.

Kozsul formiiliinden,

29 (C. (Vav) €)= g((V,Cu) () = (VoC) (). Cula))
9 ((V.0.) (2) = (V.
( W(z

2C. — (V2C,) (2), Cu(y))
+9 (VyCo) (2), Cu(2))
+9(Cu (Vay) , Cu (2)) + 9 (V2 (Cu(y)) , Cu (2)

bulunur.

VC, = 0 kabuliinden,

elde edilir.
M manifoldunun Go yapisi paralel alindiginda (Vi = 0 iken), keyfi z,y, 2

vektor alanlari igin,
Valy x 2) = (Vay) X 2 +y x (Va2),
iligkisi gegerlidir. Buradan da b = 1 + g(w,w) olmak ftizere,

0=V (Co)(y) =z[b3(y +y x w) + b3y x (V,w) (4.1)
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olur. (4.1) esitliginde her iki taraf y ile i¢ carpilirsa, z[b=*/%] = 0 bulunur. O
halde V,w = 0’dir, yani w paralel bir vektor alanidir. Tersine, Vw = 0 ise,
kolaylikla goriilebilir ki VC,, = 0’dir. O halde, M manifoldunun G, yapisi
paralel iken; VC, = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vw = 0 olmasidir.
Paralel G5 yapiya sahip 7-boyutlu Riemann manifoldlar: tizerinde sifirdan fark-
li paralel vektor alanlarimin varhgr bilinmektedir [7].

(9 yapisiin nasil degistigine bakilacak olursa; her u, x,y, z € I'(T'M) igin,

Vi = 0 iken,

%ug(xa Y, Z) = vu&(aja Y, Z) = (*@)(Vuwv z,Y, Z)
ve Vw = 0 oldugundan, 6@5 = 0 elde edilir. Yani M manifoldunun G yapisi
da paraleldir.
Vi = 0 koguluna bakilmaksizin VC,, = 0 alindiginda, S ve S spinor demet-
leri tizerindeki kovaryant tiirevlerin arasindaki iligki su sekildedir:

Oncelikle VC,, = 0 oldugundan,

Valy x ) — (Vo) x 0= 2b%(V,0,0)Culy)

ve

2
(Vow) X w = —gb_lg(vxw,w)w
bagintilar1 gecerlidir. Buradan

Ve = Vo (C;'(e))
_ b_Q/S{Vuei _ V'u(ei X w) + V., (g(w, ei)W)} + 62/3?}[17_2/3]0;1(61')7

ve

Co (Vo(CTHe))) = b73C, (Voer) =070, (Vo(er x w))
+072Bg(w, ;) C.y (Vow) + b o[g(w, €;)|w
+023u[b=/ e,
Ve - 2 (Vo) Cafe)
b1 (Vy(e x w)) X w+ b tg(w, e;)V,w
—2b72g(Vow,w)g(w, &;)w + b~ 1g(V,w, e;)w
+b71g(Vyei, w)w + b 30[b=23]e;

26



oldugundan, spinor demeti lizerindeki kovaryant tiirevin lokal ifadesindeki
wij(v) = g(Vuei, €;)
agagidaki gibi hesaplanabilir:

wi(v) = 5(%1@'@')
= 9(Cu (Vu(CT (&) s ;)
= 9(Veei ;) — %b 29(Vow, w)g (e:, ¢;)
+50729(Vow, w)g(w, w)g (ei, ¢5) + b u[b=*|g(e;, e5)
—3b729(Vw,w)gle; x w,ej) — 36729 (Vow,w) g(w, €;)g(w, €;)
+bg(w, e1)g (Vow, €) + 071 g(Vow, e1)g (w, €;) -
M manifoldunun bir agik kiimesi iizerinde bir € = {ey,--- ,e7} lokal kesiti,
S spinor demeti tizerinde bir o = {0y, -+, 07} lokal kesitini belirler. Benzer
sekilde, € = {ey,- - , €7} lokal kesiti de, her 1 < i < 7 i¢in 7; = ¥,(0;) olmak
iizere, S spinor demeti iizerinde bir & = {01, -+, 07} lokal kesitini belirler.

Clifford cebrinin birimi 1 olmak tizere, her v, w vektor alani i¢in
veowtw-v=—2¢g(v,w)l

ozelligi de kullanilirsa, S spinor demeti tizerindeki V Levi-Civita kovaryant

tirevinin lokal ifadesi agagidaki sekilde bulunur:

VS5, = wa( V)R(E)R(E;)Fa
= 37, ;@ij(v)'f(ez‘)ﬁ(ej)%}

Ve Zg( vei €)k(ei)r(ej)00 + F072g(Viw, w) (3 + g(w,w)) oa

+b ! (w - Vow + Vow - w) 0q — 507 29(Vyw,w) (w - w) 04

o (3 o) o

k=1
= U, {Vioa+b729(V,w,w) (3+ g(w,w)) o

# 30 20(T o (£ (e xw) e ) |

k=1

O halde agagidaki yardimci teorem elde edilmig olur:
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Yardimei Teorem 4.1.1. V5 ye V5 siraswyla S ve S spinor demetler: tizerin-

deki kovaryant tirevleri belirtsin. VC, = 0 oldugu var sayilsin. Bu durumda

U,(0) =0 €l'(S) veve'(T(M)) olmak tizere,

VSG = W, {VSo+b%g(Vew,w) 3+ glw,w)) o
7
+30729(Vow, w)k (Z (er X w) - ek> a}

k=1

olur.

Ozel olarak, Vi = 0 olsun. Bu durumda, VC, = 0 kosulu, Vw = 0

kosuluna denktir. O halde S iizerindeki kovaryant tiirev
VG =0, (Vo)

olarak elde edilir.

Bu adimda ise; VC, = 0 kosulu altinda S spinor demeti tizerindeki D
Dirac operatorii, S spinor demeti iizerindeki D Dirac operatori cinsinden
ifade edilecektir. Herhangi bir ¥, (¢) = ¢ spinoru i¢in, u = grad(g(w,w)) ve

7 ~
W= Y (ex X w).ex olmak tizere, D Dirac operatorii
k=1

D5 = é%(é}) (vg zf)
= é%(&) oV, {Vga +02g(Vaw,w) 3+ g(w,w)) o
+ 307%g(Vaw, w)k i (er Xw) e |o
RS
= > ¥, o0k(e) {Vga +0%g(Vaw,w) (3 + g(w,w)) o

i=1

+ 307 %9(Vew,w)k <é (e X w) - ek) ‘7}
- e s - (1))

+167130, {k (Co(u) {072 (3 + g(w,w)) o + K (@) o} }
+07230, {g (Vow, w) k(w) {b72 (34 g(w,w)) 0 + k (@) o} }

olarak hesaplanir ve bdylece agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.1.2. V5 ve V° siraswyla S ve S spinor demetlert uzerindeki Levi-

Cwita kovaryant turevler ve VC, = 0 ise, bu durumda herhangi bir
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oc=VY,(0) e T(5) elemans i¢in,

]~

u=grad(g(w,w)) ve W="Y (ep Xw).ex

k=1

olmak tzere, S spinor demeti tizerinde tanimly D Dirac operatori

D& = U, {b2/3DO' + b7 2Bk(w) (Vo) —b72/3 {é/{(ei) (Véixw)a> }}
+167130, {k (Co(u) {072 (3 + g(w,w)) o + Kk (@) o} }
02, (g (0, 0) () 152 (B 4 g(w,0)) 0 + 5 (@) 0}

seklindedir.

Ozel olarak Vi = 0 almirsa,
VC, =0 <= Vw=0

oldugundan, D Dirac operatori

D& = b2y, {DO‘ + k(W) (VEo) — {Z:m(ei) (eriw)a) }}

olur. Eger A sabiti D Dirac operatoriiniin o spinoruna karsilik gelen 6zdegeri

D& = b2y, {/\a + k(w) (Vo) — {Z:/i(ei) (eriw)a) }}

olacagindan, ¥,(0) = o bir ézspinor olmayabilir. O halde D ve D op-
eratorlerinin 6zdegerleri arasinda acikca verilebilen bir iligki yoktur. Yine de,
baz1 kisitlamalar altinda agagidaki ¢ikarsamalar yapilabilir:

Ve =0 ve Vw = 0 olsun. A sabiti D operatériiniin & = U, (o) spinoruna

karsilik gelen 6zdegeri olsun.

D(V,0) = b2, {Da + k(w) (Vo) — {Z/ﬁ(ei) (erixw)a) }}

esitliginden,

No = b2/3 {DU + Kk(w) (Vio) — {Zfi(@i) (V?@ixw)a) }}
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olur. Simdi

Z/@() exwl Zfielxwvs

esitligi kullanilirsa, asagidaki sonug elde edilmis olur:
\ob?/3 — K(w) VS = 61/3214 w(€i)) VS

O halde asagidaki yardimci teorem ifade edilebilir:

Yardimci Teorem 4.1.3. Vo =0 ve Vw = 0 sartlar altinda

7
> 0Pk (Culen) VEo = Mo — k(w) (Vo)

i=1
ifadesini saglayan bir X skaleri ve bir o € I'(S) spinoru oldugu var sayilsin.
Bu durumda X skaleri D operatorinin o = V(o) spinoruna karsilik gelen

ozdegeridir.

SveS spinor demetleri tizerindeki D ve D Dirac operatorleri i¢cin agagidaki
gozlemler yapilabilir:

G5 yapisi paralel iken, I'(.S) te sifirdan farkl paralel spinorlarin varhg bi-
linmektedir [8]. o € I'(S) sifirdan farkh bir paralel spinor olsun. Oncelikle, ¥,
bir izomorfizm oldugundan, & = W, (c) € I'(S) spinoru da sifirdan farkhidir,
Vw = 0 iken, her v vektor alani igin V;E o = U,(V3s) oldugu gosterildiginden,
VS0 = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul, V§5 = 0 olmasidir. Yani S iize-
rindeki sifirdan farkli paralel spinorlar ile S iizerindeki sifirdan farkl paralel
spinorlar arasinda birebir bir egleme vardir.

o € I'(S) spinoru i¢in, Do = 0 ise ya da bir bagka deyisle o € Ker(D) ise,
o spinoruna bir harmonik spinor denir.

(M, g) kompakt bir manifold olmak iizere, sifirdan farkli harmonik spinor-
larin varhgi, metrigin skaler egriliginin pozitif ya da negatif olmasiyla belirlenir.
g metriginin skaler egriligi s sifir ise, M iizerindeki her harmonik spinor pa-
raleldir. Skaler egrilik pozitif ise, bu durumda sifirdan farkli harmonik spinor
yoktur [8]. V¢ = 0 oldugunda, g Ricci-flattir [8]. Buradan skaler egrilik
s = 0’dir. Benzer gekilde %{5 = 0 oldugundan, g metriginin skaler egriligi s

30



da 0’dir. O halde I'(S) ve I'(S) uzaylarinda sifirdan farkli harmonik spinorlar

mevcuttur. Ustelik her harmonik spinor paraleldir.

Tersine agik olarak her paralel spinor harmoniktir. o = ¥, (0) € T'(S)
sifirdan farkli bir harmonik spinor olsun, yani, D& = 0 olsun. Bu durumda,

V& = 0 olur ki, bu da ancak ve ancak Vo = 0 iken miimkiindiir.
7
Do = Zfi(ej)veja
j=1

oldugundan, Do = 0 elde edilir. O halde D& = 0 olmast icin gerek ve yeter

kosul, Do = 0 olmasidir. Buradan

U, (KerD) = Ker(D)
sonucu elde edilir. Yani M kompakt manifoldunun ¢ temel 3-formuna

P=p+wixgp
deformasyonu uygulanirsa, kargilik gelen S ve S spinor demetleri tizerinde ta-
nml D ve D Dirac operatorlerinin ¢ekirdekleri izomorftur.
4.2 Genel Durumda Kovaryant Tiirev

M manifoldu iizerindeki yeni x 2-katl vektor carpimimi yazmak icin

{er, - er}

ortonormal ¢atis1 kullanildiginda, keyfi x, y vektor alanlar: igin
7
sy =35 (R0 )
i=1
oldugundan, g ve ¢; ifadeleri g ve e; cinsinden yazildiginda, b = 1 + g(w,w)
iken,

axy =bPC x x y) + b gz, w)y — b 3g(y,w)x

olarak bulunur. g metrigine kargilik gelen V Levi-Civita kovaryant tiirevi ise
~ 7 ~
i=1
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oldugundan,

7 7
Zg (Veixyxv Z) € = — Zg (veixa Z) € Xy
=1 i=1

esitligi de kullanilarak asagidaki gibi elde edilir:

V.y=V,y+ %A(x, Y).
Burada A tensorii (2,1) tipinde
bAy) = 29(Vyw )t 2oV w)y — 9, 9) Voo — g, 2)V
—2 {0l 9) + 279w, 0)gly,) } grads

1
-3 {g(a:, y) 420" g(z, w)g(y, w)} g(gradb, w)w
7 7
+g(w, )Y g(Vew,yei+g(w,y) > g(Vew, 2)e;

i= i=1

1
+{9(w, 2)g(Vyw,w) + g(w,y)g(Viw, w) } w
+{9(Vow, 2)g9(w,y) + 9(Vuw,y)g(w, 2)} w
—{9(Vyw, z) + g(Vow, y)}w
seklinde verilen simetrik tensordiir.

g metriginin v kovaryant tiirevinin ifadesine bakildiginda, w birim uzun-

lukta bir Killing vektor alani olarak alinirsa, A tensori
2A(z,y) = —g(w,y)Vow — g(w, ) Vyw

olacagindan, v kovaryant tirevi

Voy = V= 5005, 0) Va0 = 9(5,0)V 0}
olarak yazilir. (G5 yapisina sahip herhangi bir 7-boyutlu Riemann manifoldu
tizerinde birim uzunlukta bir Killing vektor alaninin olup olmadigi bilinmemek-
tedir. Ancak bazi 6zel manifoldlar iizerinde (7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlari)
bu tip vektor alanlar: vardir [15]. Ayrica

32, Vw) = g(Cul®), Co(Vyw))
= 272%{29(z, V) — g(w, 2)g(w, V,w)}
= 2728g(z,V,w)
= —4(y, Vow),

oldugundan, w vektor alani g metrigine gore de Killing vektor alandir.
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5 3-SASAKI MANIFOLDLARIN DEFORMASYONLARI

Bu boliimde 7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlar: tizerinde [27]’de verilen

kanonik ve hemen-hemen paralel Gy yapilarin deformasyonlar: incelenecektir.

5.1 Kanonik G, Yapisinin A? Uzayindan Elemanlarla Deformasy-

onlar:

(M, g) T-boyutlu, (&, 1, ¢i)i=1,23 3-Sasaki yapisiyla donatilnug bir 3-Sa-

saki manifoldu ve
1
Fi=nAnAns, Fy= 5(771/\d771+772/\d772+773/\d773)+3771/\772/\773

olmak tizere,

@ = Fy + F5 = n123 — N1as — Nie7 — N246 + 257 — 1347 — 1356

de bu manifold tizerindeki kanonik G4 yapisi olsun. M manifoldunun bir agik
kiimesi tizerinde [27]’de verilen lokal ortonormal {ej,--- ,er} catist segilsin.
Bu catiya kargihik gelen 1-formlarin kiimesi {7y, --- ,n7} olsun. Bu béliimde ¢
temel 3-formu & karakteristik vektor alani ile deforme edilerek sinif degigimleri

incelenecektir.

Teorem 5.1.1. (M,qg) 7-boyutlu bir 3-Sasaki manifoldu, i = 1,2,3 olmak
tizere (&,m;, ¢;) tglileri bu manifoldun 3-Sasaki yapisi ve ¢ de bu manifold
tzerindeki kanonik Go yapisi olsun. ¢ temel 3-formu & ile ¢ = ¢ + &a % @
seklinde deforme edilsin. Bu durumda yeni o Gy yapist en genis sinaf olan W

sinafina aittir.

Kanit. Deforme edilmis yeni ¢ = ¢ + & 1% ¢ 3-formu

@ = s Adm+ S Adnp + ing Adng + 4o
—3n3 Adn + 3m2 A digs

olarak bulunur. [27]’de verilen 1-formlarin {ny,--- , 77} kiimesi kullamldiginda

© = M23 — Mas — Me7 — M2a6 + N2s7 — N3z

—1356 — 1357 1+ M346 — M256 — T)247-
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Oncelikle (M, g) manifoldunun ait oldugu simf belirlenecektir:

dp = dp — d(x(m N ¢))

ve

1 1
*(m A @) = 5773 A dny — 5772 A dns

oldugundan, d * (n; A ¢) = 0 ’dir ve bdylece
¢ 3-formunun dig tiirevi

dp = —4n2a7 — 4M2s6 + 411346 — 411357 — 4M2345 — 412367 + 1204567

oldugundan, dp # 0’dir. Cizelge (3.1)’deki tanimlama bagintilarina bakildigin-
da, M ¢ P ve M ¢ W, oldugu goriiliir.

a 1-formu M manifoldu iizerinde dp = a A ¢ kogulunu saglayan bir
1-form olsun. Lokal olarak a; € C*°(M) olmak iizere, a« = > a;m; seklinde

yazilabildiginden,

aNQ = —0yN23s — As5N1235 — Q6N1236 — A771237 T Q2M)1245 — Q1711246
—  qMi247 — Q1M1256 + 1M1257 + Qel1267 + Q371345 + Q111346
— Q11347 — Q11356 — Q171357 + Q3M1367 + Q6T)1456 T Q771457

auMaer + siser + (2 + i) nagas + (03 — 2)azar

(a3 — o)Masse — (2 + a3)nossr + (g — as)Noase — (v + @) 12as57

+ o+

(a7 — ag)n2aer + (6 + a7)Maser + (a + a5)N3a56 + (g — Qi5)M3as7

— (a6 + ar)nsaer + (a7 — o) 3567

olur. dp ve a A p 4-formlarimin 7,946 ve 11247 terimlerinin katsayilar: kargilagti-
rilirsa, dp 4-formunda 7246 teriminin katsayisi 0 iken, a A ¢ 4-formunda ayni
terimin katsayist —ay’dir. dp = a A ¢ olmasi i¢in, ay = 0 olmalidir. Fakat dp
4-formunda 7,947 teriminin katsayis1 —4 iken, a A ¢ ’da ayni terimin katsayisi
—aq’dir. Buradan ise a; = 4 bulunur, ancak bu ifade o; = 0 olmasiyla celigir.
O halde dp = a A ¢ kogulunu saglayan « 1-formu lokal olarak bile yoktur. Bu
nedenle M ¢ W, ve M ¢ W, @ W), tiir.
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d@//\& = 367]1234567 7& 0 e§itliginden ]/\7[/ §é Wg, J/\Z §é WQ@W:}, ]/\7[/ §é Wg@W4
ve M ¢ Wa @ W5 @ Wy olur.

¢ 3-formunun Hodge-star operatorii

P = 27V (&) + ok (E0p)}
= 27V30kp — A+ (A x(m A )}
= 273 {gdn A dny + Fydi A di + 57dns A dns
+%7723 Adny — %7713 A dnz + %7712 A dns
—35m2 A dny — 3ms A dns + *Fy

yerel olarak

*p = 271/3{771246 — Th247 — 256 — M1257 + 7346 + 71347
—T1356 — 357 — 272345 — 272367 + 27as67 }
seklinde yazilabilir. Sifirdan farkh bir & sabiti i¢in dp = k*@ oldugu varsayilirsa,

173 celigkisi elde

dp ve *@ 4-formlarindaki 1246 teriminin katsayilarimdan 0 = 2~
edilir. Bu celigskiden ¢ G5 yapis1 W, ve W; & W, simiflarinda olamaz.

*@ 4-formunun dig tiirevinin lokal ifadesi

A% = 253114567 — 25 1agas — 2%P 110367 # 0

oldugundan, M manifoldu Wi @& Wiy sinifinda da olamaz.

M dizerinde dxp = 5 A\ *@ olacak sekilde bir 5 1-formu varsa, 8; € C*°(M)
olmak tizere, § = > f;n; seklinde yazilip, 5 A %@ 5-formu lokal olarak hesap-
landiginda, dx@ = SA*@ esitligi gbz oniine alinarak, 112345 ve N14567 terimlerinin
katsayilarindan 8, = 2 ve 5y = 4 ¢eligkisine varilir. Buradan M ¢ W, eWw,
ve M ¢ W1 & Wi @ W, bulunur.

M Hizerinde dp = o A ¢ + f*@ olacak sekilde bir o 1-formunun ve f fonk-
siyonunun oldugu kabul edilsin. « lokal koordinatlarda «; € C°°(M) igin,
a = > a;n; olarak yazilir ve dp ile a A ¢ + fxp 4-formlarinda 11946 ve 71247

terimlerinin katsayilar1 karsilagtirilirsa,
0=— +23fve —4=—ay —273f
bulunur. Buradan a; = 2 ve f = 243 olur. 1567 teriminin katsayilari

karsilagtirldiginda ise f # 243 olur. O halde M ¢ W, & W, & W), tiir.
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Ayrica
AP NG = =2 nynus67

ifadesi sifirdan farkli oldugundan, M manifoldu Wi & W,y @& Ws smifina da
dahil olamaz.
Sonug olarak (M, g) manifoldu G5 simflarinin tanimlama bagitilarim lokal

olarak bile saglamadigindan, bu manifold W sinifindandir. ]

Ayrica & vektor alani g metrigine gore de Killing vektor alani oldugundan,
© = p+& %@ deformasyonu Gy yapisina sahip 7-boyutlu, trivial olmayan bir
Killing vektor alanina sahip bir manifold 6rnegi olusturmaktadir. Ek olarak,
0=+ &axp ve p = ¢+ & * ¢ deformasyonlar ile de benzer sekilde en
genig sinifa ait manifold ornekleri verilebilir.

Bu adimda
P=p+&axp

deformasyonu ile elde edilen (M,q) manifoldunun spinor demeti tizerindeki
Dirac operatori D ile, (M, g) manifoldunun spinor demeti iizerindeki D Dirac
operatorii arasindaki iligki incelenecektir. Bunun i¢in, oncelikle dig tiirevin
tanimi kullanilarak [27]’de verilen {ey, - - - , e7} ortonormal gatisi i¢in agagidaki

esitlikler lokal olarak ifade edilebilir:
i=1,2,3vej=4,56,7icin, [e;, e;] =0,
[617 62] = 2637 [617 63} = _2627 [627 63] = 2617
[647 65] == 2617 [647 66] == 2627 [647 67] == 2637
les, es] = 2es3, [e5,e7] = —2eq, [es, 7] = 2€1.

Kozsul formulunden ise lokal olarak

Vel.ej = —Vejez-,
Ve ea = €3,V e3 = —€3, Ve ey = €5, Ve 65 = —€4, Ve €6 = €7, Ve, €7 = —ég,
Ve2€3 = €1, V6264 = €6, Ve2€5 = —ér, Ve2€6 = —€y4, Ve2€7 = €5,
Veses = €7, Veses = €6, V€6 = —€5, V€7 = —éy,
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V64€5 = €1, ve466 = €2, v6467 = é3,
ve566 = €3, ve5e7 = —€y, V8667 = €1

bulunur. © = @ + &1 % ¢ deformasyonu ile elde edilen g metriginin V Levi-
Civita kovaryant tiirevinin, herhangi bir v vektor alani ve e; ¢at1 elemani igin,

lokal ifadesi

Ve = Ve — %{g(v, e1)Veer +g(€, e)Voer}
= 2_2/3vv€i - 2_2/3vv(ei X 61)
—2_5/39(1), 61>V€1‘61 + 2—5/39(1)’ 61>V€i><51€1

ve

Ce, (61,%}) = 27'V,e; — 27V, (e; x €1) — 27%g(v, 1)V, e1
+272g(v, €1)Ve,xere1 + 27HVyes) X e1 — 271V, (e; X €1)) X e
—27%g(v,e1)(Ve,e1) X 1 +272g(v, €1)(Vexe 1) X €1

oldugundan, spinor demeti iizerindeki kovaryant tiirevin lokal ifadesindeki

wij(v) = g(Voei, €;)
terimi agagidaki gibidir:

wiz(v) = 279(Veei,e5) —271g(Vo(es x e1), ;) — 272g(v, e1)g(Ve,en, €5)
+272g(v,€1)9(Ve,xe, €1, €5) +271g((Voe;) X €1, €5)
—271g((Vu(ei x e1)) X e1,e5) — 27%g(v, e1)g((Ve,en) X er, ;)
27%9(v,€1)g((Veixe €1) X €1, €5).

S spinor demeti tizerindeki D Dirac operatoriinii hesaplamak icin, taban ele-

manlariin 2-katli vektor ¢arpimi degerleri de kullanilacaktir:

€1 X€g = €3,61 Xe3 = —€9,61 Xy = —€5,€1 X5 = €4,€61 X€g = —e€7,e1 Xy = €4,
€9 X €3 = €1,69 X €4 = —€g,E2 X €5 = €7,€9 X € = €4, €9 X €7 = —€5,
€3 X €4 = —e€7,3 X €5 = —€g,€3 X €g = €5,€3 X €7 = €4,
eq X 5 = —€1,4 X €g = —€9,€64 X €7 = —€3,
€5 X g = —€3,€5 X €7 = €9,
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€g X €7 = —e€1.

Herhangi bir ¥, (o) = & spinoru i¢in D Dirac operatérii
~ 7 -
D5 = Y@ (VEs)
i=1

_ 2_11/3\1161 { > 9(Ve,eéi, ej)H(ek-ei-ej)U}

ik

42713, {k (€i-er-(Vepxe €:) + €. (Ve (e; X €1))
ik

—€i.e-(Veyxe, (€ X €1)) = eer.(Ve,es) X €1

te;.65. (Ve xer€i) X €1 + ei.e;.(Ve, (e; X e1)) X e;

—€;.6. (Ve xe (€ X €1)) X 1) 0}

+2713Y W, {k (e1.€.(Veyei) — 1.6 (Ve (€5 X €1))

—e1.¢;.(Ve,e1) + €1.6,.(Ve,xe, €1) + €1.€;.(Ve,€i) X e
—e1.6;.(Ve, (€, X €1)) X eg —e1.€;,.(Ve,e1) X €3
+e1.6;.(Ve,xe, €1) X €1) 0}

olarak hesaplanir. Daha once verilen taban elemanlarimin kovaryant tirevleri

ve 2-kath vektor carpimlart kullanilirsa,

Ds = 211/3\If61{Zg(Vekei,ej)m(ek.ei.ej)a}
ik

427130, {14k(e1.e9.63)0 + 14k (ey.e4.05)0 + 14k(er.e6.67)0
—14k(eg.e4.66)0 + 12k (eg.€4.€7)0 + 12K (e0.€5.€6)0
+14k(eq.e5.67)0 — 12K(e3.€4.66)0 — 14K (e3.e4.€7)0
+12k(e3.e5.7)0 — 14k(es.e5.65)0 }

olur. Ayrica

4Do = 3 g(Ve.ei ej)k(ex.e;.ej)0

ijik
= 6{ej.e9.63+ ej.eq4.65+ €1.€5.67 + €3.€4.64
—eg.€5.67 + €3.€4.67 + €3.€5.64}
oldugundan, D Dirac operatori global olarak
D& = 273, {Y¥Dq + I (ny A dns + 3 A dn

+4ny A Amg) + 2d(na Ang)o}
(27%3.3) e, {Da} + (2723 7)We, {k (9 — 2mmas) o}
+(2782.3) W, {k (d(m2 A ) o}

38



seklinde elde edilir.

5.2 Hemen-Hemen Paralel G; Yapisimin A2 Uzayindan Eleman-

larla Deformasyonu

(M, g) T-boyutlu, (&, ni, ¢i)i=1.23 3-Sasaki yapisiyla donatilmig ve Boliim
(3.4)’te verilen ¢; hemen-hemen paralel Gy yapisina sahip bir 3-Sasaki mani-

foldu olsun. M manifoldunun bir acik kiimesi iizerinde [27])’deki 6zelliklere sa-

hip {ey,- -, e7} ortonormal ¢atisi segilsin ve bu gatiya kargilik gelen 1-formlar
kiimesi {7y, -+ ,n7} olsun. Caligmanin bu kisminda hemen-hemen paralel
1 1 1
Y1= 5 Adm — 5 A dny — 53 A dns

temel 3-formu &1, &, &3 Killing vektor alanlar: ile deforme edilerek G yapilarin

nasil degistigi incelenecektir.

Teorem 5.2.1. (M, g) 7-boyutlu, i = 1,2,3 olmak tzere (&,m;, ¢;) 3-Sasaki
yapsina sahip bir 3-Sasaki manifoldu ve ¢y de bu manifold tzerindeki hemen-
hemen paralel Gy yapisy olsun. ¢y temel 3-formu & ile ©1 = @1 + &1 % 1
seklinde deforme edilsin. Bu durumda yeni @1 G yapisinin sinifs Wi SWo@ Wy
olur. Eger oy 3-formu & veya &3 ile deforme edilirse, yeni Gy yapilar YWy & Ws

sinafindandr.

Kamt. 1k olarak ¢, temel 3-formunun & ile deformasyonu ele alinacaktir.

Yeni ¢1 = 1 + & 1% 1 3-formu

1

1 1 1 1
01 =—-1 ANdny — = Adno — =13 N d —ma Adng — =no A d
Y1 2771 m 2772 2 2773 N3 + 2773 Up 2772 UED

oldugundan, [27]’de verilen lokal gatiya gore

Y1 = M23 — Nas — Me7 + N246 — T2s57 + 7347
+M356 + 357 — N346 1 N256 + 7247-

M := (M, g) manifoldunun ait oldugu simf incelenecek olursa,

dpy = dpy — d(x(n1 A 1))
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ve

1 1
*(m A1) = —5773 A dng + 5772 A dng, d(x(m Ay)) =0

oldugundan, dp; = dy,’dir. dp; 4-formu lokal koordinatlarda

dor = 4{—m2ar — Mase + Misa6 — M35t + Nasas + Neser — Naser ) -

dg, # 0 oldugundan, M manifoldu P ve W, smiflarna ait degildir.
M manifoldu {izerinde dp; = a A ¢ esitligini saglayan bir « 1-formunun
oldugu varsayildiginda, «; € C*°(M) igin, lokal koordinatlarda o = > a;n;

olmak iizere,

@ N Pr=—0uT231 — Q5N1235 — Q671236 — Q771237 + Q2M1245 + A1 T1246
TOM1247 + Q1256 — Q1f)i257 + Q21267 + Q371345 — (17]1346
+tanizar + Q1h3se + Q11357 + 371367 + Q671456 + 771457
+auniaer + asMiser — (o + 3)no3as + (2 — 3)70347
+(ar2 — a3)nasse + (2 + 3)Mass7 + (5 — g)Naase + (g + Qis)M2as7
+(ag — ar)maaer — (a6 + a7)maser — (Qa + a5)M3as6 + (5 — Q) M3a57

+(ag + a7)nzaer + (a6 — a7)M3567

olarak hesaplanir. dp; ve o A @1 4-formlarimin 7,345 teriminin katsayilar:
kargilagtirildiginda 4 = 0 celigkisinden M ¢ W, ve M ¢ Wy & Wy olur.

1 4-formunun g metrigine gore * Hodge-star operatorii

ko1 = 273 ko 4 (Erax 1) + G (Erap1)}
= 2730k —m A pr +x(m A x(m A xgr)) )
= 273 —Ldn, Admy + Ldno A dnp + L A dns
+2 % 1123 4+ 372 A dn2 + 3ms A dis}

olur. Bu formun lokal koordinatlardaki ifadesi ise

*pp = 2_1/3{_771246 + N1247 + Ni256 + N1257 — 71346 — 11347
—M1356 + 357 — 202345 — 22367 + 27ap67 ) -

Sifirdan farkl bir k sabiti i¢in dg, = k*@; olsun. dp; ve k*g, 4-formlarmin

N1256 Ve NMaser terimlerinin katsayilar: karsilagtirilirsa, sirasiyla

—4 =278k ve — 4 =223k
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olur ki bu bir celigkidir. Boylece W, ve W; & W, siniflar1 da elenmis olur.

*@1 4-formunun dig tiirevi

C[#:S,b/l == 2_1/3{%7]2 A d?’]l VAN d’f]g - %7]1 A d772 VAN dT]g
+ins Adm A dns — S A dns A dns}

olup, lokal koordinatlarda
C[’E% = 25/37712345 + 25/37712367 - 28/37)14567

ifadesi sifirdan farklidir.
B, M manifoldu tizerinde dxp; = 5 A*@; esitligini saglayan bir 1-form ise,
B =>" Bim; olmak iizere,

2188 NFp= —2B1mazas + (B2 — B3)masas + (B2 + Bs)masar + (B2 + Bs)mizsse
+(B3 — Ba)masst — 281maser + (Ba + Bs)maase + (81 — Bs)maasr
~(B6+B7)maast + (87— Bs)maser + (Bs — Ba)Mzase + (Ba+ B85 ) 1izas
+(Bs — Br)maaer — (Bs + Br)maser + 281M1as67 — 286723456
—207m23457 — 284723467 — 25723567 + 202724567 + 203734567

oldugundan, 2'/3d%3; ve 238 A%3; 5-formlarinin 119345 Ve 11567 terimlerinin
katsayilar1 karsilagtirihirsa 8 = —2 ve 31 = —4 celigkisi elde edilir. Bundan
dolay1 dxp; = B A *@; esitligini saglayan bir $ 1-formu bulunamaz. O halde
M ¢ W) & Wy tiir.

a= =2 ve f=—2%3 almirsa, dp; = a A $, + f*p; esitliginin saglandig
goriiliir. O halde M manifoldunun ait oldugu smif W; & Wy & Wy'tiir.

@1 temel 3-formu &, Killing vektorii ile deforme edildiginde ise, yeni

01 =1+ &ax

3-formu

1

Pr=gm Adn — 5" N dng — 53 Ndnz + 5 Adm + o' A dn,

lokal koordinatlarda

©1 = M2z — Nds — M6t + Noae — Nas7 + Naar

+1356 — 71345 — 7367 — M147 — 1156
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olarak hesaplanir. *@; 4-formu da
o1 = 273k 4 #(Ea k1) + Eaax (Coupr)}
273k —my A o1 + % (2 A k(2 A xpr))}

seklinde yazilabilir.

1 1 1
*Q) = —gdm Ndn + gdﬁz N dng + gdﬁs A dns,

1
Mo N1 = de A dnjs

ve

1
#(im A x( A xpr)) = odi A dnp
egitliklerinden, d*@; = 0’dir. O halde yeni G5 yapist P, Wy, W5 veya W; & Ws
simifindandir. ¢ 4-formunun dig tiirevi

- 1 1 1
d@l — §dn1 A d771 — 5(1772 A\ dng — §d773 A\ dng + d771 A d773.

Lokal koordinatlarda
d@ = 4{771245 — Mi247 T M267 — MN1256 T N1346 — 71357
+12345 + Tzar + T23s6 + N2ser — Nas67 ) -

dpy # 0 oldugundan P simifi elenir.
Sifirdan farkli bir & sabiti i¢in dp, = kx@; olsun. @ 3-formunun Hodge-

starl
®py = 273 —Ldn Adn + Ldny A dny + 2dns A ds

_}Ldnl A d773 + %dng AN d?]g},
lokal kartlarda

1951 = 2_1/3{—7)1245 + M247 + Mi2se — Ni267 — 2M1346 + 211357

—12345 — 12347 — M2356 — M2367 + 2774567}

oldugundan, dp, ve k*xp; 4-formlarmin 7,945 ve 11346 terimlerinin katsayilar:

kargilagtirilirsa, sirasiyla
4= -2k ve 4 = —22/%

elde edilir ve boylelikle W, sinifi da elenir.
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dpr AN @1 = —44 mogaser # 0 oldugundan, M ¢ Wjy'tliir. O halde M
manifoldu W; @ W5 siifinin elemanidar.

Son olarak ¢; temel 3-formu &3 ile deforme edilsin. Yeni

01 =¢1+ &% ¢

3-formu

1

1 1 1 1
01 = - ANdn — =no ANdne — =n3 Adns — =1 Adny — =1 A d
®1 2771 m 2772 T2 2773 UE; 2772 T 2771 72,

lokal koordinatlarda
Q1 = Mi23 — M5 — Nie7 + N2a6 — Nas7 + 347
+M356 + M267 + M2as — N157 + N146-

*@ 4-formu hesaplanacak olursa,

*p1 = 2730w + #(&ux 1) + &0k (S091)}
2713 k1 — 3 A o1 4 %(ng3 A *(13 A k1)) )

1 1 1
k1 = —ngh Ndny + ngD N dng + gdnf’) A dns,

1
N3 N\ = —de A dny

ve

1
*(n5 A\ *(n3 A xpr)) = gdng A dns

egitliklerinden dxp; = 0 bulunur. O halde yeni G yapis1t P, Wi, Wi, Wi &Ws

simiflarindan birine aittir. ¢; 4-formunun dig tiirevi
-1 1 1
dipl = 561771 A d??l — §d772 VAN d?]g — §d773 VAN d773 — d?h N d??g,
lokal koordinatlarda ise

dpr = A —1i247 — Mase + M3as + M3a6 — Mss7 + M3er
12345 — M2346 + M2357 + M2367 — Naser }-
dpy # 0 ifadesinden P sinifi elenir.
Sifirdan farkl bir k& sabiti i¢in dp; = kxp; olsun.

gy = 27Y3{—Ldm Ndny + dno A dnp + Ldns A dns
+élld771 A d772 + édng A d?]g},
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lokal koordinatlarda

*Qp = 2_1/3{2771247 + 211256 — 11345 — N1346 + 71357 — 1367
—12345 + 2346 — 72357 — T2367 + 274567}

oldugundan, dp; ve k*xp; 4-formlarimin 7,947 ve 11357 terimlerinin katsayilar:

kargilagtirilirsa,

4= 928k ve 4 = 273

celigkisine varilarak W, sinifi da elenir.

dpr N 91 = —44 magaser # 0 ifadesinden ise M ¢ Ws oldugu goriiliir. O
halde M manifoldu W; @ Ws sinifinin elemanidir.

Sonug olarak, 7-boyutlu bir 3-Sasaki manifoldu iizerinde ¢; hemen-hemen
paralel G5 yapisi, 3-Sasaki yapisinin &, &, &3 karakteristik vektor alanlar ile
deforme edilirse, yeni G5 yapilar sirasiyla Wy @ Wo @ Wy, Wi & W5 ve W) G Ws

simifinin elemanlar: olurlar. O]

Benzer sekilde, s (sirasiyla 3) temel 3-formu &; ve &3 (sirasiyla & and &)
ile deforme edilirse, W, ®W; siifindan yeni G5 yapilari elde edilir. 5 (sirasiyla
v3) temel 3-formu & (sirasiyla &3) ile deforme edildiginde ise, ¢ = 2,3 igin,
a = —2n; ve f = —2%3 olmak iizere, dp; = a A §; + f*; esitligini gercekleyen
Wi & W, & W, siifindan yeni (G5 yapilari inga edilir.
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6 YENI G, YAPILARI

Bu béliimde 7-boyutlu, (&, 7, ¢i)i=123, 3-Sasaki yapisiyla donatilmig
bir M 3-Sasaki manifoldu tizerinde G» yapilar ifade edilmistir. Ik alt boliimde

a, b, ¢, f € R olmak tizere,
am Adn +bn ANdny +cn3 Adnz 4 fon Ana A

tipinden bir 3-form ele alinmig, bu 3-formun manifold tizerinde G5 yap1 vermesi
icin gerek ve yeter kosullar verilmistir. Boyle bir 3-formun G5 yap1 vermesi igin
gerek ve yeter kogul, bu 3-formun [27]'de inga edilen kanonik G, yapisi veya
hemen-hemen paralel G5 yapilardan biri olmasidir. Ikinci alt bolitmde ise M

tizerinde a, b, ¢, d, e, f, h € R olmak tizere,
adn Ang+bn Adny+cdn Ans+dmn Adns+e dna Anz+ f n2 Adnz + h ni23

lineer toplami ele alinarak, yeni G5 yapilar verilmistir. Takip eden boliimde bu
G5 yapilarin ait olduklar1 siniflar belirlenmigtir. Son iki alt boliimde ise yeni
G, yapilara bazi deformasyonlar uygulanarak, deforme edilmis 3-formlarin sinif

degisimleri incelenmigtir.

6.1 Kanonik ve Hemen-Hemen Paralel GG, Yapilarin Ifadesi

(M, g) 7-boyutlu bir 3-Sasaki manifoldu ve (&, 1;, ¢i)a=123 bu manifoldun

3-Sasaki yapist olsun. M iizerinde a, b, ¢, f € R olmak tizere,
o =amAdn+bnAdn+cns Adns+ fin Anz A (6.1)

3-formu ele alinsin. Bu 3-formun M iizerinde bir Gy yapr vermesi igin,

x,y € I'(T'M) olmak iizere,

(zap) A (yap) A = 6g9(x,y)dyor (6.2)
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esitligi saglanmalidir. Manifoldun agik bir kiimesinde, [27)’de verilen 6zelliklere

sahip {ej,- - ,e;} ortonormal gatisi se¢ilsin. Bu durumda,

era @) Ny = 24a*(=2(a+b+c) + f) Mmasaser,
eaa0) N = —240*(2(a+ b+ c) — f) Ni23a567,
ess ) Ao = —24c*(2(a+b+c) — f) Mmazuser,
ess o) N = 48abc Mmoazaser,

) A (e1s )
) A (€20 )
) A (ess )
) A (€41 )

(es5 p) A (€50 0) N = 48abc Miasaser,
) A (esa @) N = 48abe mizzaser,
)N (era ) N = 48abc mizzaser,
) A (e )

Ne = 0, 1#]
oldugundan, (6.2) esitligi kullanilirsa; ¢ 3-formunun M fiizerinde bir G5 yap1

vermesi i¢in gerek ve yeter kosul, a,b,c, f € R katsayilar1 arasinda asagidaki

iligkilerin olmasidir:

a*(=2(a+bt+ec)+f) = 4,
P (=2a+b+c)+f) = 1,
A(20@+bteo)+f) = 1,

abc = %

Bu denklem sisteminin ¢oztimleri
l.a=1/2,b=1/2,c=1/2, f =4,
2.a=1/2,b=-1/2,¢=-1/2, f =0,
3.a=-1/2,b=1/2,¢c=-1/2, f =0,
4. a=-1/2,b=—-1/2,c=1/2, f =0

olarak bulunur. Buradan

1 1 1
1= zm ANdn + zna Adna + =n3 Adns + 4 A g Ans,

2 2 2
= 1 Ad 1 Ad 1 Ad
P2 = 2771 T 2772 2 2773 13,
1 1 1
Y3 = —5771 A dn + 5772 A dny — 5773 A dns,
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1

1 1
Pe=—5m Adn — 37 A dny + s A dns

temel 3-formlar elde edilir. ¢y 3-formu [27]'de verilen M {izerindeki kanonik
G yapisidir ve Wy @ Ws siifindadir (cocalibrated). Diger 3-formlar ise yine
[27]’de Killing spinorlar1 tarafindan iiretilen, W, smifina ait (hemen-hemen

paralel) Go yapilardir.

6.2 Yeni GG, Yapilar
(M, g) T-boyutlu, (&, 1, ¢i)i=123 3-Sasaki yapisina sahip bir 3-Sasaki

manifoldu olsun. M fizerinde a, b, c,d, e, f, h € R olmak tizere,

©=adnAna+bn Adns+cdn Ans+d i Adns+e dna Ans+ f na Adns+h 1123

(6.3)
3-formu ele alinsin. Bu 3-formun M iizerinde bir Gy yapr vermesi igin,
xz,y € I'(T'M) olmak fizere, (6.2) esitligi saglanmalidir. Manifoldun agk
bir kiimesinde, [27]’de verilen Ozelliklere sahip {ej,--- ,e;} ortonormal gatist

secilsin. Bu catiya gore ¢ 3-formunun lokal ifadesi

© = —2a Nas — 2a Nae7 — 2b Niae + 20 M5y — 2¢ N345 — 2¢ N3e7

—2d Ma7 — 2d Mise — 2€ N3a6 + 2€ N3s7 — 2f Noar — 2f Nose + I Ni23

kullanildiginda,
(e10 ) A (12 @) Ao = 24h(D* + d°) Miasaser

(€21 ) A (€20 @) A = 24h(a® + f?) masaser
(e30 ©) A (€31 ) A = 24h(c* + €7) Tasaser
(e4a @) A (eqa ©) A = 48(ade + bef) Miozaser
(es1 ) A (€50 ) Ao = 48(ade + bef) Mizzaser
(e6a @) A (egu @) N\ @ = 48(ade + bef) masaser

(e72 ) A (e70 @) A = 48(ade + bef) miagaser
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(e10 @) A (€24 ¢) A = 24df h i2zas67
(e10 ) A (30 ) A o = 24beh mi23as67
(€21 ) A (€31 ) A p = 24ach Migzaser
ve diger durumlarda
(i1 @) A(ejap) N =0
oldugundan, (6.2) esitligi gbz 6niine alinarak, ¢ 3-formunun M iizerinde bir G

yap1 vermesi i¢in gerek ve yeter kosul, a, b, ¢, d, e, f, h € R katsayilar1 arasinda

asagidaki iligkilerin olmasidir:

1

h(b* 4+ d*) = =,
4

1

h(a2+f2) =
4

1

2 2y _ 1+
h(c+¢€*) = T
dfh = 0,

beh = 0,

ach = 0,
ade + bef = E
= 3

Bu denklem sisteminin ¢oziimleri ve ¢oziimlere karsilik inga edilen yeni Go

yapilar su sekildedir:
l.a=d=e=0,h=1

(a) b=1/2, c=1/2, f =1/2,
901=%U1Ad772+%d771A773+%772/\d7]3+ 123
(b) b=—1/2, c=—1/2, f =1/2,
@2 = —5 m Adny — 5 dgpu Ans+ 5 m2 Adns + 1123
(€) b=—1/2,c=1/2, f = —1/2,
o3 =—3 mAdp+ 5 dnAns—5nAdns+ mios
(d) b=1/2, c= —1/2, f = —1/2,
Ca=3SmAdp—3dnAns— 3 Adns+ mos
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(a) a=1/2,d=1/2, e =1/2,

@5 =3 dp Ana 45 m Adns + 5 dip Az + s
(b) a=—1/2,d=—1/2, e = 1/2,

@6 = —5 dpu Ay — 5 i Adns + 5 dng A+ 1123
(€) a=—-1/2,d=1/2, ¢ = —1/2,

7 =—5 dp Ama+ 5 m Adng — 5 dp Az + 1123
(d) a=1/2,d=—1/2, e = —1/2,

@s =5 dp Ay — 5 m Adns — 5 dng Az + s

6.3 Yeni GG, Yapilarin Smiflandirilmasi

Bu bélimde Béliim (6.2)’de elde edilen, i = 1, - -+ , 8 olmak iizere, yeni ¢;
3-formlarinin ait olduklar1 simiflar belirlenecektir. Bundan sonraki hesaplarda

[27]’de verilen ortonormal 1-formlarimm {n,--- ,n;} kiimesi kullamlacaktir.

Teorem 6.3.1. Bdlim (6.2)°de elde edilen i = 1,---,8 i¢in, p; 3-formlar,

G yapilarin en genis sinify olan W sinafindadar.

Kanit. ¢y 3-formunun simiflandirilmast:

1

1 1
§01=§771/\d772+§d771/\773+§772/\d773+ 123

icin

1 1 1
dpy = édTh A dng + §d771 A dnz + §d772 A dnz +dny A ez — iz A dna + iz A dns

oldugundan, lokal koordinatlarda

d901 = 2 {771245 + M1246 — N1247 — MN1256 — N1257 + M1267
—M1345 + 1346 — 1347 — M356 — 11357 — 71367

—1)2345 + T23a6 + N23a7 + M2356 — N2ss7 — M2367

bulunur. Secilen ortonormal ¢atida dy; # 0 oldugundan, manifold tizerinde de

dpy # 0 *dir.
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1 3-formunun lokal ifadesi

Y1 = M123 — N146 + Ni57 — N247 — 256 — 345 — 1367-

1 3-formunun Hodge-star1

*Q1 = —MN1245 — N1267 T N1347 T N1356 — N2346 T N2357 1 N4s67

olarak bulunur. Global olarak ise

1 1 1
X = 57712 A d?’]l — 57’]13 A d773 + 57723 A an + *7)123-

dpy ve xp;y kargilagtirilirsa, dpy = k * ¢ olacak sekilde sifirdan farkl bir &
sabitinin olamayacag1 gortlir.

M iizerinde dp; = a A ¢; olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak a = ) a;m; olarak yazlabilir. dp; ve o A ¢y formlarimin
1245 teriminin katsayilar1 karsilagtirildiginda 0 = 2 geligkisine varilir. O halde
boyle bir v 1-formu yoktur.

Buna ek olarak, lokal koordinatlarda dy; A 1 = —1211934567 7# 0 'dir.

x(py 4-formunun dig tiirevi

1
d*§01 = 5{7’]2/\(1771/\d7”]1—771/\d771/\d772—773/\d771/\d773

+771 A dng VAN d’l’]3 + N3 A d??g N d?’]g — N2 VAN dT]Q N d’)]g}

olarak hesaplanir. d * ¢ 5-formunun lokal ifadesi

d * Y1 = 2 {—7712345 — M12346 — M12347 — 12356 + 112357 — 7712367}

+4 {14567 + Noase7 + N3a567}

oldugundan d * @1 # 0 ’duir.

M manifoldu tizerinde d x o1 = [ A x¢p; olacak sekilde bir g 1-formu
var olsun. Bu durumda g 1-formu, 8; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak
B = > Bin; seklinde yazilabilir. d * @1 ve 8 A xp; b-formlarimn sirasiyla 12357
ve Nias67 terimlerinin katsayilar karsilagtirihirsa, §1 = 2 ve 51 = 4 elde edilir,
bu da bir geligkidir. O halde d * ¢; = 8 A *xp; olacak sekilde bir g 1-formu
yoktur.
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M manifoldu tizerinde dp; = a A ¢1 + f * 1 olacak sekilde a 1-formu ve
f fonksiyonu var olsun. Bu durumda a; € C*°(M) olmak {izere, lokal olarak
a = > a;n; yazildiginda, dgy ve a A g + f * 1 4-formlarinin sirasiyla ny945 ve

Nus67 terimlerinin katsayilar: karsilagtirilirsa,
f=—2ve f=0

elde edilir, bu da bir geligkidir. O halde manifold tizerinde dp; = aAp+ f*p;
olacak sekilde o 1-formu ve f fonksiyonu yoktur.

Ayrica

xdpy N\ 1 = 8{—124567 + M34567 — N234567

oldugundan, xdp; A w1 # 0 ’dir.  Sonug olarak ¢ 3-formu G5 yapilarin
tanimlama bagintilarindan hicbirini saglamadigindan, en genig sinif olan W
sinifindadr.

9 3-formunun siiflandirilmasi:

1 1 1
P2 = ) 771/\d772—§ d771/\773+§ N2 A dns + Mia3
icin

1 1 1
dpy = —§d771 Adng — §d771 Adns+ §d772 Adns+dm Anaz —ma Adnz +ma2 Adns

oldugundan, lokal koordinatlarda

dps = 2 {—771245 + M1246 — M1247 — M256 — 257 — 1267
+11345 + M1346 — M1347 — T3s6 — T3s7 + M1367

—12345 — 12346 — 12347 — 12356 + 12357 — 1)2367 }

bulunur. Secilen ortonormal ¢atida dypy # 0 oldugundan, manifold iizerinde de
dpy # 0 *dir.

9 3-formunun lokal ifadesi

Y2 = M123 + MN1a6 — MNi57 — N247 — N256 T 1345 + N367-

9 3-formunun Hodge-star1

*Po = M1245 + N1267 + 1347 + 71356 T 7)2346 — M2357 + N4567
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olarak bulunur. Global olarak ise

1 1 1
*QPg = —57712 Adn — 57713 A dnz — 57723 A dna + *1)123.

dps ve *xps kargilagtirilirsa, dps = k * g olacak gekilde sifirdan farkh bir &
sabitinin olamayacag1 goriiliir.

M iizerinde dys = a A ¢y olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak o = > aym; olarak yazlabilir. Lokal koordinatlarda dys
ve a A g formlarimin 7s346 teriminin katsayilar1 kargilagtirildiginda —2 = 0
celigkisine varilir. O halde boyle bir a 1-formu yoktur.

Buna ek olarak, lokal koordinatlarda dyps A g = —1211934567 7# 0 'dir.

x(py 4-formunun dig tiirevi

1
d*py = 5{—7]2/\65771/\61771‘1‘771/\d771/\d772—773/\d771/\d773

+m Adnz Adng —n3 Adng A dna 412 A dng A dns}

olarak hesaplanir. d * py 5-formunun lokal ifadesi

d* @y = 2{—n12345 + Ni2316 + M2sar + N12356 — M12357 — M12367}

+4 {7714567 — T24567 — 7734567}

oldugundan d * g # 0 ’dir.

M manifoldu tizerinde d * ¢y = [ A %@y olacak gekilde bir 5 1-formu
var olsun. Bu durumda g 1-formu, g; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak
B = > Bim; seklinde yazilabilir. d % @9 ve B A *x¢py 5-formlarimin sirasiyla 112346
ve Nase7 terimlerinin katsayilart kargilagtirihirsa, 51 = 2 ve 51 = 4 elde edilir,
bu da bir geliskidir. O halde d * w3 = 8 A %y olacak sekilde bir g 1-formu
yoktur.

M manifoldu tizerinde dpy = a A ¢y + f * o olacak sekilde a 1-formu ve
f fonksiyonu var olsun. Bu durumda a; € C*°(M) olmak {izere, lokal olarak
a = > a;n; yazildiginda, dgy ve ao A g + f * pg 4-formlarinin sirasiyla ny945 ve

Nas67 terimlerinin katsayilar: karsilagtirilirsa,

f==-2ve f=0
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elde edilir, bu da bir geligkidir. O halde manifold iizerinde dps = a A s+ f* o
olacak gekilde o 1-formu ve f fonksiyonu yoktur.

Ayrica

xdpa N o = 8{N124567 — M134567 — M234567 1

oldugundan, *dpy A o # 0 'dir. Sonug olarak ¢, 3-formu Gy yapilarin
tanimlama bagintilarindan higbirini saglamadigindan, en genig sinif olan W
sinifindadir.

3 3-formunun siiflandirilmasi:

1 1 1
Y3 = 5 ?71/\d772+§ d7]1/\773—§ n2 A dns + 123
icin

1 1 1
dps = —§d771 Adny + §dn1 Adns — §d772 Adnz +dny Anaz —ms Adng +n12 Adns

oldugundan, lokal koordinatlarda

dos = 2{Mous — M2t — M2a7 — Ma2s6 + M2s7 + 267
+11345 + M1346 + M1347 + M1356 — M1357 + M1367

—T2345 — 2346 + 72347 + M23s6 + Nass7 — M2ser )

bulunur. Secilen ortonormal ¢atida dp3 # 0 oldugundan, manifold iizerinde de
dps # 0 dir.

3 3-formunun lokal ifadesi

Y3 = M23 + N4 — Mi57 + N2a7 + N256 — 7345 — N)367-

3 3-formunun Hodge-star1

*QP3 = —M1245 — 1267 — N1347 — N1356 + 72346 — 72357 + Nas67

olarak bulunur. Global olarak ise

1 1 1
k3 = stha Adn + sms Adnz — 523 A dng + *1123.
2 2 2

deps ve xp3 kargilagtirilirsa, dyps = k * 3 olacak gekilde sifirdan farkh bir &

sabitinin olamayacag1 gortlir.
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M iizerinde dyps = a A 3 olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak o = >  aum; olarak yazlabilir. Lokal koordinatlarda dys
ve a A 3 formlariin 7,346 teriminin katsayilar1 kargilagtirildiginda —2 = 0
celigkisine varilir. O halde boyle bir a 1-formu yoktur.

Buna ek olarak, lokal koordinatlarda dps A w3 = —12n1934567 # 0 'dir.

x(p3 4-formunun dig tiirevi

1
d*ps = 5{772/\61771/\61771—771/\d771/\d772+7)3/\d771/\d7]3

—m Adnz Adng —n3 Adng A dna 42 A dne A dns}

olarak hesaplanir. d * 3 lokal ifadesi

d* @3 = 2{n2s345 — Masae + M23a7 + Miasse + M2357 + Mi23er

+4 {—114567 + N2a567 — M3as67 }

oldugundan d * @3 # 0 "duir.

M manifoldu tzerinde d *x o3 = [ A %3 olacak sekilde bir g 1-formu
var olsun. Bu durumda g 1-formu, 8; € C°°(M) olmak {izere, lokal olarak
B = > Bin; seklinde yazilabilir. d * @3 ve 8 A @3 5-formlarimin sirasiyla 112346
ve Niuser terimlerinin katsayilart kargilagtirihirsa, g1 = —2 ve 53 = —4 elde
edilir, bu da bir celigkidir. O halde d * ¢35 = B A *p3 olacak sekilde bir
1-formu yoktur.

M manifoldu iizerinde dys = o A 3 + f * 3 olacak sekilde o 1-formu ve
f fonksiyonu var olsun. Bu durumda «; € C*(M) olmak iizere, lokal olarak
a =Y a;n; yazildiginda, dys ve a A @3 + f * 3 4-formlarimin sirasiyla 71967 ve

MNase7 terimlerinin katsayilar: karsilagtirilirsa,
f=—2ve f=0

elde edilir, bu da bir ¢geligkidir. O halde manifold tizerinde dp3 = a A3+ f* @3
olacak sekilde o 1-formu ve f fonksiyonu yoktur.

Ayrica

xdps N 3 = 8{M124567 + M134567 + N234567
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oldugundan, xdps A @3 # 0 ’dir.  Sonug olarak ¢z 3-formu G5 yapilarin
tanimlama bagintilarindan higbirini saglamadigindan, en genig sinif olan W
sinifindadir.

@4 3-formunun siiflandirilmasi:

1 1 1
904=§mAdnz—gdmAn?)—Q??z/\dWBJr 23

icin
1 1 1
dpy = §d771 A dny — §d771 A dnz — §d772 A dng +dny A ez — iz A dna + iz A dns
oldugundan, lokal koordinatlarda
dpy = 2 {—771245 — M1246 — M1247 — N1256 T N1257 — N1267

—M1345 + 11346 + 71347 + 1356 — 71357 — 11367
—T)2345 + 72346 — 712347 — 72356 — 7)2357 — 71)2367 }
bulunur. Secilen ortonormal ¢atida dp, # 0 oldugundan, manifold iizerinde de

dpy # 0 dir.

w4 3-formunun lokal ifadesi

P4 = M123 — M46 T N157 + N2ar + Nose + N345 + N3e7-

¢4 3-formunun Hodge-star1

*Qg = N1245 + N1267 — 11347 — M1356 — 72346 T 72357 + TNas67

olarak bulunur. Global olarak ise

1 1 1
*¥pa = =5 A dm + 53 A dns + 53 A dnz + *7)123.

dypy ve xp, karsilagtirihirsa, dpy = k * 4 olacak gekilde sifirdan farkh bir k
sabitinin olamayacag gorulir.

M iizerinde dyy = a A @4 olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak o = Y  ayn; olarak yazlabilir. dpy ve o A 4 formlarmim
o346 teriminin katsayilar: karsilagtirildiginda 2 = 0 geligkisine varilir. O halde

boyle bir a 1-formu yoktur.
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Buna ek olarak, lokal koordinatlarda dys A 4 = —1211934567 # 0 'dir.

x(py 4-formunun dig tiirevi

1
d*gO4 = 5{—772/\61771/\d??l+771/\d771/\d772+773/\d771/\d773

= Adng Adnz + 3 Adng A dnz —m2 A dna A dns}

olarak hesaplanir. d * 4 5-formunun lokal ifadesi

d * ps = 2 {7]12345 + M12346 — M12347 — M12356 — N12357 + 7712367}

+4 {_7714567 — Ma4s67 T 7734567}

oldugundan d * ¢4 # 0 'duir.

M manifoldu tizerinde d * @4 = [ A *p4 olacak gekilde bir 5 1-formu
var olsun. Bu durumda g 1-formu, 8; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak
B = > Bin; seklinde yazilabilir. d * ¢4 ve 8 A xpy b-formlarimn sirasiyla 72357
ve M14567 terimlerinin katsayilar karsilastirilirsa, 81 = 2 ve 51 = —4 elde edilir,
bu da bir geligkidir. O halde d * ¢, = 8 A *p,4 olacak sekilde bir g 1-formu
yoktur.

M manifoldu tizerinde dps = a A 4 + f * ¢4 olacak sekilde a 1-formu ve
f fonksiyonu var olsun. Bu durumda «; € C*(M) olmak iizere, lokal olarak
a =Y a;n; yazildiginda, dyy ve a A @y + f x4 4-formlarimin sirasiyla 79346 ve

Mas67 terimlerinin katsayilar: karsilastirilirsa,
f==2ve f=0

elde edilir, bu da bir geligkidir. O halde manifold iizerinde dp, = a A+ f*py
olacak gekilde o 1-formu ve f fonksiyonu yoktur.
Ayrica
*dpy N 0y = 8{—1124567 — Mi3as67 + N234567 }

oldugundan, xdp4 A wgs # 0 ’dir.  Sonug olarak ¢, 3-formu Gs yapilarin
tanimlama bagintilarindan hicbirini saglamadigindan, en genig sinif olan W
sinifindadir.

w5 3-formunun siniflandirilmasi:

1 1 1
90525772/\d771+§771/\d773+§773/\d772+ 1123
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icin

1 1 1
dps = §d771 Adng + §d771 Adns + §d772 AN dnz + dm Az — i3 A dng + miz2 A dns
oldugundan, lokal koordinatlarda

dos = 2{mos + Ma16 — M247 — M2s6 — M2s7 + 267
—M345 + M1346 — 71347 — 11356 — 71357 — 11367

—T2345 + T2346 + Ta3a7 + M2sse — Nass7 — M2367 )

bulunur. Secilen ortonormal ¢atida dps # 0 oldugundan, manifold iizerinde de
dps # 0 'dir.

w5 3-formunun lokal ifadesi

V5 = M123 — N147 — N156 — 7245 — T)267 — M346 + 1357-

5 3-formunun Hodge-star1

*Q5 = —N1246 + M257 + M1345 + N1367 — M2347 — M2356 1 Nas67

olarak bulunur. Global olarak ise

1 1 1
#ps = 52 Adny = Sihg Adi + Sig A digs + 57103,

des ve x5 kargilagtirilirsa, dys = k * 5 olacak gekilde sifirdan farkl bir &
sabitinin olamayacag gortlir.

M tizerinde dyps = a A @5 olacak sekilde bir a 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak o = > «;m; olarak yazlabilir. Lokal koordinatlarda dys
ve a A s formlarinin 7,345 teriminin katsayilar1 kargilagtirildiginda —2 = 0
geligkisine varilir. O halde bdyle bir o 1-formu yoktur.

Buna ek olarak, lokal koordinatlarda dys A 5 = —1211934567 7# 0 'dir.

x5 4-formunun dig tiirevi

1
d*gOg) = 5{—773/\(1771/\d??l+771/\d771/\d773+773/\d772/\d773

—T)2 N d7’]3 A d?’/g + 72 VAN d?]l N d?’]Q — N A d?’/Q N d’r]g}
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olarak hesaplanir. d * 5 5-formunun lokal ifadesi

dx s = 2{Moagas + Masae + M2s3a7 + Ma2sse — M23s7 + N2367 )

+4 {—7714567 — T24567 — 7734567}

oldugundan d * 5 # 0 ’duir.

M manifoldu tizerinde d x @5 = 8 A x5 olacak sekilde bir g 1-formu
var olsun. Bu durumda g 1-formu, 8; € C°°(M) olmak iizere, lokal olarak
B = > Bim; seklinde yazilabilir. d * @5 ve 8 A xp5 5-formlarinin sirasiyla 112356
ve Niser terimlerinin katsayilart kargilagtirilirsa, g1 = —2 ve f; = —4 elde
edilir, bu da bir celigkidir. O halde d x 5 = 8 A %5 olacak sekilde bir
1-formu yoktur.

M manifoldu iizerinde dys = a A 5 + f * 5 olacak sekilde o 1-formu ve
f fonksiyonu var olsun. Bu durumda a; € C*°(M) olmak {izere, lokal olarak
a = > a;n; yazildiginda, dgs ve ao A s + f * 5 4-formlarinin sirasiyla ny345 ve

Nas67 terimlerinin katsayilar: karsilagtirilirsa,
f=-2ve f=0

elde edilir, bu da bir geligkidir. O halde manifold iizerinde dps = aAps+ f* 5
olacak gekilde o 1-formu ve f fonksiyonu yoktur.
Ayrica
*dps N o5 = 8{Mauser — M34as67 + M234567 }

oldugundan, xdps A w5 # 0 ’dir.  Sonug olarak s 3-formu Gs yapilarin
tanmimlama bagintilarindan hicbirini saglamadigindan, en genig sinif olan W
sinifindadir.

e 3-formunun siiflandirilmasi:

1 1 1
Vg = —5 772/\d171—§771/\d773+§ 773/\d772‘|‘ 23
icin

1 1 1
dps = —§d771 N dng — §d771 A dns + Edﬁz A dns ~+dny Angg — g Adng + 12 A dns
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oldugundan, lokal koordinatlarda

d906 = 2 {—771245 + M1246 — N1247 — Ni256 — N1257 — N1267
+11345 + M1346 — 1347 — T3s6 — 357 + M1367

—7)2345 — M2346 — 12347 — 12356 + 12357 — 772367}

bulunur. Secilen ortonormal ¢atida dpg # 0 oldugundan, manifold tizerinde de
dye # 0 'dir.

e 3-formunun lokal ifadesi

Y6 = M23 + Nar + Mise + Noas + N267 — N346 + N357-

e 3-formunun Hodge-star1

*Pe = —M1246 T M257 — N1345 — M1367 T N2347 + M2356 + Nas67

olarak bulunur. Global olarak ise

1 1 1
*p6 = 52 /\ dns + 3hs A dm — 5 A dns + 3.

dpg ve xpg kargilagtirihirsa, dpg = k * g olacak sekilde sifirdan farkl bir &
sabitinin olamayacagi goriliir.

M tizerinde dypg = a A gg olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak a = )" ayn; olarak yazlabilir. dpg ve o A g formlarmin
71345 teriminin katsayilar: karsilagtirildiginda 2 = 0 geligkisine varilir. O halde
boyle bir a 1-formu yoktur.

Buna ek olarak, lokal koordinatlarda dpg A g = —1211934567 # 0 'dir.

x(pg 4-formunun dig tiirevi

1
d*pg = 5{773/\61771/\61771—mAdnl/\dns—nz/\dnzAdng

+ng Adnz A dng +mg A diqy Adne — i A dng A dna

olarak hesaplanir. d * g lokal ifadesi

d* s = 2{m2345 — Masae — M2347 — 2356 + M12357 + M12367

+4 {—nas67 + N2as67 + N3a567}
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oldugundan d * g # 0 ’dir.

M manifoldu tizerinde d x g = [ A *pg olacak sekilde bir g 1-formu
var olsun. Bu durumda g 1-formu, 8; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak
B = > Bim; seklinde yazilabilir. d * ¢g ve 8 A xpg b-formlarimn sirasiyla 112347
ve Niser terimlerinin katsayilart kargilagtirilirsa, g1 = —2 ve ; = —4 elde
edilir, bu da bir celigkidir. O halde d x 95 = S A *pg olacak sekilde bir
1-formu yoktur.

M manifoldu iizerinde dypg = o A g + f * g olacak sekilde o 1-formu ve
f fonksiyonu var olsun. Bu durumda a; € C*°(M) olmak {izere, lokal olarak
a = > a;n; yazildiginda, dpg ve ae A g + f * pg 4-formlarinin sirasiyla ny345 ve

Nus67 terimlerinin katsayilar: karsilagtirilirsa,
f=-2ve f=0

elde edilir, bu da bir geligkidir. O halde manifold iizerinde dps = aAws+ f* g
olacak gekilde o 1-formu ve f fonksiyonu yoktur.

Ayrica
xdps N\ @6 = 8{—N124567 + M34567 + N234567

oldugundan, xdpg A g # 0 ’dir. Sonug olarak g 3-formu Go yapilarin
tanmimlama bagintilarindan higbirini saglamadigindan, en genig sinif olan W
sinifindadir.

7 3-formunun siniflandirilmasi:

1 1 1
907:—5 772/\d771+§771/\d773—§773/\d772+ 1123

icin
1 1 1
dp7 = —id'fh A dng + Ed'fh A dns — §d772 Adns ~+dny A gz — g Adng + 112 A dns

oldugundan, lokal koordinatlarda

dp; = 2 {771245 — M1246 — MN1247 — N1256 + N1257 + N1267
+M1345 + M1346 + M1347 + M1356 — M1357 + M1367

—1)2345 — 2346 + N2347 + M2ss6 + Nass7 — M2s67 )
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bulunur. Secilen ortonormal ¢atida dyp; # 0 oldugundan, manifold tizerinde de
dp7 # 0 dir.

w7 3-formunun lokal ifadesi

©7 = M23 — N1a7 — Ms6 + N245 + N267 + 7346 — N)357-

@7 3-formunun Hodge-star1

*Q7 = N1246 — T1257 — 11345 — 11367 — 7)2347 — 12356 + 14567

olarak bulunur. Global olarak ise

1 1 1
¥p1 = 5 A di + 53 A dm + 523 A dn3 + #1123

der ve xp7 kargilagtirihirsa, dyp; = k * 7 olacak sekilde sifirdan farkl bir &
sabitinin olamayacagi goriliir.

M iizerinde dy; = a A @; olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak a = ) ayn; olarak yazlabilir. dp; ve o A 7 formlarmin
71345 teriminin katsayilar1 karsilagtirildiginda 2 = 0 geligkisine varilir. O halde
boyle bir a 1-formu yoktur.

Buna ek olarak, lokal koordinatlarda dp; A w7 = —12n1934567 # 0 'dir.

x(p7 4-formunun dig tiirevi

1
dxpr = §{U3AdmAdm—mAdm/\dnswLngAdnz/\dng

—na A dnz A dng — na Adn A dne +m A dne A dna}
olarak hesaplanir. d * ;7 5-formunun lokal ifadesi

d*p; = 2 {—7712345 + M12346 — 12347 — T12356 — 712357 — 7712367}

+4 {M14s67 — 24567 + 34567 }

oldugundan d * 7 7 0 ’dir.

M manifoldu tizerinde d * ¢p; = [ A *xp; olacak gekilde bir 5 1-formu
var olsun. Bu durumda g 1-formu, 8; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak
B = > Bin; seklinde yazilabilir. d * @7 ve 8 A xp7 b-formlarimn sirasiyla 72347

ve M4567 terimlerinin katsayilarn karsilagtirilirsa, g1 = 2 ve f; = 4 elde edilir,
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bu da bir geligkidir. O halde d x o7 = B A *p7 olacak sekilde bir g 1-formu
yoktur.

M manifoldu iizerinde dyp; = a A 7 + f * 7 olacak sekilde o 1-formu ve
f fonksiyonu var olsun. Bu durumda a; € C*°(M) olmak {izere, lokal olarak
a = > a;n; yazildiginda, do; ve a A o7 + f * 7 4-formlarinin sirasiyla 1345 ve

Nas67 terimlerinin katsayilar: karsilastirilirsa,
f=—-2ve f=0

elde edilir, bu da bir geligkidir. O halde manifold tizerinde dyp; = a A7+ f* @7
olacak gekilde o 1-formu ve f fonksiyonu yoktur.

Ayrica

*d907 N pr = 8{—77124567 — T34567 — 7]234567}

oldugundan, xdyp; A @7 # 0 ’dir.  Sonug olarak ¢; 3-formu G5 yapilarin
tanimlama bagintilarindan higbirini saglamadigindan, en genig sinif olan W
sinifindadir.

g 3-formunun siiflandirilmasi:

1 1 1
90825772/\d771_§771/\d773_§7]3/\d772+ 1123

icin

1 1 1
dpg = édTh A dng — §d”h A dnz — §d772 A dng + dny A ez — iz A dna + 2 A dns

oldugundan, lokal koordinatlarda

dsﬁs = 2 {—771245 — N1246 — N1247 — MN1256 + M1257 — NM1267
—M1345 + M346 + M1347 + M1356 — M1357 — 1367

—12345 + 12346 — 72347 — T)2356 — 7)2357 — 772367}

bulunur. Segilen ortonormal ¢atida dpg # 0 oldugundan, manifold iizerinde de
dps # 0 *dir.

g 3-formunun lokal ifadesi

V8 = 23 + N1a7 + Nis6 — N245 — 7267 + 7346 — 1)357-
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g 3-formunun Hodge-star1

*(Qg = N1246 — M257 T M345 + M3e7 + 72347 + Mo3s6 + Nas67

olarak bulunur. Global olarak ise

1 1 1
*Ps = =53 A dim — o2 A dnz — 52 A dnjz + *1123.

dypsg ve *xpg kargilagtirilirsa, dpg = k * g olacak sekilde sifirdan farkh bir &
sabitinin olamayacag1 goriiliir.

M iizerinde dpg = o A g olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak o = >  aym; olarak yazlabilir. Lokal koordinatlarda dys
ve a A pg formlarimin 7,345 teriminin katsayilari kargilagtindiginda —2 = 0
celigkisine varilir. O halde boyle bir a 1-formu yoktur.

Buna ek olarak, lokal koordinatlarda dpg A g = —12n1934567 7 0 'dir.

x(pg 4-formunun dig tiirevi

1
dx g = 5{—U3Adm/\dm+771Ad771/\d773—773/\dn2Ad773

+n2 Adng N dng — ng Adny A dng + 11 A dna A dna}

olarak hesaplanir. d * g 5-formunun lokal ifadesi

d*@s = 2{—n12345 — Mi23a6 + M2347 + Mi2356 + M12357 — M12367}

+4 {14567 + 24567 — N34567

oldugundan d * g # 0 'dir.

M manifoldu tizerinde d * g = [ A *pg olacak gekilde bir 5 1-formu
var olsun. Bu durumda g 1-formu, 8; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak
B = > Bin; seklinde yazilabilir. d * ¢g ve A xpg b-formlarimn sirasiyla 719347
ve Naser terimlerinin katsayilar kargilagtirihirsa, 51 = 2 ve 51 = 4 elde edilir,
bu da bir geligkidir. O halde d * pg = 8 A *pg olacak sekilde bir S 1-formu
yoktur.

M manifoldu iizerinde dyps = o A g + f * g olacak sekilde o 1-formu ve

f fonksiyonu var olsun. Bu durumda «; € C*(M) olmak iizere, lokal olarak
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a = > a;n; yazildiginda, dgg ve a A g + f * pg 4-formlarinin sirasiyla 1345 ve

Nas67 terimlerinin katsayilar: karsilagtirilirsa,
f==2ve f=0

elde edilir, bu da bir geligkidir. O halde manifold iizerinde dpg = aAps+ f*pg
olacak gekilde o 1-formu ve f fonksiyonu yoktur.
Ayrica
*dpg N g = 8{Maaser + M3as67 — Mo3as67}

oldugundan, xdps A pg # 0 ’dir. Sonug olarak ¢g 3-formu Gy yapilarin
tanimlama bagintilarindan hicbirini saglamadigindan, en genig sinif olan W

smifindadar. W

6.4 Yeni G, Yapilarin A2 Uzayindan Elemanlarla Deformasyon-

lar:

(M, g) 7-boyutlu bir 3-Sasaki manifoldu ve i = 1,2,3 olmak iizere,
(&, mi, ;) bu manifoldun 3-Sasaki yapisi olsun. M iizerinde Bolim (6.2)’de
elde edilen

1 1 1
PL= 5 N dng + §d771 A ns + ' A dnz + mas
3-formu ele alinsin. Bu 3-form 3-Sasaki manifoldunun Sasaki yapisini be-
lirleyen, birim uzunluktaki sirasiyla &1, & ve &3 vektor alanlariyla deforme

edilsin. Bu durumda agagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 6.4.1. Bolim (6.2)°de elde edilen o1 temel 3-formu, &, & ve &3
karakteristik vektor alanlariyla deforme edildiginde, yeni G yapilar en genis

simaf olan W simafina aittir.
Kanat. ¢ 3-formu &; ile deforme edildiginde, yeni o1 = @1 + &1 % 1 3-formu

$1 = s Adny+ 5dn Ans+ 5n2 A dns
+3m0 Adm — 33 A dns
ve lokal koordinatlarda
$1 = 23 — M T 57 — Noar — N2s6 — 7345
—M367 — 71245 — 7267 + 1347 T+ 7356
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seklindedir. Bu 3-formun dig tiirevi
- 1 1 1
d(pl = d?]l A d772 + Ednl A d773 + 561772 A d773 - 56[?73 A dng

olarak bulunur. Lokal koordinatlarda ise

d@ = 27}1245 + 2771246 - 4771247 - 4771256 - 2771257 + 2771267 - 4771345 - 2771347
—2m3s6 — 411367 + 412346 + 202347 + 212356 — 412357 — 4M4567

olur. O halde d@, # 0°’dir ve M ¢ P ve M ¢ Wy'dir.
Manifold {izerinde dg; = a A 7 olacak sekilde bir « 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak o = Y «a;n; olarak yazlabilir. Burada «; fonksiyonlari M

tizerinde C'*° fonksiyonlardir.

QNP1 = —uNi234 — Q5M1235 — Q671236 — V771237 — Q171245 + QaT)1246
—00 247 — Q1Mi256 — Q21257 — (171267 — Q171345 + Q371346
Fannigar + iMhizse — Q3Mi357 — Q11367 — Q571456 — QUaT)1457
+arnaer + Qeiser + (3 — az)nazas + (a3 + o) n2sar
+(a + az)mazse + (3 — az)naser + (u + a)naase + (a7 — as)n2as7
(0 — ag)naaer + (a5 + a7)naser + (6 — ) 3ase + (7 + a5)N3457
+(a6 + aa)nsaer + (s — a7)nsser

oldugundan, dp; ve a A @1 4-formlarinin 71945 ve 71247 terimlerinin katsayilar
kargilagtirilirsa sirasiyla oy = —2 ve o = 4 olur, bu da bir celigkidir. O halde
d3, = a A @y olacak sekilde bir o 1-formu yoktur, yani M ¢ Wy & Wiy.

dgy A @1 = —36masser # 0 oldugundan M ¢ Wi, M ¢ Wy @& Wy,
M & W5 @ W, ve M & W, & W3 @ W, 'tiir.

1 3-formunun Hodge-star operatori

o1 = 273k + #(Era k1) + Gax (Gapr)}
273 Smg A diy — s A dijs + Si23 A dip
+ * 1123 + %dng A dns — }ldm A dns

seklinde hesaplanir. Lokal koordinatlarda

*Qp = 271/3{—771245 — Tae7 + Nigar + Misse — 212346 + 272357
+20u567 + Mser + Misas + Mi2se + Mi2ar )
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Sifirdan farklh bir & sabiti i¢in dp; = k*@; olsun. d@, 4-formunun 7246 teri-
minin katsayisi 2 iken, *@, 4-formunun 7,946 teriminin katsayis1 0’dir. Bu da
k = 0 demektir, kabulden k& # 0 oldugundan bdoyle bir sabit yoktur. O halde
Wi ve W; © W, smiflar elenir.

*@1 4-formunun dig tiirevi

dxpy = 27Y3{Iny Adm Adm — S Adiy Adis — Lng A di A dips
+5m Adns A dns 4 503 Adig A dna — 302 A dng A dis}

oldugundan, lokal koordinatlarda

dxp1 = 273 { 219345 — 2012346 — 2M19347 — 212356 + 2M12357 — 212367
+ 414567 + AN2as67 + AN3a567

seklindedir. Bu ifade sifirdan farkl oldugundan M ¢ W, & Ws'tlr.

M fizerinde dxp; = S A *@; Ozelligine sahip bir 8 1-formu var olsun. Lokal
koorinatlarda § = > f;n; yazilabilir. dx@; ve 5 A %@ 5-formlarimin 9346 ve
Taser terimlerinin katsayilar1 karsilagtirildiginda 6, = 1 ve 57 = 2 celigkisine
ulagilir. O halde d*x@; = 8 A *@; olacak sekilde bir § 1-formu bulunamaz.
Boylece M ¢ W1 G Wy, M ¢ W, @ W3 & W, elde edilir.

M iizerinde dp; = a A @1 + f*@, esitligini saglayacak sekilde o 1-formu ve
f fonksiyonunun oldugu kabul edilsin. « lokal yazilir ve dp; ve a A @1 + f*p1

4-formlarimin 7945 ve 11947 terimlerinin katsayilar: kargilagtirilirsa,
2=—a; -2 fve —4d=—q, +273F

esitliklerinden f = —3.2/3 bulunur. Aym 4-formlarm bu kez 7,567 teriminin
katsayilar1 karsilastirildiginda ise, f = —2%3 olur. O halde
dp; = aAp+ [*@, bagmtisim saglayan o 1-formu ve f fonksiyonu bulunamaz.
Buradan
M ¢ Wy & Wy & W tir.

Ayrica lokal olarak

:':d{b/ A 61 = 24/3{_77124567 + 37]134567 - 47]234567}

sifirdan farkli oldugundan, W, & W, @ Wjs siifi da elenir.

66



(M, g) manifoldu [6] caligmasinda verilen G yapilarinin tanimlama baginti-
larindan hig birini saglamadigindan, bu manifold en genis sinif olan W sinifindadr.
Ayni ¢; temel 3-formu & yerine & vektor alani kullanilarak deforme edilirse,

elde edilen yeni 3-formun yine en genig sinifta oldugu goriiliir:

Yeni ©1 = 1 + &% 1 3-formu 3-Sasaki yapisi kullanilarak

1 = smAdny+ 5dg Ans + 300 Adns
+ins Adny — 2 A dmy

seklinde yazilir ve lokal koordinatlarda

©1 = Mo+ Mas — Nae + M7 + Mer — Noar

—7N256 — 7345 — M346 + 1357 — 7367

olur. Bu 3-formun dig tiirevi
~ 1 1 1
dpr = §d771 N dna + §d771 N dns + dng A dnz — §d771 A dm

olarak bulunur. Lokal koordinatlarda

d&l = 2245 + 4M1246 — 4M1257 + 201267 — 201345 — AM1347 — AM1356 — 271367
—4n9345 + 212346 + 212347 + 212356 — 2712357 — 472367 — 404567

oldugundan, d@; # 0°'dir. O halde M ¢ P ve M ¢ Wy dir.

Manifold tizerinde dp; = a A ¢ olacak sekilde bir a 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak o = > a;m; seklinde yazilabilir. Burada «; fonksiyonlar1 M
tizerinde C'* fonksiyonlardir. dp; 4-formunun 7,547 teriminin katsayisi —4 iken
a A ¢ 4-formunun ayni katsayisinin terimi o ne olursa olsun sifirdir. O halde
dpy = a A ¢y olacak gekilde bir a 1-formu yoktur, yani M ¢ Wy & W, tlir.

dpy AN o1 = —36m1934567 7 0 oldugundan M ¢ Wi, M ¢ Wy @ W,
M & Ws @ W, ve M & W, & W; & W, 'tir.

1 3-formunun Hodge-star operatori

¥p1 = 273 ko + #(Egu k1) + Epa ¥ (E2001)}
271/3{%7712 Admy —ms Adns + %7723 A dng
+2 % 1123 + 3112 A dipp — %7723 A dny
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seklinde hesaplanir. Lokal koordinatlarda

¥01 = 273 —migus — Moss + Mias7 — Masr + 21347 + 271356
+1)2345 — Nasae + N2ss7 + N2ser + 2Nase7 ) -

Sifirdan farklh bir & sabiti i¢in dp; = kx@; olsun. dg; 4-formunun 7367 teri-
minin katsayis1 —2 iken, *@; 4-formunun ayni teriminin katsayis1 0’dir. Bu da
k = 0 demektir, kabulden k& # 0 oldugundan boyle bir sabit yoktur. O halde
Wi ve W, @ W, smiflar elenir.

*@1 4-formunun dig tirevi

dx@y = 273 {5my Ady Adny — 5m A dig A dig — g A dipy A dig
+m Adng Adns 4 S0z Adne A dne — Sna A dna A dis
+%772 Adn N dny — %771 A dng A dng}

oldugundan, lokal koordinatlarda

d;‘&l = 22/3{—7712345 — 112346 — 12347 — 12356 + 712357

—M2367 + 24567 + 2124567 + 2734567 }

seklindedir. Bu ifade sifirdan farkli oldugundan M ¢ W, @ Ws'tiir.

M tizerinde dx@, = 8 A *p; Ozelligine sahip bir 5 1-formu var olsun. Lokal
koorinatlarda § = Y f;n; yazilabilic. dx@; ve S A x@; 5-formlarmin ;9345
ve Ni234¢ terimlerinin katsayilari kargilagtirildiginda g, = 0 bulunur. Ayni 5-
formlarin 714567 teriminin katsayilar1 karsilastirildiginda ise 5; = 2 olur, bu da
bir ¢eligkidir. O halde dx@, = 5 A*p; olacak sekilde bir 5 1-formu bulunamaz.
Buradan M ¢ W1 & Wy, M ¢ W1 & Wi & W, elde edilir.

M iizerinde dp; = a A @1 + f*@, esitligini saglayacak gekilde o 1-formu ve
f fonksiyonunun oldugu kabul edilsin. « lokal yazilir ve dp; ve a A @1 + [y

4-formlarimin 7945 ve 11046 terimlerinin katsayilar: kargilagtirilirsa,
2= —ap— 23 fved =, —2713f

esitliklerinden f = —3.2'/3 bulunur. Ayni 4-formlarin bu kez N4s67 teriminin
katsayilar kargilagtinldiginda ise, f = —2%3 olur. O halde

dp, = aAp+ f*@; bagmtisin saglayan « 1-formu ve f fonksiyonu bulunamaz.

68



Boylece
M ¢ W, & W, & W, 'tir.
Ayrica lokal olarak

AP NP =2V 3 —3m124567 + 41134567 — Mozase7

sifirdan farkli oldugundan, W; & W, @ Ws sinifi da elenir.
(M, g) manifoldu [6] caligmasinda verilen G5 yapilarinin tanimlama baginti-
larindan hig birini saglamadigindan, bu manifold en genis sinif olan W sinifindadir.

Son olarak ¢ 3-formu &3 ile deforme edilirse, yeni ©1 = 1 +E&31% @1 3-formu

Y1 = %771 A dng + %dTh A3+ %772 A dns
—%772 A dng + %Th A dns

ve lokal koordinatlarda

Y1 = M23 — Niae — Ma7 — Ms56 + N157 + 7246

—MN247 — 1256 — Tl257 — 1345 — 71367

seklindedir. Bu 3-formun dig tiirevi
~ 1 1 1
d(pl = §d771 VAN d7]2 + dT]l N d’l’]3 + §d7’]2 N d’l’]3 — §d7]2 A d?]Q

olarak bulunur. Lokal koordinatlarda

dpr = 4AMiaas + 2Mi2a6 — 21257 + 41267 — 201345 + 41346 — 201347 — 211356
—4An1357 — 2M1367 + 212346 + 402347 + 412356 — 212357 — 4Mus67

oldugundan, d@; # 0'dir. O halde M ¢ P ve M ¢ Wy dir.

Manifold tizerinde dp; = a A ;1 olacak sekilde bir a 1-formu var olsun. Bu
1-form lokal olarak a = Y «a;n; olarak yazlabilir. Burada «; fonksiyonlart M
tizerinde C'* fonksiyonlardir. dp; 4-formunun 7,547 teriminin katsayisi —4 iken
a A @7 4-formunun aym katsayisiin terimi « ne olursa olsun sifirdir. O halde
d3, = a A @y olacak sekilde bir a 1-formu yoktur, yani M ¢ Wy & W,'tlr.

dpr N 91 = —36miasaser # 0 oldugundan M ¢ Ws, M ¢ Wy & Ws,
M & W5 @ W, ve M ¢ W, & W3 & W, 'tiir.
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1 3-formunun Hodge-star operatorii

1 = 27V3{xpr 4 #(E3a % 1) + &% (E30001) )
273y Admy — %7713 N dnz + %7723 N dny
+2 % 123 + %7723 A dns + %7713 A dny

seklinde hesaplanir. Lokal koordinatlarda

*pp = 2_1/3{—2771245 — 211267 — 11346 + 71347 + 71356 + M1357
—12346 — 72347 — T2356 + M23s7 + 2774567}-

Sifirdan farkli bir k sabiti icin dp; = k*@; olsun. d@; 4-formunun 7345 teri-
minin katsayis1 2 iken, *@; 4-formunun ayni teriminin katsayis1 0’dir. Bu da
k = 0 demektir, kabulden k # 0 oldugundan bdyle bir sabit yoktur. O halde
W, ve W; @ W, siniflar: elenir.

*@1 4-formunun dig tiirevi

ﬁ&l = 271/3{772 N d771 AN d?]l —m A d’l]l VAN d772 — %7]3 A d?’]l A d773
+3m Adns Adns 4+ 503 A dna A dng — Smp A dig A dis}

oldugundan, lokal koordinatlarda

C[;SEI = 22/3{—7712345 — M12346 — 12347 — 2356 + 12357 — M12367

+2114567 + 224567 + 234567

seklindedir. Bu ifade sifirdan farkli oldugundan M ¢ W, @ Ws'tiir.

M tizerinde dx@, = 8 A *p; Ozelligine sahip bir 5 1-formu var olsun. Lokal
koorinatlarda § = > ;n; yazilabilir. dx@; ve 8 A %@ 5-formlarmin 19345 ve
N34567 terimlerinin katsayilar1 kargilagtirildiginda 83 = 1 ve f3 = 2 bulunur,
bu da bir geligkidir. O halde dxp; = § A %@ olacak sekilde bir 5 1-formu
bulunamaz. Buradan M ¢ W, & Wy, M ¢ W, & W3 & W, elde edilir.

M fizerinde dp; = a A @1 + f*@; esitligini saglayacak sekilde o 1-formu ve
f fonksiyonunun oldugu kabul edilsin. « lokal yazihir ve dp; ve a A @1 + f*p1
4-formlarmin 7,345 teriminin katsayilar1 karsilagtirilirsa, oy = 2 bulunur. Aym
4-formlarin 71946 teriminin katsayilar: kargilagtirildiginda ise 2 = a; + as olur.
a1 = 2 oldugundan, as = 0’dir. Son olarak bu 4-formlarin 7,947 teriminin

katsayilar1 karsilagtirilirsa, 0 = —ay + ay = —2 ¢eligkisine ulagilir. O halde
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dp; = aAp+ f*@; bagmtisim saglayan « 1-formu ve f fonksiyonu bulunamaz.
Buradan M ¢ W, & W, @ Wy'tlr.
Ayrica lokal olarak

AP A py =2V 3 —dm104567 + Mizaser — 3Mazdser

sifirdan farkli oldugundan, W, & W, @& Wjs sinifi da elenir.
(M, g) manifoldu [6] galigmasinda verilen G5 yapilarinin tanimlama baginti-

larindan hig birini saglamadigindan, bu manifold en genis sinif olan W siifindadir.

]

6.5 Yeni GG, Yapilarin Bir Bagka Deformasyonu

Bu boliimde, Boliim (6.2)’de elde edilen, G5 yapilarin en genig simifi olan

W siifina ait @1, @9, @3 ve @4 3-formlar1 deforme edilerek, W simifinin
W, e W5 e W,

alt smifina ait yeni G, yapilar verilmistir. W; & W5 & W, siifindan olan
manifoldlara integrallenebilir G5 yapisina sahip manifoldlar veya anti-simetrik
torsiyona sahip GGo manifoldlar denir. Bu tip bir manifold tizerinde, torsiyonu
anti-simetrik olan metrik uyumlu bir tek kovaryant tiirev vardir [9].

(M, g) 7-boyutlu, (&, 7, Pi)i=123 3-Sasaki yapisina sahip bir 3-Sasaki ma-

nifoldu olsun. Manifold iizerinde s > 0 olmak tizere,

g(z,y)  xyeTise

9*(z,y) = s%g(z,y) =,y €T ise
0 diger durumlarda
olarak tanimh Riemann metrigi ele alinsin. {ey,- - ,e;} kiimesi [27]’de verilen

e = &, e9 = & ve ez = & Ozelligindeki g metrigine gore ortonormal ¢ati olsun.

Bu durumda
{61/87 §2/S7 53/57 €4, €5, €, 67}

kiimesi ¢® metrigine gore ortonormal bir catidir. Bu catiya karsilik gelen

1-formlarin kiimesi de

{57717 812, 813, M4, 15, 16 7]7}
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dir [22,27]. {&1/5,82/5,83/5, €4, €5, €6, €7} ve {sn1, sna, 813,14, M5, 76, 7} taban-
larinin her ikisi de [22]'deki notasyonla {Z1, - -+ , Z;} ile gosterilecektir. Bolim

(6.2)de elde edilen

1

1 1
s01:§771/\d772+§d771/\773+§772/\d773+ 123

temel 3-formu ele alinsin.

1 1 1
Fy = 13 V€F2=§771/\d7]2+§d771/\773+§772/\d773

olsun. Bu durumda

Ff=8F, Fj:=sF,

olmak tizere,

©*i=Fy + F; = S + sF,
3-formu tammlansin.

Teorem 6.5.1. (M, g) 7-boyutlu, (&, i, Pi)ic123 3-Sasaki yaprsina sahip bir

3-Sasaki manifoldu ve

1 1 1
Fy =123 U€F2=§771/\d772+§ d771/\773+§772/\d773

olsun. Bu durumda

Fls = 83F1, FQS = 5F2

olmak tzere,

O =+ F = s3F) + sFy
3-formu (M, g°) manifoldu tizerinde pozitif bir 3-formdur. Ayrica s = \% icin,

bu temel 3-form Wy @ Ws & Wy sumfina aittir. s # \% icin, ©° yine en genis

sinaftadar.
Kanat. ° 3-formunun pozitif olmasi igin, z,y € I'(T'M) olmak iizere,
(220°) A (y20%) A p® = 69°(, y) 7y (6.4)

esitligi saglanmalidir. Manifoldun bir agik kiimesinde yukarida bahsedilen, ¢*

metrigine gore ortonormal {7y, -+, Z;} tabani segilsin. Bu durumda

(Ziap®) N (Ziap®) N o™ = 69°(Z;, Z;)d,

vol

= 65°g(ey, €;)dyol
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ve i # j igin,
(Zis®) N(Zjop®) Ng® =0

olmalidir. Asagidaki iligkiler kullanilirsa, bu esitliklerin saglandigi gortliir:

Z129° = %3 — Mg + 757,

Zyap® = =8>3 — Mt — N6,

Z3ap° = 8°Mma — s — et

Zyap® = Siie + Sty + 035,

Z5ap® = —Sm7+ Shee — SMsa,

Zgap® = —Sha — Shas + St

Z7ap® = S5 — SNaa — STz
O halde ¢, bir pozitif 3-formdur. Simdi de bu 3-formun hangi s degerleri i¢in
W sinifinin alt siniflarina ait oldugu incelenecektir.

S

S S
5 771/\d772+§d771/\773+—772/\d773

©° = 45123 + 5

3-formunun dig tiirevi

S S S
do® = s2dn; Angs — s> s Adna + 5112 Adns + §d771 Adns+ §dm Adns+ §dn2 Adns.

Lokal koordinatlarda

S

2 2
dp® = 2s {771245 + Th2ae — S"Th247 — S Th2s6 — 1257 + 11267
2 2
—M1345 + S 11346 — 1347 — Th3se — S 11357 — 11367

— 5”5 + T3a6 + M2sar + Nosse — Tazst — 32772367}

oldugundan, her s > 0 i¢in, de® # 0’dir. O halde hi¢ bir pozitif s sabiti i¢in,
¢*® 3-formu P veya W, simiflarina ait degildir.

M tizerinde dyp® = a A ¢® olacak sekilde bir a 1-formu var olsun. Bu 1-form

a= Z i Zy = a1 + sqans + sashs + Qi + sl + gt + otz

olarak yazilabilir. Ayrica ¢® 3-formu lokal koordinatlarda

S 3
Y = 8"N123 — SN146 + SN157 — SN2a7 — ST256 — SM345 — SN)367
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oldugundan,

a A @° = —s ooy — § 51235 — 5% QeMass — S QrTasr + SPQaMi2as — S 11247
—82041771256 - 52042771257 - 82041771345 + 82a3771346 - 82043771357 - 82041771367
— 500571456 — SQ4T1457 + SO7T1467 + SOGT567 — S Qalagas + 5732347
+5%Q3Mags6 — S*2laser + SQUN2456 — SQ5N2457 — SOGT2467 + SOTT2567
T506T3456 T SQ7T)3457 + SQaT)3467 + SQ5T)3567
esitligi goz oniine alinarak, dy® ve a A ¢* 4-formlarimin 7,945 teriminin kat-
sayilar1 kargilagtirihirsa 2s = 0 bulunur. s > 0 oldugundan, dy® = a A ¢°
olacak sekilde bir « 1-formu yoktur, yani M ¢ W, ve M ¢ Wy @& Wy'tiir.
Ayrica lokal koordinatlarda dy® A p* = —125%01934567 oldugundan her s > 0
icin, dp® A ® £ 0’dir ve boylece W3, Wy @ Wi, W3 @ W, ve Wy @ W3 & Wy
siniflar1 elenir.

©*® 3-formunun *, Hodge-star operatorii

xs0° = —Zyous — Lioe7 + Zizar + Lisse — Losae + Losst + Laser

_ 2 2 2 2 2 2
= *M123 — S M1245 — S N1267 + S N1347 + S N1356 — S M2346 + S M2357,

global olarak

2 2 2

S S S
*op° =+ I + 57723 A dny — 57713 A dns + 57712 A dm

seklinde ifade edilebilir. dp® 4-formunun 7,547 teriminin katsayisi 0 iken, *4p*
4-formunun ayni teriminin katsayisi 1 oldugundan, dp® = k*,® olacak sekilde

sifirdan farkli bir k£ sabiti yoktur. O halde W; ve W; & W, simiflart da elenir.

*4p° 4-formunun dig tiirevi ise

2
S
d*sp® = 5{772Adm/\d'rh—mAdmAdm—ng/\dmAdna

+m N dng A d773 + M3 A d?’]g A d772 — 12 A d772 A d?’]g}

olarak hesaplanir. Lokal olarak

d * 905 = 24 {—7712345 — M12346 — M12347 — 112356 T 12357 — 7712367}

+45% {N1as67 + Moaser + N34567}

oldugundan d *, ¢* # 0 ve sonug olarak M ¢ W, & Wjs'tiir.
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M manifoldu tizerinde dy® = a A ¢® + f x5 ¢® olacak gekilde o 1-formu ve f
fonksiyonu var olsun. Bu durumda a 1-formu, «; € C*°(M) olmak tizere, lokal
olarak o = )" a; Z; seklinde yazilabilir. Lokal olarak dp® ve a A ¢° + f *4 ¢°

4-formlarimin sirasiyla 11945 ve 14567 terimlerinin katsayilar kargilagtirilirsa,
f=-2/sve f=0

elde edilir, s > 0 oldugundan, bu bir celigkidir. O halde W; & W, ve
Wi, @ Wy @ W, siiflar da elenir.

dy® 4-formunun Hodge-star operatorii ise, lokal koordinatlarda

*sdp® = —2sZ145 + 32146 + 32147 + 22156 - 32157 — 282167
+2 Zoss — 257046 + 2 Zoar + 2 Zase + 25 Zos7 + 2 Zogr
+2Z3u5 + 2 Z3as — 250347 — 257356 — 2 Zs57 + 2 Zser

= —25°N145 + 20146 + 20147 + 2156 — 257 — 257167
+2145 — 25° 246 + 20247 + 20256 + 25° 257 + 21267
420345 + 20346 — 25 347 — 25°N356 — 21357 + 2367

oldugundan,

(#sdp®) N p® = 4s(1 4 s*){—n124567 + M3as67 — 234567} -

(x5dp®) A @*® ifadesini sifir yapan pozitif bir s sabiti yoktur, o halde ¢* 3-formu
Wi, ® Wy & Wy sinifina ait olamaz.

B, M manifoldu tizerinde d*, p® = [ A*4p® olacak sekilde bir 1-form olsun.
Bu durumda g 1-formu, 8; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak

B = Z BiZ; = sPim + sBane + sBsns + Bana + Bsns + Bene + Bz

seklinde yazilabilir.

_ 3 3 3 3
B A *5p° = —5°B3niazas — 5°B1M123as — 5°Baniazar — 5°BaNisse
3 3 2 2
+5°B1M12357 — 8° B3miaser — 5 Be2ase — S~ BrN12457
2 2 2 2
—5°BaMoaer — S°Bsmizser + 5°Baizase — 5~ LPsNisast
2 2 2
—5°BeMisaer + 5°Brisser + 5B1Maser + 57 B5M23456

+82547723457 - 52577723467 - 82567723567 + 3627724567 + 8537)34567
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ifadesinden, d *s ¢° ve B A x,0° 5-formlarinin kargilikli terimlerinin katsayilar
kargilagtirildiginda, d %, ¢* = [ A *,0° olmasi igin gerek ve yeter kosul % = 4s,
b1 = B = 3 = 4s ve By = PB5 = P = [y = 0 esitliklerinin saglanmasidir.
% = 4s esitliginden s = % pozitif sabiti bulunur. Global olarak da s = \/LE ve
B =2(n +na+n3) icin, d*s¢° = [ A*s0° esitliginin saglandigr goriiliir. Sonug
olarak, ¢g 3-formunun W; & W5 @& W, sinifina ait olmas igin gerek ve yeter
kosul s = \/Li olmasidir. s # \/Li ise, ©* temel 3-formu tanimlama bagintilarinin

hig¢ birini saglamaz, yani en genig siniftadir. [

Bélim (6.2)’de elde edilen

1 1 1
9022—5 ?71/\d772—§d771/\7]3+§772/\d773+ 1123

temel 3-formu ele alindiginda da W, @ W5 @ W, smifindan bir 3-form bulunur.

Teorem 6.5.2. (M, g) 7-boyutlu, (&, Pi)ic123 3-Sasaki yaprsina sahip bir
3-Sasaki manifoldu ve

1 1 1
Fy = migs U€F2=—§ 771/\d772—§d7h/\773+§772/\d773

olsun. Bu durumda

Ff=5'F, Fj:=sF
olmak tzere,
' = F5 + F§ = $°F) + sFy
3-formu (M, g°) manifoldu tizerinde pozitif bir 3-formdur. Ayrica s = \/Li icin,
2

bu 3-form Gy yapilarin Wy @ Ws @ W, sinafindandir. s # % i¢in, ©° yine en

genis sinaftadr.

Kanat. ¢° 3-formunun pozitif olmasi i¢in, x,y € I'(T'M) olmak {izere, (6.4)
esitligi saglanmalidir. Manifoldun bir agik kiimesinde yukarida bahsedilen, ¢°

metrigine gore ortonormal {7y, -+, Z;} tabani segilsin. Bu durumda
(Zi3p®) N (Zi20°) N ° = 69°(Zi, Z;)d5,, = 65°g(es, €5)dyor
ve i # j igin,

(Zisp®) N(Zjap®) Ng® =0
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olmahdir. Agagidaki iligkiler kullanilirsa, bu esitliklerin saglandigi goriliir:

Zy29® = S°Mas + Nas — s,
Zyap® = =813 — Nar — Ts6,
Z3ap® = 82+ Nus + e,
Zyap® = =S + Shar — SNss,
Zsap® = Sy + Shae + SNaa,
Zgap® =S4 — Stjas — Shar,

Z7ap® = —SM5 — Saa + SN)36.

O halde ¢; bir pozitif 3-formdur. Simdi de bu 3-formun hangi s degerleri i¢gin

W smifinin alt siniflarina ait oldugu incelenecektir.
s s s
©° =+8377123—§ 771/\d772—§ d7h/\773+§ n2 A dns
3-formunun dig tiirevi
s 3 3 3 S S S
dy® = s°dn; Anaz—s" 3 Adne+5"n12 Adnz — §dm Adng — Edm Adns+ §d’l’]g Adns.

Lokal koordinatlarda

dp® = 2s {—771245 + Ni246 — 32771247 - 32771256 — Tas7 — Th267

2 2
+M1345 + S" 1346 — 1347 — 1356 — S Th3s7 + M1367

2 2
—5" 12345 — 2346 — 12347 — 12356 + 12357 — S 772367}

oldugundan, her s > 0 i¢in, dy*® # 0’dir. O halde hi¢ bir pozitif s sabiti i¢in,
¢® 3-formu P veya W, siiflarina ait degildir.

M tizerinde dyp® = a A ¢® olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu 1-form

o= Z i Z; = sam + 50ty + stz 4 Qi + asns + aells + a7l

olarak yazilabilir. Ayrica ¢® 3-formu lokal koordinatlarda

0’ = 5377123 + SThae — SNi57 — SN2ar — STase + SN345 + SN367
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oldugundan,

a A @° = —s oy — § 51235 — 5% QeMass — S Q7Tasr — SPQaMi2as — S Q1 N1247
—s2 o M1256 + S2 21257 + S20nM13a5 — S7sM136 + S QsNissT + S Q367
+505M1456 + S0T1457 — SO7T1467 — SOGT1567 + S°Qallagas + 57 Ci3T2347
+52anzse + S Qanaser + SUNaase — SQsT2a57 — SQlGT2a67 + SQTTas67
— 813456 — SA7TI3457 — SQ4T)3467 — SA57)3567

esitligi goz oniine alinarak, dy® ve a A ¢* 4-formlarimin 7,945 teriminin kat-
sayilar1 kargilagtirilirsa —2s = 0 bulunur. s > 0 oldugundan, dy® = a A ¢°
olacak sekilde bir « 1-formu yoktur, yani M ¢ W, ve M ¢ Wy @& Wy'tiir.

Ayrica lokal koordinatlarda dy® A p* = —125%01934567 oldugundan her s > 0
icin, dp® A ® £ 0’dir ve boylece W3, Wy @ Wi, W3 @ W, ve Wy @ W3 & Wy
siniflar1 elenir.

©*® 3-formunun *, Hodge-star operatorii

*s0° = Zioas + Ziger + Zizar + Lizse + Lazae — Loazst + Laser

_ 2 2 2 2 2 2
= *M123 + S N1245 + S N1267 + S N13a7 + S N1356 + S N2346 — S N2357,

global olarak

2 2 2

S S S
k50" = * I — 5 13 N dng — 5 s A dng — o h2 A dm

seklinde ifade edilebilir. dp® 4-formunun 7,547 teriminin katsayisi 0 iken, *4p*
4-formunun ayni teriminin katsayisi 1 oldugundan, dp® = k*,® olacak sekilde

sifirdan farkli bir k£ sabiti yoktur. O halde W; ve W; & W, simiflart da elenir.

*4p° 4-formunun dig tiirevi ise

2
s
dx*s p° = 5{—772/\d7]1/\d?h+7]1/\d7]1/\d7]2—n3/\d771/\d773

+m Adnz Adng —n3 Adng A dna 49 A dna A dns}

olarak hesaplanir. Lokal olarak

dx*s p° = 25 {—"12345 + M12346 + M23a7 + N12356 — M12357 — Mi2367 }

+482 {7714567 — TJoas67 — 7734567}

oldugundan d *, ¢* # 0 ve sonug olarak M ¢ W, & Wjs'tiir.
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M manifoldu tizerinde dy® = a A ¢® + f x5 ¢® olacak gekilde o 1-formu ve f
fonksiyonu var olsun. Bu durumda a 1-formu, «; € C*°(M) olmak tizere, lokal
olarak o = )" a; Z; seklinde yazilabilir. Lokal olarak dp® ve a A ¢° + f *4 ¢°

4-formlarimin sirasiyla 11945 ve 14567 terimlerinin katsayilar kargilagtirilirsa,

f=-2/sve f=0

elde edilir, s > 0 oldugundan, bu bir celigkidir. O halde W; & W, ve
W, @& W, @ W, smiflar da elenir.

dy® 4-formunun Hodge-star operatorii ise, lokal koordinatlarda

x5dp® = —25%N145 — 20146 — 2Mar — 2156 + 20157 — 25°Mier
—2no45 — 2871246 + 2Moa7 + 2Mas6 + 25°Nas7 — 21267
—21345 + 20346 — 25 N347 — 25°N356 — 2N357 — 2M367

oldugundan,

(ksd@®) N p® = 4s(1+ 5%){n2as67 — M34s67 — 34567} -

(x5dp®) A ¢*® ifadesini sifir yapan pozitif bir s sabiti yoktur, o halde ¢* 3-formu
Wi, & Wy b Wiy sinifina ait olamaz.

B, M manifoldu tizerinde d*,; p® = [ A*4p® olacak sekilde bir 1-form olsun.
Bu durumda g 1-formu, 3; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak

p= Z BiZ; = sPim + sPanp + sPsn3 + Bana + Bsns + Bene + i

seklinde yazilabilir.

BN x® = 5 PsMiasas + 5°Biniosas — 5° Parnosar — 5°Baniasse
— 5% Bimasst + 5° Bstiaser + 5% Beni24s6 + 5 Briaast
+5° Batoast + 5°Bsm2s67 + 5% Bathsase — 57 Bsmsast
—5°BeMsast + 5°Brinsser + SB1Maser — 5°Bstazase

— 8% Banasast + 2 Brnazast + 5% Benasser + SP2Maser + SB3Nza567

ifadesinden, d *s ¢° ve B A x,0° 5-formlarimin kargilikli terimlerinin katsayilar
kargilagtirildiginda, d x5 ¢* = 5 A *,0° olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % = 4s,
b1 =4s, By = B3 = —4s ve By = b5 = [g = 7 = 0 esitliklerinin saglanmasidir.
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% = 4s egitliginden s = \/Li pozitif sabiti bulunur. Global olarak da s = \% ve
B =2(m —ne—n3) igin, d*s° = B A*s0° esitliginin saglandigr goriiliir. Sonug
olarak, ¢s 3-formunun W; @ W5 @ W, simifina ait olmasi igin gerek ve yeter
kosul s = % olmasidir. s # \/Li ise, ¢*® temel 3-formu tanimlama bagintilarimin

hig¢ birini saglamaz, yani en genig siniftadir. O]

Bu kez de Béliim (6.2)’de verilen

1 1 1
<ﬂ3=—§ 771/\d772+§d771/\773—§772/\d773+ M123

temel 3-formu igin benzer hesaplar yapildiginda, yeni ¢° 3-formu yine

Wi & W5 & W, smifindandir.

Teorem 6.5.3. (M, g) 7-boyutlu, (&, Pi)iz123 3-Sasaki yaprsina sahip bir

3-Sasaki manifoldu ve
1 1 1
F1 = mag ve F2:—§ 771/\d772+§ dTh/\TIS—§ n2 A dns

olsun. Bu durumda

F{:=8*F, F5:=skF,

olmak uzere,
0 = FF + F = 5°F) + sFy

3-formu (M, g%) manifoldu tizerinde pozitif bir 3-formdur. Ayrica s = \/Li i¢cin,

bu 3-form Gy yapilarin Wy @& Wy @ W, simfindandir. s # \/Li i¢in, ©° yine en

genis siniftadar.

Kanat. ¢° 3-formunun pozitif olmasi i¢in, x,y € I'(T'M) olmak {izere, (6.4)
esitligi saglanmalidir. Manifoldun bir acik kiimesinde yukarida bahsedilen, ¢*

metrigine gore ortonormal {Z7,--- , Z;} tabam secilsin. Bu durumda
(Ziag®) N Zia0®) N @° = 69°(Zy, Zi)d3yy = 65°g(es, €5)dyor

ve i # j igin,
(Ziag®) N Zjap®) N ® =0
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olmahdir. Agagidaki iligkiler kullanilirsa, bu esitliklerin saglandigi goriliir:

Zyap® = 523+ Tas — 157,

Zyap® = =8>3+ Nz + N6,

Z3ap® = 82 — s — Ners

Zyap® = —Smhe — Shar + SNss,

Zsap® = 87 — St — ST34,

Zeap® = sS4+ Shas + Snar,

Zrap® = =S5+ Shaa — SMse.
O halde ¢; bir pozitif 3-formdur. Simdi de bu 3-formun hangi s degerleri i¢gin
W smifinin alt siniflarina ait oldugu incelenecektir.

S

S s
Ad —dniAn3——=m9 Ad
2771 772+2 m AN 2772 3

©° = 45123 —
3-formunun dig tiirevi
s 3 3 3 S S S
dy® = s°dn; Anaz—s" 3 Adne+5"n12 Adnz — §d7]1 Adns+ §dn1 Adns— §d’l’]g Adns.

Lokal koordinatlarda

S

dp® = 2s {771245 — T2a6 — S M2ar — $"M2se + M2s7 + 26t

+11345 + 5°M1346 + Mizar + Mizse — S°Mizs7 + Nizer

— 5”345 — 346 + Nosar + Mozse + Tazsr — 52772367}

oldugundan, her s > 0 i¢in, dy*® # 0’dir. O halde hi¢ bir pozitif s sabiti i¢in,
¢® 3-formu P veya W, siiflarina ait degildir.

M tizerinde dyp® = a A ¢® olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu 1-form

o= Z i Z; = sam + 50ty + stz 4 Qi + asns + aells + a7l

olarak yazilabilir. Ayrica ¢® 3-formu lokal koordinatlarda

0’ = 5377123 + SThae — SMNis57 + SN2ar + SN256 — ST345 — SN367

81



oldugundan,

aN@®= —530447}1234 - 530457}1235 - 53046771236 - 53047771237 - 82042771246 + 82a1771247
+5%Q1Mase + 2257 — S Q11345 — S A3T3a6 + S° Q31357 — S QU T367
+TSQ5T456 T SQaT1a57 — SQ7N1467 — SO6T1567 — 520627]2345 - 520437]2347
—5%Q3M356 — S alj2367 — SOUTJ2as6 + SQl5T2457 + SQGT)2467 — SQTT2567
+506M3456 + SQ7N3457 + SQ4N3467 + SA5N3567
esitligi goz oniine alinarak, dy® ve a A ¢® 4-formlarinin 7,945 teriminin kat-
sayilar1 kargilagtirihirsa 2s = 0 bulunur. s > 0 oldugundan, dy® = a A °
olacak sekilde bir « 1-formu yoktur, yani M ¢ W, ve M ¢ Wy @ Wy tiir.
Ayrica lokal koordinatlarda dy® A¢® = —125%11934567 oldugundan her s > 0
icin, dyp® A p® # 0'dir ve boylece Wy, Wo @ Wi, W3 @ Wy ve Wh @ W3 & W,
siniflar1 elenir.

©*® 3-formunun *, Hodge-star operatorii

s 2 2 2 2 2 2
K07 = *M123 — S N1245 — S N1267 — S N1347 — S N1356 T S M2346 — S” 12357,

global olarak

2 2 2

S S 8 S
xg0° = % F) — 57723 A dns + 57713 A dns + 57]12 A dm

seklinde ifade edilebilir. dp® 4-formunun 7,547 teriminin katsayisi 0 iken, *4p*

4-formunun ayni teriminin katsayisi 1 oldugundan, dp® = k*4® olacak sekilde

sifirdan farkli bir k£ sabiti yoktur. O halde W; ve W; & W, simiflar1 da elenir.
x50° 4-formunun dig tiirevi ise

2
S
d*, p° = g{ngAdm/\dm—771/\d771/\d772—|—773/\d771/\dn3

—m Adnz Adns —n3 Adng A dna 42 A dna A dns}

olarak hesaplanir. Lokal olarak

d*, ¢° = 25° {2345 — M12346 + 2347 + Mi2356 + Ni2357 + Mi2367}

+45° {—7714567 + N24s567 — 7734567}

oldugundan d *, ¢° # 0 ve sonug olarak M ¢ W, & Wjs'tiir.
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M manifoldu tizerinde dy® = a A ¢® + f x5 ¢® olacak gekilde o 1-formu ve f
fonksiyonu var olsun. Bu durumda a 1-formu, «; € C*°(M) olmak tizere, lokal
olarak o = )" a; Z; seklinde yazilabilir. Lokal olarak dp® ve a A ¢° + f *4 ¢°

4-formlarimin sirasiyla 11945 ve 14567 terimlerinin katsayilar kargilagtirilirsa,

f=-2/sve f=0

elde edilir, s > 0 oldugundan, bu bir celigkidir. O halde W; & W, ve
W, @& W, @ W, smiflar da elenir.

dy® 4-formunun Hodge-star operatorii ise, lokal koordinatlarda

S

)5dp® = —25"N4s — 201a6 + 21147 + 20156 + 20157 — 28 167
—2n945 — 28%1246 — 2N2a7 — 2Mase + 28°Nas7 — 2267
+20345 — 2M346 — 28%M347 — 2871356 + 20357 + 2N367

oldugundan,

(ksd@®) N p® = 4s(1 + 5%){naaser + Msaser + N23as67} -

(x5dp®) A @*® ifadesini sifir yapan pozitif bir s sabiti yoktur, o halde ¢* 3-formu
Wi, & Wy @ Wiy sinifina ait olamaz.

B, M manifoldu tizerinde d*,; p® = [ A*4p® olacak sekilde bir 1-form olsun.
Bu durumda g 1-formu, 3; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak

p= Z BiZ; = sPim + sPanp + sPsn3 + Bana + Bsns + Bene + i
seklinde yazilabilir.

BA*sp® = —5B3niagas + 8 B11123a6 + 5°Pamiosar + 5% Baniosse
—33517712357 - 53ﬁ37]12367 - 82567712456 - 52577712457
—82547]12467 - 82557712567 - 82547713456 + 82557713457
+5%Bemisasr — $*Brmsser + sBiMaser — 5 OsN23456

— 8% Banosast + 82 Brnazast + 5% BeNasser + SB2Maser + SBaNza567

ifadesinden, d *s ¢° ve B A x,0° 5-formlarimin kargilikli terimlerinin katsayilar
kargilagtirildiginda, d x5 ¢* = 5 A *,0° olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % = 4s,
b1 = P3 = —4s, Py = 4s ve By = (5 = P = 7 = 0 esitliklerinin saglanmasidir.
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% = 4s egitliginden s = \/Li pozitif sabiti bulunur. Global olarak da s = \% ve
B =2(—m+ne—n3) icin, dxsp® = B A*sp° esitliginin saglandigy goriiliir. Sonug
olarak, ¢s 3-formunun W; @ W5 @ W, simnifina ait olmasi igin gerek ve yeter
kosul s = % olmasidir. s # \/Li ise, ¢*® temel 3-formu tanimlama bagintilarimin

hig¢ birini saglamaz, yani en genig siniftadir. O]

Son olarak

1 1 1
<P4=§771/\d772—§d771/\773—§772/\d773+ M123

temel 3-formu i¢in de benzer hesaplamalar yapilmigtir.

Teorem 6.5.4. (M, g) 7-boyutlu, (&,1;, Pi)iz123 3-Sasaki yaprsina sahip bir

3-Sasaki manifoldu ve

1 1 1
Fy = 13 U6F2:§771/\d772—§d771/\773—§772/\d773

olsun. Bu durumda

Ff=8*F, F5:=skF,

olmak 1tzere,
' = F5 + F = $°F) + sFy

3-formu (M, g°) manifoldu tizerinde pozitif bir 3-formdur. Ayrica s = \/Li i¢in,

bu 3-form Gy yapilarin Wy & Ws & W, sinifindandur. s # \/Li wein, ©° yine en

genis sinaftadar.

Kanat. ¢° 3-formunun pozitif olmasi i¢in, x,y € I'(T'M) olmak {izere, (6.4)
esitligi saglanmalidir. Manifoldun agik bir kiimesinde yukarida bahsedilen, ¢*

metrigine gore ortonormal {73, -+, Z;} tabani segilsin. Bu durumda
(Ziag®) N(Zing®) N ° = 69°(Zi, Zi)dy = 65°g(es, €1)dyor

ve i #£ j icin,

(Ziag®) N(Zjap®) N p® =0
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olmahdir. Agagidaki iligkiler kullanilirsa, bu esitliklerin saglandigi goriliir:

Zyap® = 813 — T + N7,

Zyap® = =83+ Nz + N6,

Z3ap® = 8*M2 4 Nus + o7,

Zyap® = S — Sty — ST3s,

Zsap® = =87 — SN + SN3a,
Zgap® = =S+ Shas — SN,
Zpap® = S5+ Shaa + SN36-

O halde ¢, bir pozitif 3-formdur. Simdi de bu 3-formun hangi s degerleri i¢in

W siifinin alt siniflarina ait oldugu incelenecektir.

S S S
(PS:+S3T]123+§7]1/\d7]2—§dT]l/\T]3—§T]2/\d7]3

3-formunun dig tiirevi
s 3 3 3 S S S
dp® = s°dm Anag— sz Adna+ s nia Adnz + §d771 Adng — §d771 Adnz— §d772 Adns.

Lokal koordinatlarda

dp® = 2s {—771245 — 246 — 327]1247 - 52771256 + Mi2s7 — Ni2e7

2 2
—M1345 + S"M13a6 + M3a7 + M1356 — S M1357 — 1367

2 2
—57 12345 + 12346 — T)2347 — T)2356 — T]2357 — S 7)2367}

oldugundan, her s > 0 i¢in, dp® # 0’dir. O halde hi¢ bir pozitif s sabiti i¢in,
¢® 3-formu P veya W, siiflarina ait degildir.

M tizerinde dyp® = a A @® olacak sekilde bir o 1-formu var olsun. Bu 1-form
Q= Z Q;Z; = soun + S0 + sasnz + auny + asns + elle + iy
olarak yazilabilir. Ayrica ¢°® 3-formu lokal koordinatlarda

@ = 5377123 — SNM4e + SThs7 + ST2ar + SN2se + SN3a5 + SN367

oldugundan, a A ¢® hesaplanir, dy® ve a A ¢® 4-formlariin 7945 teriminin
katsayilar1 karsilagtirihirsa —2s = 0 bulunur. s > 0 oldugundan, dy® = a A ¢*
olacak sekilde bir o 1-formu yoktur, yani M ¢ W, ve M ¢ Wy & W, 'tiir.
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Ayrica lokal koordinatlarda dp® A p* = —125%01934567 oldugundan her s > 0
icin, dy® A p® # 0’dir ve boylece Wy, Wy @ Wi, W3 & W, ve Wh & W3 & W,
smiflar: elenir.

©*® 3-formunun *, Hodge-star operatorii

s 2 2 2 2 2 2
*g507 = *N123 + S N1245 + S N1267 — S M1347 — S N1356 — S M2346 T S 12357,

global olarak

2 2 2

s s s
*50° = I + 5 1123 A dny + 5 s A dng — 5 2 A dm

seklinde ifade edilebilir. dy® 4-formunun 74567 teriminin katsayisi 0 iken, *z¢°
4-formunun ayni teriminin katsayisi 1 oldugundan, dp® = kx*,¢® olacak sekilde
sifirdan farkli bir k£ sabiti yoktur. O halde W, ve W; & W, siniflar1 da elenir.

x50° 4-formunun dig tiirevi ise

2
S
d*s p* = 5{—712/\d771/\dm+mAdm/\dnwrns/\dm/\dns

—m Adns Adns 4 ng A dng A dng — n2 A dna A dns}

olarak hesaplanir. Lokal olarak

dx*sp® = 25 {7712345 + M12346 — M12347 — M12356 — M12357 + 7712367}

+432 {_7714567 — M24s67 T 7734567}

oldugundan d %4 ¢® # 0 ve sonug olarak M ¢ W; & Wjs'tiir.

M manifoldu tizerinde dp® = a A p®+ f x,¢° olacak sekilde a 1-formu ve f
fonksiyonu var olsun. Bu durumda « 1-formu, a; € C°(M) olmak {izere, lokal
olarak a = ) a;Z; seklinde yazilabilir. Lokal olarak dp® ve a A ¢° + f *4 ¢°

4-formlarimin sirasiyla 71945 ve 14567 terimlerinin katsayilar: kargilagtirilirsa,

f=-2/sve f=0

elde edilir, s > 0 oldugundan, bu bir celigkidir. O halde W; & W, ve
W, @& W, @ W, smiflar1 da elenir.

dy® 4-formunun Hodge-star operatorii ise, lokal koordinatlarda

*,dp® = —23277145 + 27146 — 21147 — 21156 — 21157 — 2527}167
+21245 — 280246 — 2247 — 21256 + 28 257 + 2Na67
—2M345 — 2346 — 28°M347 — 25°M3s6 + 2357 — 27367
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oldugundan,

(*sdsos) ANp® = 43(1 + 32){—77124567 — 34567 + 77234567}-

(x5dp®) A @® ifadesini sifir yapan pozitif bir s sabiti yoktur, o halde ¢* 3-formu
Wi @& W, @ Ws siifina ait olamaz.

B, M manifoldu tizerinde d*; ¢® = 3 A*4p° olacak gekilde bir 1-form olsun.
Bu durumda g 1-formu, 8; € C*°(M) olmak iizere, lokal olarak

B = Z BiZi = s + 5B + s831m3 + Bana + Bsns + Bene + Brne

seklinde yazilabilir.

BA*p® = 5°P3miasas — 5°Bimasas + 5° Paiosar + 5°Boniasse
+5° B1m12357 + 5° Batiaser + 5° Bemaase + 5*Brniast
+5% Bamaser + 5° B5Maser — 5*Bamisase + 5 B5713457
+5%Bsmsaer — 5% Brinsser + sO1Maser + 57 BsM23456

+8%Bunozast — S*Brnazasr — $2BeNasser + SBamaaser + SB3M3a567

ifadesinden, d *; ¢° ve B A *50° 5-formlarinin karsilikli terimlerinin katsayilar:
kargilagtirildiginda, d x; ¢* = 5 A *,0° olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % = 4s,
b1 = [y = —4s, B3 = 4s ve By = b5 = [g = (7 = 0 esitliklerinin saglanmasidir.
% = 45 egitliginden s = \/Li pozitif sabiti bulunur. Global olarak da s = % ve
B =2(—m —mne+n3) igin, d*sp® = BA*s0° esitliginin saglandigr goriliir. Sonug
olarak, ¢s 3-formunun W; ® W5 @ W, smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul s = \/Li olmasidir. s # \/LE ise, ¢° temel 3-formu tanimlama bagintilarinin

hig¢ birini saglamaz, yani en genig siniftadir. O

Sonug olarak, s = \/Li olmak tizere, Teorem (6.5.1), Teorem (6.5.2), Teorem

(6.5.3) ve Teorem (6.5.4)'te verilen ¢° ile gosterilen temel 3-formlar
W1 EWsDW, siifina aittir. O halde her bir manifoldun ¢g* Riemann metriginin,
Levi-Civita kovaryant tiirevinden bagka; torsiyonu anti-simetrik olan tek tiirlii
belirli bir metrik kovaryant tiirevi vardir. [9] ¢ahismasinda W, & W5 & W,
sinifindan bir ¢ 3-formunun, torsiyonu anti-simetrik olan metrik kovaryant

tiirevinin torsiyonu; 8 1-formu d * ¢ = [ A *¢ esitligini saglayan 1-form olmak
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uzere,

1
T = gg(dw, %) — *xdp + *(B A @)

olarak verilmistir. Ornek olarak, Teorem (6.5.1)’de inga edilen, s = \/LE olmak
uzere,

1 1 1
908 = +8377123 + 55 ™m N d?]g + 85 dnl A N3 + 85 2 N dng

3-formuna karsilik gelen ¢* Riemann metriginin, anti-simetrik torsiyonlu metrik

kovaryant tiirevinin torsiyonu hesaplanirsa, asagidaki egitlik bulunur:

1 1 1
T = 5771 A\ d’l]l + 5772 A dng + 5773 A d773 + 27)193.
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7 Go-MORFIZMLERLE G, YAPILARIN ILISKiSi

(M7, 1) ve (May, o) ikilileri G5 yapisina sahip manifoldlar olsun. Eger

F*py = 1 olacak sekilde bir F': M; — My difeomorfizmi varsa, (M, p1) ve

(Ms, o) ikililerine G5-denk manifoldlar denir [28]. G5-denk olma Go yapisina
sahip manifoldlar tizerinde bir denklik bagintisidir.

Bu bolumde G-denk iki manifoldun uizerindeki temel 3-formlarin Fernandez

ve Gray siniflandirmasina gore ayni sinifta olduklar1 gosterilmistir.

7.1 (G5-denk Manifoldlarda Baz1 Esitlikler

(M7, ¢1) ve (Ms, po) manifoldlart Ga-denk olsun. Bu durumda F*py = ¢
olacak sekilde bir F': My, — M,y difeomorfizmi vardir. M; ve My manifoldlar
tizerindeki 1 ve @y temel 3-formlarimin belirledikleri Riemann metrikleri g,
ve ¢z, hacim formlari ise € ve Qy ile gosterilsin. Her x,y € T'M; ig¢in, (3.3)

esitliginden,

6g1(z,y)h = (zup1) A (Y1) Ao
= (TaF"p2) A (yaF"p2) N F*
= (F"(Fu(@)ap2)) A (F*(Fu(y) ap2)) A F* oo
= F{(Fu(@)ap2) N (Fu(y)ap2) A 2}
= F*{6g2(Fi(2), Fi(y))S22}
= 6g2(Fi(x), Fuly)) 2

olur. M; manifoldunun bir agik kiimesi iizerinde lokal ortonormal bir {eq, ..., e;}

catist alinirsa,

gi(z,y) = gi(z,y)hler,... er)
= ¢(Fi(x), Fi(y))F*Qy(eq, ..., e7)
= gg(F*(QZ),F*( )) (F*(‘el)v"'aF*(e?))
(Fi(z)

= go(F.(2), F.(y))(detga(Fu(e;), Fule)))'/?

iligkisinden, (M, p1) ve (Ms, o) Go-denk manifoldlar ise,

k= (detgs(Fu(e:), File;)))"?
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olmak iizere,

kF*QQ =01

bulunur.
P, ve P, sirasiyla ¢ ve @9 3-formlar tarafindan belirlenen 2-kath vektor

carpimlar: olsun. Her x,y € T'M; icin,

92(Pa(Fi(x), Fuly)), Fu(2)) = @a(Fi(z), Fu(y), Fi(2))
= i,y 2)
= q(Pi(2,y),2)
= gkF(Pi(z,y)), Fi(2))
olur. g Riemann metrigi pozitif tanimh oldugundan, non-dejeneredir. Ayrica

F difeomorfizm oldugundan, F, : TM; — T My izomorfizmdir [29]. O halde
F*PQ = ]{ZF* 9] P1

elde edilir.

F. : TM, — TM, izomorfizmi bir F* : AP(TMs)* — AP(TM;)* izomor-
fizmi belirler. ¢ ve g Riemann metriklerini AP(T'M;)* ve AP(T'Ms)* uzay-
larima genellestirmek icin, oncelikle o ve § Ms iizerinde 1-formlar olsun. Bu
durumda F*« ve F*3 M, iizerinde 1-formlardir. Her = € T M, icin, * herhangi

bir 1-formun veya vektor alaninin metrik dualini gostermek iizere,

a(z) = ga(z,0f)
= g(F((F)7(2), F((F) (o))
= kg ((B) (@), (F)7 (o))
= k7N ((F) 7 of)F((F) ()
oldugundan,
(Fra)f = k™ (F) (o)
esitligi saglanir. Buradan,
g(F*a, F*B) = gi((F*a)’, (F*B)F)
= k7%gu((F) 7 (o), (F)7H(8%)
= k7?kga(af, 5%)
= klg:(a, B)
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ifadesine ulasilir.
M, iizerinde @« = oy A ... Aoy, ve B = B1 A ... A [, p-formlar1 alinsin.
F*(a) = F*(a1) A ... NF*(oy) ve F*(B) = F*(B1) A ... N F*(B,) M, tizerinde

p-formlar olduklarindan,

g (F* (), F*(B)) = gui(F*(ar) Ao ANF*(ap), F*(B) A AN F™ ()
= detgi(F*(u), F*(5;))
= kPdetgs(ay, 3;)
= kPglar A Ay, Bi AL A B
= k7Pgs(a, B)

bulunur. k = (detgy(F.(e;), Fi(e;)))/? oldugundan,

k= detgs(Fi(e;), Fi(e;))
= detga((Fu(en))?, (Fu(e;))?)
= det(k~'gi(es, ¢5))
= kgi(ea Ao ANerer AL Ner)
= k7.

esitliginden ise k° = 1, yani k = 1 bulunur.

Sonug olarak (M, p1) ve (Ms, p3) Go-denk ise,
F*g2 =91, (71)

F*PQZF*Opl (72)

iligkileri vardir. Tersine (7.1) ve (7.2) esitlikleri gercekleniyorsa da (M, ¢1) ve
(Ms, ¢2) manifoldlar1 Go-denktir.

g1 ve go metriklerinin belirledikleri Hodge-star operatorleri sirasiyla
ve %9 olsun. « ve [ My iizerinde sirasiyla p ve 7-p formlar ise, F*a ve
F*p da M, tzerinde p ve 7-p formlardir. {ey,...,e;} kiimesi M; mani-

foldunun bir acik kiimesi iizerinde ortonormal bir c¢ati olsun. Bu durumda
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= (F*Qy)(eq, ..., e7) igin,

g2(x20, B) = g2 A B, ()
= g(F(aAp), FrQ)
= g(F*a N F*3,my)
= mgi(« F*a, F*f)
= mg(F*((F")~ (1 F"a)), F*((F*) 1 (F7B)))
= mg((F*)7 (x1F* ), B)
oldugundan,

F*(x9a)) = m % F*a.

F, izomorfizm oldugundan, w', 2,y , 2" € TM, icin,
F.(w) =w', F,(z) =", F.(y) =y, F.(2) = 2 olacak sekilde w,z,y,z € TM,

vardir. [5]'te verilen

— L (w, 8up P(P(2, y), 2))

*QO(U),I, y? Z) 3

formiilii kullanilirsa,

wapa(w', 0y 2) = waea(Fi(w), Fu(w), Fu(y), Fu(2))

= 1y (Fu(w), &,y Po(Po(F.

= 1y (Fu(w), Gy Po(F(Pi(,y)), *(z)))
= Lg(F.(w), G, Fu(Pi(Pi(7,y), 2))

= 301(w, 64y Pi(Pi(z,y), 2))

= xpo1(w,x,y, 2)
oldugundan,
F*(*QSOQ) = *1¥
iligkisi bulunur. F*(kea) = m*; F*« esitliginde oo = 9 alimirsa, m = 1 oldugu

goriilir. Yani M, tizerinde her a p-formu i¢in,

F*(x9a) = 1 F*av. (7.3)

7.2 (Gy-denk manifoldlar ve G5 Yapilarin Tanimlama Bagintilar:

(M, ¢1) ve (Ms, o) Ga-denk manifoldlar olsun. F*¢y = ¢ olacak gekilde

bir F': My — M, difeomorfizmi vardir. U, [5]'teki simiflandirmaya gore, G
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yapilart tanmimlayan 16 siniftan birini belirtmek iizere, M; € U olmasi i¢in
gerek ve yeter kogulun My € U oldugu gosterilecektir. Bunun igin G5 simiflarin
Cabrera’da verilen tamimlama bagintilar: [6] ile, 6nceki béliimde bulunan (7.1),
(7.2) ve (7.3) iligkileri kullanilacaktir. Her simif ayr1 ayr1 incelenecektir.

P: M; € P olsun. Bu durumda dp; = 0 ve d *x; ¢ = 0’dir.
0 =dp; = dF*ps = F*dps [28] ve 0 = d *1 1 = d(F*(x2p2)) = F*(d *g p2)
esitliklerinden, F™* izomorfizm oldugundan, dys = 0 ve d 9 ¢ = 0 bulunur. O
halde M, € P’dir.

Wi My € W, olsun. Bu durumda sifirdan farkli bir & sabiti icin,
dp1 = kxq1p1 ve dp; # 0icin d*;¢; = 0’dir. Birinci kogulu incelemek yeterlidir.
k # 0igin, dy = k*1¢1 esitligi d(F*g2) = k(F*(*2¢p2)) ifadesine denktir. d dig
tiirevi geri gekme doniigiimiiyle degismeli oldugundan, F*(dys) = F*(k %2 ¢2)
olur. F™ birebir oldugundan, dyps = k % @y elde edilir. dp; # 0 ve F*
doniigiimiiniin izomorfizm oldugu kullanilirsa, dyps # 0’dir, yani M, ¢ P’dir.
O halde M; € W, dir.

Wa 1 My € Wy olsun. d *; ¢ # 0 igin, dgpy = 0’dir. My manifoldunun P
sinifinin elemani olamayacagini gormek yeterlidir. M, € P olsun. Bu durumda
d %9 o = 0 olur ki, d((F*)™! %1 1) = (F*)71(d *, ¢1) iligskisinden d *; ¢; = 0
celigkisine varilir. O halde M, ¢ P’dir.

Ws: My € Ws olsun. dy; # 0 igin, d *; o1 = 0 ve dp; A pp = 0’dur.
0 =dp1 A1 = d(Fp2) A (Fpa) = F*(dipa) A (F*p2) = F*(dipa N ¢p2) iliskisi
ve F* doniigiimiintin izomorfizm oldugu kullanilirsa, dps A @2 = 0 bulunur.
M, ¢ P oldugu da M, ¢ P ifadesinin kanitina benzer gekilde goriilebilir.

Wya: My € Wy olsun. o, # 0 formlan icin, dp; = a A ¢ ve
d*1 1 = BA*1p1'dir. dp; = aAgy kogulu d(F*ps) = aA F* @y koguluna denk-
tir. Bu esitlik ise F*(dps) = F*((F*)'a) A F*py = F*((F*) " 'aAs) seklinde
yazilabilir ve F™* izomorfizm oldugundan, dyy = (F*)"ta A s olur. Ayrica
d 1 o1 = B A *xpp esitligi de d(F™* %9 o) = 5 A F* %9 @y olarak yazildiginda,
F*(d *g pa2) = F*((F*)7'8) AN F* %9 03 = F*((F*)7'8 A *(p2) oldugundan,
d %9 o = (F*)71B8 A %905 elde edilir. dpy # 0 ve d *3 o # 0 oldugundan P
smif elenir. O halde My € W, tlr.
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W1 @®Ws: My € W) & W, olsun. Bu durumda dp; # 0 ve d x; 1 # 0
olmak tizere, dp; = k %1 1 ve (x1d %1 1) A 11 = 0’dur.

0 = (*1d*1 p1) A *101
= k1 d(F" %2 0a) A F™(%2009)
= # F*(d *9 p2) A F*(*902)
= F" %y (d*2 p2) N F*(%2009)
= F*((%od %9 p2) A *29)
oldugundan, (kod %9 ©3) A x99 = 0’dir. Diger durumlara benzer sekilde M,
manifoldunun W, & W, siifinin alt simiflarinda olamayacagi gortiliir.

Wi @ Ws : M1 € Wy @ Ws olsun. dypq # 0 i¢in, d*; ¢ = 0’dir. Burada M,
manifoldunun W @ Ws smifinin alt siniflarinda olmadigini gormek yeterlidir
ve bunun i¢in F* dontigiimiiniin izomorfizm oldugu kullanilir.

Wao @ Ws : My € Wy @ Ws olsun. dpy # 0 ve d*; o1 # 0 icin, dpy A =0
ve (x1dp1) A = 0'dr.

0 = (x1dp1) Ay
= xd(F* o) N F*pg
= 1 F*(dpa) N F*py
= F*(x2dpa) N F*py
= F*((*2dp2) A p2)
oldugundan, (x2dgps) A g = 0’dir. Benzer gekilde M, alt simiflarin elemani
olamaz.

W1 ®Wy: My € Wy @ W, olsun. Bu durumda dp; # 0, d *; ¢ # 0
ve f sifirdan farkli bir fonksiyon olmak tizere, dp; = a A p1 + f *1 ¢1 ve
d x1 1 = [ N *1p dir.

dpr = aNer+ f* o1,
d(F*p2) = aNFros+ [F(x202),
F*(dps) = F*((F*)7'a) NF gz + fF*(*202)
= F*((F*) ranps+ foF 1)
oldugundan, dyps; = (F*)"'a A ¢y + f o F7! %9 ¢ bulunur. Wy & W, simifinin
alt siniflar1 da benzer gekilde elenerek My € W, @ W, bulunur.

94



Wa@®Wy: My € Wy @ Wy olsun. dp; # 0 icin, dp; = a A ¢ 'dir.
do1 = a A ¢y kogulunun dys = (F*)~'a A ¢y koguluna denk oldugu gosteril-
misti. Wo @ W, sinifinin alt simiflar1 da elenerek My € Ws & W, bulunur.

Wi ®Wy: My € W3 & W, olsun. Bu durumda d %1 ¢1 # 0 ve dp; # 0
olmak iizere, dp; A w1 = 0 ve d *1 o1 = B A x1¢p1’dir. Bu esitligin ancak ve
ancak dps A o = 0 ve d *y 3 = (F*)718 A %305 olmast durumunda saglandig
gosterilmisti. Wi @ W, smifinin alt siniflar1 da benzer sekilde elenir.

W1 ®We @ Ws: My € W) @ Wy @ W3 olsun. Bu durumda dy; # 0 ve
d %1 o1 # 0 icin, *1dp; = 0 veya x1d *; 1 A x1¢; = 0'dir. *1dp; = 0 ise,
0 = xdpy = %1 d(F*pg) = % F*dps = F*(x9dips) oldugundan, xodps = 0’dir.

>l<1d *1 @1 VAN *1P1 = 0 ise,

0 = xd*; o1 A*x
= s d(F”(x202)) A F* (x22)
= x F*d(*9p2) A F*(x209)
= F* %9 d(*20p2) N F*(909)
= F*(*2d(k9op2) A *202)
esitliklerinden xod(*2p9) A %99 = 0’dir. Alt siuiflar da benzer gekilde elenir.

W1 & We @& Wy : My € W) & Wy & W, olsun. Bu durumda dyy, # 0 ve
sifirdan farkli bir f fonksiyonu icin, dp; = aAp;+ f*1¢1’dir. F* donligiimiiniin
izomorfizm oldugu kullanilarak Ms manifoldunun W; & W, & W, smifinin alt
siniflarinda olamayacagini gérmek yeterlidir.

W1 @ Ws Wy My € Wy & Ws® W, olsun. dp; # 0 ve d 1 p1 # 0 igin,
d*1 1 = [ A*x1p’dir. Yine F* doniigiimiiniin izomorfizm oldugu kullanilarak
M manifoldunun Wy &Ws@®W, sinifinin alt siniflarinda olamayacagini gortliir.

Wa @ W3 & Wy : My € Wo@W3BW, olsun. dy; # 0 igin, dp; Ap; = 0'dir.
Alt simflar benzer diger durumlara benzer sekilde elenir.

W : M; € W ise My de aymi smiftadir, tiim alt simiflar diger durumlara
benzer gekilde elenir.

Sonug olarak (M, p1) ve (Ms,ps) Ga-denk manifoldlar i¢in, M; mani-
foldu U simifindan ise, M, manifoldu da ayni siniftandir. Go-denk olma Gy

yapisina sahip manifoldlar tizerinde bir denklik bagintisi oldugundan, M; € U
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olmasi igin gerek ve yeter kosul My € U olmasidir. Bu ifadenin tersi dogru
degildir. Yani (M, 1) ve (M, ps) ayni Gy simifina ait, difeomorfik mani-
foldlar ise, bu manifoldlar Go-denk olmayabilir. Ornek olarak Aloff-Wallach
uzaylar1 verilebilir. Aloff-Wallach uzaylar1 U(1)y,; kiimesi SU(3) grubunun

diag(ik,ili(=k=1)) tipinden elemanlar tarafindan iiretilen altgrubu olmak fizere,

e
My, := SU(3)/U(1)x, olarak tammh uzaylardir [30]. (M, g1) ve (Ma, g2) Rie-
mann manifoldlar1 arasinda, bir ¢ sabiti i¢in, G*go = cg; olacak sekilde bir
G : My — M, difeomorfizmi varsa, bu manifoldlara homothetic manifoldlar
denir [31]. k # £l olmak {izere, her M ; Aloff-Wallach uzayinda W, smifindan

homothetic olmayan, dolayisiyla Go-denk olmayan G5 yapilarin varhigi bilin-

mektedir [32].
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8 SONUCLAR, TARTISMA VE ONERILER

Bu ¢alismada, G5 yapiya sahip 7-boyutlu bir Riemann manifoldu tize-

rindeki ¢ temel 3-formunun, herhangi bir w vektor alani ile

P=ptwikxe

seklinde deformasyonlar incelenmigtir. Oncelikle deformasyonda kullanilan
vektor alanina baz kisitlar konularak, yeni manifoldun Levi-Civita kovaryant
tirevi, spinor demeti tlizerindeki kovaryant tiirevi ve Dirac operatorii hesap-
lanmigtir. @ = ¢ + w *  deformasyonunda
Vw=0ve Vp=0
alindiginda, yeni G5 yapisinin da paralel kaldigi, yani
V3=0

oldugu goriilmiistiir. Buna ek olarak, Dirac operatorlerinin ¢ekirdeklerinin
izomorf olduklar1 kanitlanmigtir. Daha sonra ise, herhangi bir kisit olmaksizin,
deformasyon ile olusan yeni manifoldun Levi-Civita kovaryant tiirevi hesa-
planmigtir. Ancak w vektor alam iizerinde herhangi bir kisit olmaksizin, ¢ =
¢ + wa * ¢ deformasyonu ile olugan yeni G5 yapilarin ait olduklar: simiflarin
belirlenmesi bir aragtirma konusudur.

7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlari tizerinde bilinen baz G5 yapilarin, 3-Sasaki
yapisini belirleyen Killing vektor alanlariyla deformasyonlart da caligilmisgtir.
Elde edilen yeni G5 yapiya sahip manifoldlar tizerinde de 3-Sasaki yapisinin var
olup olmadig1 bilinmemektedir. 7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlarin skaler egriligi
42 oldugundan, deforme edilmis yeni manifoldun skaler egriligini hesaplamak,
manifoldun 3-Sasaki yapisinin deformasyonla degisip degigmedigini anlamakta
yardimci olabilecektir. Eger yeni skaler egrilik 42’den farkl ise, yeni Gy yap1
3-Sasaki manifoldu degildir.

Bu tezde ayrica 7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlar: tizerinde G5 yapilarin en
genig sinifi olan W sinifina ait yeni GG, yapilar inga edilmis, bu yeni G5 yapilarin

deformasyonlar ile

W1 @ Ws & W,
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sinifindan Gy yapilar elde edilmistir. W, & W3 & W, smifindan manifoldlar
izerinde, torsiyonu anti-simetrik olan metrik uyumlu tek tiirli belirli kovar-
yant tiirevler vardir. Bu kovaryant tiirevlere gore paralel spinorlarin var olup
olmadiginin belirlenmesi, bundan sonraki calisma konularindan biri olacaktir.

Ayrica 7-boyutlu 3-Sasaki manifoldlar tizerinde kapal (dy = 0) veya co-
closed (6 = 0) Go yapilarin var olup olmadigi da aragtirilabilir.
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