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BEYAN

Tez igindeki tiim verilerin akademik kurallar gergevesinde tarafimdan elde edildigini,
gorsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglarin akademik ve etik kurallara uygun sekilde
sunuldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, baskalarinin
eserlerinden yararlantlmast durumunda bilimsel normlara uygun olarak atifia
bulunuldugunu, tezde yer alan verilerin bu iiniversitede veya baska bir iiniversitede

herhangi bir tez ¢alismasinda kullanilmadigini beyan ederim.




TESEKKUR

Tez ¢alismamin tiim asamalarinda her tiirlii bilimsel destegi saglayan, bilgi
birikimleri ve degerli goriisleriyle bana yol gosteren Giresun Universitesi Fen
Edebiyat Fakiiltesi Matematik B&liim Bagkam saygideger damisman hocam Dog. Dr.
imdat {SCAN’a tesekkiir ederim.

Yilksek Lisans egitimim siiresince yakin ilgi ve desteklerini gordiigiim Giresun
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimil 6gretim {iyelerine tesekkiirli

bir borg bilirim.

Ayrica tez caligmam sirasinda maddi ve manevi destegini esirgemeyen aileme

tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

R : Reel Saydar Kiimesi

{ : R’ de bir aralik

1° I ninigi

v : Her

L{a, b} : [a, b] Araliginda integrallenebilen

Fonksiyonlarin Kiimesi

f' : f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi

r : Gamma Fonksiyonu

B : § Fonksiyonu

rla+ : Sol Tarafli Riemann-Liouville Kesirli Integrali
J&.f(x) : Sol Tarafli Hadamard Kesirli Integrali

wfb- : Sag Tarafli Riemann-Liouville Kesirli integrali

JE_f(x) : Sag Tarafli Hermite-Hadamard Kesirli integrali



SEKILLER LISTESI
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GA-s-KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN HADAMARD KESIRLI
INTEGRALLERI YARDIMIYLA GENELLESTIRILMIS BAZI
YENi INTEGRAL ESITSIiZLIKLERI

OZET

Bu tez g¢alismasinin amaci, GA-s-konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard kesirli
integralleri yardimiyla Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli esitsizlikleri
icine alan genel integral esitsizlikleri elde etmektir. [Ik olarak ¢alismamz igin gerekli
olan tanimlar ve teoremler verildi. Daha sonra ¢alismamizin bulgular kismindaki
sonuglari elde etmemize yarayan birgok parametreye bagh dnemli bir 6zdeglik ispati
ile verildi. Bu &zdeslik ve bazi 8nemli integral esitsizlikleri yardumiyla GA-s-
konveks fonksiyonlar igin Hadamard kesirli integralleri yardimiyla bazi yeni genel
integral esitsizlikleri elde edildi.

Anahtar Kelimeler: integral Esitsizlikleri, GA-s-Konveks Fonksiyonlar, Hadamard
Kesirli integralieri



SOME NEW INTEGRAL INEQUALITIES FOR GA-s-CONVEX
FUNCTIONS VIA HADAMARD FRACTIONAL INTEGRALS

SUMMARY

The purpose of this thesis is to obtain general integral inequalities involving
Hermite-Hadamard, Ostrowski and Simpson type inequalities via Hadamard
fractional integrals for GA-s-convex functions. Firstly, the definitions and theorems
necessary for our work are given. Later, an important identity was given to each of
the many parameters that helped us to obtain the results in the findings of our study.
With this identity and some significant integral inequalities, some new general
integral inequalities were obtained via Hadamard's fractional integrals for GA-s-
convex functions.

Key Words: Integral Inequalities, GA-s-Convex Functions, Hadamard Fractional
Integrals
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BOLUM 1. GIRiS

Konvekslik, M.0. 250 yilinda Archimedes'in {inlii = degerini hesaplamasina kadar
uzanan kolay ve bilinen bir kavramdir. Buna ragmen matematikte yer almasi 19,
ylizyil sonu 20. yiizyl bagini bulmaktadir. “Konvekslik™ kavrami ilk olarak, Hermite
tarafindan Ekim 1881°de elde edilen bir sonucun, 1883 yilinda Mathesis adh bir
dergide yaymlanmasiyla ortaya atilmistir. Hadamard’in 1893 yilindaki bir
calismasinda konvekslige rastlansa da konveks fonksiyonlarin sistematik olarak

calisiimasi 1905-1906 yillarinda Jensen ile baslar.

Konvekslik kavram esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde
esitsizliklerin dnemli bir yeri vardir. Mitrinovic, Hardy, Pachpatte, Littlewood,
Beckenbach, Poélya, Pecéaric, Bellman ve Fink gibi matematikgiler Konveks
Fonksiyonlar ile Esitsizlikler Teorisi’ni bir arada inceleyerek ¢esitli kitaplar
yazmuglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk teme! ¢alisma 1934’te Hardy, Pélya
ve Littlewood tarafindan yazilan “Inequalities” adl: kitaptir [1]. ikinci galisma ise R.
Bellman ve E.F. Beckenbach tarafindan 1961°de yazilan 1934-1960 yillar arasinda
elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarint iceren yine “Inequalities” adi verilen
kitaptir [2]. Bunu da Mitrinovi¢” in 1970 yilinda yaymladig: ve ilk iki kitapta
bulunmayan farkli konulara yer verdigi “Analytic Inequalities” adli kitabi izler [3].
Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler igeren ilk kaynak ise “Convex
Functions: Inequalities” bashgiyla PecCari¢ tarafindan 1987 yilinda yazilmistir. Bu
temel kaynaklarin yani sira “Mathematical Inequalities” [4], “Inequalities Involving
Functions and Their Integrals and Derivatives” [5], “Convex Functions and Their
Applications” [6] ve “Classical and New Inequalities in Analysis” {7] literatiirde var
olan diger kaynaklardir. Son zamanlarda GA konveks ve GA-s-konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikler ile ilgili birgok yazarlar tarafindan ¢alismalar yapilmistir [8, 9, 10,
11,12, 13,14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]



Esitsizlik teorisinin gelismesine son yillarda hiz kazandiran kavramlardan biri de
kesirli tiirev ve kesirli integral kavramidir. Kesirli tiirev ve integral kavram ilk
olarak Liouville tarafindan tanitilds ve literatiirde Riemann-Liouville kesirli tiirev ve

kesirli integrali olarak bilinmektedir.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramu tiirev ve integrallerin sadece tamsayilar igin
var mudir sorusundan yola g¢ikilarak ortaya ¢ikti. Euler kesirli tiirev ile ilgili
calismalar yapti. 17. yiizyildan itibaren Euler, Leibniz, Lagrange, Liouville ve Abel,
diger birgok matematikginin, kesirli mertebe igin diferansiyel ve integrasyonun

genellestirilmesine dayanan caligmalariyla gelismeye baslamigtir.

Bu calismamiz; literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen Hermite-Hadamard,
Ostrowski, Simpson tipli esitsizliklerin GA-konveks fonksiyonlar igin bir benzeri
olan esitsizliklerin genellesmesini, GA-s-konveks fonksiyonlar igin Hadamard kesirli

integralleri yardimiyla elde etmektir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks ve GA-Konveks Fonksiyonlar

Tamm 2.1.1 [21]: I € R bir aralik ve f:/ € R — R fonksiyon olsun. Eger Vx,y €
[ ve Vt € [0,1] igin,

flx+ A -y) <tf () + A -f ()
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna / iizerinde bir konveks fonksiyon denir.

Konveks fonksiyonun geometrik anlami asagidaki gibidir:

yi

fio} (b.1(o)
t a)+(1-1) I(b)
fita+{1-1jb)

(a, f(2)
1(a) ;

x ¥

a ta+{1-}b b

Sekil 2.1.1. Konveks fonksiyon
Geometrik olarak, ta + (1 — t}b noktasinda; f nin egri (izerinde aldig1 deger

(a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarim birlestiren dogru parcasiuin {zerinde aldifs



degerden her zaman daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay: birlegtiren dogru pargasi her

zaman egrinin [a, b] araliinda kalan kisminin tistiindedir.

Sekilden de goriildiigii gibi £ € [0,1] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer sekilde
(1-=0f(b) < f(b)dir. Dolayisiyla tf(a)+ (1 —t)f(b) degeri f(a) ile
f(b) arasindadir. Konkav fonksiyon i¢in dogru parcasi f nin grafiginin [a, b]

aralifinda kalan kisminin altindadir.
Konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri:

i Kapal: bir aralikta tammli konveks fonksiyon sinirhidir,

ii. f:I > R konveks fonksiyon ise, /° de kalan herhangi bir [a, b] kapali
arah@inda Lipschitz sartini saglar. Bu nedenle, f fonksiyonu [a,b]
araliginda mutlak strekli ve I siireklidir.

iii.  f:I > R konveks fonksiyon ise 19 de f ve f{ tiirevleri mevcut olup, bu
tiirevler artandir.

iv. f:1 = R fonksiyonu [ agik arahfinda konveks ise bu aralikta sayilabilir
bir £ kiimesi hari¢ f' mevcut ve stireklidir.

v. fiR->R,j=123 ..k ktane konveks fonksiyonlar olsun. Bu

taktirde;

k

flx) = Z afi(k), a; =20 (j=123...k)

=1
fonksiyonu da konvekstir.

vi. g:R — R azalmayan konveks fonksiyon ve h: R — R konveks fonksiyon
olsun. Bu taktirde; f:R >R f(x) = (goh)(x) bileske fonksiyonu da

konvekstir.

Tanim 2.1.2 [22]): (Hermite-Hadamard Egsitsizligi) f:/ € R - R fonksiyonu

konveks ise @ < b kosulunu saglayan Ya,b € [ igin

b 1 (b b
) s [ e L2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Hermite-Hadamard esitsizligi denir.



Tamm 2.1.3 [8,9,16]: f:1 € R, = (0,00) — R fonksiyonu verilsin. Eger Vx,y € [
ve Vt € [0,1] igin

fEEYTH) < tf () + (1 - Df ()

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna GA (geometrik-aritmetik) konveks fonksiyon

denir.

Tanim 2.1.4 {23]: f€lfa,b], a>0 ve b>a=0 igin J§,.f(x)ve JE_f(x)
sirastyla sol taraf ve sag taraf Hadamard kesirli integralleri asafidaki gibi

tanimlanmustir:

@ = [ () roF. x>a

ve

@ =rs [ (nd) r@%, x<s

dir. Burada I' () Gamma fonksiyonu

o

r'a) =f e tt* ldt
0
seklindedir.

Tamm 2.1.5 [23]: f€Lla,b] ,a>0ve b>a=0 igin gf5.f(xIve pJf_f(x)
sirasiyla sol taraf ve sag taraf Riemann-Liouville kesirli integralleri asagidaki gibi

tanimlanmistir:

rlé+f(x) = fx(x - ()dt ,x > a

(@)

ve

1 b
rlp—f(x} = mjf (t —x)*"1f()dt ,x < b.

M. Z. Sarikaya ve arkadaslari, Riemann-Liouville kesirli integrallerini igeren

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri asagtdaki gibi ispatlamigtir [24].



Teorem 2.1.1: f:[a, b] = R bir pozitif fonksiyon f € L[a,b] ve a < b olsun. Eger
f fonksiyonu [a,b] arahiginda konveks fonksiyon ise a > 0 olmak iizere kesirli

integraller igin esitsizlik asagidaki gibidir:

f(a-i-b) HNa+1)

a a f(a) + f(b
) S 3G = mya L RafB) + i f(@)] S‘IT()

GA-konveks fonksiyonlar1 i¢in  Hermite-Hadamard esitsizliginin  agirhkli
genellestirilmesi asagidaki gibidir [15]:
Teorem 2.1.2: f:/ S (0,0) >R bir GA-konveks fonksiyon ve a,b€l

elemanlar a < b olacak sekilde olsun. g:[a,b] — [0,00) siirekli ve Vab ye gore

geometrik olarak simetrik bir fonksiyon ise;

b b b
108 [ 8 < [L050  [DLIO) [P0,

2 a X

dir.

Uyan 2.1.1. Yukaridaki teoremde g(x) =1 ahmrsa, GA-konveks fonksiyonlar

asagidaki Hermite-Hadamard esitsizligini elde ederiz.

1 P f(x) f(a) + f(b)
f(\/mslnb—lnaf‘I x ax = 2 '

GA-konveks fonksiyonlar igin kesirli integraller yardimiyla elde edilen Hermite-

Hadamard esitsiziikleri asagidaki gibi verilebilir [17].

Teorem 2.1.3: Kabul edelim ki f:/ € (0,0) - R fonksiyona, b€/ vea<b
oldugunda f € [a, b] olsun. Eger f , [a, b] de GA-konveks fonksiyon ise & > 0 iken
kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik su sekildedir.

FvaB) = L8 D e pwy + e < LOELE

2 i‘na

(2.1.1)

ispat : f fonksiyonu [a, b] arahiinda Geometrik Aritmetik konveks fonksiyon olsun.

O halde Vx,y € [a,b] igin



fOEYI) < tf () + (1 - 6O)F )

esitsizliginde t = %yazarsak

f(\/_xﬂsf(x);f(y)

elde edilir. Dahasonra x = a*b'~* , y = b'al~" segersek

f(@ - f(atbl—t) _;f(btal—r)

esitsizligini elde ederiz. (2.1.1) esitsizliginin her iki tarafi t*~! ile carpilip,

esitsizligin t ye gore [0,1] izerinde integrali alinirsa;

a 1 1
b) < = tbl—td br 1-rd
f(Va <2{f0f(a e+ [ fota )t}

_a J"’(lnb—lnu) +J’ lnu-—lna -t ()
=21), \Inb = ina Inb — Ina lna flu

uin—-

elde edilir. Buradan (2.1.1) esitsizliginin sol tarafi kolayca elde edilir.

(2.1.1) esitsizliginin ikinci kisminim ispati igin, ilk olarak f fonksiyonu GA-konveks

fonksiyon oldugundan, vt € [0,1] igin

fla'b'=") < tf(a) + (1 - £)f ()

ve

fral=) < tf(B) + (1 - Of (a)

dir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa;

f(a'b'=%) + f(b*a'"") < f(a) + f(b)
elde edilir. Son esitsizlikte her iki taraf t*~1 ile carpilarak ¢ ye gore [0,1] iizerinden

integrali alinirsa,

1 1 1
f flatht~t) t“"‘dt+f fbtar=®) 2"t < [f(a) +f(b)]f £t
0 (1] 1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.



Geometrik Aritmetik konveks fonksiyonlar i¢in kesirli integral seklindeki yeni
Hermite-Hadamard esitsizligini ve GA konveks fonksiyonlar igin kesirli integral
seklindeki yeni Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi asagidaki gibi elde edilmistir
[10].

Teorem 2.1.4: f:[a,b] € R, — R bir GA konveks fonksiyon f € L[a,b] vea < b

olsun. O halde a > 0 iken kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

r 1 b
f(ab) < et Uiz f(@) + I F(B)] < M)

21-a (ln -g) 2
Teorem 2.1.5: f:[a,b] » R, —» R fonksiyonu bir GA-konveks fonksiyon f €
Lla,b] ve a < b olsun. Eger g:[a,b] = R, negatif olmayan, integrallenebilir ve
JVab ye gére geometrik simetrik ise kesirli integraller igin asafidaki esitsizlik

saglanir:

f(Vab) < [w%5_9(@) + w5, 90B)] < Wi (FO@ + wli, (Fg)(b)

b
< L O e 9@ + w5, 8(0)]

Lemma 2.1.2 [11]: I € (0, o) bir aralik ve f:] = R reel degerli fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu [ da iki kez tiirevienebilir ise; f, / da GA konveks (konkav)

fonksiyondur ancak ve ancak ¥x € [ igin

f)+xf"(x) = (=)0
dir.

ispat: Lemmanin ispati, konveks (konkav) fonksiyonlarin temel dzelliklerinden ve
“f fonksiyonu GA-konveks (konkav) fonksiyondur ancak ve ancak g(x) = f(e*)

] ={logx: x € I} iizerinde konveks (konkav) dir” 6nermesinden kolaylikla gikar,

2.2. GA-s-Konveks Fonksiyonlar

[25] de, Breckner konveks fonksiyonlarin bir genellesmesi olan s-konveks fonksiyon

kavramimi agagidaki gibi tanimladi.

Tamm 2.2.1. s € (0,1] sabit bir reel say1 olsun. Bir f:[0,00) — [0, o0) fonksiyonu



her x,y € [0,00) ve t € [0,1] igin
fx+Q=-Oy)<t°fx)+ (A -ODF

esitsizligini sagliyorsa f ye s-konveks (ikinci anlamda) fonksiyon veya K2 sinifina

ait bir fonksiyon denir. Siiphesiz ki, s = 1 igin s-konvekslik konvekslige indirgenir.

Yukaridaki tanimin i1 altinda GA-s-konveksligin tanimi agagidaki gibi verilmistir
[t3, 18].

Tamm 2.2.2. s € (0,1] igin bir f:/ € (0,0) - R fonksiyonu her x,y €[ ve
t € [0,1] igin

fOty™) S £+ (1 -5F()

esitsizligini saglhiyorsa, f fonksiyonuna GA-s-konveks (geometrik-aritmetik s-
convex) fonksiyon denir. s=1 icin GA-s-konveksligin GA-konvekslige
indirgendigi kolayca goriiliir

GA-s-konveks fonksiyonlar igin bazi 6zeilikleri asagidaki gibi verebiliriz [14]:

Teorem 2.2.1. f:I SR, - R ve s € (0,1] olsun. Bu taktirde, asagidaki ifadeler
dogrudur.

i.  f(x) fonksiyonu I da geometrik-aritmetik-s-konvekstir ancak ve ancak
f(e*) fonksiyonu [n0 = —oo kabul edildiginde In/ = {lnx|x € I}
aralifinda s-konvekstir.

ii. Eger f fonksiyonu [ da geometrik aritmetik konveks ise f [da
geometrik aritmetik s-konvekstir.

iii.  Eger f fonksiyonu I da azalan ve geometrik aritmetik s-konveks ise f
fonksiyonu I da s-konvekstir.
iv. Eger f fonksiyonu [ da artan ve s-konveks ise f fonksiyonu [ da

geometrik aritmetik s-konvekstir.

ispat: i. £(x) fonksiyonu I araliginda geometrik aritmetik s-konveks ise
f(erlnx+(1—t)lny) — f(xtyl-C)

< EF(x) + (1= O 0) = EFE™) + (L= f(e™)



dir. Bu yiizden f(e*) fonksiyonu ! araliginda s-konvekstir. DiZer taraftan, tersine

olarak f(e*) fonksiyonu / araliginda s-konveks oldugunda
Flatyl=t) = f(etinx+(-0iny)
S t5f(e™) + (1 = t)°f(e'™)
=f()+ A -°F()
olur ki bu f(x) fonksiyonun [ da geometrik aritmetik s-konveks oldugunu gdsterir.
ii. Eger f fonksiyonu / da azalan ve geometrik aritmetik konveks ise
fEYTD SO+ A -OfO s EfE)+ QA =8°FO)
dir. Bunun ise f fonksiyonun I da geometrik aritmetik s-konveks oldugunu gésterir.
iii. Eger f fonksiyonu / da azalan ve geometrik aritmetik s-konveks ise
flex + (1 =y) £ fGFYy™) < tf D)+ A - Of D)
dir. Bunun anlami f fonksiyonu I da s-konvekstir.
iv. Eger f fonksiyonu / da artan ve s-konveks ise
flfy?™) < flex + 1= 0y) S tf () + A - 0f ()

dir. Buna gore f fonksiyonu ! da geometrik aritmetik s-konvekstir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. GA-s-konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda, [18] de iscan tarafindan GA-s-konveks fonksiyonlar (ikinci anlamda)
icin elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizliklere yer verilmistir. Burada elde
edilen sonuglar igin [26] da verilen asagidaki Lemmadan yararlanilmistir.

Lemma 3.1.1. f:/ € (0,0) » R fonksiyonu I de tiirevlenebilir bir fonksiyon,
a,b €1vea<bolsun. Eger f' € L[a, b] ise

L PF()
f(m)—lnb—lnafa x x

= fnb - tna ; ina [a J-l t (%)% f (al—t(ab)%) dt-b fl t (%)% f' (bl—t(ab)%) dt]
0 0

ve

f@+f) 1 J’f(x)
2 inb — Ina x

=l_’l‘.b;ﬂ{a f 1 ( ) ' (a'~tbt)dt — b f f (b'~ta r)dt]
0

dir.

Teorem 3.1.1. f:] € (0,0} - R fonksiyonu GA-s-konveks fonksiyon (ikinci
anlamda), @, b € | ve a < b olsun. Eger f € L[a, b] ise

. f(X) f(a) + f(b)
2 1f(\/-cg)_lnb lnaJ = s+1

esitsizligi saglanir.
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Uyari 3.1.1. Yukandaki teoremde s =1 alinirsa, GA-konveks fonksiyonlar

agagidaki Hermite-Hadamard esitsizligini elde ederiz:

1 P f(x) f(a) + f(b)
f(@slnb—lnafa x dx = 2 ’

Teorem 3.1.2. f:1 € (0,00) = R [ de tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € I',a < b
ve f' € L[a,b] olsun. Eger g =1 ve s € (0,1] igin |f'|? [a,b] iizerinde GA-s-

konveks fonksiyon ise

|f@+f) 1 ff(x)
inb - lna X

| 2
1
<0 Q@) [t Grrsa)ircor

b l/q
+0(2.5+120.0) I &I

+b{C(5,115,) 17BN+ (55 +11.0.9) IF (@)17) ml

ve

1 ? f(x)
f(m)_lnb-lnafa x dxl

<R e reePron

+c(b s+1,1,0, )|f(J_)|}

+b{C‘(b 1Ls, )If(b)|"+C( .5+ 1,10, )If(\’_)I] ]

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 3.1.3. f:1 € (0,00) = R [° de tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € I',a < b
ve f' € L[a,b] olsun. Eger ¢ =1 ve s € (0,1] icin |f'|9 [a,b] iizerinde GA-s-

konveks fonksiyon ise

12



fl@+fe) 1 f @,
2 inb - Ina x

1
@G [leGorsairr

1/q

IA

+c(Zs10.4) 1o
+5{C(5.01.5,0) IF' B+ (5.5.10.9) I’ (a)l‘*}llq]

ve

1 ?f(x)
‘f(@ " Inb —lnafa x dxl

3o e
+c(b 5, 1,0, )]f(\/—)| ]

+b{c (3005 3) P @I+ (5510, D[} ]

esitsizlikleri saglanir.

Yukaridaki teoremlerde, u,n > 0, m,r =2 0 ve g = 1 olmak {izere
1
C(ulml n,r, Q') = f tm(l - t“)ruqtdt
[+}

ile tamimlanmustir.

3.2. Bazi Onemli Esitsizlikler ve Yardimci Teoremier

Bu kisimda, Arastirma bulgulart boliimiinde elde edilen sonuglarn bulmamizi
kolaylastiran bazi Snemli esitsizlikler ve dzdesliklerin yam sira elde edilen degisik
tipten esitsizlik tiirlerine ait bilgilere yer verilmistir.

Teorem 3.2.1. (Ostrowski Esitsizligi) f:! S R— R, [/ de tiirevlenebilir bir
doniisiim, a,b € I° 6yle ki @ < b olsun. Eger her x € {a,b] i¢in |f'(x)| < M ise
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asagidaki esitsizlik her x € [a, b] i¢in saglanir:

M [(x-a)+(b—-x)?
b—a[ 2 ]

1 b
for—5— [ Feax| <

Teorem 3.2.2. (Simpson Egsitsizligi) f:[a,b] - R (a,b) iizerinde dordiincti
mertebeden siirekli tlirevienebilir bir fonksiyon ve

IF @l = Subxe(am|f®(x)] < oo olsun. Bu taktirde
l[f (a) + f(b)
3 2

a+b] — |f(4)" (b — a)*

+ 2f( f Fl)dx| <

o 2880|

esitsizligi saglanir.
Teorem 3.2.3. (Integraller icin Hélder Esitsizligi) p > 1 ve ;1]-+ % = 1 olsun. f ve

g, [a,b] arah@inda tamimh reel fonksiyonlar ve |f|P ve |g|9, [a,b] arahginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b 1/p , b
f |fcx)g(x)|dxs(f |f(x)l”dx) U |g(x)|0dx)

esitsizligi gecerlidir [7].

1/q

Sonug 3.2.1. (Power mean Esitsizligi) ¢ = 1 olsun. f ve g, [a, b] araliinda tammli

reel fonksiyonlar ve |f| ve |g|%, [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b 1-1/9 ,
f if(x)g(x)ldeU If(x)ldx) (f If(x)llg(x)l"dx)

esitsizligi gecerlidir.

1/q

ispat: p > 1 ve -:; +% = 1 ise Holder esitsizligine gore
b b
f If(x)g(x)ldx = f LFCOIMPIIFENMY g () ]dx
a a

b /p , b
s(j If(x)ldx) (] If(x)llg(x)l"dx)

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte % =1 —% yazilirsa, g = 1 igin de bu egitsizlik

1/q

saglanir ve bdylece istenilen esitsizlik elde edilmis olur.
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Teorem 3.2.4. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu) £, [a, b] araliginda tamiml

siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

fa "feodr| < j ol

esitsizligi gegerlidir [7].

Lemma 3.2.1 [27]. a > 0 ve u > 0 igin asagidaki esitlik saglanir.

1 had —1)*-1(] k-1
J. ta—lptdt=uz( ) (np') <m'
Y k=1

(@)

burada

(@) =ala+D{a+2)...(a+k-1)
dir.

f:12(0,0) >R, I° (I min igi ) de tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Tezin

bundan sonraki kisimlarinda

Ir(x,4,a,a, b)

—(1-2) [(lng) + (zng)x] fl)+4 [f(a) (in E)m + F(b) (ln%)x]
— Cla + D[JEf(a) + JE: f(B)]

o

alinacaktir. Burada a,b € I,a < b, x € [a,b] , A € [0,1], @ > 0 ve [ Euler Gamma

fonksiyonudur,

[17] de, iscan asagidaki Lemmayi kullanarak quasi-geometrik konveks fonksiyonlar
icin kesirli integraller yardimiyla bazi yeni esitsizlikler elde etmistir. Tezin Aragtirma
Bulgulari béliimiinde elde etti3imiz sonuglar da bu Lemma kullanilarak elde

edildiginden ispati ile birlikte asagida verilmigtir.

Lemma 3.2.2. f:/ € (0,00) — R, I° iizerinde tiirevienebilir bir fonksiyon, Syle ki
a,b€l ve a<b olmak iizere f' € L[a,b] olsun. Bu taktirde her x € [a,b] ,
A€ [0,1] vea > 0 igin
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Ir(x,A,a,a,b) =a (ln —E)aﬂ fl(ta -1 (g)rf'(xfal—c)dt

a+1 ;

X\ preptpi-t
f(t“ A)(b) F(xtpt-t)dt
esitligi gecerlidir.

ispat: Kismi integrasyon ydntemi ve degisken degistirme uygulanirsa, x # a igin

aln g fu e (E)t Filxtal=)de

= f 1(¢a — Ddf(xtal~t)dt
0

= (% - Df (a0} - (ln‘;),, [N
a

(e +1)
(m3)

elde edilir. Benzer sekilde x # b igin

=(1-Df(x) +1f(a) - 7 Jx-f(a), (3.2.1)

—bln g fo 1(::'ﬂf - (%)r F(xth1-t)dt

1
- f (t% = Ddf(xtbt)de
4]

a 1
= (t* = Df (b - f l f(u)
=1 -Af) +Af(b) - et 5 a)]x-i-f() (3.2.2)
l‘nz

. - 0\~ n= .
elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.2) nin her iki tarafi sirasiyla (ln;) ve (ln;) ile

carpilirsa ve elde edilen sonuglar toplanirsa Lemma da istenilen 6zdeslik elde edilir.

x =avex = b igin sirasiyla

16



a+1

Ir(a,A,a,a,b) = -b In f (t* — ,1) f’(atbl“)dt
ve
Ir(b,A,a,a,b) = a ln f (t* — .1) f’(b‘al“)dt

dzdegliklerinin saglandifi kolayca gdsterilebilir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde elde edilen sonuglar orijinal olup, uluslararasi alan indeksli bir dergide
yayinlanmigtir [28]. Burada Lemma 3.2.2 yi kullanarak GA-s-konveks fonksiyonlar
icin Hadamard kesirli integralleri yardimiyla Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli
esitsizliklerin genellesmesi izerine bazi yeni esitsizlikler elde edildi.

Asagidaki teoremde power-mean integral esitsizligi kullanilarak yeni sonuglar elde

edilmistir.

Teorem 4.1. f: | < (0,) - R tiirevlenebilir bir fonksiyon 6yle ki a,b € I" ve
a < b olmak iizere f' € L[a,b] olsun. Eger sabit bir g =1 i¢in |f'|?, {a,b]
iizerinde ikinci anlamda GA-s-konveks fonksiyon ise x € [a,b], 1 € [0,1] ve
a > 0 oldupunda Hadamard kesirli integralleri i¢in asagidaki esitsizlik saglanr:

le(x,A,aab)
i

< Ai-%(a.l) a(in E)m (If'(x)I‘TAz ((g)q a,4,5)

E~1

@it () s))

+o(ind) (iroma () as)

1
Xy q
+ I ®4s((3) @ s)) : (1)
burada
1
2aata +1
A(a, A) = arl A,

13



A, ((E)q,a.ﬂ.,s) = fllt“ —i| Gi-)qr t5de,
0

(@) ans)= [ -0 @ -t u=an
0

ispat: Lemma 3.2.2, modiiliin 6zelligi ve power-mean integral esitsizligi kullanilirsa,

X

a+l pl ¢
— —_ —_ ol pl=t
iy Aa,a,b)| <ain ) J;lt“ M) IF atatolde

b a+1 1 x t
— _ — ' 1-
+b(ln x) fowf A(3) 1 aestlde

=

1
<a{in g)m (Llua — ,1|dt)1 ! Uﬂllt“ -1 (g)qt |f’(xta1—t)|¢1dt)q
1
o) ([ -ee)
0

1 t qa
([ -2 G Gt (42)

olur. |f'? fonksiyonu [a, b] araligi iizerinde GA-s-konveks oldugundan,

[y

[ e =21 3)" irectatoreae

< [ e - a1 (E) @1reol + @ - ool @I

= 1714 (.0 4,5,9) + 1F (@195 (5. @, 2,5,9) (43)
fo Jee -1 G Ireenoiar

< fo e -2 (%)"t E1F G+ (1= %1 (B)| M)t

=/ ()194; (.2, 4,5,9) + |/ (B)]7As b, .1, 5,0) (44)

Olup, ayrica, basit bir hesaplama ile
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1
Ax 1

(A — t2)dt + f (% = Ddt
A

a

1
f [t® — A|dt =
0

0

1
i 201 T + 1

a+1 2

eide edilir. Sonug olarak (4.3), (4.4) ve (4.5) (4.2) de yerine yazilirsa istenilen sonug

elde edilmis olur.

Yukaridaki teoremde s =1almrsa, |f'|? nun [a,b] iizerinde GA-konveks

fonksiyon olmasi durumunda agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 4.1. Teorem 4.1 in kosullan altinda, s = 1igin (4.1) esitsizligi asagidaki
esitsizlige indirgenir:

|1;(x, A, @, a, b)|

< Ai_%(a. P {a (In g)m (| F1(x0)194, ((E)q a2, 1)
1

1P @1 () i, 1))6

1
ro(n2) (If'(x)!qu (@) ar1)+1r®ias((3) e 1))"}.

Sonug 4.2. Teorem 4.1 in kosullar altinda, s =1ve a =1 igin (4.1} esitsizligi

asagidaki esitsizlige indirgenir:

b -1
(n2) lpeedtab)

b & Y b b
=|Q-Df(x)+2 @ n“+;( i 1b 1D,
tna lnaa u

w12 2
< (ln E) Ai (1,2 {a (ln z-) (lfr(x)|ﬂA2(;aa,1,zl, 1)

1
+ 1 (@1"A3(e, LA D)
2

b 1
+#b(1n 2) (IF G Ax(p 1,0, 1) + If’(b)l"Az(ub.l.fl,l))“}.
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burada

A(1,2) = (222 =22 + 1)/2,

2
A (i, 1,4,1) = {(#u =222 Inpy, + (A In py —pd + 1)An g + 2+ 4
—(A+ 2)(uy In = gt + 1}/ (0 )%,

Az(py, 1,4,1) = [21'1111 +uyIn o py — AL+ p) In gy — gy, — 1]/(1'1 fhy)?
- AZ(uu' 1,4, 1):
=(x/w)f,u=a,b,

dir.
Yukaridaki teoremde g = 1ahnirsa, |f'] nun [a,b] izerinde GA-s-konveks
fonksiyon olmas: durumunda asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.3. Teorem 4.1 in kosullan alunda, g = 1igin (4.1) esitsizligi asagidaki

esitsizlige indirgenir:

|’f(xrﬂ-“-avb)|5{a('“ E)m(lf'(x)mz( @ 1,5) +IF (@14 (5 aAs))

b n+1
+b(ln ;) (lf 4z (3.2 4,5) +If* (b)Ma( aAs))}

Sonug 4.4. Teorem 4.1 in kogullan alunda, x = vab ve 1 =-;— icin (4.1) esitsizligi

asagidaki kesirli integraller igin Simpson tipli esitsizlige indirgenir:

by~¢ 1
a-1 _ -\/ —
2 (In a) lf( ab,3,

a,a, b)

297 (a + 1)

@ a)
in 1-%

—24,(a, ){ (If (Vab)|" 4, ((v/a)"%, a,= .s)

1
= 2 [f(@ + 4 (Vab) + ()] - 55 (@) + =5, f(B)]

IA
als

=1

+r@ias (/0 a.3.5))

'3’

i
(If (Vab)|" 4 ((a/0)97,a,5.5) + 17 (0145 (a/b)2, a5 s))"}.
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Sonug 4.5. Teorem 4.1 in kosullan altinda, x = Vab ve 1 = 0 i¢in (4.1) esitsizligi

agagidaki esitsizlige indirgenir:

(4
REnt (ln g) I(Vab,0,a,a,b)

2e-1p 1
= |r(va) - D e @)+ s )]
(n )
b 1
- ln a

1—=
T(a Jlr 1) ' [a (If '(Vab)|" Ay ((b/)¥/2, ., 0,5)

1

+1f'(@)1943((b/0)*%, a, O,S))E
1
+b (| (VaB) | 4((a/)7%,2,0,5) + |f (01" 45((@/B)%, 0, s))"].

Sonug 4.6. Teorem 4.1 in kosullan altinda, x =+ab ve 1 =1 igin (4.1) esitsizligi

asagidaki esitsizlige indirgenir:

b -
2e-1 (ln E) I;(Vab,1,a.a, b)'

If(a)+f(b) 2971 (a + 1)
_ - — [/%=_f(a) + )%, F(D)]
| 2 @wdT T

In

1
< S22 el (B (/0.9

Qe

a+1
1
+If"(@)1945((b/a)"%, @, 1,5)]"

1
+b || (Vab)|"4x((a/b)7%, @, 1,5) + | (8)1945((a/B) 1. 5) |

Sonug 4.7. Teorem 4.1 in kosullari altinda, A = 0 ve herx € [a,b] igin |f'(x)| < M
ise (4.1) esitsizligi asagidaki kesirli integraller igin Ostrowski tipli esitsizlige

indirgenir: her x € [a, b] igin
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[CE

1 1 a 1
=M (a " 1) ! {a (ln g) [42((b/2)9/%,a,0,5) + A3((b/a)¥/?,a,0,s)]

b a
+ (ln ;) ]f (x) —Tla + DUZ-f(a) + /3 f (b)]‘

+b(In %) [42((a/b)?/2,@,0,5) + As((a/B)¥?,a, 0'5)]%}'

Teorem 4.2. f: I € (0,00) = R tiirevlenebilir bir fonksiyon dyle ki a,b € I° ve
a < b olmak lizere f' € L{a,b] olsun. Eger sabit bir ¢ > 1 igin [f’|9, [a,b]
tizerinde ikinci anlamda GA-s-konveks fonksiyon ise x € [a,b], 1 €[0,1] ve

a > 0 oldugunda Hadamard kesirli integralleri igin asagidaki egitsizlik saglanur:

lip(x, . @, a,b)|

a+1 1
< 6" (a,2) [a (0 2) (1P CIN9C (/@)% ) + IF @19 (/). 5))7

a+l

1
+b(in g) (IF ITC,(Cx/B)0, ) + |f'(b)|qc3((x/b)q.s))ﬁ}. (4.6)

burada 1/p+1/g=1ve

Cy(a, 1)
1/(ap + 1), A=0
=i 1 s+ ra-Liupezi-n, o<ast
. B(a.p ) a(p-{-]_) 271 aa B ’ ): =

= (—1)*-1(¢ gyk-1
e
k=

1)*=1(—In (x/u)9)*?
(S + 1)k

2 u=a,b,

oo (_
XCEIILEDY
k=1
ve C;(a, A) da verilen § fonksiyonu m,n>0 igin,

p(m,n) =jx""' (1-x)" 1 dx

Q0
biciminde tanimlanan iki degiskenli fonksiyona Beta fonksiyonudur.
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oF, (a,b;c;z) hipergeometrik fonksiyonu ise

LF, (a,b;c; z)mf tP-1(1 = )1 (1 —zt) " %dt,c > b > 0,]z| < 1
seklinde integral gosterimi ile tammlamr [23].

Ispat: Lemma 3.2.2, modilin &zelligi, Holder integral esitsiziigi ve [f'|9

fonksiyonunun GA-s-konveksligi kullanilirsa,

x a+l 1 X t , -
|lf(x,zl,a,a,b)| < a(ln E)o L |e@ — 2] (E) 1f' (xtal~")|dt
a+1

f e - 21 (5) 1 Gttt
+1 1 2 1 t

<a(ln E) U lt“—md:)p(fo =) If’(x‘al"‘)lth)

+b(in 2) (f le2 — Alpdt) (j G 1Fcetor- r)mu)

U [£% — ,1|Pdt) { (ln )aﬂ ([f (x)l“j ptes dt

E-~-110

E-110

S

1
I @I f W1 - t)Sdc)q
0

+b (ln ;)m (lf K f ubts dt

3
FIf @I f uh(1 - c)Sdc) } @47)

elde edilir, burada u, = (x/a)?, up = (x/b)7 ve

1
Aa

1 1
f [t® — A|Pdt = (A —t®)Pdt + fl(t“ — )P dt (4.8)
1] 0 Az
{ 1/(ap + 1), A=0
= {Alep+ia 1 (1 - APt 1 (4.9
—B(= —_ -=.1 ;1-2), <
- ﬁ(a,p+1)+a(p+1) dAl—— Lp+21-1), 0<A<1

dir. Lemma 3.2.1 kullanilirsa
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! (DR )
t45p — u
Lﬂut dt ﬁu - (S'l‘].)k ’
1 1 i (—D* (= In p ) ?
L1 —t)5dt = f 1=tesdt = - Jau=ab. (410

k=1

elde ederiz. Boylece (4.8)-(4.10) esitliklerini (4.7) esitsizli@inde yerine yazilirsa ve

tg = (x/a)?, up = (x/b)7 alinirsa istenilen sonug elde edilir:

Sonug 4.8. Teorem 4.2°nin varsayimlan altinda, s = 1 icin (4.6) esitsizlifi asagidaki

esitsizlige indirgenir.

I(x,A,a,a,b)
f

< CHP(a, 1) {a (in E)

a+l

1
(IF' (19C((x/a)%, 1) + If' (@)9C5((x/a)?, 1))7

a+l

b 1
+b(In2) (I NCUG/E) 1) + I (BITCs(Cx/b)T, 1))4}.

Sonug 4.9. Teorem 4.2 nin varsayimlan altinda, s = 1 ve & = 1 i¢in (4.6) esitsizligi
asagidaki esitsizlige indirgenir.

|l (x,2,1,a,b)|
b by b
= [In = (1 - Df(x) +2 [f(a) In =+ £(b)In ;] —f f—g-lldu\

a

AP+l 4 (1 = A)p*l
<
- ( p+1

)w [a (1n 2 (Fr oot/
a
+ If’(a)lch((x/a)q,l))%
#5(n 2) (1FGI1Ca G/, 1) + I BITCaCCe/b, 1))5'}.
Sonug 4.10. Teorem 3.2 nin varsayimlari aitinda, x = Vab ve A =  alindifinda (4.6)

esitsizligi kesirli integraller i¢in asagidaki Simpson tipli esitsizlige indirgenir.

AN 1
A (In E) ’f (\/ﬁ.g,a,a, b)
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291 (e + 1)

in 8)
In g

<=2 (a, )[ (I (VaB) ca(rar2s) + If ca)wcs((b/a)qﬂ.s))

1
= |2 [F(@) + 4£(Vab) + £(b)] - Vizs-f (@) + 175, f(B)]

1
+b(|F'(Vab)|“Ca((a/0) /2, 5) + If'(b)I“'Cg((a/b)m.s))q].

Sonug¢ 4.11. Teorem 4.2°nin varsayimlan altinda, x = vab ve 4 =0 alindiginda

(4.6) esitsizliginden kesirli integraller igin agsagidaki esitsizligi elde ederiz:

-
201 (ln g) I;(Vab,0,a,a,b)

PO 1
= |r(van) - T D e fa) + 15, £ 0]

in—

Qo

in
4

A

1 1/p ] %
(ap —) Ia (I (Vab)|" co((b/a)?72,5) + I (@IoCs (/@) 5)

1
+b(|F(VaB)|“Ca((as)o/2,5) + If’(b)I"Cg((a/b)"/z,s))q}.

Sonu¢ 4.12. Teorem 3.2°nin varsayimlan altinda, x = vab ve A =1 alindifinda

(4.6) esitsizliginden kesirli integraller i¢in agagidaki esitsizligi elde ederiz:

-
22-1 (In g) If(m,l,a,a, b)

_f@+fB) 2°7r(a+ 1)

’ (in a)

11 e 4
(zpc.p+1) [a (7 (VaB) [ co((b/)?/2,5) + Af " @19C3 ((b/0) "2, 5) |

Vi f(@) + )iz, f )]

b
.’.HE

S—
4

1
+b [|f(Vab)|" C2((a/b)¥/2, 5) + | £ (D11 C5((a/b)2, 5) |

Sonu¢ 4.13. Teorem 4.2 nin varsayimlan saglansin. Eger her x € [a,b] igin
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If'(x)| € M ise (4.6) esitsizliginden kesirli integraller igin asagidaki Ostrowski tipli

esitsizligi her x € [a, b] icin elde ederiz.

[(ln =)+ (im g)] f(x) = Ta + DUE- (@) +J£‘+f(b)]|

/ a
<u(zh) (ol D) ) + coarar,

+b(1n &) (C2(Ge/0)7.5) + CalCe/bY%, )N
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezde elde edilen sonuglarin arastirma bulgulari orijinal olup, alan indeksli
dergide yayinlanmistir. Burada elde edilen sonuglar yeni olup, burada GA-s-konveks
fonksiyonlar igin Hadamard kesirli integralleri yardimiyla Hermite-Hadamard,
Ostrowski ve Simpson tipli esitsizlikleri de iceren genel integral esitsizlikleri elde
edilmistir. Arastirma bulgularinda elde edilen sonuglara ulagmak icin bu tiir benzer
caligmalarda izlenen metodlar kullamilmigti. Omegin Holder, power mean ve
integraller igin iiggen esitsizlikieri gibi esitsizliklerden faydalanilmistir. Bu
caligmanin  8nemli bir yani ozel durumiarda cesitli birgok o&zel tip integral
esitsizliklerinin elde edilmesidir. Bu amagla arastirma bulgulanm elde etmede
kullamilan ve birgok parametreye bagli nemli bir dzdesligin kullaniimasinin bunda

rolli bliydiktiir.
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