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GABOR DONUSUMU VE WIGNER DONUSUMU ARASINDAKI
BAGINTILAR

OZET

Tez ¢alismamiz bes béliimden olusmaktadir. Birinci béliimde tez konusunun literatiir
zeti, ikinci bdliimde de temel tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii béliimde ise
Oteleme ve Karakter operatérleri ele alinip bu operatdrlerin zellikleri anlatilmstir.
Aynica zaman - frekans degisimi operatdrii ve bu operatdriin bir takim
ozelliklerinden bahsediimistir. D&rdiincii béliimde de Gabor déniisiimii (kisa zamanl
Fourier doniisimii) ve Ozelliklerine ayrintili bir bigimde yer verilmistir. Son
bolilmde ise Wigner doniisiimiiniin tamimi, ozellikleri ve Gabor doniisiimiiyle
arasindaki iliskilerden bahsedilmistir.

Anahtar kelimeler: Fourier doniisiimii, Gabor doéniistimii (kisa zamanli fourier
déniistimiil), Wigner déniistimii.



RELATIONS BETWEEN GABORS TRANSFORMATION AND
WIGNERS TRANSFORMATION

SUMMARY

The thesis work consists of five parts. In the first part, the thesis topic is given in the
literature summary and in the second part basic definitions and theorems are given .
In the third part, the operators of Transpose and Character are discussed and the
characteristics of these operators are explained. In addition, the time — frequency
change operator and some features of this operator are mentioned. In the fourth
chapter, Gabor transformation (short time Fourier transformation) and its properties
are given in detail. In the last part, the definition of Wigner transformation, its
properties, and the relations between the Gabor transformation are mentioned.

Keywords: Fourier transformation, Gabor transformation (short time Fourier

transformation), Wigner transformation.
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BOLUM 1. GIRIS

Fourier déniisiimii ilk olarak 1805 yilinda Fransiz bir matematik¢i ve fizik¢i olan
Jean - Baptiste Joseph Fourier tarafindan ortaya atilmigtir. Fourier doniisim
matematikte harmonik analizin bir alt alanidir. Bu d&niisiim bir f(x) fonksiyonu ile
belirlenen etkiyi e dalgalarimin toplam: olarak yazma islemidir. Fourier
doniisiimil astronomi, tip ve kimya gibi birgok bilim dallarinda kullaniimaktadir.
Ayrica plazma fiziginde, yar iletken fiziginde, mikrodalga akustiginde, tibbi
goriintiileme sistemlerinde, sismografide dnemli bir yer tutar. Bununla birlikte
Fourier doniisiimii elektrik. 1s1 ve agikla ilgili ¢esitli problemieri ¢6zmekte de
kullanmilmaktadir. Yine Fourier doniisiimiiniin en 6nemli uygulamalarindan bir tanesi
de kismi diferansiyel denklemleri adi diferansiyel denklemlere ddniistiirerek
goziilebilir hale getirmesidir. Fourier déniisiimiinde tiirlii basanlar elde edilse de
zamanla bazi problem tiirlerinde yetersiz kaldigi fark edilmigtir. Bunun nedeni olarak
Fourier ddniigiimiiniin duragan olmayan sinyallerin analizinde zaman - frekans
gosterimine sahip olmamasi gosterilmistir. Biitiin bunlarin neticesinde 1946 yilinda
Gabor. daha iyi netice alabilmek amaciyla pencereleme yontemini kullanarak isaretin
kiigiik bir par¢asim zaman- frekans aralifinda ele alarak isareti zaman ve frekansin
fonksiyonu olarak iki boyutta ifade etmistir. Boylece Fourier doniisiimiiniin tikandii
noktalarda kisa zamanh Fourier déniisimiiyle sorun asilmaya calisiimistir. Ayrica
Fourier déniisiimiinde yasanan sikintilarin giderilmesi amaciyla 1932 yilinda fizikgi
ve matematik¢i olan Eugene Wigner tarafindan kuantum mekanigi baglarminda
Wigner doniisiimii olarak bilinen bu doniisiim, zaman - frekans gdsterimlerinin
matematiksel yorumuna dahil edilmigtir. Wigner doniisiimii, ideal zaman — frekans
gosteriminden beklenen 6zelliklerin gogunu kargilar ve cesitli kriterlere gére optimal
oldugunu gosterebilir. Bu ¢aligmada Gabor ve Wigner déniisiimiiniin 6zelliklerinden
bahsedilmig ve bu iki déniisiim arasindaki bagmti anlatilmigtir, Bu doniigiimlerin

zaman - frekans analizindeki rolleri vurgulanmigtir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1.Tamim: R ree! sayilar kiimesini ve RY kiimesi de R iizerindeki d-boyutlu vektsr
uzayint gostermek iizere dx, RY Gizerinde Lebesgue olgiimii olsun. p reel sayisi

1 < p < o kosulunu saglamak iizere RY izerinde tanimli, karmagik degerli ve

f|r(x)|9dx<oo
rd

kosulunu saglayan &igiilebilir f fonksiyonlarinin, denklik simiflarinin olusturdugu

uzay LP(RY) ile gosterilir. Ayrica LP(RY) uzay: f € LP(RY) oimak tizere,

1
Il = ¢ f IFCOIP dx)P
Rd

normuna gére bir Banach uzayidir.

L2(RY) uzay1 RY {izerinde tamimli. karmasik degerli ve hemen hemen her yerde
simirh olan Glgiilebilir fonksiyonlarinin, denklik simiflarinin uzayidir. Bu uzay
f € L®(RY) igin

lIfllc = ess sgplf(X)I

XER

normuna gére bir Banach uzayidir[1,2].

2.2. Teorem (Holder Esitsizligi): 1 < pve %+& = 1 olmak lizere

fe Lp(Rd),gE Lq([Rd) olsun. Bu durumda f.g € L;(RY) olur. Bundan baska
IE.gls < [lfllp llgllq esitsizligi vardir[1].



2.3.Teorem (Minkowski Esitsizligi): p = 1 olsun. Eger f,h € LP(RY) ise
f+h € LP(RY) olur. Bundan baska
If + hll, < lIfllp + |[hll, esitsizligi vardir[1].
2.4.Tamm: f, RY Gzerinde taniml, karmasgik degerli bir fonksiyon olsun. Bu zaman
M={xeRY f(x) = 0}

kiimesinin kapamigina f fonksiyonunun destegi denir, ve bu suppf simgesi ile
gosterilir.RY  iizerinde tanimli karmagik degerli, siirekli, kompakt destekli

fonksiyonlarimin vektsr uzayr C.(RY) ile gésterilir{5].

2.5.Teorem: 1 < p < o kosulunu saglamak tizere C.(R?),LP(RY) uzayinda her

yerde yogundur[5].

2.6.Teorem (Yogunluk Prensibi): B, ve B, herhangi iki Banach uzayi, X de B,
normlu uzaymin yogun bir alt kiimesi olsun. Yine kabul edelim ki f: B, — B, bir

dogrusal fonksiyon ve her x € X igin
IfC) s, < Clixlig,. (2.1

olacak sekilde bir C>0 sayist olsun. Bu taktirde f nin (2.1.) esitsizligini her x € B,

icin saglayan bir F: B; — B, simirh geniglemesi vardir[4].

2.7.Tamm: f ve g fonksiyonlari RY iizerinde birer Borel fonksiyonu olsunlar, Bu

fonksiyonlarin girigimi

(F+g)(x) = f £(y). gx - y)dy
E‘l

biciminde tanimlanir. Bu girigsimin tamiml1 olmasi,

[ 1169). g6 = ey <

rd



oimahdir[6].

2.8.Tamm: Herhangi bir fé L'(RY) fonksiyonunun Fourier dénistimii x,w € RY

icin
flw) = f f(x)e—2mixwdy
Rrd

biciminde tanimlanir.
Fourier déniisiimii bir f(x) fonksiyonu ile belirlenen etkiyi e dalgalarmin toplami
olarak yazma islemidir. Miihendislikte w frekansi, f(w) de w frekansinin genligini
verir. Simdi Fourier déniisiimiiniin bazi temel 6zelliklerini verilsin[4,6].
2.9.Teorem: f ve g € LY(RY) olsun. Her w € RY

2 (F+ 2w = () + 3w

b) (aD)(w) = af(w), ae ¢

¢) f, f fonksiyonunun karmasik eslenigi olmak tizere

f(w) = f(-w)
d) fy(w) = f(w)e?my ye R

&)fw)| < [ IfColdx = Ifl;
n

N o(x) = Af(Ax), A € R* olmak iizere
B(w) =)
ifadeleri saglanr.
ispat: f ve g € L (RY) olsun.
a) Her w € R igin;

——

(FFe)(w) = f [(F + g)(x)]e~2%® dx
'gl:l

= f [F(x) + g(x)]e~ ™ dx
R4



= ff(x)e'z“"““ dx + f g(x)e~2mixwdy
Rd Rd

= f(w) + 8(w)

b) Herhangi bir o € € ve her w € RY verilsin. Bu durumda

@(w) = f [(af ) (]2 dx
RrY

= J’ aff(x)]e= 2@ dx

Rrd

=a [ [f(x)]e~?"ixwdy
/

= af(w)

c) Herhangi bir w € RY verilsin. O halde

f(w) = f f(x)e~2mxwdy
Rd

md

= [ f(x)e-2mix(-w)dx
RX

= f(-w)
esithigi yazilir.

d) Her w € RY igin;

(@) = [ e
Rrd



= f f(x — y)e~2mixedy (2.2.)
RrRd

yazilir. Burada x — y = u denirse x = u + y ve dx = du olup bu ifade (2.2.)
esitliinde yerine yazilirsa,

fy(w) = f f(x — y)e™2™ixXdx
Rd

- f f(u)e—zm(uﬂr)mdu
Rd

— f f(u)e-zniume-zmym du
RY

=e-21'tlym J' f(u)e—Z'rriumdu
Rd

= e—2niym‘f-(w)

elde edilir.

¢} Herhangi bir w € RY verilsin. Bdylece

|f(w)] = f f(x)e2mxody
R4

< f|f(x)e'2"i’“"|dx
]Rd

= f |F(x)|[e~2™*@|dx

rd

[ IfGldx = IIFly
rd



esitligi elde edilir.
f) Herhangi bir w € RY verilsin. Eger y = Ax degisken degistirmesi yapilirsa

dy =Mdx isedx = (-:z bulunur. ifadeler §(w) fonksiyonunda yerine yazilirsa;

'(b(m)= f¢(X)E_2"ixmdx
rd

= f Af(Ax)e~2mixew gy
RrY

- -Zni(ﬁ)md_y
A f f(y)e :
rd

1 .
=iy f f(y)e 2@ dy
rd

= [ e @eay
Ry

esitligi elde edilir.
2.10.Teorem (Parseval): Eger f, g € L' n L2(RY) ise bu takdirde
(f.e) = (i.8)
esitligi vardir[2,3].
2.11.Teorem (Plancherel): Eger f € L' n L2(RY) ise bu taktirde
Il = |l

olur[2,3].



BOLUM 3. OTELEME VE KARAKTER OPERATORLERI

3.1.Tamm f, RY Gzerinde tanimh herhangi bir fonksiyon olsun. Herhangi bir

x, w € RY igin Steleme ve karakter(modiilasyon) operatdrleri sirasiyla,
T () = f(t — x) ve M,f(t) = e2™OIf(t)

bi¢iminde tammlanir[4].

Sekil 3.1.

Ra!k hT'g |:' [

-——wﬂl [‘/\,-— Ak

Sekil 3.2.

Ty operatoril zaman degisimini. M, operatéril de frekans degisimini verir. T,M,,

ve M T, operatdrlerine de zaman —frekans degisimleri denir. Ayrica,



TeM,, f(t) = Tx(Mmf(t)) = (M) (t —x)

= e2nim.(t—x)f(t _ x)

= e—2nix.m_ ezmm.tf(t - X)
=g 2mixw M T, f(t)

olup TM,=e 2"*OM T, esitligi bulunur. Boylece T, ve M, operatorlerinin

degismeli olmasi igin gerek ve yeter kosul X, w € Z olmasidir.

3.2.Teorem: 1< p < co olmak iizere zaman- frekans degisim operatdrleri LP(RY)

iizerinde birer izometridirler{4].

Ispat: Herhangi bir f € LP(RY) alahm. O halde,

R=11

IT,Mfll, = { f T, M (E)[Pdt
d

R

={ [ 10806 orpac e

rd

b=

{ J. |ez“im'(t-x)f(t _ x)lpdt

R

k-1

d
f |e2nim.(t-x)|p' H:(t - x)|Pdt
rd

k=10

= If(t — x)|Pdt} ,
R

o

olup t — x = u denirse dt = du olur. Buradan
1

[
ITMfll, = f Fw)lPdu b = 1A,
nd



bulunur. Benzer bigimde M, Tyfll, = IIfll, esitligi bulunur.

3.3.Teorem: f€ Ll([ikd)ve %, w € RY olmak iizere Ty, M,, ve T,M,, operatorlerinin

Fourier déniisiimleri;

(Tef)" = M_,f,

(Mof)" = Tof,

(T,M )" = e~2mixe T M_.f
bigimindedir[4].
Ispat: Herhangi bir t € RY igin

(THME) = f e~2RuE(T, (). du

md

= J e 2mutf(y — x)du,

md

olup u - x = v denirse du = dv olur. Buradan

(TH'® = f e~ 2mx+VILECY) dy

RY

— J. e—2rrix.te—21t1v.tf(v). dv
rd

=e—2ﬂix.t f e—zmv.tf(v).dv
RY

= e—21tix.t'f'(t)

=M_,f(t) (3.1)

bulunur. Yine hert € [R{di(;in,

10



(M DA () = f e~Zmty M f(u).du

RrRd
—_ e-2mity 2miwu f(l.l) du
Rrd
= | e 2mitu(t-w) f(y) du
rd
=T(t-w)
= Tyl() (3.2.)
bulunur. Buradan M f=T,f olur. (3.3.)

Béylece (3.1.), (3.2.) ve(3.3.) esitliklerinden,
(TeMoB = M_ (M D" = M_, T, f
= g2mixw T M_ f
esitligi elde edilir.

34.Teorem: feL2(RY) ve x,w € Rdolsun. O halde &teleme ve karakter

operatorleri RY den L2(RY) ye diizgiin siireklidir.

ispat: CC(R").LZ(IR") uzayinda her yerde yogun oldugundan verilen her £ > 0
sayisi ve her f € Lz(Rd)i(;in

£

lg = fll, < =

olacak gsekilde suppf=K olan bir g€ CC(Ed) fonksiyonu vardir. Burada g
fonksiyonu K kompakt kiimesi lizerinde stirekli oldugundan diizgiin sireklidir. Yani

verilen her € > 0 sayist ve her x € RY icin
3 -1
lixll < 8 oldugunda |ITyg = gllew < ZH(K)"2

olacak sekilde bir 6(g) > 0 sayist vardir. Buradan,

11



e

ITe gl = ( [ I(Tig - OF)
Rd

N =

= ([ Irg - )0l
K

Nl

<( f ITeg - gll2d)
K

= ||Txg - gllw- n(K)2
E _1 l €
< g (K 2p(K)Z ==
olup ||Tyg —gll> <§ bulunur.

Aym &> 0 sayisi verildiginde ayn1 8§ > 0 sayisim1 alahm. O halde her x € RY

icin ||x}| < & oldugunda eger Minkowski esitsizligi kullanilirsa,
ITf = fllz = ITyf - F— Tug + Tug + 8 — gll2
= l(g =0+ (Txg — 8) + (T,f - Ty)llz
< if=gliz + ITxg — gllz + ITf — Tygll:
bulunur. Eger 3.4. Teorem kullanilirsa
ITef — Tegllz = ITe(f — g)Il2 = I — gl
vazihr. Bu ifade son esitsizlikte yerine yazilirsa,

ITef — £l < fIf — gllz + iTxg — gltz + If — gl

<stoti= 3.4
37373 °F (3.4

bulunur. Boylece dteleme operatérii x = 0 da diizgiin siirekli olur,

Ayni € > 0 sayisina karsthik ayn: § > 0 sayisini alahim. Her x,y € RY i¢in

12



lly = x]| < & oldugunda (3.4.) den;
T =Ty, = I~ Tyesl], = Ty, <2

olacak sekilde 8(g) > 0 bulunabileceginden RY — LZ(IR"),x — T.f operatorii R4
tizerinde diizgiin stireklidir. $imdi de karakter operatSriiniin diizgiin siirekli oldugunu
gosterelim, Oteleme operatérii siirekli oldugundan, her f € L2(RY)igin f € L2(RY)
olmasi kullamlirsa her € > 0 sayisi ve her x,y € RY icin ||x — y|| < 8 oldugunda

ITE-T,H), < e
olacak bigimde &(g) > 0 vardir. Yine f € L2(RY) olup Plancherel teoreminden
M€ - Myffl, = [|(Mf = MDA, = (MDD = (MyDA]], = [T - Ty,
olup ayni € > 0 ve her x,y € RY icin ||x — y|| < & oldugunda
|| M F ~ Myf||z <t

olacak bigimde & > 0 bulunur. O zaman RY — Lz(Rd),x — M,f operatorii RY

iizerinde diizgiin siirekli olur.

3.5.Sonuc: Zaman — frekans degisimleri RY den 12(RY) ye diizgiin siireklidir.

13



BOLUM 4. GABOR DONUSUMU (KISA ZAMANLI FOURIER
DONUSUMU)

5.1.Tamm: Bir 0 % gel?(RY) pencere fonksiyonu verilsin. Herhangi bir fe L?(R?)

fonksiyonunun Gabor déniisiimii( kisa zamanh Fourier d6niigiimii),

Vef(x, ) = j f(t)g(t — x)e 2™t@ 4t ,x,w € RY
rd

seklinde tanimlanur.

Eger g desteginin merkezi baglangi¢ noktasinda olan kompakt destekli bir f
fonksiyonunun Gabor doniisiimii x merkezli komsuluktaki f fonksiyonunun bir
diliminin Fourier déniisimiidiir, {saret analizinde R? ye zaman — frekans diizlemi,

Fizikte ise faz uzay: denir[4].

inalt-x)
A 9

Sekil 4.1.

Gabor doniisiimii [ fonksiyonuna gére dogrusal ve g fonksiyonuna gére de eslenik

dogrusaldir. Gergekten her f, g, h € LE(Ed)ve a, B € R olmak iizere

Vg(af + Bh)(x, ) = f(af-!— Bh)(t). g(t — x). e~ 2™itwdy
rd

14



= [@)HgE=emwd+ [ @ gE-m.e o
R4 Rd

=qQ I f(t) g(t — x). p-2mite gy 4 B f h(t) gﬁ__‘;j_ e—2mitw gt
Rd grd

= aV,f(x, w) + BVgh(x, w)

olur. Simdi de g fonksiyonuna gére eslenik dogrusal oldugunu gésterelim:

Vian+pe)f(x 0) = f f(x) (ah + Bg)(t — x). e~2mtwdt
Rrd
= j f(x). ah(t — x).e~2™'® d¢ + ] f(x)Ba(t — x)e~2™t gy
pd Rd

=0 f f(x)h(t - x)e—zmtw dt + E f f(x)me—zmtm dt
Rd RrRd

=aVuf(x, w) + ﬁvgf(x,m)
bulunur.

4.2.Teorem Eger f, g € L2(R?) ise V,f déniisimil, R tzerinde diizgiin siirekli

olup asagidaki esitlikler saglanir[4].
a) Vf(x, w) = (£ Teg )N w),
b) Veflx,w} = (fM,Tcg),
0) Vgf(x, ) = (f, TuM_B),
d) Vif(x,w) = e™2™% (£ T, 5)(x),
e) Vpf(x,w) = e 2™®V,f(w, —x),
f) Vgf(x,w) = e 2™ (F+ M,,g")(x),

g) ng(xrw) = (?* M_«8")(w),

15



- ANa( %Y —2nit
h) Vgf(x,w) = e J;f(t+2)g(t 5) et
R

ispat:

Herhangi £ > 0 sayisi verilsin. Her (x, w), (u, s) € R?9 icin ||(x, w) — (u,8)|| < &

olsun. O halde , karakter ve Steleme operatdriiniin siirekliligi ve Cauchy-Schwarz

esitsizligi kullanthrsa,

|Vef(x, w) — V5f(u, s)|

J’ f(t). g(t = x) . e-ZTlitUJdt — f f(t).m. e-Zn‘ltsdt
Rd Rrd

= IM_mf(t).Tx@dt— f M _f(t). T,g(t) dt
RY R4

= f(M—mf(t)‘Tx@_ M—sf(t)-Tu@)dt
rd

= f (M_o (1), T,@(E) ~ M_f(E). Tug00) + M_o f(E). T g(0) — M_, f(). T,2(D)dt
Rd

[ M_afo). (& - TED)e - [ TL200 . (M_o (1) — M_gf(t))dt
Rrd

]Rd
< f IM_of(O)]. | Tg(t) — T,g(t)|dt + f | Tug (O] IM_,f(©) = M_f(D)]dt
Rd md

< IMewfllz- ITxB = TuBllz + ITuBll2. IM_oof = Ml

£ ER
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a) Her x,w € RYicin,

Vef(x, ) = f f(t). g(t — x). e~2mitwdy
R

_ f f(t). T, B(L). e"2mitwgy
Rd

- f (£ T,B) (1) e~ _dt
md

= (£ TE)Nw)

bulunur.

b) Yine herhangi x,w € RY alalim,

Vgf(x, w) = f f(t). g(t — x). e~2mitw gy
Rrd

- f £(t). g(t — x). e2mtady
RY

= f f(t). g(t — x). e2mite (¢
rd

= f f(t). T,g(t). e2™itw dt
Rrd

f f(t). M, Teg(t). dt
rd

= (f, M, Txg)

olur.,
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¢) fe LX(RY) , ge L*(RY) olmasi kullamlrsa, M,T,g € L*(RY) olur.

Buradan, Plancherel teoremi kullamlirsa,
(f. TuM_xB) = (f, XX (T,M,8)")
= e~200 (f, (T, M,g)")
= e ?MwX (£ T M _g)
= g 2WWX (f o=2MOX M T o
= e-2miwx g2mwx (£ M T g)
= Vf(x, w)
bulunur.

d) Herx, w « R%igin,

(T’.TME)" (-x) = f ( £ Tmé)(u)e—zm(—x)udu
rd
= f f‘(u) Tmé(u).ezmxudu
RY

= I f(u). 8(u — w). e-2mixudy
mrd

= f f(u) . glu — w)e-2mxu dy
rd

f ?(U). E(u - m)e_zmxuez'ﬂiX(B_ e—2mixwdy
md

— e-2nixm f 'f(u)g(u _ w)e—zmxu.eznixmdu

rd
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= p—2mixw f 'f'(u) E(U — ). e~2mix(u-w)dy
rd

= gZntxw [ f(u). Ty M_,&(w)du
rd

= e2™xo (F T M_,8)
olur . Béylece (?.Twé )n(—x) = e?™¥e(F T, M_.8) oldugundan,
| (ETuM_(8) = ™2k (£ T E)A(~x)
ofup
Vef(x, w) = e~ 2mx (| T, 5YA(~x)
elde edilir.

e) Eger (d) sikki kullanilirsa, her x, w € RY igin,

Vef(x, ) = e 2mxo( T 8)" (—x)

= p—2mixw J-( 'f- m)(t) e-ZTrit(—x)dt
Rrd

= g~ 2mxw f ?(t) _m.e—mit(-x)dt
Rrd

- e-21t1xm f ?(t) m e—Z'rtit(-x)dt
RY

= ™20 V. Hw, —x)

bulunur.
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f) Her x, » € RY igin,

e 2O fa M, g")(x) = e72W @ f f(u).M,g"(x —u).du
rd
— g—2mixw f f(u).g' (x _ u)- eZTri(x-u)-mdu
md

= p—2mixw I f(“)-ﬁ- @2lixw o=Zmuwq,,

Rd

= @~ 2mixw o2mixw f f(u)m e2miuwg,,

RrRY

= f f(u). g(u — x).e~2mueqgy
R4

= ff(u).Txg(u). g2miuw dy
Rd

- J' F(u). (T,g(w). e27110) dy
Rd'

= f f(U)-mdu
R

e ( f, Mmeg )
= Vf(x, w)
bulunur.

g) Eger (d ) sikk: kullanilirsa, her x,w € RY igin,
(FxM_g@")(w) = f H(6). M_y@" (o — ©).dit
md
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- f f(0).8"(w — t). e2™(@-0(%)g
Rrd

f (o). g (w — t). e2Mw(=x) g-2mit(-x)q¢
RY

= f f(t). B(—(w — t). e72miwx @-2mt(-x)q¢
nd

=e—2nimx' f F(t)m e-Znit(-x)dt
md

= ezmor [ QT
wrd

= a~2mWiwx ( ? T’;‘g‘),\(_x)
= Vf(x, w)

h) Her x, w € RY icin eger t +32‘- =u denirse dt = du olur. Buradan,

= g~ TXW Jd. f(t + %) B (t _%) e 2mitw g
R

= p-Tix® fﬂ f(u _ 2(2_ + g) g (u _ % _ 12{_) . e—2n1(u—;)m i
R

= g Txw f f(u).g(u — x). g=2miuw 2w 4\,
rd

= f f(u). E(u —_ x)‘ e—Znium‘ e—nixmenixm du

Rd
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= f f(u).g(u — x). e~2™u® dy
Rd

= Vef(x, w)

Zaman-frekans analizi £ ve f nin bilgisini birlestiren gdsterimleri elde etmeye calisir.,

Amag her iki bilgiyi e zamanh olacak sekilde elde etmektir. Bu sebeple,
Vgf(x, ) = e2m%® V. f(w, —x)
esitligi zaman-frekans analizinin temel esitligidir.

4.3.Tamim: Her f,g € L2(R%)ve herx,t € R? igin f ve g fonksiyonlarinin tensér

garpimi,
f & g(x,t)=f(x).g(t)
bi¢iminde tamimlanir[4].

4.4.Tamm: F fonksiyonu R?¢ iizerinde tanimli herhangi bir fonksiyon olmak lizere

TLF(x,t) dbniisiimii her x,t € RY igin,
T,F(x,t) = F(t,t = x)
bigiminde tamimlanir[4].

4.5.Tamm: F fonksiyonu R?¢ wizerinde tanimli herhangi bir fonksiyon olmak ilzere

bu fonksiyonun kismi Fourier doniisiimii de her x, t € RY icin,

F,F(x,t) = J. F(x, ). e 2™ dg
R4

biciminde ifade edilir[4].

22



4.6.Teorem: Her f, g€ L.Z([R{d) icin,
Vgf = FTo(f @ )

esitligi vardir[4].

ispat: Herx, w € RY igin,

ng(x- w) = (F Txg)ﬂ(w)

- f (. TE)(L). e=2Tw,
md

- f (t). B(t ~ ). e~2m@,dt
Rd

- f F® gt t — x).e~2mw gt
md

- f T, (F ® B)(x,1). =2,y
]Rd

=FT,(f®B)
4.7.Teorem: V,f diniisiimii tanimh olsun. Her x, u.w,p € RY icin,
Vo(TuMf) (x, ) = e™2MUe, Y f(x — u, 0 — p)
esitligi vardir. Bundan bagka,
[V (TuM £ (x, )| = |Vgf(x — v, 00 — )|
olur[4].

ispat: Ozeliikle M_,T_ M Ty =e*™® M,_ T, , bagnusim ispat ierisinde

kullanacagimizdan dolayi bu ifadeyi ispatlayalim;

M_y, oy My, Tef(t) = e™ 2™, (T_, M, T,H (1)
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= ™2™ (M, T, ) (t + u)

= @ 2mitK, eZni(t-t-u)m_Txf(t + u)

= @ 2Mth g2miuw o2mitw frp 4\ — x)

= eZmuw Zmit(w-u) f(t -(x- u))

= efmue M Te (1) 4.1.)
bulunur. Simdi ise hipotezin ispatina gegebiliriz. Her x, u, w, p € RY ve her
f e L2(RY) icin,

Vg (TuM ) (%, @) = (T,M,f, M, Ty 8)

= f T, M, f(t). M, Trg(tdt
Rrd

s fMuf(t—u).Mmeg(t)dt
Rd

= f ezmin(t-uw) £+ — ) M_T,g(t)dt
rd

Eger t—u =z denirse dt =dz vet=2z+u olup,

V(TuM, Ny, ) = f e?™HZ f(z), M, T,2(z + u)dz
rd

= J f(z).e-2mim2 T_ M, T,g(z)dz
grd

f f(z). M., T-yM, Tyg(z)dz
R

= {f, M—pT-uMmeg)

24



olur. Bu ifadede (4.1.) esitligi yazilir ise;
Ve(TuM,f)(x, 0) = (f; M_, Ty M, Ty8)
= (f, e2miue, My Tyou)
= e72Mue (£ M, Tey8)
= e MOV f(x — u, @ — )
bulunur. Buradan da,

[Va(TuM D (x, )| = e, V,f(x — u,w — p
= |e72Mue| |V, f(x — u, @ — p|
= |Vf(x — u, 0 — )|

elde edilir.
4.8.Teorem: L' N L2 (RY) uzay: [2(RY) uzayinda her yerde yogundur.

Ispat: Herhangi bir f € L! n L™(R)igin f € L'(RY) ve f € L™(R?) olup,

IFIZ = | IFOI2dx = | EGOI. 16C)dx
S

< Il f IFGO)ldx

R
= lIfll - lIfll; < o0
oldugundan L! n L?(RY) < L2(R?) bulunur. Yine,
C(RY) € LH{RY) ve C(RY) < L= (RY)
oldugundan
C(RY) < L n L*(RY) < L2(RY)

yazilir. Buradan,
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C.(RY) c LI n L>(RY) c LZ(RY)
olup C.(RY) = L2(R)vel2(RY) = L2(R?) oldugu igin,
N1 (RY) = L(RY)
elde edilir.
4.9. Teorem(Diklik Bagintisi):
Her f1,f5,81,82 € L2(RY) ve Vg fj € L(R?Y), (j = 1.2), 0lup
(Vg,f1, Vi, Fody2(geay = (f1, R2)E1E2)
esitligi vardir[4].
ispat:

g € L' nL® c L} (RY) ve fj(RY), (j = 1,2) olsun. j = 1,2 igin f;T, g, € L2(RY)

olur. Gergekten;

57l = | 156 TEwl
. md

= [l rgmlay
rd

= [l ey -0l dy

Rd

olur. Burada y — x = u degisken degistirmesi yapilirsa;

5l = [ 16+ 0 lgywldu
rd

< lalls; [ 15+l du
md
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2 2 2 2
= [leill .- IT=xf 1, = llesli,- N6l
bulunur. Béylece j = 1,2 i¢in gj € L' n L*(RY) c L*(R%)ve f; € L2(RY)
oldugundan fT,g, € L*(RY) olur.

Eger Fubini teoremi ve Parseval formiilii kullanilirsa;

R2d

= [([ @) BT @
]Rd

Rd
- f (L TED" (6T )dx
Md

- f (T gL, T Ea)dx
Rd

- f ( f £, (OF (0. g5(t — )& (£ =~ W dt)dx
R

R4

[ ho6®.C f g2(t— ¥). g, (= du)dt
Rd Rrd

= (f, ;MB1 82)
Herhangi g; € L2(R%)alalim; g, € L' n L*(R%)sabitleyelim.
T: L' 0 L (RY) — €, T(g2) = (Vy, 1, Vg, o) 2zt
= {f1, fz)@
fonksiyonu sinirli ve dogrusaldir. Gergekten;

Herhangi g;, g2 € L2(R?) ve her a, B € K igin,
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T(agy + B82) = (Vi,f1 Viag,+Bex)f2 L2 meey

= (fy, f2). (g1, ag; + Bgy)

= (f1, ). ((g1, a8z} + (g1, B82))

= {f1, f2). (0{g1, 82) + B(81, 82))
= alfy, f2). (81, 82) + Bif1, 2). (81, 82)
= a(Vy, f1, Vg, f2) + BV, F1, Vi, f2)
= aT(g;) + BT(g2)
Simdi de T nin sinirh oldugunu gosterelim;
Herhangi g, € L' n L“(Rd)it;in Cauchy — Schwartz esitsizligi kullanilirsa,
IT(g2)| = 1461, B2)1. ({81, 82))

< Wfull2- 112Nl 2- lIgall2- gz liz

olup

C = Myl IE2112. g1 ll2
denirse
IT(g2)| < Clig:ll;

bulunur. Yine aym ispat teknigi ile g, € L! n L®(RY) fonksiyonunu sabitleyip keyfi
f,,fo,g, €EL2(RY) igin T nin eslenik dogrusal ve siirh oldugu gosterilir. T
fonksiyonu LZ(RY) nin yogun bir alt uzayinda siirli ve dogrusaldir. Yogunluk

prensibinden Y yi L2(R?) uzayimna sinirh olacak sekilde genisletebiliriz. Ayrica;

"Vg]fi”z = (Vglfl'vg;fi)wnm)

= (f;, f;). (g, g;)

=I5 Mgyl
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olup j = 1,2 igin f;, g, € L2(R?) oldugundan Vg,fj € L2(RY) elde edilir.
4.10.Teorem: Eger f, g € L2(RY) ise
"nguz = |Ifll;llgll2

esitligi vardir. Ozel olarak }ig||, = 1 alinirsa ||f||, = ||ng||2 olur[4].
Ispat: Eger 4.9. Teorem kullanilirsa; Her f, g € L2(R?4) igin,
”ng"z = (Vgf, VD12 (mae)
=(.f). (g8

= [Ifil3. Neli3

olup ||vgf||2 = {Ifll;llgll, elde edilir. Ozel olarak [lgll, =1 alinirsa ||vgf||2 = |Ifll,

bulunur.
4.11.Teorem: g,y € L2(RY) ve g,y # 0 olsun. Eger f € L2(R?) ise

1

= @ o Vef(x, w). M, Tyydwdx

esitligi vardir[4].
ispat: f g € L2(RY) oldugunda
”nguz = |Ifll. llghz < oo

olup, 4.10.Teorem den V,f € L (R?9) olur. Eger vektdr degerli integrali alinirsa;

2 = [[ it 0. MTrg)dndo

R2d
operatrii L2(RY) de simirli olur. Gergekten Cauchy — Schwartz esitsizliginden;
£(h) < [|Vgfll,. [[vehll,

= [Vl lghlz. il
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yazihr. Boylece £ operatoril,

- 1 )
ferss ) Vf(x, ). M, Tyydwdx € E2(RY) ve [[F], < |Vt ligll;

olacak bicimde £(h) = (f, h) esitligini saglayan bir tek f tamimlar. O halde

ehy= (Ehy= | Eh.dt
Rd

1
— (_

Vo i(x, w). M, T, ydwdx)h(t)dt
pd (V.8 Jgaa gf(%, ). My Teydwdx)h(t)

1 —
= jfﬁm rg) ng(X, w). (J;d h(t). M, Tyydt)dwdx

1
- szd @ Vgf(x, w). (M, Ty, h)dwdx

1
= @.(ng, Vgh)

= (f,h}

olup f = f bulunur.
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BOLUM 5. WIGNER DONUSUMU VE OZELLIKLERI
Bu béliimde zaman — frekans gésterimlerinin matematiksel yorumunda &nemli bir
yere sahip olan Wigner doniisiimii ve bazi &zellikleri verilmistir.

5.1.Tamm: fe L2(RY) olmak iizere her x,w € RYigin

t t
Wf(x, m) = f f(x + .2_) . f(x —_ E) e-Znimt dt
Rrd

bi¢iminde tamimlamir[4].

5.2.Tamm: f g € L2(RY) olmak iizere her x, w € RY igin

W g) (%, @) = J' f(x + %) 2 (x - %) g-2miatgy
Rd

bigiminde tammlanan W{f, g) doniigiimiine f, g fonksiyonlarimin Wigner déniisiimii
denir[4].
5.3.Teorem: Her f,g € L2(RY) igin Ig(x) = g(-x) olmak iizere
W(F g)(x, w) = 24, e*™et V1, f(2x, 2w)
esitligi vardir[4].

dt

ispat: Eger u =x+ § doniistimil yapihrsa, du = = ve

[N e d

= u — X olup,

(5]

W(E.2)(x ©) = f f(x + 5) g(x- %) 2t g

2
rd

= f f(u). g(x — u + x). e~2Mu-2x)w 7dq,,

Ed
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= f f(u). g(2x — u). e~ *rlu—x)w 2dgy
rd
vl f f(u). g(—(u = 2x)). e~ 4muw admixwgy,
rd

= 2d_gdixw J’ fCu). [g(u —2%). a—4miuw 4.,
RrRY

= 24, gtnixw J’ f(u).1g(u — 2x)etmuw dy
Rd

= 24, gtmixw I f(u). Toyfg(u)e*™ue dy
R4

= 24, gimixw f f(u). Mo, Toxlg(u). du
rd

= 2d_gdixw {F, M,,, Tz 18)
= 24, emxe Y f(2x, 2w)

bulunur, Béylece 5.3. Teoremde verilen baginti sayesinde Gabor doniisiimiine ait
olan ¢ogu Gzellige Wigner doniisiimiide sahiptir. Bu nedenle Wigner ddniistimii

zaman — frekans analizi i¢in 6nemli bir déniistim oldugu g&riiliir.
5.4.Teorem f, g€ Lz(Rd) olmak iizere Wigner doniisiimil asagidaki Gzelliklere
sahiptir;
a) W(f,g) doniisimi R4 uzayinda diizgiin siireklidir ve
IW(E @)l < 2% 11l gl
esgitligi vardir.

b) W(f, g) = W(g, ) olup bundan baska Wf doniisiimii reel degerlidir.
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¢) u, L,ER? olmak iizere Wf donlisiimii kovaryantur. Diger bir ifadeyle

her x,w € RY i¢in
W(TuMuf)(x, w) =Wf(x—u,w—p)
esitligi vardir.

d) Herx, w € R igin W(f 8(x, w) = W(f, g)(—w, x) olur.

e) .. 8,8, € LZ(RY) olmak iizere
(W(f1’81)’w(f2-Bz))Lz(mm) = {fy, 13)-@
esitligi (Moyal esitligi) vardir.
ispat: Herhangi £ > 0 sayisi verilsin. Her (x,w), (u, s)€ R*? icin
I(x @) — (u.s)ll < &

olsun. Bu durumda zaman - frekans degiskenlerinin stirekliligi ve Cauchy -

Schwartz esitsizligi kullanilirsa; f, g € L2(RY) oimak iizere

IW(f, g) (X, (.l)) - W(ft g) (u, S)l

t t ; t t .
= _ _ —2mitat 4 _ _ _ Y o—21ist
ff(x+2).g(x 2).9 dt ff(u+2).g(u 2).e dt
R rd

. f f (x + %) 8 (x - %) eT2mozg-2mug gy

t t t t
- j f (u + f) .glu- E). e"2Msgem2msg gy

R

t ~ .t t _ t
= f M_mT_xf(—z-).M_mT_xg'(E)dt— f M_ST_UF(E).M_ST_ug‘(E)dt
Rd ®d
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t -t t - t
= | Mot () Mo T )~ MoTuf (5) Mo T B G
RY

t

t N _ t
- M-wT—xf(E) , M_ST_ug’(E) + M_mT_xf(E) . M_ST_ug‘(i)

t -/t _ t
< [ Pt (ot ()
rd

: ; _t
+ f IM_ST_uf(§)|.‘M_mT_xf(-2—) - M_ST_ug‘(§)|dt
rd

t .
olup 3=y denirse

= 2d [ IM_o T f )1 Mo T (3) — Mo T-o 8 (1) ldy
Rd

4+ 2d f IM_cTouB ) Moo T () = M T ()1 dy
Rd

= zd”M-mT—xfuz- "M—mT—xg- - M—sT—ug_-llz
+ 29| M_ T_y8° Il IM_ T_x8™ — M_sT_ 8",

yazilir. Eger zaman — frekans donisiimlerinin (3.2.Teorem) L2(R%) iizerinde

izometri olmasi kullamlhirsa
[W(f, 2)(x, ) -~ W(f,g)(u,s)
< 29fll3. IM— gy T—x 8" — Mg Toy8° Il + 29118° 12 IM_u Ty 8" = M_sT_ 87l

= zd"M-mT-xg_. - M—sT—ug_'“z(“f"z + ||g||2)

E

< 2d
29(JIfH, + Hgll2)

AR + llgllz) = &

elde edilir. Béylece Wigner doniisiimii R?¢ tizerinde stireklidir.
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a) Herhangi x,w € RY igin

WEERx )| = | [ Fx+ St — et
Rrd

g(x _% |e—21'rimt|dt

t
< -
< f |f(x+ 2|

Rrd

= f |f(x +—;-)| |g(x ——;-I dt

Rrd

olup eger Cauchy- Schwarz esitsizligi uygulanirsa

(3],

[W(F g)(x,w)| < "f(x +%)

2

t X
yazilir. Buradan x + ;= U denirse;

2
dt

o1, = [ e
R

— flf(u)lzzddu
Rd

= 24IflI3

olup
t d
e+, = 2=ner,
2
bulunur. Benzer bigimde
t d
lece=3)|. = 22et
p]
olup bu ifadeler (5.1.) esitliginde yerine yazilirsa

d d
IW(f, g)(x, w)| < 22][fll>. 22]|glI.
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= 29|Ifl.llgll.

olur. Béylece

IW(,8)lle = esssup|W(F, g)(x. w)| < 27[Ifllllgll

x,weRd

elde edilir.

b)Her (x, w) € R icin

W g) (%, ) = f f(x + E) .2 (x - %) _e-2Zmutgy

Rd

= f f(x + E) . g(x —_ i)e?rti(ntdt
2 2

t t )
= -], — —},elmint
ff(x+2) g(x 2) e dt

Bu son esitlikte t = -u ddnistimii uygulanirsa dt = -du olup integralde yerine

vazilirsa,
W g)(x,w) = f f(x —E).g(x —E).e"z"i““’. (—du)
1] 1] 2 2
]Rd
7 Uy u .
_ _= ) -2
= ]f(x 5 .g(x+2).e Tuw dy
R4
= W(g.f)
bulunur,
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¢) Herhangi(x, ») € R?*%alalim,

W(T,M,f)(x, w)

= f (TuMllf) (x + %) . (TuMu[’)(x - %)E-Zﬂiwtdt
rd

= [0 (3 +5- ). 00— 5~ wemetat

RrRd

= f f(x + L u) eZ"i(H%_“)“ f(x _t u) EZ“i(x-%-U)ue—znimtdt
2 ’ 2
rd

- f f(x + % _ l.l) ) eZT[i(JH-%-U)Il' f(X _ % _ u)e-Zﬂi(x—%—u)p' e_Z“imtdt
2

= f f(x + £ = U) f(x - % —u) eznixl»lezm(%'U)Ne-ZnixpEZRi(%u)pe_zﬂimtdt

t t .
RY

t t .
f f(x + == u) Sflx—=-— u)e"zm(“"")t_ dt
i 2 yA
R

= WI(x —u, 0 —p)

elde edilir.

d) Herhangi (x,w) € R®alalim. Eger Parseval esitsizligi, 5.3.Teorem ve

Ig = Ig olmasi kullaniiirsa,
W( T, 8)(x.w) = 24 "™ Vi,i(2x, 20)

= 29e*™XO(f, My, Tox IB)
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= 24, gtmixw, (E (T-meleg)h)
= 24, 40 (£, T_,, Mz Ig)
= 2dgtmixw(f g-2mi(-2w)2x M, T_, Tg)
— zdemixmezm(-m)n(f' Moy T IE)
= 2dgixwg-Bixw (£ My, T2, I8)
= 2974 T(f, My, T_p,, 18)
= W(f,g)(-w,x)

e} f,, 5, 81,82 € L2(RY) olsun. Eger 5.3. Teorem kullamilir ve 2x = u, 2w = v

degisken degistirmesi yapilirsa 29dx = du, dx = :_: bulunur.

(W(flt gl)n W(fz, Ez))Lz(de)

- f W(E, 1) (%, w). W5, 82) (%, @)dx. dw
de

= JLM 2de4“lx‘“vlg1f1(2x' 2w). 2de4ﬂixmvlgz F,(2x, 2w)dxdw

i
e . 8, — -
Ll 2 .

- ZZd'ff Vi, f1(2%,20). Vrg, (2%, 20) dx. do
R
=2 ﬂ’mza Vig, f1 (0, V). Vig, . (u,v)2792"%dudv

= 2%d2-2d ﬂ Vig, f1(u, V)V1g,F5(u, v) dudv
r2d

bulunur. Bu son ifadede eger diklik bagintisi (4.9. Teorem) kullanilirsa,

(W(f,81), W(f2,82)) 2 = ﬂ 3 Vig, fi (u,v) Vig, 5 (u, v)dudv
R

= {1, F2).{Igy, 182} (5.2)

yazihr. Ote yandan —t = u  degisken degistirmesi asagidaki ifadede yapilirsa.
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(Igy,I,,) = f Tg, () Tg; (0 dt
Rd

= f 81(~bgz(~t) dt
rd

- [ s w
rd

= (g1, 82)

bulunur. Béylece bu son ifade (5.2.) de yerine yazilirsa
(W(F, 81). W(E, 82))L2(mzd) = (f1, £2{Ig1, Ig2)

= {f;,[{g1,82)

elde edilir.

55 Tamm: F, R* iizerinde tanimh bir fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonun

]SI x, —[ X I 2,x 2)

bi¢iminde tanimlamir[4].

5.6.Teorem: f,g € L2(RY)olmak iizere

W(t,g) = F,T,(f®g)
esitligi vardir[4].

ispat: Herhangi bir (x, w) € R%dverilsin,

FoTo(f ® B(x, w) = f T,(F @ B)(x, ). a2t g
Rd
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t t
= f(f@g) (x +E,x—§-).e'2"""t.dt
rd

t t
—_ I — =2miwt
= ff(x+2).g(x 2).e Jdt

rd

t t
= —_ — —2niwt
ff(x+2).g(x 2).3 .dt

Rd
= W(f,g)(x,w)
bulunur.

5.7.Tamm: f € L2(RY) olmak iizere Af fonksiyonu
X X_
Af(x, m) = f f(t + E)f(t — E) e—zmtmdt
Rd

bigiminde tamimlanir[4].

5.8. Tamm: f, g € L2(R%) olmak iizere belirsizlik fonksiyonu

Affg)xw) = f f(t +-§—)g(t—-§) e-2miwtdy
Rrd

bigiminde tanimlanir{4].
3.2. Teorem den
Af(x, w) = e™ Vif(x, w)
ve
A(f, g)(x, w) = e™*, V,f(x, w)

esitlikleri yazilir. Bununla birlikte
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H \ |Af(x, w)]2dxdw = (Af(X, w), Af(X, w)) 2
R?

= (e™wX, Vif, e™OXY,f), 4
= @MiOX_g-THWX(V.f V/.f)
= |IfIZEN3
= ||flf3
bagintisi bulunur.

5.8.Teorem: f,g € L2(RY) ve F, R? fizerinde tamml1 bir fonksiyon olmak lzere

U F(x, w) = F{w, —x)olsun. Bu durumda
W(f,g) =FU A(f, g)
esitlidi vardir.

ispat: Herhangi (x,w) € R®%icin F = F,F, olmak {izere eger 5.6. Teorem

kullanilirsa,
FIW(F, g)(x,w) = FT'F;'F, T,(f ® g)(x.w)

= ' T Q@B (x )

- f T.(F ® B)(t, ). e2™ it

®d

= f f(t +;) g(t - %) .eimixXd;
rd

= A(f- g) ((.l.), —X)

=UA(f g)(x,w)

Eger f. g fonksiyonlari L2(R%) de her yerde yogun uygun bir uzaydan alimirsa F, ve
T, operatorieri siirekli olduklarin Wigner déniisimii tim L2(RY) genisletilebilir.

Béylece

41



F(F'W(f,g)) = F(UA(f,g))
W(f.g) =FUA(f.g)

elde edilir.

5.9.Teorem: Eger f,f € L' n L2(RY) igin,

f WI(x, w)dw = [f(x)]?, (5.3.)
md
f WH(x, w)dx = [F(w){’, (5.4.)
R
dzellikle,
J' WE(x, w)dxde = [[f])2 (5.5.)
mid
olur[4].

ispat: Eger 4.2.Teorem ve 5.3. Teorem kullanilirsa
[WE(x, w)[dw = 29[Vif(2x, 2w)| = 2¢|F« M_p, " (20))|
yazilir. Ote yandan f € L:(RY) kabuliinden dolay: her sabit x € RY icin

WI(x, .) € L'(dw) bulunur. O halde 5.6. Teorem kullanilirsa

f WI(x, w)dw = F3[(F,T)(f ® )](x, 0)
Rrd

= F;F,T,(f @ D(x,0)
= To(F® H(x,0)

= (£D(xx)

= f(x).F(x)
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= |f()?

bulunur. Eger 5.6. Teorem ve 5.4. Teoremin (d) sikki kullanilirsa,
f Wf(x, w)dx = f Wi(w, —x)dx
R rd

=F;* [FT. (f® )] (w.0)
= F7 'R, T(t ® H(w,0)
= T,(f® H(w,0)
= ([{®hHlww)
= f(w)f(w)
= [tw)|’

elde edilir. Simdi

f,f € L! n L?olsun, Eger (5.4.) esitligi, Plancherel teoremi ve Fubini teoremi

kullamlirsa

- ||z LE T
ﬂ’ WI(x, w)dxdw = J;lf(m)l dw Ei[lf(x)lzdx

md

ni[ fd WIi(x, w)dwdx

= J. WI(x, w)dxdw = ||fl|3
R2d

bulunur. (5.3.) esitlidinde Wigner doniisiimiiniin ikinci degiskene gore integrali; x-
konumlu bir yerde pargacigin bulunma olasilik yogunlugunu. (5.4.) esitliginde ise
Wigner doniigiimiiniin birinci degisken integrali; parcacifin momentumunun
degerini alma olasiligin1 vermektedir.
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SONUC

Bu ¢alismada Gabor ve Wigner doniisiimiiniin 6nemli &zellikleri anlatilmistir. Bu
doniigiimler arasindaki bagintilar verilmistir. Ayrica bu déniisiimleri zaman — frekans
analizinde ne anlama geldikleri yorumlanmigtir. Gabor ve Wigner doniisiimlerinin
simrlihk, siireklilik gibi bazi Snemli Gzellikleri gesitli fonksiyon uzaylarinda

incelenebilir.
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