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OZET
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

Gs 3 boyutlu Galile uzay1
(A,B)¢ Galile skaler ¢arpimi
dg Galile uzaklik

1Al Galile norm

AX;B Galile vektorel carpim
K Egrilik

T Burulma (Torsiyon)

T Teget vektor

N Asli normal vektor

B Binormal vektor

S& Galile kiire

553 3 boyutlu Galile kiire
K, Geodezik egrilik

% Regle yiizey

Pa A-Tip regle yiizey

Qg B-Tip regle ylizey

Qc C-Tip regle yiizey

t Teget vektor

n Normal vektor



b Binormal vektor

a Galile uzaynda regiiler egri

) Dagilma parametresi (dral)

A Oteleme yogunluk fonksiyonu
U Uzaklik yogunluk fonksiyonu
Kg Donme yogunluk fonksiyonu

AKM Regle invaryantlar



1. GIRIS

Oklid (Eukleides: M.O. 325- M.0O. 270), toplam 13 kitaptan olusan ve tiim zamanlarin en
etkili kitaplar1 arasinda yer alan “The Elements” adli eseriyle geometrinin temelini
olusturmustur. Oklid geometrisi postulatlar olarak isimlendirilen bes aksiyom iizerine
kurulmustur. Bu aksiyomlarin besincisi “Bir nokta ve bir dogru verildiginde, verilen
noktadan gecen ve verilen dogruya paralel olan bir tek dogru ¢izilebilir” seklinde olup Oklid
geometrisinden farkli geometrilerin ortaya ¢ikmasina sebep olmustur. Oklid geometrisi
yaklasik 2000 yil hiikiim siirdiikten sonra 19. yiizyildan itibaren bazi1 Oklid dis1 geometriler
ortaya konmustur (Hakim, 2004). Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Nikolai ivanovig
Lobachevsky (1792-1856) ve Janos Bolyai (1802-1860) hiperbolik geometrinin temellerini
atmistir. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) eliptik geometriyi olusturmustur.
Hendrik Lorentz (1853-1928) reel uzayda i¢ ¢arpimi farkli tanimlayarak Lorentz geometriyi
belirlemisrir (Hakim, 2007).

Einstein’in genel gorecelik kurami Oklid geometrisinin fiziksel uzaym ihtiyacini
karsilamadigin1 gostermistir (Hakim, 2007). Galilean geometrisi bu kavramla iliskilidir.
Yaglom (1979) tarafindan Galilean geometrinin fiziksel temelleri atilmis ve Roschel (1984)
tarafindan gelistirilmistir. Sonrasinda Pavkovic ve Kamenarovic (1987), Divjak (1998),
Divjak ve Sipus (2002, 2003) ve Sipus (2008) Galilean uzaylarinda ¢alismislardir. Web of
Science ve Scopus verilerine gore Galilean uzayi ile ilgili Tiirkiye adresli ilk uluslararasi
indekslerde yayinlanan ¢aligmalar 2004 yilindan itibaren goriilmeye baslamistir. Bektas

(2004, 2006) 3- boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda regle yiizeyler i¢in genel helislerin
karakterizasyonu iizerine calismistir. Ogrenmis, Ergiit ve Bektas (2007) 3-boyutlu Galilean
uzayinda helisleri karakterize eden ozellikleri incelemistir. Ogrenmis, Oztekin ve Ergiit
(2009) Galilean uzayinda Bertrand ve Mannheim egrileri tanitarak onlarin 6zelliklerini
arastirmigtir. Sonraki yillarda gerek Galilean gerekse pseudo- Galilean uzaylarinda egriler

ve yiizeyler lizerine ¢caligmalar giderek artmistir.

Klasik diferensiyel geometri, egrilerin ve yiizeylerin yerel ozelliklerini inceler. Yerel
ozelliklerden kasit egrinin veya yiizeyin sadece bir noktanin komsulugundaki davranigina
bagli olan 6zelliklerdir. Yaygin diferensiyel geometri ise bu yerel 6zelliklerin egrinin veya

ylizeyin tiimiiniin davranigi iizerindeki etkisini arastirir (Carmo, 1976). Bir egrinin bir



noktasindaki Frenet catisi, egriligi ve burulmasi egriyi o noktada karakterize ederken,
yiizeyin bir noktasindaki Frenet catisi, dagilma parametresi ve egrilikleri de yiizeyi o
noktada karakterize eder. Pek cok yiizey cesidi vardir. Uzerinde ¢alisilmasi en ¢ok tercih
edilen yiizeylerden biri regle yiizeydir. Regle yiizey, 3- boyutlu uzayda bir dogrunun bir
egriye dayanarak siirekli hareketiyle olusan yiizeydir. Liu, Yu ve Jung (2014), Liu ve Yuan
(2012) ve Yu, Liu ve Jung (2014) 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzayinda regle yiizeylerin
yap1 fonksiyonlarini tanimlamislardir. Bazi geometrik Ozelliklerini vermislerdir. Yapi
fonksiyonlar1 regle yiizeyin regle invaryantlar1 olarak adlandirilmaktadir. Liu, Liu ve Jung
(2018) bir uzay egrisi ile baglantili regle yiizeyleri ve regle invaryantlar1 ¢aligmislar ve ii¢
boyutlu Oklid uzayindaki regle yiizeyin regle invaryantlar teorisini kullanarak bir regle
ylizeyin bir uzay egrisinin asal normal regle yiizeyi olmasi icin gereken kosullari

vermislerdir.

Bu c¢alismada; Liu ve digerlerinin (2018) calismasina paralel olarak Galilean uzayinda
Galilean birim kiire yiizeyi tizerindeki bir egriyi dayanak egrisi olarak alan regle yiizeylerin

regle invaryantlarini elde etmek amaglanmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde G; Galilean uzayinda gecerli olan temel tanim ve kavramlara yer verilmistir.ilk
olarak temel islemler sonrasinda egriler ve regle yiizeyler igin kullanilan temel bilgiler

sunulmustur.
2.1. G5 Galilean Uzayinda Temel Islemler

2.1.1.Tamim 3-boyutlu Galilean uzayinda verilen A = (xq,y1,21) Ve B = (x3,¥5,23)

vektorlerinin Galilean i¢ ¢arpimi;

X1X3, X1 #0veyax, #0

(4,B)g =A.B = {ylyz +2,2,, x;=0vex, =0

seklinde tanimlanir. Bu i¢ c¢arpim ile R® reel afin uzayr birlikte diisiiniiliirse

(R3, (4, B),) ikilisine Galile uzay: denir ve bu uzay Gj ile gosterilir (Yaglom, 1979).

2.1.2. Tanim G5 Galilean uzayinda A = (x4, y4,2;) ve B = (x5, V3, z) vektorleri verilsin.

Eger (4, B); = 0 ise bu vektorlere Galile anlaminda diktirler denir (Yaglom, 1979).

2.1.3.Tamim G; Galilean uzayinda A = (xq,y1,2,) ve B = (x3,V3,22) noktalarin1 goz

Ontne alalim. Bu iki nokta arasindaki uzaklik

|2, — x4 , X F Xq

\/(J’z - }’1)2 +(z;—21)% , x=1x,

dG (A, B) = {
seklinde tanimlanir (Yaglom, 1979).
2.1.4. Tanim G5 Galilean uzayinda bir X = (x, y, z) vektoriiniin normu

¥ X , x#0
1X1le = JZ 92, x=0

dir (Yaglom, 1979).



2.1.5.Tanim A = (xq,y1,21) ve B = (x3,¥2,2,) € Gz olsun. A ve B vektorlerinin Galilean

vektorel ¢arpimi

0 e e;
A XG B = X1 Y1 Z
X2 Y2 Zy

bi¢imindedir. Eger x; = 0 ve x, = 0 ise

e e, e3
Ax;B=|0 y1 7
0 vy, 7

seklinde tanimlanir (Yaglom, 1979).

2.1.6. Tanim X = (x,y,z) € G5 vektorii i¢in eger x = 0 ise X vektoriine izotropik vektor,

eger x # 0 ise X vektoriine non-izotropik vektor denir (Yaglom, 1979).
2.2. G3 Galilean Uzayinda Egriler
2.2.1. Tanim G5 Galilean uzayinda bir

a:l cR - G;

a(t) = (x(6), y(6), z(1))

diferansiyellenebilir fonksiyonu verilsin. a(t) c G; noktalar kiimesine G5 Galilean
uzayinda bir egri denir. Burada t € I ve x,y,z: I — R diferansiyellenebilir fonksiyonlar: «

egrisinin koordinat fonksiyonlaridir (Divjak, 1998).

2.2.2. Tanim a(t), G; Galilean uzayinda bir egri olmak lizere a’(t) vektoriine a egrisinin
teget vektorii denir. Eger a’(t) # 0 ise a egrisine regiiler egri ve ||a’(t)|l =1 ise a
egrisine birim hizli egri denir (Divjak,1998:117-128).

2.2.3. Tanim G5 Galilean uzayinda bir regiiler a egrisi a(t) = (x(t),y(t),z(t)) olarak

verilsin. Bu egrinin yay uzunlugu parametresi



ds = |x'(t)dt| = |dx|

seklinde olup, @ egrisinin yay uzunlugu ise ds = dx ve s = x olarak ifade edilir (Divjak,
1998).

Galilean uzayinda egri yay parametresine gore parametrelendirilirse a(x) = (x, y(x), z(x))

bi¢iminde olur. I € R acik araliginda

al - Gy

a(x) = (x,y(x),z(x))

egrisi verilsin. Bu durumda y,z:1 = R fonksiyonlarina « egrisinin Galilean koordinat

fonksiyonlar1 ad1 verilir. a(x) de x’e gore tirev alinirsa

a'(x) = (1,y'(x),2' (x))

bulunur. Burada ||a’(x)|l; = 1 oldugundan a egrisinin Galilean uzayinda birim hizli egri

oldugu goriilmiis olur (Divjak, 1998).
2.2.4. Tanim I € R agik araliginda

a:l - Gy

a(x) = (x,y(x),2(x)

egrisi verilsin. Burada a egrisi ard arda iki kez tiirevlenirse
a'(x) = (1,y'(x),z'(x)) ve a"(x) = (0,y"(x),2"(x))
esitlikleri bulunur. Gorildigi gibe |[a@’(x)||s = 1 oldugundan

a'(x) =T(x) = (1,y'(x), 7' (x))

olur ve bu vektore egrinin teget vektorii denir. Elde edilen tiirev vektorlerinin i¢ ¢arpimi

alinirsa



(@'(x),a"(x))g = 0

olur. Bu demektir ki a’(x) L a"'(x) olup, a''(x) vektorii T(x) vektoriine diktir. Boylece

egrinin Birim normal vektorii olan

(l”(X)

N = ol

biciminde hesaplanir. Egrinin parametrik ifadesindeki degerler kullanilirsa

all(x)

N®) = Trorere

0, y"(x), 2" (x))

denklemi bulunur. Son olarak, egrinin birim binormal vektorii

1

B(x) =
SN BEOEIRE

(0,=2"(x),y" (%))

seklinde elde edilir. Boylece G de elde edilen {T'(x), N(x), B(x)} gatisina birim hizli egriler

icin Serret-Frenet ¢atis1 adi verilir (Pavkovic ve Kamenarovic, 1987).
2.2.5. Tanim G5 Galilean uzayinda birim hizli a egrisi i¢in Frenet formiilleri

T'(x) 0 k(x) 0 T(x)
N'(x)|]=|0 0 T(x) || N(x)
B'(x) 0 —t(x) O B(x)

bigciminde olup, k egrilik ve T burulma fonksiyonlari

r(x) =/ ("2 + (2)2(x)

det(a’(x), a' (x), a”'(x))
K2 (x)

T(x) =

denklemleri ile verilir (Pavkovic ve Kamenarovic, 1987).

2.2.6. Tanim G5 Galile uzayinda birim hizli olmayan bir f: 1 € R — G5 egrisi i¢in egrilik



= 18" % B" llg
18112

seklinde tanimlanir (Pavkovic ve Kamenarovic, 1987).

2.2.7.Tanim G; Galilean uzayinda kiire, sabit bir X, noktasina esit uzaklikta bulunan

noktalar climlesi olarak tanimlanir ve

(X — X0, X —Xo)g = r?

denklemi ile gosterilir. Galilean kiiresinin merkezi baslangic noktasi ve yarigapt 1 ise

merkezil birim kiire adini1 alir ve

(XIX)G =1

denklemiyle verilir (Yaglom,1979).
2.2.8. Tanim y(s) birim vektoriiniin birim kiire yiizeyinde ¢izdigi egrinin teget vektorii
ts)=rs)
ve
d(s)=y(s) X¢ t(s)

olmak tizere {t(s), y(s), d(s)} ortanormal sistemine kiiresel egrinin Serret-Frenet gatisi

denir.
2.3. G3 Galilean Uzayinda Regle Yiizeyler

2.3.1. Tanim: G5 Galilean uzayinda bir agik alt ctimle U olmak iizere

y:U—>R



fonksiyonunun k-yinct mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli ise y fonksiyonuna
C* (k = 1) sinifindan diferansiyellebilirdir denir (Réschel, 1984).

2.3.2. Tanim G5 Galilean uzayinda, verilen bir [ dogrusunun verilen bir r egrisi boyunca
hareketiyle bir yiizey elde edilebiliyorsa bu ylizeye G5 Galilean uzayinda bir regle ylizey

denir. Bu durumda G5 Galilean uzayinda, C3 sinifindan bir regle yiizey

o(x,v) =r(x) +va(x); r,aeC3,vER

denklemi ile verilir. Burada r egrisi [ dogrusunun , Galilean yay uzunlugu ile parametrize

edilmis dayanak egrisi, « ise [ dogrusunun r noktasinda ki dogrultman vektoriidiir.

r(x) = (x,y(x),z(x))

denklemine sahiptir. Ayrica a(x) anadogrusu,

a(x) = (1, az(x), a5 (x))
veya

a(x) = (0,a;(x),a3(x)) , laZ(x) +af ()| =1

seklinde ifade edilir (Roschel, 1984).
2.3.3. Tanim G5 Galilean uzayinda

o(x,v) =r(x) + va(x)
bir regle yiizey olsun. Eger bu yiizey i¢in

Px#0, 9, #0, @x X, #0

saglaniyorsa bu regle yiizeye regiilerdir denir (Divjak ve Sipus, 2003).



2.3.4. Tanim Regle ylizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin anadogrular

arasindaki ag¢tya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (drali) denir ve

det(r',a,a’)

000 =

denklemiyle hesaplanir (Roschel, 1984).

Galilean uzayinda regle yiizeyler; A-tipi, B-tipi ve C-tipi olmak tizere ti¢ farkli tiptedir.
2.3.1. G3 Galilean uzayinda A-tipi regle yiizeyler

G5 Galilean uzayinda {0} c I c R olmak iizere diferansiyellenebilir birim hizli bir egri

T:I_)G3

x = 7(x) = (%, y(x),2z(x))

olsun. Vx € I igin r(x) noktasindaki teget vektor ile anadogrusunun dogrultman vektori

lineer bagimsiz olacak sekilde

[:R - G3
v - 1) = (x + v, y(x) + va,(x), z(x) + vas(x))

dogrusunu secgelim. Burada a(x) = (1, a,(x),as; (x)), [ dogrusunun r(x) noktasindaki
dogrultman vektortdiir. [ dogrusu r egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda (I X R, ¢)

parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey

@:1 XR - Gz

(x,v) = p(x,v) = (x +v,y(x) + va,(x),z(x) + va3(x))

seklinde elde edilir. Bu sekilde gosterilen ¢(x,v) regle yiizeyi A-tip regle ylizey olarak

adlandirilir. Burada y(x), z(x), a,(x),a3(x) € C3,x € I € R,v € R dir.



10

A-tip regle yiizeylerin a(x) = (1, ay(x), a3(x)) olarak verilen anadogrusu non-izotropikir.

A-tip regle ylizeylerin ortanormal ti¢yiizlisii k(x) # 0 olmak tizere

t(x) = a(x) = (1,a,(x), a3(x))

1 1
n(x) = @a'(@ ) (0, az(x), a3(x))

1 ! 1A
b(x) = K(x) (OF _a3 (x)l aZ (x))
ve Ferenet denklemleri

t'(x) = k(x)n(x)
n'(x) = t(x)b(x)
b'(x) = —1(x)n(x)

dir. Burada x(x) ve 7(x), swrasiyla, A-tipi regle yiizeyin egriligi ve torsiyonu olup

k() = (@200 + ([@)?(Q),  1(x) = 2B e Bl

K2 (x)
dir (Roschel, 1984).
2.3.2. G3 Galilean uzayinda B-tipi regle yiizeyler
G3 Galilean uzayinda {0} € I € R olmak iizere diferansiyellenebilir birim hizlt bir egri

r:l - G;

x = r(x) = (0,y(x), z(x)

ve

02+ (@) =1



11

olsun. Vx € I i¢in r(x) noktasindaki teget vektor ile anadogrunun dogrultman vektori lineer

bagimsiz olacak sekilde

I:R > G,

v - 1(v) = (v, y(x) + vay(x), z(x) + vaz(x))

Dogrusunu segelim. Burada a(x) = (1,a,(x),asz(x)), ldogrusunun r(x)noktasindaki

dogrultman vektortidiir.

[ dogrusu r egrisi boyunca hareket ettiginde (I X R, ) parametrizasyonu ile verilen regle

yuzey

@:1 XR - G*
(x,v) = 9(x,v) = (v, y(x) + vay(x), z(x) + vaz(x))

seklinde olur. Bu sekilde gosterilen @(x,v) regle ylizeyi B-tip regle yiizey olarak
adlandirilir. Burada y(x), z(x), a,(x),a3(x) € C3,x € I € R,v € R dir.

B-tip regle yilizeylerin a(x) = (1, a,(x),as; (x)) olarak verilen anadogrusu non-izotropiktir.

B-tip regle yiizeylerin ortanormal tigytizliisi k(x) # 0 olmak tizere

t(x) = a(x) = (1, a,(x), az(x))
n(x) = (0,-2z'(x),y'(x))
b(x) = (0,y'(x), 7' (x))

ve Frenet formiulleri

t'(x) = k(x)n(x)
n'(x) = t(x)b(x)
b'(x) = —1(x)n(x)



12

dir. Burada (x) ve 7(x) sirasiyla B-tip regle yiizeyin egriligi ve burulmasi olup

GO Y
7’ T

k(x) = —

dir (Roschel, 1984).
2.3.3. G3 Galilean uzayinda C-tipi regle yiizeyler
G5 Galilean uzayinda {0} c I © R olmak tizere diferansiyellenebilir birim hizli bir egri,

r:l - G;

x - r(x) = (x,y(x),0)
ve
as+a3=1

olsun. Yu € I igin r(x) noktasindaki teget vektor ile anadogrunun dogrultman vektori lineer

bagimsiz olacak sekilde

[:R — G3
v-ol(v) = (x,y(x) + va,(x),vas (x))

dogrusunu segelim. Burada a(x) = (O, a,(x), a3(x)), [ dogrusunun r(x) noktasindaki

dogrultman vektoriidiir.

[ dogrusu r egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda (I X R, ¢) parametrizasyonu ile

verilen bir regle yiizey

@:1 XR - Gz
(6, 1) = @ (x,v) = (x,y(x) + va,(x), vas (x))
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seklinde olur. Bu sekilde elde edilen ¢(x,v) regle yiizey C-Tip regle yilizey olarak
adlandirilir. Burada y(x), a,(x),as(x) € C3, x e c R, v € R dir.

C-tipi regle yiizeylerin a(x) = (0, a5 (x), az(x)) seklindeki anadogrusu izotropiktir. C-tipi

regle ylizeyin ortanormal ti¢yiizlisii k(x) # 0 olmak {izere

tx) =r'(x) =(1,y'(x),0)
n(x) = a(x) = (0,a,(x), as(x))
b(x) = (0, —az(x),a,(x))

ve Frenet formilleri

t' =(0,y"(x),0) = k(ncosp(x) — bsiny (x))

1_1b
n 3%

b=
_—gn

dir. Burada k(x) ve 6&(x), sirasiyla, C-tipi regle yiizeyin egriligi ve drali olup

K@) =y"(@), 5 = -5

ab(x)

dir. Y acis1 ise z=0 dizlemi ile regle yiizeyin dogrultmani arasindaki agidir

(Roschel, 1984).
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3. G3 GALILEAN UZAYINDA KURESEL EGRILERIN FRENET
CATISI

G5 Galilean uzayinda; merkezi O = (0,0,0) ve yarigapi ||7|| = 1 olan birim kiire yiizeyi

S2={X(x,y,2) € G| (X = 0,X = 0)g = 1%}

S2 ={X(x,y,2) € G5 | (X, X)g = 1}

dir. Buna gore iki durum ortaya ¢ikar:
Ik durum; x # Oise (X, X); = x2 = 1 olur ve bu bize Galilean kiiresinin, kiire {izerinde
alinan nokta non- izotropik ise reel uzayda birbirine paralel olan x =1 ve x = -1
diizlemlerine karsilik geldigini gosterir.
Ikinci durum; x = O ise (X,X); = y%? + z% = 1 olur ve bu bize Galilean kiiresinin, kiire
iizerinde alinan nokta izotropik ise reel uzayda anadogrusu x = 0 olan bir silindire karsilik
geldigini gosterir.

3.1. Teorem G5 Galilean uzayimda merkezil kiire denklemi x? = 1 seklinde olsun.

a:I c Gz - S¢,

x - a(x) = (51,y(x),z(x))

birim hizli egrinin Frenet ¢atisi

T(x) =a'(x) = (0,y'(x),z'(x))

N(x) = 0a(x) = (FLy(x),z(x))

B(x) = T(x) Xg N(x) = (O, *z'(x), iy’(x))

ve kiiresel egrinin Frenet catisinin tiirev denklemleri
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T'(x) 0 0 Frs(x)\ /T)
N = 1 0 0 N(x)
B'(x) Trg(x) O 0 B(x)

fspat T, N, B Frenet vektorleri i¢in

seklindedir.

(TC), T = (¥)*(x) + (2)*(x) =1
(N(x), N(x))e = 1

(B(x),B(x))g = (2)?(x) + ()*(x) =1

ve
(T(x),N(x))g = (N(x),B(x))g = (B(x),T(x))g =0

oldugundan {T,N, B} catis1 bir ortanormal ¢ati olusturur. Egrinin Frenet vektorlerinin

turevleri alinirsa

T'(x) = (0,y" (x), 2" (x))
N'(x) = (0,y"(x),z"(x))

B'(x) = (0,+z"(x), £y"(x))
elde edilir. (T (x), T(x)); = 1 esitliginde tiirev alinirsa

(T"(x), T(x))g +(T(x), T'(x))g = 0

2(T"(x), T(x))g = 0

olup

(T'(x), T(x))g = y'(x)y" (x) + 2’ (x)z" (x) = 0 3.1)

denklemine ulasilir. Benzer sekilde



(T'(x), N(x))g = 0
(T'(x), B(x))¢ = +z' (x)y" (x) £ y'(x)z" (x)
(N'(x), T())e = (T(x), T())e = ()2 (x) + (2)?(x) = 1
(N'(x), N(x))g = 0
(N'(x),B(x))g = 0
(B'(x), T(x))e = +y'(x)z" (x) £ z'(x)y" (x)
(B'(x), N(x)) = 0

(B'(x), B(x))g = z'(x)z" (x) + y(x)y" (x) = 0
esitlikleri elde edilir.
a(x) = (? 1,y(x), Z(x)) egrisinin birinci ve ikinci tiirevi alinacak olursa
a'(x) = (0,y'(x),z'(x)) = T(x)
ve
a"(x) = (0,y" (x), 2" (x))
elde edilir. Egrinin geodezik egriligi
Kg(x) = (a"(x),B(x))g = (T'(x), B(x))g = +z' (x)y" (x) £ y'(x)z" (x)
egrinin normal egriligi

Kn(x) = (a" (%), N(x))g = (T'(x), N(x))¢ = 0

16
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ve egrinin geodezik burulmasi

Ta(x) = —=(N'(x), B(x))g = 0

olur. Elde edilen esitliklerden egrinin Frenet ¢atisinin tiirev vektorleri

T'(x) 0 0 Fry,(x)\ /T(x)
NG |= 1 0 0 N(x)
B'(x) trg(x) 0 0 B(x)

olarak bulunur.

3.2.Teorem G5 Galilean uzayinda merkezil kiire denklemi x? = 1 seklinde olsun. Kiire
tizerindeki a(x) = (11, y(x),z(x)) egrisinin Galilean anlaminda geodezik egri olmasi igin

gerek ve yeter sart y'(x) ve z'(x) fonksiyonlarinin lineer bagimli fonksiyonlar olmasidir.

Ispat Kiire iizerindeki a(x) = (ll,y(x),z(x)) egrisi geodezik egri olsun. Teorem 3.1. de

elde edilen (3.1) esitligi ve egrinin geodezik egri olma durumu birlikte ele alinirsa

(T'(x), T(x))g = y'(X)y" (x) + 2" (x)z"(x) = 0

Kg(x) = +z'()y"(x) £ y'(x)z"(x) = 0
esitliklerinden y'' (x) ve z''(x) fonksiyonlarinin sifir oldugu bulunur. Buradan

y'(x)=c;c €R

z'(x)=d;d €R
y'x) ¢
z'(x) d

esitligi elde edilir. Bu bize y'(x) ve z' (x) fonksiyonlarinin lineer bagimli oldugunu gosterir.
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Tersine; y (x) ve z (x) fonksiyonlar1 lineer bagimli olsun. Bu durumda
y'(x) =2z"(x); A€ER
yazilabilir ki bu k4 (x) = 0 demektir. Yani a egrisi bir geodezik egri olur.

Sonug¢ G5 Galilean uzayinda merkezil kiire denklemi x? = 1 olsun. Kiire iizerindeki a(x) =

(71,y(x),z(x)) egrisi Galilean anlaminda egrilik ¢izgisidir.

3.3. Teorem G5 Galilean uzayinda y2(x) + z%(x) = 1 merkezil denklemli kiire i¢cin

(v’ ()z(x) - y()z'(0))" = 1

y'()yx) +2z' (x)z(x) = 0

olsun. Bu durumda

a:l1 c Gy - S¢,

x > a(x) = (0,y(x),z(x))

seklinde verilen birim hizli kiiresel egrinin Frenet catisi

T(x)= a'(x) = (0,y'(x),z'(x))
N@x) = Oa(x) = (0,y(0),z(x))
B(x) = T(x)XgN(x) = (£1,0,0)

ve kiiresel egrinin Frenet ¢atisinin tiirev denklemleri

T'(x) 0 -1 0)\/TX)
N'(x) | = (1 0 o ) N(x)
B'(x) 0 0 0/\Bx)

seklindedir.
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Ispat a(x) egrisinin birim hizli egri olmasindan dolay1 (y")?(x) + (z")?(x) = 1 dir. Ferenet

vektorlerinin i¢ ¢arpimlarina bakilirsa

(T, T())e = (%) + (2D (x) =1
(N(), N = ¥ (x) +2°(x) = 1

(B(x), B(0))s = (¥ @)z(x) — y(0)z'(x))" =1 (3.2)
(T, N = ¥ (X)y(x) + 2/ (x)z(x) = 0 (3.3)

(N(x),B(x))¢ = (B(x), T(x))s =0

olur ki {T, N, B} catis1 bir ortanormal ¢at1 olusturur. Denklem (3.2) den (B(x), B(x)); = 1
olmasi i¢in B = (+1,0,0) olmalidir. Bu durumda

B(x) = (y'(x)z(x) — y(x)z'(x),0,0) = (£1,0,0)
Ve
Y ()z(x) —y(x)z'(x) = £1
olup (3.3) deki denklemimiz ile ortak giziim yapilirsa
y'(x) = £z(x) vez'(x) = +y(x) (3.4)

elde edilir. Buna gore Frenet vektorleri tekrar diizenlenecek olursa,

Tx) = a'(x) = (0, £2(x), Fy(x))
N(x) = Oa(x) = (0,y(x),2(x))
B(x) = T(x)Xs N(x) = (+£1,0,0)

olur ve tiirevleri alinirsa

T'(x) = (0, +z'(x), iy’(x)) = (0, +y(x), ?z(x))

N'(x) = (0,y'(x),2' (%)) = (0, £2(x), Fy(x))
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B'(x) = (0,0,0)

elde edilir. Frenet vektorleri ve tiirev vektorlerinin birbirleri ile i¢ carpimlar1 alinacak olursa

(T"(x), T(x))6 = 0
(T'(x), N()e = Fy* () F 2*(x) = ¥1
(T'(x), B(x))g = 0
(N'(0), T(x))g = 2 (x) + y*(x) = 1
(N'(x), N(x))g = (N'(x), B(x))g = 0

(B'(x), T(x))¢ = (B"(x), N(x))¢ = (B'(x),B(x))s = 0

denklemlerine ulagilir. Egrinin geodezik egriligi

Kg(x) = (a" (x),B(x))g = (T"(x),B(x))g = 0

egrinin normal egriligi

Kn(x) = (a” (x),N(x))g = (T'(x),N(x))¢ = —1

ve egrinin geodezik burulmasi

Ta(x) = =(N'(x), B(x))g = 0

olur. Sonug olarak kiiresel egrinin Frenet gatisinin tiirev denklemleri

T'(x) 0 -1 0\ /T()
N'(x) | = (1 0 O) N(x)
B'(x) 0 0 0/\B(x)

seklinde yazilir.
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Sonu¢ G5 Galilean uzayinda merkezil kiire denklemi y?(x) + z%(x) = 1 olsun. Kiire
tizerindeki a(x) = (O,y(x),z(x)) egrisi hem Galilean anlaminda egrilik ¢izgisi hem de

Galilean anlaminda geodezik egridir.
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4. G3 GALILEAN UZAYINDA REGLE YUZEYLER VE REGLE
INVARYANTLARI

Bu boliimde once Galilean anlaminda regle yiizeylerin yapi fonksiyonlar1 ve regle
invaryantlar1 tamimlanacaktir. Sonra G; Galilean uzayinda kiiresel egriyi dayanak egrisi
kabul eden regle yiizeylerin regle invaryantlar1 elde edilecektir.
G5 Galilean uzayinda

p(x,v) = c(x) + va(x)

regle ylizey icin

C:I_)G3

x = c(x) = (1 (x), c2(x), c3(x))
dayanak egrisi olup

a:I c Gz - S¢,

x = a(x) = (x(x),y(x), 2(x))

egrisi regle yiizeyin dogrultman vektoriidiir. Burada a(x) egrisi birim kiiresel bir egri ve

dayanak egrisi c(x) ylizeyin striksiyon ¢izgisi olup

(c'(x), a’(x))g = (c"(x), T(x))g = 0

dir. Dolayisiyla

¢'(x) = AN (x) + u(x)B(x)

dayanak egrisinin tlirev denklemi, dogrultman vektoriiniin teget vektoriinden bagimsizdir.
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4.1.Tanim A(x), u(x) ve x4(x) fonksiyonlarina ¢ (x, v) regle yiizeyin Galilean anlaminda
yapt1 fonksiyonlari denir. A(x) fonksiyonuna ¢ (x, v) regle yilizeyin Galilean anlaminda regle
oteleme yogunluk fonksiyonu, u(x) fonksiyonuna ¢ (x, v) regle yiizeyin Galilean anlaminda
regle uzaklik yogunluk fonksiyonu ve x4 (x) fonksiyonuna ¢(x, v) regle yiizeyin Galilean

anlaminda kendi kendine donme yogunluk fonksiyonu veya regle acgisal yogunluk

fonksiyonu denir.

4.2. Tamim G5 Galilean uzayinda

A= A(x)dx
M = u(x)dx
K = K, (x)dx?

seklinde tanimlanan A ve M, 1 — formlarina ve K, 2 — formuna ¢(x, v) regle yiizeyinin

Galilean anlaminda regle invaryantlari denir.
4.1. G3 Galilean Uzayinda A-Tipi Regle Yiizeyin Invaryantlari
G5 Galilean uzayinda x? = 1 denklemine sahip Galile birim kiiresi iizerindeki

a:1 c Gy - S¢,

x - a(x) = (1,y(x),z(x))

egrisi ve dayanak egrisi olarak birim hizl

c:lcR- Gy
x = c(x) = (x,¢,(x), c3(x))

egrisini ele alalim

@:1 XR - Gz
(x,v) = p(x,v) = c(x) + va(x) = (x + v,c,(x) + vy(x), c3(x) + vz(x))
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seklinde elde edilen ylizey A-tipi regle ylizey olup bundan sonra bu regle yiizey ¢, (x, v)

seklinde gosterilecektir. Burada c(x) birim hizli olup
Vx €ligin {(c'(x),a'(x))¢ =0

oldugundan c(x) dayanak egrisi, ¢, (x, v ) regle yiizeyinin sitriksiyon ¢izgisi olur. ¢4 (x, v)

regle ylizeyin ortanormal tigyiizliisii k(x) # 0 olmak tizere

t(x) = (1,y(x), z(x))

1
n(x) = PTO) (0,y'(x),2'(x))

1
x) =——=(0,—z'(x),y'(x
b(x) = 75 (0~ 260,y ()

ve @,(x,v) regle yiizeyin tiirev denklemleri,

t'(x) = (0,y"(x), 2" (x)
n'(x) = 7(x)(0,~2z'(x), y' (x))
b'(x) = —1(x)(0,y'(x), 2'(x))

olur. Burada x(x) ve 7(x), sirastyla, A-tipi regle ylizeyin egriligi ve burulmasi olup

K0 = 0@ + @200 ve r(x) =LOEOIWr®

K2(x)

dir.

4.1.1.Teorem @, (x,v) regle ylizeyi ile a(x) egrisinin Frenet ¢atis1 ve tiirev denklemleri

arasinda

T(x) = n(x) T'(x) =n'(x)

N(x) = t(x) N'(x) =t'(x)
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B(x) = —b(x) —1(x)N'(x) = b'(x)
esitlikleri vardir.

Ispat @ 4(x, V) regle yiizeyin Frenet gatisi ve tiirev denklemleri ile Teorem 3.1. de verilen

a(x) kiiresel egrinin Frenet catisi ve tiirev denklemleri karsilastirildiginda ispat agiktir.

4.1.2. Teorem @4(x,v) regle yiizeyin egriligi k(x) = 1 olup, 7(x) burulmasi ve a(x)

egrisinin K;(x) egriligi arasinda
Kg(x) = —7(x)

esitligi vardir.

Ispat a(x) = (1, y(x), Z(x)) egrisi birim hizli egri olup

la'lle =V )2+ (z)% =1

dir. Dolayisiyla

r(x) = (y)2(x) + (2)2(x) = 1

ve
Ky(x) =z'(x)y" (x) — 2" (x)y'(x)
= —1(x)K?(x)
= —1(x)
elde edilir.

4.1.3. Teorem @4 (x, v) regle ylizeyin sitriksiyon ¢izgisinin teget vektori ile dogrultmaninin

normal vektOri arasinda
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(') =Nx), T'(x))g =1
bagintist vardir.

Ispat a(x) egrisi, ,(x,v) regle yiizeyinin sitriksiyon ¢izgisi oldugundan

(c'(x),a' ()¢ =1

dir. Bu esitlikte tiirev alinirsa

(c"(x),a’(x))g +(c"(x),a" (x))g = 0

olur. Burada Galile i¢ carpimindan

(c"(x),a"(x))g =0

(c"(x),a’(x))g =0 (3.5

dir. ¢4 (x, v) regle ylizeyin yap1 fonksiyonlari tanimindan

¢'(x) = AN (x) + u(x)B(x)

(L c2(0),e3(0)) = 2 (L y (), 2(0)) + u(x)(0,2' (x), =y' (x))
yazilir ve

Alx)=1
c3(x) = A(x)y(x) + p(x)z'(x) = y(x) + u(x)z'(x)

c3(x) = 2(x)z(x) — p()y'(x) = z(x) — p(x)y'(x)

esitliklerine ulasilir. u(x) fonksiyonu yalniz birakildiginda
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() —y(x) _z2(x) —es(x)
z'(x) y' (%)

()Y’ () —y()y'(x) = z(x)z' (x) — c3(x)z" (%)

olur. Esitlikte tiirev alinirsa

¢ (' () + c2(x)y" (x) = (") (x) — y(x)y" (x)
= (2)2(x) + 2(0)z" (x) — c5 (D)2’ (x) — c3(x)z" (x)
¢z (0)y'(x) + c2(0)y" () + ¢3'(x)z"(x) + c3(x)z" (x)
= (2)?(0) +z(0)z" () + (V) () + y(x)y" (x)
(c"(x), &' (0))g + c2()y" (x) + c3(x)z" (x) = z(x)z" (x) + y()y" (x) +

("), a' ()6 +y" () (cz(x) = y(©)) + 2" () (c3(x) — z(x)) = 1 (3.6)
elde edilir. (3.5) ve (3.6) denklemleri birlikte diigtiniiliirse

Y () (ez(x) =y () + 2" () (e3(x) — 2(x)) = 1
(c'(x) —a(x),a"(x))s = 1

(') =N@), T'(x))g =1
bulunur.
Sonug @, (x,v) regle yiizeyin yap1 fonksiyonlari

Alx)=1

() —ykx)
- Z(x)

Ky(x) = —1(x)

pu(x)

ve regle invaryantlari



28

A =dx

() —y(x)
G

K = —1(x)dx?

M dx

dir.
4.2. G5 Galilean Uzayinda B-Tipi Regle Yiizeyin invaryantlar
G5 Galilean uzayinda x? = 1 denklemine sahip Galile birim kiiresi iizerindeki

a:l c Gz - S¢,

x - a(x) = (1,y(x),z(x))

egrisi ve dayanak egrisi olarak birim hizli

c:ICR- Gy
x = c(x) = (0,c,(x), c3(x))

egrisi ele alinirsa

@:1 XR - Gy

(x,v) = o(x,v) = c(x) + va(x) = (v,c;(x) + vy(x), c3(x) + vz(x))
seklinde elde edilen yilizey B-tipi regle yiizey olup bundan sonra bu regle yiizey @g(x, v)

seklinde gosterilecektir. Kabul edelim ki c(x) dayanak egrisi @gz(x,v) regle yiizeyin

sitriksiyon ¢izgisi olsun. Bu durumda

()20 + (e3)?(0) =11 3.7)

(c'(x), @’ (X)) = 2" ()Y (x) + 3’ (0)z"(x) = 0 (3.8)

olur. @g(x,v) regle yiizeyin ortanormal {igytizliisii k(x) # 0 olmak lizere
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t(x) = (1,y(x),z(x))
n(x) = (0»—C3’(x): Czl(x))
b(x) = (0,c,'(x),¢3'(x))

ve @g(x,v) regle yiizeyin tiirev denklemleri

t'(x) = k(x)n(x)
n'(x) = t(x)b(x)
b'(x) = —1(x)n(x)

olur. Burada x(x) ve t(x), sirasiyla, B-tipi regle yiizeyin egriligi ve burulmasi olup

e (%)

c3'(x)

y'(x)
c3' (%)

kK(x) = — ve 1(x)=

dir.

4.2.1.Teorem ¢g(x, v) regle yiizeyi ile a(x) egrisinin Frenet ¢atis1 ve tiirev denklemleri

arasinda

t(x) = N(x) t'(x) = N'(x)
n(x) = —=T() m ) o T ®
b(x) = —=B() D) = i B

esitlikleri vardir.

Ispat @y = (x,v) regle yiizeyin Frenet gatis1 ve tiirev denklemleri ile Teorem 3.1. de verilen

a(x) kiiresel egrinin Frenet gatis1 ve tiirev denklemleri karsilastirildiginda ispat agiktir.

4.2.2.Teorem @g(x,v) regle yiizeyin yapi fonksiyonlari



Alx)=0
1
Ky(x) = t(0)K?(x)
dir.
Ispat g (x,v) regle yiizeyin yap: fonksiyonlar1 tanimindan

c'(x) = Ax)N(x) + u(x)B(x)

(0,¢3(x), c3(x)) = 2(x) (L, y(x), 2(x) + pu(x) (0, 2" (x), =y (x))

yazilir ve

Alx)=0

I 1C N (CONN |
z'(x) y'(x)  Kk(x)

p(x)

esitlikleri elde edilir. (3.7) denkleminde tiirev alinirsa
(c2)2(0) + (e3)?(x) =1
2c3(x) 3 (x) + 2e3(x)c5' (x) = 0

" 2 ()3’ () '
¢y () = = L9ED = _1(x)¢3(x)

esitligine ulagilir. (3.7) de verilen denklemden

(c'(x),a'(0))g = " (X)y'(x) + ¢5'(x)z"(x) = 0

c(0)y'(x) = —c3(x)z' (x)

30

(3.9)
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A IEAC)
G500 Y@

Olup tiirev alinirsa

¢z ()e3(x) — (e’ () _ —2"(x)y"(x) + 2" (x)y" (x)

(c3")?%(x) (r")*(x)
()5 (1) c3(x) — () (=13 (x))  Kg(x)
")*(x) COHC)
K2 (x)

Kq(x) = t(x)K?(x)
esitligi elde edilir.

Sonug¢ @g(x,v) regle yiizeyin regle invaryantlari

K = 1(x)x?(x)dx?
dir.
4.3. G3 Galilean Uzayinda C-Tipi Regle Yiizeyin Invaryantlari
G5 Galilean uzayinda y2(x) + z?(x) = 1 denklemine sahip Galile birim kiiresi iizerindeki

a:l c Gz - S¢,

x - alx) = (O,y(x),z(x))
egrisi ve dayanak egrisi olarak birim hizl

c:lcR- Gy
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x = c(x) = (x,c2(x),0)
egrisi ele alinirsa

@: 1 X R > Gy
(x,v) = o(x,v) = c(x) + va(x) = (x,c;(x) + vy(x),vz(x))

seklinde elde edilen yiizey C-tipi regle yiizey olup, bundan sonra bu regle yiizey @ (x, v)

seklinde gosterilecektir. Burada c(x) birim hizli olup
Vx € ligin (c'(x),a’'(x))s =0

dir ve c(x) dayanak egrisi @ (x,v ) regle ylizeyinin sitriksiyon ¢izgisidir. ¢ (x, v) regle

ylizeyin ortanormal tigylizliisii k(x) # 0 olmak tizere

t(x) = (1,c3(x),0)
n(x) = (0,y(x),z(x))
b(x) = (0,— z(x), y(x))

ve @ (x, v) regle ylizeyin tiirev denklemleri

t'(x) = (0,¢," (%), 0) = k() (n(x) cos P (x) — b(x) sin(x))

1
") =505 (0, —2z(x), y(x))

1

b'(x) = - m(O,y(x),Z(x))

olur. Burada x(x) ve §(x), sirastyla, C-tipi regle yiizeyin egriligi ve drali olup

z(x)

re(x) = ¢z (x) ve §(x) = — 5
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dir ve ¢ agisi, z = 0 diizlemi ile ¢ (x, v) regle ylizeyin dogrultmani arasinda kalan agidir.

4.3.1.Teorem @, (x,v) regle ylizey ile a(x) egrisinin Frenet ¢atis1 ve tiirev denklemleri

arasinda

1

n(x) = N(x), b(x) = =T(x),n'(x) = —%N’(x)

esitlikleri vardir.

Ispat @ (x,v) regle yiizeyin Frenet catisi ve tiirev denklemleri ile Teorem 3.1. de verilen

a(x) kiiresel egrinin Frenet gatisi ve tiirev denklemleri karsilastirildiginda ispat agiktir.

4.3.2.Teorem @, (x,v) regle yiizeyin yap1 fonksiyonlari

cz(x)

A0 =16

p(x) =31

K,(x) =1

dir.

Sonug¢ @ (x) regle yiizeyin regle invaryantlari

ch(x

LG
Y(x)

M = 71dx
K=0

dir.

Sonu¢ @q(x,v) regle yiizeyin §(x) fonksiyonu



dir.

6(x) =711

34
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5. SONUC VE ONERILER

G5 Galilean uzayinda regle yiizeyler, yiizeyin dayanak egrisine gére A, B, C tipinde olmak
tizere Ui¢ farkli tiptedir. Buna bagli olarak G5 Galilean uzayinda kiiresel egri ve bu egriyi baz
egrisi kabul eden regle yiizeylerin regle invaryantlari elde edildi.
x? = 1 denklemine sahip Galile kiiresinde alinan birim hizli egrimiz
a(x) = (1,y(x),z(x))
ve dayanak egrimiz
c(x) = (%, c2(x), c3(x))
olmak tizere A-tipi regle yiizey ve regle invaryantlari elde edilebildigi goriildii.
x? = 1 denklemine sahip Galile kiiresinde alinan birim hizli egri
a(x) = (1,y(x),z(x))
dayanak egrisi

C(X) = (O, (&) (X), C3 (x))

olarak alindiginda sirasiyla A-tipi ve B-tipi regle yiizeyler ile buna bagh regle

invaryanlarinin elde edilebildigi fakat C-tipi regle yiizey elde edilemedigi goriildii. Yine

y2(x) + z2(x) = 1 denklemine sahip Galile kiiresinde alinan birim hizl egri

a(x) = (0,y(x),z(x))

dayanak egrisi
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c(x) = (x,c2(x),0)

olarak alindiginda sadece C-tipi regle yiizey ve buna bagh regle invaryantlarinin elde

edilebildigi goriildii.

Bu calismada; G; Galilean uzayinda, Galilean birim kiire ylizeyi tizerindeki bir egriyi
dayanak egrisi kabul eden regle yiizeylerin regle invaryantlar1 iizerinde ¢alisilmstir. Ileride

Yari-Galilean uzayda birim kiire tizerindeki egri i¢in de benzer arastirmalar yapilabilir.
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