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OZET

GAMMA YAKIN-HALKALARIN BIPOLAR ESNEK IDEALLERI
Seher KAHRAMAN
Yiiksek Lisans, Cebir ve Sayilar Teorisi Bilim Dali
Tez Danigmani: Dr. Ogr. Uyesi Filiz CITAK
Kasim 2022, 63 sayfa

Bilimsel ¢alismalarin ilerlemesiyle birlikte belirsizlik igeren problemler ortaya ¢ikmuistir.
Klasik matematik, bu belirsizlik iceren problemleri anlamlandirmada ve
modelleyebilmede yetersiz kalmistir. Bu yetersizlikten dolay1 bilim insanlar1 yeni teoriler
ortaya atmistir. Bunlardan biri esnek kiime teorisidir. Esnek kiime teorisi ilk olarak
Molodtsov tarafindan ¢alisilmistir. Daha sonra bir¢ok arastirmaci esnek kiimeleri
kullanarak farkli alanlarda gesitli ¢alismalar yapmislardir. Bu tez ¢alismasinda ilk olarak
cebirle ilgili temel tanim ve teoremlere yer verildi. Sonrasinda gamma halkalar, yakin-
halkalar, gamma yakin-halkalar ve esnek kiimeler tanim ve teoremlerle incelendi. ikinci
boliimde bazi bipolar esnek yapilar arastirildi. Bunlar sirasiyla bipolar esnek kiimeler,
bipolar esnek gruplar ve yakin-halkalarda bipolar esnek ideallerdir. Daha sonra bir
gamma yakin-halkanin bipolar esnek idealleri tanimlandi. Bu cebirsel yapinin bazi temel
ozellikleri incelendi. Bipolar esnek idealler yardimiyla bipolar esnek koset kiimesi
olusturuldu ve bu kiimenin bir gamma yakin-halka oldugu gosterildi. Devaminda bipolar
esnek koset kiimesi yardimiyla bipolar esnek kiime tanimland: ve bu kiimenin bir bipolar
esnek ideal oldugu gosterildi. Son olarak gamma yakin-halkanin bipolar esnek idealleri
yardimiyla bir fonksiyon tanimlandi ve bu fonksiyonun gamma yakin-halka epimorfizma
oldugu gosterilerek tez ¢alismasi sonlandirildi.

ANAHTAR KELIMELER: Esnek kiimeler, Bipolar esnek kiimeler, Gamma halkalar,
Yakin-halkalar, Gamma yakin-halkalar, Bipolar esnek idealler
i



ABSTRACT

BIPOLAR SOFT IDEALS OF GAMMA NEAR-RINGS
Seher KAHRAMAN
Master’s Thesis, Division of Algebra and Number Theory
Advisor: Assoc.Prof. Filiz Citak
November 2022, 63 pages

With the advancement of scientific studies, problems involving uncertainty have
emerged. Classical mathematics was insufficient to model or make sense of these
uncertain problems. Due to this insufficiency, scientists have put forward new theories.
One of them is the soft set theory, which was first studied by Molodtsov. Then, many
researchers have done various studies in different fields using soft sets. In this thesis, first
of all, basic definitions and theorems about algebra were given. Afterward, gamma rings,
near-rings, near-gamma-rings and soft sets are examined with definitions and theorems
have been studied. In the second part, some bipolar soft structures such as bipolar soft
sets, bipolar soft groups, and bipolar soft ideals in near-rings were investigated. In
addition to this, bipolar soft ideals of a gamma near-ring were defined. Some basic
properties of this algebraic structure have been analyzed. Bipolar soft coset set was
defined with the help of bipolar soft ideals and this set was shown to be a gamma near-
ring. Finally, a function was defined with the help of bipolar soft ideals of a gamma near-
ring and this study was concluded by showing that this function is a gamma near-ring
epimorphism.

KEYWORDS: Soft sets, Bipolar soft sets, Gamma rings, Near-rings, Gamma near-
rings, Bipolar soft ideals
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1. GIRIS

Insanlik tarihi var oldugundan bu yana matematige ihtiya¢ duyulmaktadir. Matematigin
hayat1 anlamlandirmada 6nemli rol oynadig1 sugotiirmez bir gercektir. Bilimin ilerlemesi
matematik ¢alismalarinin ilerlemesiyle dogrudan iliskili olan disiplinler arasi ¢alismalari
gerektirmektedir. Onceleri Aristo mantiginin 6n planda oldugu kesin sonuglar elde
edilirken, insanlik tarihinin gelismesiyle teknolojik ihtiyaclar dogrultusunda klasik
matematik yeterli gelmemistir. Klasik mantik ile ¢oziilemeyen belirsizlik durumlari,
bulanik (fuzzy) kiime teorisi (Zadeh, 1965), kaba (rough) kiime teorisi (Pawlak, 1982),
esnek (soft) kiime teorisi (Molodstov, 1999) gibi kavramlar: karsimiza ¢gikarmistir.

Zadeh’in bulanik kiime calismasini anlamak i¢in basit bir mekanizma olan radyo ele
alinabilir. Radyoda sesin ‘kapal1’, ‘acik’ kesin ifadelerine ek olarak ‘ses diizeyini artirma,
azaltma’ eklendiginde karar verme mekanizmasinda aralik elde edilmis olur. iste bu aralik
[0,1] gercek sayilar araligiyla elde edilir. Zadeh’in ¢alismasi, gercek hayat durumlarinda
kesin olmayan ifadelerde karar vermeyi kolaylastiran modellenmeyi bilim diinyasina
sunar. Zadeh’in “biraz basit biraz da eglenceli” dedigi fikir daha sonrasinda bilim
diinyasinin  bakis acisint  degistirmeye, teknoloji diinyasinda da makinalar
insanlagtirmasina 6n adim olmustur. Zadeh, yaptigi calisma ile klasik mantigin
olusturdugu keskinligi ortadan kaldirmis, bilim diinyasinda yeni bir ufuk agmistir. 1970
yilinda, Londra Queen Mary College'de Prof. Ebrahim H. Hamdani tarafindan bir buhar
makinesinde bulanik mantik ilk kez uygulanmistir (Ari, 1995). 1980 yilindaysa,
Danimarka'daki bir ¢imento fabrikasinin firininmi1 kontrol etmede kullanilmistir. Firinda
kullanilan kimyasallarin yakilmasinda sicakliginin ¢ok ya da az olmasini bulanik mantik
ile c¢oziimlemislerdir. Boylece hassas Ol¢limlerin yapilmasina ve hatalarin Oniine

gecilmesine sebebiyet olusturmuslardir (Alan, 2003).

Akademi diinyasinda ise bilimsel ¢aligmalar kronolojik olarak su sekildedir: Nobusawa
(1964), halkalar1 incelemis, Barnes (1966), Nobusawa’nin gamma halkalar1 {izerine
caligmistir. 1971 yilina gelindiginde Rosenfeld tarafindan bulanik kiimelerin cebirsel
yapilar1 incelenmistir, ardindan ilk kez bulanik grup tanimini yapmistir. Daha sonra Giles

(1979), bulanik kiime ve ¢ok degerli mantik arasinda iliski kurmustur. Pilz (1983), yakin
1



halka ¢alismis, Sonrasinda Atanassov (1986) sezgisel bulanik kiime ve Booth (1988)
gamma yakin halkalar ve Zhang (1994) bipolar bulanik kiimeler iizerine ilk incelemeyi

yapmistir.

Bulanik kiimede yapilan islemler i¢in gerekli olan iiyelik fonksiyonu belirlenmesinde
olusan zorluklardan dolay1 bilim insanlari, iiyelik fonksiyonu olmaksizin bir belirsizlik
olusturmak istemislerdir. Calismalarin sonucunda Molodstov (1999) tarafindan tiyelik
fonkiyonuna ihtiya¢ duyulmadan elde edilen esnek kiime teorisini ortaya atilmistir.
Molodstov; oyun teorisi, olasilik teorisi, Riemann integrali, 6l¢iim teorisi gibi bir¢cok
alana esnek kiime teorisini uygulamistir (1999). Molodstov’un c¢alismalar1 bilim
diinyasinda takip edilmis, Maji ve arkadaslar1 (2003) esnek kiimenin cebirsel yapilarini
incelemis, kiime islemlerini tanimlamiglardir. Chen ve arkadaslar1 (2005), esnek kiimeler
kullanilarak esnek baginti, esnek fonksiyon, esnek dontigiim gibi bir¢cok c¢alisma
yapmiglardir. Dutta ve Chanda (2005), gamma halkanin bulanik ideallerinin yapilarini
incelemislerdir. Feng ve arkadaslari (2008), esnek yar1 halkalar {izerine ve Nandakumar
(2009) yakin halka ¢alismislardir. Feng ve arkadaslar1 (2010), bulanik kiimeler ile kaba
kiimelerin esnek kiimeler lizerinde ¢alismalar yapmisglardir. Cagman ve Enginoglu (2010)
esnek kiime tanimini yeniden olusturup daha fonksiyonel hale getirmislerdir. Ali (2010)
ise bulanik kiimeler ve kaba kiimeleri birlestirerek esnek kiimeler tizerinde ¢alismislardir.
Aktas ve Cagman (2010) caligmalarinin sonucunda esnek kesisimsel grup, esnek grup

tanimini yapmislardir ve bulanik kiime ile esnek kiime arasindaki iligkiyi incelemislerdir.

Babitha ve Sunil (2010) esnek bagint1 ve fonksiyon, Gong ve arkadaslari (2010) birebir
ve orten esnek kiimeler, Majumdar ve Samanta (2010) bulanik esnek kiimeler, Jiang ve
arkadaslar1 (2010) aralik degerli sezgisel esnek kiimeler iizerine ¢alismalar yapmislardir.
Yetis (2010) gamma halkalar ve Uma ve arkadaglari (2010) yakin halka iizerinde
calismislardir. Yine ayni y1l Acar ve arkadaslar1 (2010), esnek kiime ve esnek halkalar,
Cagman ve Enginoglu (2010) esnek matris teori ve esnek kiimeler ile ilgili caligmalar
yiriitmiislerdir. Feng ve arkadaslar1 (2011), esnek kiimeler ve esnek kaba kiimeleri
calismiglardir. Cagman ve arkadagslar1 (2011), FP-esnek kiime teorisi iizerine ¢alisma
yapmis, Sezgin ve arkadaslart (2011) esnek yakin halkalar, Akkaymak (2012) yakin

halkalar ile ilgili ¢caligsmalar yapmistir. Onar (2012) bulanik esnek gamma halka ve aym
2



yil arkadaglari ile bulanik esnek gamma halkalar calismistir. Sezgin ve arkadaslari (2012)
esnek kesisimsel yakin halkalar, Cagman ve arkadaslar1 (2012) bipolar esnek grup
tanimlamis ve bazi cebirsel 6zelliklerini arastirmislardir. Ayni y1l Cagman ve Deli (2012),
FP-esnek kiime iizerine calisma yapmislardir. Sut (2012) bulanik esnek baginti
caligmigtir. Satyanarayana (2012) gamma yakin halkalar calismistir. Gilindiiz ve
Bayramov (2013) sezgisel bulanik esnek modiilleri tanimlamis, bazi 6zellikleri incelemis,
Baik (2013) ise yakin halkalarin bipolar bulanik ideallerini iizerinde c¢aligsmstir.
Karaaslan ve arkadaslar1 (2013) bulanik esnek grup hakkinda ¢alismalar yiiriitmiislerdir.
Devamindaysa Shabir ve Naz (2013), bipolar esnek kiimeleri tanimlamislardir. Karaaslan
ve Karatas (2014) ise bipolar esnek kiimelerle ilgili calismalara devam etmislerdir.
Abdullah ve arkadaslar1 (2014) bipolar bulanik esnek kiimeler ile ilgili calismalar
yapmiglardir. Akram ve arkadaslar1 (2014), bipolar bulanik esnek yariguplarin
karakterizasyonu, Cagman (2014), esnek kiimeler teorisi lizerine ¢alisma yiirtitmislerdir.
Abdullah ve arkadaslar1 (2014), bipolar bulanik esnek kiime tizerine ¢alismislardir. Naz
ve Shabir (2014) bipolar bulanik esnek kiimelerin cebirsel yapilarini, Citak ve Cagman
(2015) esnek kesisimsel halkalarin cebirsel yapilarini, Ersoy ve arkadaslari (2015) ise
bulanik esnek gamma yakin halkanin yapisini incelemislerdir. Maji (2015), netrosofik

esnek kiimeler lizerine ¢alismistir.

Bilim diinyasinda ¢alismalar devam ederken Karaaslan ve arkadaslari (2016) yeni
yaklasimlariyla bipolar esnek grubu tanimlamiglardir. Atagiin ve Aygiin (2016) esnek
kiimeler tlizerine ve Karaaslan (2016) bipolar esnek kaba baginti iizerine ¢aligmalar
yapmuglardir. Hayat ve Mahmood (2016) bipolar esnek kiimelerin bazi cebirsel yapilarini
incelemistir. Citak (2018) yar1 halkalarin esnek birlesimsel idealler {izerine galismustir.
Citak ve Cagman (2017) yar1 halkalarin esnek kesisimsel ideallerin cebirsel yapilarini
incelemislerdir. Massa’deh (2017) bipolar bulanik kosetler, bipolar bulanik idealler ve
gamma yakin halkanin izomorfizmasi iizerine ¢alismistir. Khan ve arkadaglar1 (2019)
¢oklu bulanik bipolar esnek kiimeleri incelemislerdir. Anitha ve Yasodara (2019) bipolar
alt gruplar1 tizerine, Gen¢ (2019) gamma halka tizerine ¢alismislardir. Sezgin ve
arkadaglar1 (2019) esnek kiime yoluyla grup teorisi tanimlayip incelemislerdir. Citak

(2022) ise yakin halkalarda bipolar esnek ideali incelemislerdir. Esnek kiimeler



kullanilarak yeni cebirsel yapilar tanimlamasi son yillarda oldukca yogun bir sekilde

devam etmektedir.

Bu tez ¢alismasinda yukarida bahsi gegen ¢aligsmalar incelenmis, ardindan gamma yakin-
halkalarin bipolar esnek idealleri konu alinmistir. Tez ¢alismasinda ilk olarak cebirle ilgili
temel tanim ve teoremlere yer verildi. Sonrasinda gamma halkalar, yakin-halkalar,
gamma yakin-halkalar ve esnek kiimeler incelendi. Daha sonra, bipolar esnek kiimeler,
bipolar esnek gruplar ve yakin- halkalarda bipolar esnek idealler arastirildi. Son olarak,
bir gamma yakin-halkanin bipolar esnek ideali tanimlanarak bazi temel ozellikleri
incelendi. Bipolar esnek idealler yardimiyla bipolar esnek koset kiimesi olusturuldu ve
bu kiimenin bir gamma yakin-halka oldugu gosterildi. Koset kiimesi yardimiyla bipolar
esnek kiime tanimlanarak bu kiimenin bir bipolar esnek ideal oldugu ispatlandi. Gamma
yakin-halkanin bipolar esnek ideali yardimiyla bir doniisiim tanimlanarak bu doniisiimiin

gamma yakin-halka epimorfizmas1 oldugu gosterilerek tez ¢calismasi sonlandirildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde tezde kullanilacak olan grup ve halkalarla ilgili temel tanim ve teoremlere

yer verilmistir.

Tanim 2.1.1. G bostan farkli bir kiime ve “-” G iizerinde tanimli ikili islem olsun.

Asagidaki sartlar saglaniyorsa (G,-) cebirsel yapisina bir grup denir (Arikan ve
Halicioglu, 2015).
. V0,,0,,0,€G i¢in (9,-9,)-9,=0,-(9,-9;) tiir (Birlesme 6zelligi).
ii. VgeG icin g-e; =e;-g=golacak sekilde bir e; € G vardir (Birim eleman
ozelligi).
iii. VgeG igin g-g" =g -g=¢, olacak sekilde bir g™ € G vardir (Ters eleman
szelligi).
Ayrica Vg,,0, €G i¢in 9,9, =0, -0, ise G grubuna degismeli (abel) grup denir.

Not2.1.2. (G, cebirsel yapisi birlesme 6zelligini sagliyorsa yari grup olarak tanimlanir

(Arikan ve Halicioglu, 2015).

Not 2.1.3. Bundan sonra G grubunda "g, -g, " yerine "g,9," ifadesi kullanilacaktir.

Tanim 2.1.4. G birgrupve d#Hc G olsun. H, G nin islemine gore grup sartlarini

sagliyorsa, Hye G nin alt grubu denir. H <G ile gosterilir (Arikan ve Halicioglu, 2015).

Ornek 2.1.5. G bir grup ve e, G nin birim elemani olsun. {e.} ve G alt kiimeleri, G

nin birer alt grubudur (Arikan ve Halicioglu, 2015).

Tanim 2.1.6. G bir grup ve e;, G nin birim elemani olsun. {e;} ve G alt grubuna G

nin agikar alt grubu denir (Arikan ve Halicioglu, 2015).
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Teorem 2.1.7. G bir grup ve @ #Hc Golsun. H nin, G nin bir alt grubu olmasi igin

gerek ve yeter sart
i.  Vvh,h,eH i¢in hh, eH,

ii. Vh,eH igin h;* e H.

Not 2.1.8. Toplamsal gruplar i¢in bu teoremdeki i. ve ii. sartlar1 asagidaki gibidir:
I. Vvh,h,eH i¢in h;+h, eH,
ii.  Vh,eH ic¢in —h, e H.

(Arikan ve Halicioglu, 2015).

Tanim 2.1.9. G bir grup ve H<G olsun. VgeG ve VheH igin ghg™ eH oluyorsa

H alt grubuna G grubunun normal alt grubu denir. H< G ile gosterilir (Arikan ve
Halicioglu, 2015).

Tanim 2.1.10. (G,*) ve (H,°) iki grup olmak iizere 6:G — H bir fonksiyon olsun.
v0,,9,€G i¢in 6(g,*09,)=6(g9,)°06(g,) ise 6 ya G den H ye bir grup
homomorfizmasi denir.

Eger 6 homomorfizmasi birebir ise monomorfizma, drten ise epimorfizma, birebir ve
orten ise izomorfizma olarak isimlendirilir. Ayrica G =H ve 6 homomorfizma ise 6 ya

endomorfizma, 6 izomorfizmaise 6 ya otomorfizma denir (Arikan ve Halicioglu, 2015).

Tanim  2.1.11. 0:G—->H bir  grup  homomorfizmast  olmak  {izere

Ker0 ={g € G:6(g) =e,} kiimesine 6 nin ¢ekirdegi denir (Artkan ve Halicioglu, 2015).

Ornek 2.1.12. P ve T degismeli gruplar olsun.
H=Hom(P,T)={h:P — T, hhomomorfizma} ve I' = Hom(T,P)={n:T—>P, n

homomorfizma} olmak iizere H ve I' kiimeleri iizerinde toplama islemi Vh,,h, eH

ve n;,n, el igin (h,+h,)(p) =h,(p)+h,(p) ve (n, +n,)(t) =n,(t)+n,(t)

seklinde tanimlansin. Bu durumda, H ve T" toplamsal degismeli gruptur.



[lk olarak Vh,,h, e H i¢in degisme 6zelligini gosterelim. VpeP igin

(h, +h,)(p) =h,(p) +h,(p) =h,(p) +h,(p) = (h, +h,)(p)
h,+h,=h,+h,

elde edilir.

i. h:P—>Tveh,:P>T yeoldugundan h,+h,:P—>T dir. V¥ h,h,eH i¢in
h, +h, € H nin homomorfizma oldugunu gésterelim.
vVp,keP igin (h,+h,)(p+Kk)=(h,+h,)(p)+(h,+h,)(K) esitligini gosterelim.
(h;+h,)(p+Kk)=h,(p+Kk)+h,(p+k) i¢in h, ve h, homomorfizma oldugundan
h,(p+Kk)+h,(p+k)=h,(p)+h,(k)+h,(p)+h,(K)
=h;(p) +h,(p) +h, (k) +h, (k)
= (h; +hy)(p) +(h, +h,)(k)

bulunur. Buradan h, +h, € H bir homomorfizmadir.

ii. Wh,,h,h, eH icin birlesme dzelligi oldugunu gosterelim. Vp e P igin
((h;+h;)+hy)(p) = (h, +h,)(P) +hy(p)
= (h.(p) +h,(p))+h;(p)
=h,(p) +(h,(p) +h;(p))
=hy(p) +(h, +h,)(p)
=(h, +(h, +h,))(p)

oldugundan birlesme 6zelligi saglar.

iii. VheH i¢in birim eleman ozelligini gosterelim. VpeP  igin
h,(p)+h,(p)=h,(p) olacak sekilde h,(p)=e; ve h,eH igin h,, asikar

homomorfizmadir ve H nin birim elemanidir.



iIv. Vh, eH igcin ters eleman 6zelligini gosterelim. VpeP igin h,(p)+h,(p)=e;
esitligini saglayan h,(p)=-h,(p) ve h, eH ig¢in h, =—h, fonksiyonudur. Boylece H

bir degismeli gruptur. Ayn islemler ile I'" nin da degismeli grup oldugu gosterilebilir

(Yetis, 2010).

Tanim 2.1.13. R bostan farkli bir kiime ve "+",".", R {izerinde tanimli ikili islem olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa (R,+,.) yapisina bir halka denir.
i. (R,+) bir degismeli (abelyan) gruptur.
i vr,r,r,eR icin r.(r,.r,) =(r.1,).r, (Birlesme 6zelligi).
iii.  Vvr,r,neRicin r.(r, +1,) =(r.r,) +(r.r;) ve
(r,+1,).r; =(r,.,) +(r,.r;) dir (Sagdan ve soldan dagilma 6zelligi).
Bunlara ek olarak,
i. Vr,r,eR igin r.r, =r,.1 ise R ye degismeli halka denir.
ii. VreR igin re; =e;.r=r olacak sekilde bir e; eR var ise e; ye halkanin

birimi, R de birimli halka denir.
(Arikan ve Halicioglu, 2015).

Not 2.1.14. Bundan sonra R halkasinda "r, -r," yerine "rr," ifadesi kullanilacaktir.

Tanim 2.1.15. R birhalkave & # Ac R i¢in A, R ninislemlerine gore halka sartlarini

sagliyorsa A ya R nin alt halkasi denir (Arikan ve Halicioglu, 2015).

Teorem 2.1.16. R bir halkave @# A c Rolsun. A, R nin alt halkasi olmasi igin gerek
ve yeter sart

. vr,robeAiginr-r,eA

il Vvr,r,eAicin rr,e A

olmasidir (Arikan ve Halicioglu, 2015).

Tanim 2.1.17. R ve S iki halka, 6:R — S bir fonksiyon olsun. Vr,r, € Ri¢in
8



o(r,+r,)=06(r)+06(r,) ve O(r,)=0(r)0(r,) ise 6ya Rden Sye bir halka
homomorfizmasi denir.
Eger 8 homomorfizmasi birebir ise monomorfizma, Orten ise epimorfizma, birebir ve

oOrten ise izomorfizma olarak isimlendirilir (Arikan ve Halicioglu, 2015).

Tamim 2.1.18. R bir halka ve r € R olsun. Eger r* =r ise r ye idempotent eleman denir
(Arikan ve Halicioglu, 2015).

Ornek 2.1.19. R degismeli bir halka olmak iizere R deki idempotent elemanlarin
kiimesinin ¢arpimsal kapali oldugunu gosterelim.

R deki idempotent elemanlarin kiimesi A olsun. Buna gore r,,r, €A igin rr, e A
oldugunu gésterelim. R degismeli ve 17 =T,, r/ =r, oldugundan
(nr,)? =rnrr, =nnr, =r’r7 =rr, dir. Boylece R deki idempotent elemanlarin kiimesi

carpimsal kapalidir (Arikan ve Halicioglu, 2015).

Tanim 2.1.20. R bir halka ve @ # | <R olsun. Eger
. Vig,i, el igin i, —i, €,
ii. VreR veVieligin i,r veri el

ise | ya R nin bir ideali denir (Arikan ve Halicioglu, 2015).

2.2  Gamma Halkalar, Yakin-Halkalar ve Gamma Yakin-Halkalar

Bu bolimde gamma halkalar, yakin-halkalar ve gamma yakin-halkalar ile ilgili temel

kavramlara yer verilmistir.

Tanim 2.2.1. P ve T toplamsal degismeli iki grup olsun.
H=Hom(P,T)={h:P —> T, hhomomorfizma} ve TI'=Hom(T,P)={n:T—>P,n

homomorfizma} grup homomorfizmalarinin kiimesi olmak tizere Vh,,h, eH, vn, eI’
icin HxI'xH —>H toplamsal grubu igine bileske islemi ile (h,,n;,h,)—hnh,

seklinde tanimlanmaistir.



i. hnh,eH venhn,el
i. (h,+h,)nh, =hnh,+h,nh,,
h,n,(h, +h,)=h,n,h, +hnh,,
h,(n,+n,)h, =h,n,h,+hn,h,,
iii. ~ (h,n,h,)n,h, =h, (nh,n,)h, =hn,(h,n,h,)
iv. Vh,h,eH i¢in hinh,=e, iken n, =e,

oluyorsa H ye I'- halka denir (Nobusawa, 1964).

Bu tanim asagidaki gibi yeniden tanimlanmistir.

Tanim 2.2.2. P ve T toplamsal degismeli iki grup olsun. Vh,,h,,h, eH ve Vn;,n, eT
i¢cin
i. hnh,eH
ii.  (h,+h,)nh,=hnh,+h,nh,
h,n,(h, +h;)=h,n,h, +h,nh,
h,(n,+n,)h, =h,n;h, +h,n,h,
iii. ~ (h,n;h,)n,h, =h;n,(h,n,h,)
sartlarin1 saglayan H ye I'- halka denir (Barnes, 1996).

Ornek 2.2.3. P ve T degismeli gruplar olsun. H=Hom(P,T) ve I =Hom(T,P) olmak
tizere H, bileske islemi ile I'- halkaya ornektir.
H=Hom(P,T)={h:P — T, h homomorfizma}
I'=Hom(T,P)={n:T — P, n homomorfizma}
H ve TI' kiimeleri iizerinde toplama islemi (h,+h,)(p)=h,(p)+h,(p) ve
(n;+n,)(s)=n,(s)+n,(s) seklinde tanimlanmak {izere H ve I nin toplamsal degismeli

gruplar oldugu Ornek 2.1.11. de gosterilmistir. Simdi H nin bir T- halka oldugu

gosterilsin.
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i. Vh,h,eH ve vn, el i¢in hnh, eH oldugunu gosterelim. Vp,s € P igin
h,n,h, (p+s) =h;n, (h,(p)+h,(s))
=h,(n, (h,(p))+n,(h,(s)))
=h,(n,(h,(p)))+h,(n,(h,(s)))
=h,n,h,(p)+h,nh,(s)

Boylece h,n,h, bir homomorfizma olup H nin bir elemanidir.

ii. vh;,h,,h;eH, n el ve VpeP igin (h, +h,)n,h, =h,nh,+h,nh, oldugunu
gosterelim.
((h,+h,)n;h;) () =((h, +h,)n,)(h,(p))
:(h1+h2)(nl(h3(p)))
4 hl(nl(hB(p)))+hz(nl(hs(p)))
=h,n,h,(p) +h,n;h,(p).
vh;,h,,h,eH, n el ve VpeP i¢in h)n,(h,+h,;)=hnh,+hnh, oldugunu
gosterelim.
(hyn,(h, +h,)) () =h,n, ((h, +h;)(p))
=h,n, (h,(p) +h,(p))
:hl(nl(hz(p)))+hl(nl(hs(p)))
=h,n,h,(p) +h,n;h,(p).
vh,h,eH, n,n,el’ ve VpeP ic¢in h/(n,+n,)h,=hnh,+hn,h,
oldugunu gosterelim.

(h(n,+n,)h, ) (p) = (hy(n, +n,)) (h,(P))
=h, ((n, +n,)h,(p))
—h, (n, (h,(p))+n, (h,(p)))
=h,(n,(h,(p)))+h,(n, (h,())
=h,n,h, (p) +h,n,h, (p).
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iii.  vh,h,,h,eH, n,n,el’ ve vpePicin (hnh,)n,h, =hn, (h,n,h,)
oldugunu gosterelim.
((hyn;h,)n,h,)(P) = (hinh,)n, (hy(p))
=h;n,h, (n,(hy(n)))
=hyn, (h,(n, (hs(p))))

= (hlnl(h2n2h3))(p)
elde edilir. Boylece H bir I'- halkadir (Yetis, 2010).

Tanim 2.2.4. H, ve H,, I'- halkalar ve 6:H, - H, bir déniisim olsun. Vh,,h, eH
icin  O(h,+h,)=0(h,)+6(h,) ve 6(hh,)=06(h)0(h,) sartlar1 saglaniyorsa ©

doniistimiine bir I'-halka homomorfizmasi denir (Yetis, 2010).

Tanim 2.2.5. H bir I'- halkasive H, < H olsun. H,, H nin toplamsal alt grubu ve
i. HI'H={hjah:h eH, ael heH} olmak iizere HI'HcH, ise H, e sag ideal
denir.
ii. HIH, ={hah,:heH,ael,h, eH,} olmak iizere H'H, cH, ise H, e sol ideal
denir.

H,, H nin hem sag hem sol ideal ise H, e I'- halkasinin ideali denir (Barnes, 1996).

Onerme 2.2.6. H, ve H,, H T- halkasinn iki sag (sol) ideali olsun.
H,+H,={h,+h,:h, eH, h, eH,} kiimesi de H nin bir sag (sol) idealidir. Bu kiimeye

H, ile H, nin toplamu denir (Yetis, 2010).

Ispat: H,+H, kiimesinin H, T'-halkasmin bir sag ideali oldugunu gosterelim.
e ,eH, vee,eH, i¢cine, =e,+e,eH, +H, olup I=H, +H, cH dir.
vVx=h+h,, y=h,+h,eH +H, icin Xx-yeH,+H, oldugundan toplamsal alt

gruptur.
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(H,+H,)TH={(h, +h,)ah:h,+h,eH, +H,, ael’, heH}c H,+H, oldugunu
gosterelim.

x€(H,+H,)T'H olsun. y =(h,+h,)ah =h,ah+h,aheH,+H, ve

xe(H,+H,)IT'H iken yeH,+H, oldugundan (H,+H,)[HcH,+H, olup sag
idealdir.

Benzer sekilde H, + H,, H nin saol ideal oldugu da gosterilebilir.

Tanim 2.2.7. R bostan farkli bir kiime ve “+” ve “.”, R iizerinde taniml ikili islem

olsun. Eger asagidaki sartlar1 sagliyorsa (R,+,.) cebirsel yapisi asagidaki satlari

sagliyorsa yakin-halka denir.
i. (R,+) bir grup ( degismeli olmasi gerekmiyor)
ii. (R,.) bir yar1 grup
iii.  Vvr,rn,peR icin (L +15,)r, =0 +1,L (Sag yakin-halka)

vr,r,, I, €R icin r,(r, +1,) =61 + 1,6, (Sol yakin-halka) (Pilz, 1983).

Ornek 2.2.8. G bir grup olmak iizere M(G) ={8:G — G bir fonksiyon} ile tanimlanan

kiime, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri ile bir sag yakin-halkadir.
(Fonksiyonlarda bileske isleminin fonksiyonlarda toplama islemi iizerine soldan dagilma

ozelligi saglanmadigindan bir halka degildir) (Pilz, 1983).

Ornek 2.2.9. (R,+) bir grup ve Vr,r, eR igin

r,rn #e¢e
tr, = 110 R
€r. I, =€g

seklinde bir carpma islemi tanimlansin. R bir sag yakin-halkadir (Akkaymak, 2012).

Tanim 2.2.10. R bir yakin-halka ve (H,+), (R,+) nn bir alt grubu olsun. Vh,,h, eH

icin hh, eH ise H ye R nin alt yakin-halkas1 denir (Pilz, 1983).
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Tanim 2.2.11. R bir yakin-halka olsun. YreR igin rR =Rr oluyorsa R ye bir alt
degismeli yakin-halka denir. R yakin-halkasinin merkezi M(R) ={r € R| ra=ar,Vvr e R}

ile tanimlanir (Nandakumar, 2009).

Onerme 2.2.12. R bir alt degismeli yakin-halka ve K ={reR|r idempotent} olmak

tizere K ={e;}olsun. Bu durumda K < M(R) olur (Uma ve ark., 2010).

Ispat: K={e } olsun. VkeK i¢in R bir alt degismeli yakin-halka oldugundan

kR =Rk olur.
VreR i¢in kr=ak ve kr=Kkb olacak sekilde a,b € R vardir. Buradan

krk = k(rk) = k(ka) = k’a = ka = kr
krk = (kr)k = (bk)k = bk? = bk =rk
olur. Boylece kr=rk elde edilir. Buradan ke M(R) dir. O halde K< M(R) oldugu

goriiliir.

Tanim 2.2.13. Rve T yakin-halkalar ve 8:R — T bir doniisiim olsun. Vr,r, €R i¢in
o(r,+r,)=06(r)+06(r,) ve O(rr,)=06(r)0(r,) sartlar1 saglantyorsa 6 doniisiimiine bir

yakin-halka homomorfizmasi denir (Pilz, 1983).

Tanim 2.2.14. R bir yakin-halka ve |, R nin bir normal alt grubu olsun. Asagidaki

sartlar1 sagliyorsa | ya R yakin-halkasinin ideali denir (Pilz, 1983).
i. IRcI

ii. vr,r,eR ve Viel icin r(r,+i)—rr, €l

Not 2.2.15. R bir yakin-halka ve I, R nin bir ideali olsun. R /1 ya b6liim yakin-halkas1

denir. R/1={r+1 |r € R} seklinde gosterilir (Pilz, 1983).

Not 2.2.16. {e;} ve R, R yakin-halkasinin idealleridir. Bunlara R nin asikar idealleri

denir (Pilz, 1983).
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Not 2.2.17. R ve T yakin-halkalar ve 6 € Hom(R,T) ise ¢ek0={reR|6(r)=e;}, ©

homomorfizmasinin ¢ekirdegidir (Pilz, 1983).

Tanim 2.2.18. (R,+) degismeli olmayan bir grup ve I" bostan farkli bir kiime olsun.
Eger Vr,r,,r,eR ve t, keI igin asagidaki sartlari saglayan RxI'xR — R doniistimii

varsa R ye I'-yakin-halka denir.

(Burada islem bileske islemi olmak iizere (r;,t,r,) nin goriintiisii r,tr, ile gosterilir.)
L ()t =ntr +ntr,

i (ntr,)ke, =rt(rkr,) (Satyanarayana, 2012).

Tanim 2.2.19. R, I -yakin-halka olsun. I, (R,+) nin normal altgrubu ve Vr,,r,,r,€R
vetel igin

. nt(r,+i)—ntr, el ise lya R nin sol ideali,

ii. it el ise lya R nin sag ideali denir.

| hem sol ideal hem de sag ideal ise ise | ya R nin ideali denir (Satyanarayana, 2012).
2.3 Esnek Kiimeler

Bu boliimde, esnek kiimeler ile ilgili tanim, teorem ve 6rneklere yer verilmistir. Boliim

boyunca U evrensel kiime, P(U) U kiimesinin kuvvet kiimesini, E parametre kiimesini

ve K,M,N,P ise E kiimesinin alt kiimelerini gosterecektir.

Tanim 2.3.1. E parametre kiimesi ve M c E olsun. Vme¢ M i¢in @,,(m) =< olmak
tizere w®,,:E—>P(U) fonksiyonuna, U  iizerinde esnek kiime denir.

@, ={(m,®,,(M)): m e E,m,,(m) € P(U)} siral ikilisiyle gosterilir (Molodtsov, 1999).

Ornek 2.3.2. U ={u,,u,,u,,u,, u,,u} kiimesi kitaplarin kiimesi, E={m,, m,,m;,m,,
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m.} parametreler kiimesi olsun. m, —ince, m, — eglenceli, m, —sikici, m, — akici,
m, —>siiriikleyici olacak sekilde parametreler olsun. M={m, m, m}cE ve
oy, (M) ={u;,u.}, =,(m,)={u,u,}, ve m,(m;)=U oldugu kabul edilsin. m,, esnek
kiimesi su sekildedir:
@y = {((My,{U;, U}, (M, D), (M, D), (M, {uy, uz}), (Mg, U))}.
Tanim 2.3.3. ®,,, U lizerinde esnek kiime olsun. Vm e E i¢in
. @,(m)=9J ise m,, esnek kiimesine bos esnek kiime denir ve @, ile gosterilir.
ii. VmeM i¢in w,(Mm)=U ise m,, esnek kiimesine, M —evrensel esnek kiime
denir ve @, ile gosterilir. M =E ise evrensel esnek kiime @, ile gosterilir.
.  —ow,,(m)=U-w,(m) seklinde tanimlanan —w®,, ye ®@,, nin timleyeni denir.

—®,, ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ornek 2.3.4. U={u,,u,,u,,u,,u,,u} kiimesi kitaplarin kiimesi, E ={m,,m,,m,,m,,

m.} parametreler kiimesi olsun. m, —ince, m, — eglenceli, m, —sikici, m, — akici,
m, —>siiriikleyici olacak sekilde parametreler olsun.

M ={m,,m,} olmak iizere w,,(Mm,)=9, w,,(Mm,;) = olsun. m,,, bos esnek kiimedir.
Yani w,, =w, olur.

M={m,,m;} olmak iizere ®,,(m,)=U, ®,,(m;)=Uolsun. w,,, M-—evrensel esnek
kiimedir. Yani ©,, =@, olur.

M=E ve o, (m)=U,i=1234,5 ise ®,, evrensel esnek kiimedir. Yani ©,, =@,

olur.

Onerme 2.3.5. ®@,,, U iizerinde esnek kiime olsun.
i. —|(—|mM) = 'GJM

ii. —w,=w; (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ispat: Ym e E igin
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i —(—wy(m)) =) (M)

ii. —w@,(m)=U-w,(m) olur.

Tanim 2.3.6. ®,, Ve ©,, U lizerinde iki esnek kiime olsun.
I. VmeE i¢in ©,(m)cw,(m) ise m,, esnek kiimesine w, esnek kiimesinin alt
kiimesi denir ve ®,, C @, ile gosterilir.
ii. VmeE i¢in ©,(m)=w,(M) ise ®, ve ®, esnek kiimelerine esnek esit

kiimeler denir ve ®,, =®,, ile gosterilir. (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Not 2.3.7. ®,, £ @, i¢in ®,, nin her eleman1 @, nin de eleman1 degildir. Bu nedenle
klasik alt kiime tanimi su durumda gegerli degildir, U={u,,u,,u,,u,,u,,u.} evrensel
kiime, E={m,, m,,m,,m,,m.} parametreler kiimesi olsun. M={m,}, N={m,,m.}
olmak iizere ®,, ={(m,,{u;,u.})}, w, ={(m,.{u,,u;,u,3}), (Ms.{u;,u,,u.})} seklinde
U iizerinde iki esnek kiime tanimlansin. Bu durumda ©,, € @, olup acik¢a goriiliir ki
®,, nin elemam w, nin eleman degildir, yani (m,,{u,,u;})ew, olur ama

(m,,{u,,u,}) ¢ @, dir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Onerme 2.3.8. ®@,, ,®,,®,, U lizerinde esnek kiimeler olsun.

i. ©, &,

iv. @, o, Ve o, &, =0, Eo, (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ispat: Ym € E igin

i mM(m)gwE(m):U
i. w®,(m)=32cw,,(m)
ii. @, (m)cw,,(m)
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iv. wo,(m)co,(m) ve o, (M) co(Mm=w,(Mm)co, (M) olur.

Tanim 2.3.9. ®,,ve w,, U ilizerinde iki esnek kiime olsun.

i. @, ve o, birlesimi w,, Ow, olmak iizere, Vm e E igin
®@yon (M) =@, (M) Loy, (M) seklinde tanimlanir.

ii. @, ve o, kesisimi ®,, "®, olmak lizere, VM € E i¢in

Dy~ (M) =), (M) N@y (M) seklinde tanimlanir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Onerme 2.3.10. ®,,, @, @, U iizerinde esnek kiimeler olsun,

£

v. @,0-o,=0_
E

v. o0, =000,
vi. (o, Yo,)Vo, =0, J(o, Do)

olur (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Onerme 2.3.11. @,,, @y, B, U lzerinde esnek kiimeler olsun,

. o, "o, =0,

iv. @, "o, =0,

V. @), "By =Ty "Dy,

vi. (o, "oy) "o =T, N (B, "D, )

olur (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Onerme 2.3.12. ®@,,, @, U lzerinde iki esnek kiime olsun,
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. (o, Yoy)=—w, @,
ii. —(o,Noy)=—o, @,

olur (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Ispat: Vm € E igin
L =Wy (m):_‘(mm(m)umN(m))
:(_'mM(m)m_'wM(m))

=), m—mN .

ii. Benzer sekilde gosterilir.

Onerme 2.3.13. Wy, Wy, B, U lizerinde esnek kiimeler olsun.
i. o, Y(m,"o,)=(o, o) (B, o),
i. o, (o,0o)=(@, o) (o, "®,)

olur (Cagman ve Enginoglu, 2010).
Ispat: Ym € E igin

L Byoak (M) =ay (M) Uy (M)
=@, (M) U(my (M) @, (M)
=(wy (M) Uy (M) (B (M) U, (M)
=Ty n (M) M@y (M)

= W (MUN)~(MUK) (m).

ii. Benzer sekilde gosterilir.
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3. BIPOLAR ESNEK YAPILAR
3.1  Bipolar Esnek Kiimeler

Bu boliimde, bipolar esnek kiimeler hakkinda bazi cebirsel 6zelliklere yer verilecektir.

Ayrica U evrensel kiime ve E parametre kiimesi olsun. E;, E, E nin alt kiimeleri olsun.

Tanim 3.1.1. VmeE i¢in F(M)Nd_(—m) = olacak sekilde F.:E—>P(U) ve
d . :—E—>P(U) fonksiyonlar ile elde edilen (3,8 ;) ikilisine U iizerinde bipolar
esnek kiime denir (Shabir ve Naz, 2013).

Tanim 3.1.2. E,UE,=E ve E,NE, =0 olacak sekilde E, ve E,, E parametre
kiimesinin bostan farkli iki alt kiimesi olsun. VmeE, igin & (M) Mg, (F(M)) =<
olacak sekilde (§:E, —E, birebir fonksiyon) 3§ :E, ->P(U) ve 3§ :E, »>P(U)
fonksiyonlar ile elde edilen (S ,3:,) ikilisine bipolar esnek kiime denir. (3 ,3e,)

bipolar esnek kiime asagidaki gibi gosterilir.
e =33 = {<(m,SEl(m)),(3(m), 3, (3(m)))):meE, § (M) N3, (3(m) =2}

(Karaaslan ve Karatas, 2014).

Karaaslan ve ark. (2016) bipolar esnek kiime tanimimi su sekilde yeniden

tanimlamiglardir.

Tanim 3.1.3. E parametre kiimesi ve Sc E olsun. §:S— E birebir fonksiyon olacak
sekildle SUF(S), S nin genisletilmis parametre kiimesi olarak tanimlanir ve g ile

gosterilir. S=E ise S nin genisletilmis parametre kiimesi ¢ ile tanimlanir (Karaaslan ve

ark., 2016).

Tanim 3.1.4. §:S — g birebir fonksiyon olmak iizere VM € E i¢in E parametre kiimesi
ScE ve SUF(S)=¢50lsun. F(m)N3,(F(mM)) = olacak sekilde F :S—P(U) ve
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5, :5(S) > P(U) fonksiyonlari ile elde edilen (g;,3,) ikilisine bipolar esnek kiime
denir. (3;,5,) bipolar esnek kiime asagidaki gibi gosterilir.

3 = (3,3) = {(Mm.3.(m)). 3, (F(M): Vm € E, F(M)NF,(F(M))=2}
3, ve 3§, kiimeleri sirastyla §; ve § ile gosterilecektir. Bu kiimelere pozitif ve negatif
bipolar esnek kiime denir. Bipolar esnek kiime § = (35, 5 ) ile gosterilir. Vm e E i¢in

gorlintii kiimesi §5(m) = (gg (m), 35 (m)) seklinde tanimlanir ve agsagidaki gibi gosterilir.

B =&, %) ={(m.& m), & (m)): vmeE, & (m)NF (m)=2}

(Karaaslan ve ark., 2016).

Ornek 3.1.5. E=7,={0,1,2,3,4,5,6,7} parametre kiimesi, S={0,2,4,6}, Z,in alt
kiimesi ve U ={u,,u,,U,,U,, U, U} olsun. §:S—Z, birebir fonksiyonu F(s)=s" ile
tanimlansin.

s (0) ={u,,u,}, S5 (0) ={u,}

3 (2) ={u,,u.}, 3 (6) ={u,,u,,u.}

3@ ={u,usu}, Fo@={u}

3 (6)={u,,u,u},  F(2)={u,u}

olur. Buradan

5 {((G{upuz},{u4}),<§,{u4,us},{uz,us,ue}),(z,{ul,us,us},{uz}),@,{uz,u4,u5},j}
T {unud)

elde edilir.

Tanim 3.1.6. § = (35, Js) ve & = (85,8 ), Ulizerinde iki bipolar esnek kiimeler olsun.
i. VmeE icin 3 (m)cF; (M) ve Fg(m)oF (m) ise 35 ye T, nin bipolar
esnek alt kiimesi denir. §5 C §; seklinde gosterilir.
. FC & ve §; C 3§ ise § ve §; iki bipolar esnek kiimelerine bipolar esit esnek
kiimeler denir. §5 =§; seklinde gosterilir (Karaaslan ve Karatas, 2014).
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Tanim 3.1.7. 3, = (37.3) ve &, =(3;,3), U iizerinde bipolar esnek kiimeler olsun.
I. 3§ ve §; bipolar esnek birlesimi, Vm e E i¢in
(3 U :SUT>PU), (3 USM) = MU (m)
(B N&):SUT>PU), (35 A& )m) =8 (M)A (m)
ile tanimlanir ve §, UF, seklinde gosterilir. §, ve g, bipolar esnek kesisimi,
i, (& N3 :SAT>PU), (& NE)M)=F (M)NF M)
(3 US)SAT>PU), (3 UF)m)=§ (MU S (m)

ile tanimlanir ve g M §; seklinde gosterilir (Karaaslan ve Karatas, 2014).

Tanim 3.1.8. § = (35,35 ), U tizerinde bipolar esnek kiime olsun. Vm € E i¢in
L S(m)=D ve g (m)=U ise § bipolar esnek kiimesine bos bipolar esnek
kiime denir ve (®, U)ile gosterilir.
ii. Fs(m)=U ve 35 (m)=D ise § bipolar esnek kiimesine mutlak bipolar esnek
kiime denir ve (U, ®) ile gosterilir.
iii. 3§ = (3,3, ) bipolar esnek kiimesinin timleyeni, —g(m) = {(m, Ss (M), 35 (m))

‘Mme E} ile tanimlanir ve —g; ile gosterilir (Karaaslan ve Karatas, 2014).

Ornek 3.1.9. E ={m;,m,,m,,m,,m,, m.} parametre kiimesi, S, ={m;,m,,m.} ve
S, ={m,,m,,m.}, Enin alt kiimeleri ve U={u,,u,,u,,u,,uzu.} olsun. §:S —S,
olacak sekilde Vm, € E i¢in §(m;) =m, , birebir fonksiyonu tanimlansin. Buradan,
§(m)=m, §(m,)=m, ve F(m,)=m, fonksiyonlar: elde edilir.

Ss(m)={u,u,}, F(m)={u,,u}

S (my)={u,,u.}, Js(my)={u,,u,,us}

8s (M) ={u,u,}, S5 (Mg) ={u,,Us, U}

olmak tiizere

35 = {(my, U3 u, ugd), (Mg {uy, ughdu,, Ug, Uk, (Mg, Uy, u 3 U, Ug, U |
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bipolar esnek kiimesi elde edilir. Ayrica
T, ={m;, m;,m;} ve T, ={m,,m,,m.}, Enin alt kiimeleri ve U={u,,u,,u,,u,,us,us}
olsun. §:T, > T, olacak sekilde Vm, €E icin §F(m,)=m,, birebir fonksiyonu
tanimlansin. Buradan,
§(m)=m, §(m,)=m, ve F(m,)=m, fonksiyonlar: elde edilir.
8 (my) ={u;,u;,u,}, (M) ={us, Ug}
8 (my) ={uy,us}, 7 (my) ={u;,u,,ug}
8y (M) ={uy,u}, S (ms) ={u;, uz,ug}
olacak sekilde
S = {(my, uy, Uy, 03 us, ugd) s (Mg {uy, ush {uy, Uy, ugh), (Mg {u,, u 3 {uy, ug, g}

bipolar esnek kiimesi elde edilir.

S5 ve §; bipolar esnek kiimelerin birlesimi

85 U 87 = {(my{uy, U, u b {usd), (Mg {u, uy, ushugh), (ms {uy, u;, u 3 {ug b}
ve

S5 ve §; bipolar esnek kiimelerin kesisimi
3’5 M g‘r = {(m11{u1| uz}l{u4, U5, ua}) ’ (m3’{u5}’{u1’ uZ’ u3’ u4’ UG})l (mS’{u4}1{ul’ U2, u3’

Us, Us )}

elde edilir.

Teorem 3.1.10. 35 =(5.38), & =(37.8) ve Jc =(8<.8c) U ilizerinde bipolar
esnek kiimeler olsun. Bu durumda
i FHC(U0)
i. (©,0)C3
iii. 3 T8 ve 8 T3 ise 8T8
dir (Karaaslan ve Karatas, 2014).

Teorem 3.1.11. 3 =(3.38), & =(37.8) ve 3 =(8<.8«) U ilizerinde bipolar

esnek kiimeler olsun. Bu durumda
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L T U =5

i, S U (®@,0)=35

ii. 3 U(0,@)=(0,0)

iv. FU-F=(U )

V. FUF =% U

vi. B U[S US] =[S U U S
dir (Karaaslan ve Karatag, 2014).

Teorem 3.1.12. 3 =(5,38), & =37.8) ve 5 =(8<.8c) U iizerinde bipolar
esnek kiimeler olsun. Bu durumda

L oSNNS =5

i. 3 M@ 0)=(,0)

iii. g n(U®)=3;

iv. $MN=3 =(®,0)

Voo S M8 =8 MG

vii 8 N8 N8| =[8 N3] NS«

dir (Karaaslan ve Karatas, 2014).

Teorem 3.1.13. 3 =(3.38), & =(37.8) ve 3 =(8<.8«) U ilizerinde bipolar

esnek kiimeler olsun. Bu durumda
. (SS)H[ST USK]:[SS HST]U[gSHSK]

. Ssu[ng_ng]:[(gs)l—l(gT]l_l [(gsl—l%}(]
dir (Karaaslan ve Karatas, 2014).

Teorem 3.1.14. 3, = (85,3 ), U lizerinde bipolar esnek kiime olsun. Bu durumda
i. _'(_'SS) = SS
i. —(®,0)=(0,®)
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iii. —(U,®)=(®,0)
dir (Karaaslan ve Karatas, 2014).

Teorem 3.1.15. 3, =(&;,3;) Ve 3« = (8¢, 38x), U lizerinde bipolar esnek kiimeler olsun.

Bipolar esnek kiimede De Morgan’s kanunu gegerlidir.

L =[3 30 UGG =680 N 8)
i S[(3780) N8 | = (37 80) U3 30)

dir (Karaaslan ve Karatas, 2014).

Ispat:
LG SUGS) =8 85) ve —(3:,35)=(3..8:) olsun. VmeE igin
s (M) =37 (M) U Fc (M) ve Fs (M) =F; (M) Ny (M) dir. Ym e E i¢in
3p (M) =35 (M) =Fr (M) N T (M) (1)
ve
B (M) =35 (M) =Fr (MuF(m) (2)
olur. Ayrica
(&7 8r) =S5, s,) ve =(3k. 8x) = (35, 5s,)
dir. Bdylece
s, (M) =37 (M), F5, (M) =T (M), Fs (M) =3F;(m) ve F, (m)=3F, (M)
olur. Oyleyse ¥m e E icin
s, Mg, (M) =37 (M) N Fc (M) @)
ve
s, M s, (M) =37 (M) UF (M) (4)

elde edilir.
(1), (2), (3) ve (4) ten esitlik elde edilir. Boylece bipolar esnek kiimede De Morgan’s

kanunu gecerlidir.
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Ii. Benzer sekilde ispatlanir.
3.2  Bipolar Esnek Gruplar

Bu boliimde bipolar esnek grubun bazi cebirsel 6zellikleri incelenecektir. U evrensel

kime olsun.

Tanim 3.2.1. G bir grup ve 3, U iizerinde esnek kiime olsun.

. V0,,0,€G icin F;(0,0,) 235:(9,) "3:(9,) ise F;ye U iizerinde esnek yar

grup,
ii. Vg,eG igin F,(9,")=3;(0,) ise T esnek yari grubuna, U iizerinde esnek

grup denir (Cagman ve ark., 2012).

Tanim 3.2.2. ¢ bir grup ve ¢ nin genisletilmis parametre kiimesi cU§ () =G igin
§:6— G birebir fonksiyon olsun. 3, =(8:,3:), U tzerinde bir bipolar esnek kiime

olsun. Vg,,0, G igin 3.(0,9,) 28 (9) 13 (9,) ise Fo =(3e.8), U iizerinde

bipolar esnek yar1 grup denir.

Burada 86(9:9,) 286 (9,) M35(9,) olmasi Se (9,9,) 282 (9,) NSz (9,) 4
56 (9,9,) < 55 (9,) uS:(9,) olmahdir (Karaaslan ve ark., 2016).

Tanim 3.2.3. §; =(3;",8; ), U lizerinde bipolar esnek yar1 grup olsun. Vg, €G i¢in

3 (9:") =35 (9,) ise F. Yye bipolar esnek grup denir (Karaaslan ve ark 2016).

Ornek 3.2.4. U={-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} evrensel kiime ve G =S, simetrik grup olsun.
Bipolar pozitif esnek kiime ve bipolar negatif esnek kiime sirasiyla 0(c), oce€S, in
mertebesi olmak tizere §;* ve F;  asagidaki gibi tanimlansin.

{xeU, x<r*-2r} o(c) =r =1

3"(;(6):{[_], o(c) =1

ve
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{xeU, x>r’-2r} o(c)=r=1

SG_(G):{®1 o(c) =1

olmak iizere
5% ={(®.U.9),(02)4-3-2-101{1234,5)),
((13),{-3-2,-1,0},{1,2,3,4,5}),
((23),{-3,-2,-1,0},{1,2,3,4,5}),
((123),{-3,-2,-1,0,1,2,3},{4,5}),
((132).{-3,-2,-1,0,1,2,3}.{4,5})}.

S bipolar esnek kiimesi, U iizerinde bipolar esnek gruptur.

Teorem 3.2.5. 3§, =(8.",8; ), U lizerinde bipolar esnek grup olsun.
I. Vg,eG icin §;(e;) J3:(g,) dir.
ii. Vg,0,eG i¢in 3F;(9,0,) 13,(9,) olmasi icin gerek ve yeter sart

55 (9,) I3, (e;) olmasidir (Karaaslan ve ark 2016).

Ispat:
. 8 =(3:,38s) U iizerinde bipolar esnek grup oldugundan Vg, € G icin
8o (e6) =56 (8,9,) 286 (9) N33 (0, )
=35 (9) N3 (9)
=35 (0)
ve

S (66) =36 (9,9:") = 5 (9) U (97)
=85 (9,) Vs ()
=35 (9,)
olur. Boylece 3§;(e;) 2 3;(9,) elde edilir.
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ii. Vog,,0, <G i¢in §;(9,9,) J3;(9,) olsun. g, =e; alinirsa
32(9,) 232 (ee) Ve 33 (0,) = B (e,) elde edilir. Boylece F(g,) I (€,) olur.
Karst olarak, §;(9,) 23 (eg)olsun.
36 (9.9,) 286 (9:) N 36 (92)
=3s (e6) M35 (9,)
=35 (92)

ve
35 (9.9,) = 36 (9,) V55 (9,)
=35 () W E:(9,)
=56 (92)
olur. Boylece 3§;(0,0,) J3;(g,) elde edilir.

Teorem 3.2.6. §; =(3:,3s), U tizerinde bipolar esnek kiime olsun. F;, U iizerinde
bipolar esnek grup olmast icin gerek ve yeter sart V(Q,d,€G igin

3. (9,9,") 23, (9,) M 3. (9,) olmasidir (Karaaslan ve ark 2016).

Ispat: 3, =(32,3s), U lizerinde bipolar esnek grup olsun. Vg,,g, €G igin
8:(0.9;) 2 86 (9) N T (9,)
=35 (9.) NS5 (92)

ve
36 (9,9,") = T5 (9) U B (9)
=35(9,) V35 (9,)
Boylece 35 (6,9;") 235(9,) MTe(g,) elde edilir,
Kargit olarak, Vvg,,d,eG igin 3;(9,9;,") 2 35(9,) NFs(g,)olsun. g, =e, alirsak
3:(9;) 235(9,) ve 35 (9;') = 35 (g,) olur. Buradan,
32 (9,) =386 (9;) " 235(9;)
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86(9.) =86 (9,) " =3:(9)
elde edilir. Boylece
SG (951) = 3(; (gz)

olur. g, #e; ise Vg,,0, €G i¢in

32(9,9,) = 32 (9,9,

> 350N 359
=35 (9.) N S:(9,)
ve
3:(0:9,) =3¢ (9.0;)Y)
< 35 (9) U5 (95)
=36 (9) U 35(9,)
elde edilir.

Sonug olarak §; = (§2,3s), U lizerinde bipolar esnek gruptur.

Teorem 3.2.7. §; =(F5,38s), U lizerinde bipolar esnek grup olsun. Vg,;,d, € Gicin

32(9,9;") = U ve F;(9,9,") =D oluyorsa . (9,) =3 (9,) dir (Karaaslan ve ark 2016).

Ispat: Vg,,9, €G igin
36 (@) =3¢ ((0.9,99,)
2 3:(9:9;) N 36 (92)
=UnN3:(9,)
=3c(92)

ve
3e(9,) =32(9)
=3 (0:4(9,959)
2 32(9:") N 3e(9,95)
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=56 (0,)NU
=36 (9,)
Boylece 32 (9,) =32 (g,) olur. Ayrica,
86 (9.) =35 ((9,95)9,)
< 3:(0.9;) 56 (92)
=0U3:(9,)
=56 (92)
ve
36 (9,) = 35 (9,")
=35 (9:*(0.9))
<3 (0,)VUBe(9.9;)
=56 (9,) v
=3 (g,) dir.
Boylece 3;(9,) =35(9,) olur. Sonug olarak F;(9,) =35(9,) elde edilir.

Teorem 3.2.8. §; = (35, 386) Ve &g =(Cs,Ce), U lizerinde iki bipolar esnek grup olsun.
Bipolar esnek gruplarin kesisimi §; Mg, U tlizerinde bipolar esnek gruptur (Karaaslan

ve ark 2016).

Ispat: ¥g,,9, €G igin,
8s NG (9:95) 2 35(9.9,) NEe(9,957)
o (82(9) N 32(9,)) N (85(9) N Es(@,))
= (8¢ @) ME(9)) N (B (9.) NEe(9,))
= (8 N6E)(@) N (B2 NEE)(D,)

ve

8 NE6(9:95") = 85 (9,9;) W ie(9,97)
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< (86 (9,) U B6(9,))U(8e(9) Wis(9,))
= (B (9) e (@) U (35 (9,) W is(9,))
= (86 Y Ee)(9) V(s vis)9,)
elde edilir. Buradan §; N((0,9,") 3 6 (6:9;) MC(0,9;") olur. Bdylece iki bipolar

esnek grubun kesisimi §; Mg, U iizerinde bipolar esnek gruptur.

Not 3.2.9. Genellikle bipolar esnek gruplarin birlesimi F; LU ,, U iizerinde bipolar

esnek grup degildir.

Ornek 3.2.10. G=2Z, parametre kiimesi ve U=2Z,, evrensel kiime olsun. U iizerinde
Se = (8e,35) ve Cg =(Cs,Eg) ile iki bipolar esnek grup olusturulur.

5:(0)=2

$e(1)={4.7,9}

5:(2)=2

3:(3)={4.7.9}
5 (0)=2

ve

:(0)=2
Cs(1)={1,5,8}
Cs(2)={1,5,8}
L(3)=2
£ (0)=9

Ca(1)={2,3,6,9}

31



£ (2)={2,3,6,9}
Le(3)=2
Buradan

(Ce UFe) (0)=Lc(0) U (0) =2

ve

(Ce A8 (0)=C:(0) N (0) =&

(G ") (1) =Ce (D) (1) ={2,6}

(e NBs) =C(2)nF(2) =D

(Ge ATe) ) =6(R)NT(3) =T

elde edilir. Buradan (¢, Ug:) (2+3) Z (Ce UF) (2N (e UTs) (3) ve

(Ge ATe) (2+3) Z (6 AT) (2) N (Ge AFe)™(3) oldugu goriiliir. Dolayisiyla

Ce UTs, U tlizerinde bipolar esnek grup degildir.

Tanim 3.2.11. H, G nin bir alt grubu, §; =(3s,38;) ise U lizerinde bir bipolar esnek
grup ve §, =(35,,3,) U lizerinde bostan farkli bir bipolar esnek alt kiime olsun. F,,,
U iizerinde bipolar esnek grup ise J,, ye S nin bipolar esnek alt grubu denir ve

Sy < 8 1le gosterilir (Karaaslan ve ark 2016).

Ornek 3.2.12. Ornek.3.2.10. da verilen 3, = (35,3c), U iizerinde bir bipolar esnek grup
almsm. H={0,2}<Golsun. F,=(3; 5,) bipolar esnek kiimesi asagidaki gibi
tanimlansin.

54 (0)=38(2) =2
ve

$:(0)=3,(2)=2.
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Buradan §,,, $; nin U iizerinde bir bipolar esnek alt grubu olur.

Teorem 3.2.13. 3, =(8:.3s), U lizerinde bir bipolar esnek grup ve F,, §, ise 3 nin

bipolar esnek alt gruplari olsun. Buradan §, M, < 3§, dir (Karaaslan ve ark 2016).

Ispat: ¥g,,9, €G igin,

B (0:95) =8 (6:95) N (9.95)
o (B (@) N3 (9.)) (8 (@) N3 (L))
o CACHIREACH) RIEACBIREACB)
= T (01) N T (95)

ve

B (0971 = B (9,95) VB (9.95)
< (e (@) Ui (9,)) V(30 (9) U B (9,))
= (B (9) VB (9)) (B (9.) VT (9,))
= B (9) Ui (9,)

elde edilir. Boylece, §, M3§,, U iizerinde bir bipolar esnek alt gruptur.

3.3 Yakin-Halkalarda Bipolar Esnek idealler

Bu bolimde yakin-halkalarda bipolar esnek ideal ve bazi cebirsel 6zellikleri

incelenecektir.

Tanim 3.3.1. R, ve R, iki yakin-halka olmak iizere R, UR, =R ve R, "R, =& olsun.
R parametre kiimesi ve U evrensel kiime olsun. 3§; :R; — R, fonksiyonu izomorfizma
olmak iizere 3, :R, >P(U) ve 3F;:R, >P(U) fonksiyonlart VreR, i¢in
Sa (N3 (3 (1))=@ olacak sekilde iki déniisim ise (3x,3z) ikilisine U iizerinde
yakin-halkanin bipolar esnek kiimesi denir (Citak, 2020).
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Tanim 3.3.2. §; =(Fx,38x), U lizerinde bipolar esnek kiime olsun. r, =§(r,), r, =3(r,)
olacak sekilde Vr,r,eR, ver,r, eR, i¢in
i Br(n—n) 28R (L) NS (r),
Sr (= 1,) = 8 (1) VSR (1)
i Fr(nr) 28 ()N SR,
Br (151) = Br (1) W SR (1)
ise 3, ye U iizerinde bipolar esnek yakin-halka denir (Citak, 2020).

Tanim 3.3.3. 3; =(8z,385), U lizerinde bipolar esnek yakin-halka olsun. r, =3(r),
r, =35(r,) ve r, =3(r;) olacak sekilde Vr,r,,1r, eR, ve r,, I, I, €R, igin
i S +r—r)23F(r)
Sr (I +1,— 1) = Tz (1)
i Je(nr) 238: (1),
B (r,15) = e (1)
iii.  3x ((n+r)n—nn) 28 ),
Br ((r+1)E 1) = 3 ()

ise §; =(85,3x), bipolar esnek kiimesine bipolar esnek ideal denir (Citak, 2020).

Teorem 3.3.4.1, ve |,, sirastyla R, ve R, yakin-halkalarinin idealleri olsun. U iizerinde
S: bipolar esnek kiimesi, T, ©T,ve S S, olacak sekilde T,T,,S,S, eP(U) ve
m, = §(r,) olacak sekilde Vr, eR; icin

T, r el ise

- R, > P), Fa(rn)= )
8 1R, = P(U), (1) {Tw ol ise
ve
3R P(U), 3-(m) S, m, el, ise
‘R, > : = _
RO2 RS, moel, ise

seklinde tanimlansin. §; = (35,38r), U lzerinde bipolar esnek idealdir (Citak, 2020).
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Ispat: r,r, e R, olsun.
i. r,r,el, ve m,m,el,olsun. I, ve I, sirasiyla R, ve R, nin idealleri
oldugundan r,—r, €l, ve m, —m, 1, dir.
Sr (L —1r) =T, =3 (1) N3: (1)
Sz (M —m,) =S, =T (M) U Tz (M,)

ve
B (1) =T, =T () N Br (1)
Bz (MMm,) =S, =3 (M) N Tz (M,)
olur.
ii. rel veya r,el, ve m ¢I, veya m, 1, olsun.
T, =3 0-5) 2T, =38 () N3:(r,)
S, =8r (M —M,) €S, =T () Sk (1)
ve

T, = 3R+ (nr,) = SQ(G) m&;(rz)
S, =8x(MMm,) =S, =T (1) Sz (r,) dir.

Boylece §; =(8z.38r), U tizerinde bipolar esnek yakin-halkadir.

iii. r,r,eR,olsun. el veya m el,ise r,+r—r,el, ve m,+m,—m, € l,olur.
Sg(l‘z +h - rz) = T1 = SF: (rl)
Sk (mz +m, — mz) = S1 = s (ml)
nel, veya myel,ise r,+r—-r,el, veya r,+r—r,¢l, ve m,+m,—m, €l,veya
m, +m, —m, ¢ |, olur. Boylece,
Sa(+1,-1) 2T, =38 (r)
e (M, +m, —m,) =S, =3z (M)
elde edilir. Buradan, §;(r,+r—r,)238:(r) ve F(m,+m —m,)cF;(m,) oldugu

goriiliir.
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iv. r,r,eR;olsun. r,el veya m,el, ise rr, el, ve mm, €1, olur. Boylece,
&;(rlrz) =T, = Sg(rl)
Sk (m1m2) =S, = &;(ml)
eldeedilir. r, 1, veya m, 1, ise rr, el, veya rr, 1, ve mm, €1, olur. Boylece,
Se () 2T, =38: (1)
Sr (mlmZ) - Sz = &I(ml)

Bu durumda 35 (r,r,) 2 8- (m,) ve 35 (mm,) < §;(m,) oldugu goriiliir.

V. 1,r,beR, olsun. rel, veya myel, ise (n+n),—rnr,el, ve

(m, +m;)m, —mm, €1, olur.

Boylece,
S ((m+r)r—nr), =T, =3:(r,)
ve
3z (M +my)m, —-mm,) =S, =3 (m,)
elde edilir.

r,el, veya m,el, ise (r,+n)r,—nr, €1, veya

(h+r)r,—rr,el, ve (Mm+my)m,—mm,el, veya (m,+m;)m,—mm, ¢l,olur.

Boylece,

S (4, —rn) 2T, =33 (r,)
ve

Sr ((+1)r,—rr,) S, =3: (m;)
elde edilir.

Buradan gy ((r+r)r, —nr,)238:() ve F;((m,+m)m,—mm,)c F(m,) oldugu
gorilir.

Sonug olarak §; = (Fr,3z), U tlizerinde bipolar esnek idealdir.
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4. GAMMA YAKIN-HALKANIN BiPOLAR ESNEK iDEALLERI

Bu boéliimde gamma yakin-halkanin bipolar esnek ideali ve bazi cebirsel 6zellikleri

incelenecektir.

Tanim 4.1.1. N T'- yakin-halka ve 3, =(3y,38y), U lizerinde bipolar esnek kiime olsun.
vn,n,,n;eN ve tel icin
i Su(n—n,) o3 ()3 (n,),
Su(n—ny) = F\(n) L E(n,),
Su(n,+n,—n,) 28y (ny),
Sn(n,+n,—n,) =Ty (n,),
Sn (nt(n, +ny)—n.tn, ) o 3 (ny),
3 (nt(n, +ny)—n.tn, ) = 3y (ny)

ise §, Ye N nin bipolar esnek sol ideali denir.

i, gh(ntn,)o3e(n,),
Sn (nltnz) - %ﬁ(nl)

ise §, Ye N nin bipolar esnek sag ideali denir.

Not 4.1.2. §, hem bipolar esnek sol ideal hem de bipolar esnek sag ideal ise §, ye N

nin bipolar esnek ideali denir.

Onerme 4.1.3. Sy =By, 8y) » N I'-yakin-halkasinin bipolar esnek ideali olsun. ¥ne N
i¢in

i Fien) 28 () ve Fyley) < () dir.

ii.  Fu(n)=3(-n) ve Fy(n)=5y(-n) dir.

Ispat: ¥n,,n, e N igin
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I Sn(ny—ny) 28y () N3y (ny)
oldugu bilinir. n, =n, alinirsa
S (ny—ny) 28y () N3y (ny)
Su(en) 2385 (n,)

elde edilir

ve
Sn(n—n,) = S (n) WS (n,)
oldugu bilinir. n, =n, alinirsa
Sn(n;—ny) < S (n,) WS (ny)
Sn(en) =3 (ny)

elde edilir.

i B (g =ny) 28y () NSy ()
oldugu bilinir. n, =e alinirsa
Su ey —ny) 28y (By) N Bu(n,)
Su(=n,) 238n(n,)
elde edilir. Ayrica
Sy (0= (=n,)) 28 (n) N B (-n,)
i¢in n, =e alinirsa
8 (en —(=n,)) 280 () NF(-n,)
Su(n,) 2385 (=n,)
elde edilir. Boylece her iki kapsamadan
Sn(ng) =3y (=n,)
ve
Su(n—ny) = 3y (n) U (n,)
oldugu bilinir. n, =e, alinirsa
Su(ey —n,) = Bu(ey) Un(n,)
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Su(=Ny) = 3y (ny)
elde edilir. Ayrica
Sy (nl _(_nz)) < Sy (n)ugy(=n,)
i¢in N, =e almirsa
Sn (eN - (_nz)) < Jn(ey) USN(=n,)
Su(n,) = 8y(=ny)
elde edilir. Boylece her iki kapsamadan
Bn(nz) =3y (=n,)

olur.

Tanim 4.1.4. §, = (T, 38n) . N nin bipolar esnek ideali ve n, € N olsun.

vn,eN icin (N +33)(n,) =3 (n,—n;) ve (n +3)(N,)=Fy(n,—n,) seklinde
tanimlanan n, + 3, bipolar esnek kiimesine, §, bipolar esnek idealinin bipolar esnek

koseti denir.

Onerme 4.1.5. 3, =(5".8y), N T -yakin-halkasmin bipolar esnek ideali olsun.
vn,,n, € N i¢in

N +3, =n,+3, <3, —n,) =3, ()

i N +8,=n,+3 =) =38 (,)

. gy(n,+n,)=3,(n,+n,)

Ispat: ¥n,,n, e N igin
. =in+3%, =n,+3, olsun. ¥n, e N i¢in
(g +83)(n5) = (N, +33)(n5)
Sn(ng—n;) =35 (ng —n,)
n, =n, almirsa gy (ey) = Fy (1, —n,) elde edilir.

Ayrica
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(ny +33)(ng) = (N, +8)(N3)
Sn(ns—ny) =3y (n;—ny)

n, =n, alinirsa §y(ey) =3y (n, —n,)
Baoylece §(n,—n,)=3,(ey) olur.
< Sn(n,—n,) =Sy (ey)
olsun. ¥n, € N i¢in

(ny +30)(,) =3y (N, —ny) = (ey)
ve

(N, +8)(n,) =By (n, —n,) = 3y (ey)
dir.

Boylece (n, +3§y)(n,) =(n, +3y)(n,) olur. Buradan, n, +§y = n, + 3y elde edilir.

Ayrica

(g +383)(n,) =Sy (n, —ny) =3y (&)
ve

(N, +85)(n,) =By (N, —ny) =Ty (ey)
dir.

Boylece (n; +3§y)(n,) =(n,+3§y)(n,) olur. Buradan, n, + 3, =n, + 3§, elde edilir.

Sonug olarak n, + 3§, =n, + 3, < 5y (", —n,) =3y (ey) olur.

i n+3, =n,+35, olsun. ¥n, e N icin
(ny +33)(N3) = (N, + 33 )(n,)
Sn(ng—ny) =Ty (n;—n,)
S (ng—ng) =3y (n, —ny)
olur. n, =e, alinirsa Fy(n, —ey) =38y (N, —ey)
S (ny) =3y (ny)
ve

(nl + &\])(ns) = (nz + &\7‘)(”3)
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Su(n;—ny) =3y (n;—ny)
Sy (ny—ny) =3y (n, —ny)
olur. n, =e, alinirsa gy (n, —ey) =35y (", —ey)
B (n) =By (ny)

olur. Béylece n, + gy =n, +38, = &y (n,) =35, (n,) elde edilir.

i, Fy(n,+n,)=3,(n, +n,) oldugu gosterilsin. ¥n,,n,,n, € N igin
Suey) =38, +n,—n,—n,)
=3v (n,+n,—(n,+n,))
olur. Buradan 3 (ey) =3y (n, +n,—(n, +n,)) elde edilir.
i. den n,+n,+3,=n,+n,+3, olur. ii. den Fy(n,+n,)=75,(n,+n,) elde edilir.
Ayrica,
Suey)=38y(n,+n,—n,—n,)
=3 (n,+n,—(n,+n,))
Buradan 3 (ey) =3y (n,+n,—(n,+n,)) elde edilir.
I.den n,+n,+3y =n,+n, + 3y olur.ii.den 3 (n, +n,)=3Fy(n,+n,) elde edilir.

Boylece §,(n, +n,)=3,(n,+n,) bulunur.

Not 4.1.6. 3, =(Sy.3y), N I'-yakin-halkasmin bipolar esnek ideali olsun. F, nin

biitlin bipolar esnek kosetlerinin kiimesi N/ g, ={n, + 3 : n, € N} ile gosterilir.

Teorem 4.1.7. 3, =(Gy.8y), N I'-yakin-halkasinin bipolar esnek ideali olsun.
vn;,n,eN ve tel igin
(N, +8) + (N, +8) = (0, +n,) + 5y ve (0, +F )N, +35y) = nytn, +Fy

islemlerine gore N/, bir I" -yakin-halkadir.

Ispat: 1k olarak "+" isleminin iyi tanimli oldugunu inceleyelim
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VN, + 38y, Ny + 8y Ny +38y, N, +38y €N/ B, igin

(n,+3Fy) =(n,+3,) ve (n,+3,)=(n, +3,) olsun.

(N, +38y)+(n, +38y) =(n; +35y) +(n, +35y) oldugunu gostermeliyiz.
Onerme 4.1.5 ten F,(n, —n;) = (n,—n,) =3 (e,) olur.

Sl:rl((nl+n2)_(n3+n4)) (n +n4) (n +n2))

I I
ZO‘QWW

n,+n,—n,—n,+n,+n,—n,—n,)

v (
5 ((h;+n)—(n,+n)+(n,+n)—(n,+n,))
(
(

Su ((n;—n)+(n, —n,))
2§y ((n—n) N (n, —ny))
=B (en) NBuley)
=S (&n)
Ayrica, Onerme 4.1.3. ten §y(ey) 2 8y ((n, +n,)—(n;+n,)) oldugu biliniyor. Buradan
Su ((n,+n,)—(n;+n,)) =3y (ey) elde edilir. Boylece
(n,+n,)+35y =(n;+n,)+35y olur. Buradan
(N +3%) + (N +3y) = (N3 +8y) +(n, +3y) elde edilir. Ayrica,
(N +8y) =(n; +3y) ve (n, +38y) =(n, +Fy) olsun.
Onerme 4.1.5 ten Fy(n, —n,) =Fy(n, —n,) =3y (e,) olur.
Sn (0 +n,)=(n;+n,)) =3y ((n;+n,)—(n,+n,))
=3y ((ny+n,)-(n,+n)+(n,+n,)—(n,+n,))
=3y (n;+n,—n,—n,+n,+n,—n,—n,)
=8u ((0;—ny)+(n,—n,))
c 3y ((n;=n)u(n,—n,))
= Tn(en) Sy (ey)
=Sy (ey)

42



Ayrica, Onerme 4.1.3. ten §(e,) g%@((n1+n2)—(n3+n4)) oldugu biliniyor. Buradan
Sn ((n +n,)—(n,+n,)) =5y (ey) elde edilir. Boylece

(n,+n,)+35y =(n;+n,)+35, olur. Buradan

(N +33) + (N, +8y) = (n; + ) +(n, +3y) elde edilir.

Sonug olarak "+" islemi iyi tanimlidir.

Simdi ™" isleminin iyi taniml1 oldugunu inceleyelim.
VN, +38y, Ny + 8y, Ny +38y, N, +38y eN/B, tel igin (n,+3,)=(n,+3,) ve
(n, +3,) =(n, +3,) olsun.
(n, +ZOtn, +3y) = (N, + 5 )t(n, +3,) oldugunu gosterelim.
Su(ntn,—nstn,) =38 (nstn, —n.tn,)
=gy (n;tn, —n,tn, +n;tn, —n,tn,)
=3 ((n;—n)tn, +nt(n, +(-n,+n,))-n;tn,)
=3y ((ny—n)tn, —(=n,t)(n, +(-n,+n,))-n;tn,)
;3;((n3—nl)tn4)m§N+((—n1t)(n2+(—n2+n4))—n1tn2)
=3 ((ny—ntn )" (ngt(n, +(-=n, +n,))—ntn,)
O Fy(n,—n)NFy(=n,+n,)
=3 (en) N3y (ey)
= Su(ey)-
Ayrica, Onerme 4.1.3. ten g (ey) 23y (n,tn, —n;tn,) oldugu biliniyor. Buradan
Su(ntn,—n,tn,) =35, (ey) elde edilir.
Boylece n,tn,+3§, =n,tn,+3, olur. (n,+3F)tn, +3y) =M, +3)t(n, +3Fy) elde
edilir. Ayrica,
Sy(tn, —n,tn,) =F,(n;tn, —n,tn,)
=38 (n;tn, —n,;tn, +n,tn, —n;tn,)
=3y ((n;—n)tn, +nt(n, +(-n,+n,))-n;tn,)
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3‘((n3—n1)tn4—(—n1t)(n2+(—n2+n4))—n1tn2)
< 3 ((ny—n)tn, ) UFy ((-n,t)(n, +(-n, +n,))-n,tn,)
=3y ((ny—n)tn, ) Uy (nt(n, +(-=n, +n,))—nitn,)
< Sy (g —n) U (=n, +n,)
=3 (ey) U B (ey)
= Sy (ey) olur.
Ayrica Onerme 4.1.3. ten F,(ey) < 3y(n,tn,—n,tn,) oldugu biliniyor. Buradan
Sy(ntn, —n,tn,) =3, (e) elde edilir.
Boylece, njtn, + 3, =n,tn, + 3, olur.
Buradan (n, +$y)t(n, +3y) =(n; + 3y )t(n, +3) elde edilir.

Sonug olarak "" iglemi iyi tanimlidir.

Simdi yukaridaki islemlere gore, N/§, ={n, +3, :n, € N} kiimesinin I"-yakin-halka
oldugunu gosterelim. Vn, +3, N, + 3y, N;+3, €N/ 5, ve t,keI olsun.
[(n,+80) + (0, +F) [t +33) =((n,+n,)+ ) t(n; +33)

=((n,+n,)tn,)+3Fy

=((n,tny)+(n,tn;))+3y

=((n,tny)+ 83 )+((n,tn) +3%)

=(n, +F)t(n; +F) +(n, + T )t(n, +3y)

ve
(ny +F0) + (0, + TN +F0) = (0, +n,) + 30 )N +30)
(n,+n,)tn; )+ 3y

(
((ntng)+(n,tny))+3y
(
(

(n,tny)+Fy ) +((n,tny) + 3y
N+ 3N +83) + (0, + )N, +3y) -
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Ayrica,
[(n, + O, +33) Jk(n, +33) = (nytn, +Fk(n; + )

=(n,tn,)kn, + 3§y

=n,t(n,kn,)+ 3y

= (N, + SOtk Ny +3y)

= (0, + 3t (n, + FOK(N+373) ]
ve
[(n,+ O, +8y) [k, +8x) = (n,tn, + Tk (N, +§y)

= (n,tn, )kn, + &y

= n,t(nkn,)+Fy

=(n, + S )t(n,kn, +3y)

= (n,+Z)t[ (0, + Tk, +33) |

Dolayistyla N/, bir I" -yakin-halkadir.

Teorem 4.1.8. 3, = (8, Sy), N T -yakin-halkasinin bipolar esnek ideali olsun.

Q;

CIN/FE—>P(U) ve Qp (N/F —>P(U) vn eN igin Qp (n,+3y)=3x(n,) ve
Q; (N, +38y)=38y(n,) ile tanimlansin. §y =(Sy,Jy), N, ['-yakin-halkasinin bipolar
esnek ideali olsun. O zaman Q= (Q; ,Q; ), N/§ I -yakin-halkasinin bipolar esnek

idealidir.

Ispat: Once Qg 1yi tamml oldugunu gosterelim.

vn, +38y, N, +38y € N/F, icin n, +F, =n, + 3§, olsun. Buradan

Onerme 4.1.5 ten F;(n,) = 3:(n,) olur. Boylece

Q; (n,+38y) =Q; (n, +3y) olur.

Ve n, + 3, =N, + Ty olsun. Buradan Onerme 4.1.5 ten § (n,) = 3y (n,) olur.

Boylece € (n,+3y) =< (n,+38y) olur. Bunedenle, Q iyi tammlidir. Simdi
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Q; , N/, nin bipolar esnek ideali oldugu gosterilsin.

VN, + 38y, N, + 8y, N+ 8y €€, ve tel igin,

I. Qg nin N/ nin bipolar esnek sol ideali oldugunu gosterelim.
Q; ((n,+33)+(n, +33)) =94, (0 +n,+3%)
=35u(n,+n,)
=8u (N —(-ny))
2 3y (n) Ny (ny)

:QEN (n1+8"§)ﬁQ§N (n, 'HSE)

ve
Q; ((n,+F)+(n,+3y)) =5, (0 +n, +Fy)
=By (n,+n,)
=S (n=(=n;))
< Fu(n)UB(n,)

:QéN (n1+3§)UQ§N (nz 'HK)

olur.

Q; ((n,+80)+(,+80) - (0, +83)) =%, ((n,+n,-n,) +5)
=38y (n,+n,—n,)
2 3y (ny)
=Q; (N, +3y)

ve

Q; (0, +80)+ (N, +80) — (0, +83)) =, (N, +n,—n,) +Fy)
=3y, +n,—n,)
< gu(n)

=Q (n,+3y) olur.
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Q5 (0 +FE((0, +30) + (05 +83)) — (0, + FN, +33)
= ((n,+FOUN, +n3) + ) - (0, + T, + )
=Q (nlt(n2 +n,) +{§§)—(nltn2 +38x)
=Q; ((nlt(n2 +n,)— nltn2)+§,§)

= Sﬁ (nlt(nz + ns) _(nltnz))

=X MU
=0 (0 +3)
ve
Qg (0 +TE((0, +33) + (N5 +33) ) = (0, + TN, + )
= ((n,+3)t(n, +n,)+Fy )= (0, + )N, + Fy)
=0, (n,t(n, +n,)+ 3y ) - (ntn, + )
= ((nt(n, +ny)—n,tn,) + 3y
=3 (nyt(n, +n)—(n,tn,))
= 3n(ny)
=0 (n;+3y)
olur.

Boylece Qg , N/ nin bipolar esnek sol idealidir.

i. Qg nin N/, nin bipolar esnek sag ideali oldugu gosterilsin.
QgN (N, +FHtn, +33) = QgN (n,tn, +§y)
=8y (n,tn,)
23 (ny)
= Q@N (n,+3y)
ve
Q; (N, +3OHN, +3y) =5 (Nytn, +3y)
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=gy (nytn,)

< Sy (ny)

=Q (n,+3y)
Boylece Qg , N/ nin bipolar esnek sag idealidir.

Sonug olarak, Q =(Q; ,€Q; ), N/F, ninbipolar esnek idealidir.

Tanim 4.1.9. N,veN,, I'-yakin-halkalar olsun. 6: N, — N, bir fonksiyon olmak iizere
vn,n,eN,, tel i¢in 6(n,+n,)=0(n,)+6(n,) ve 6(n,tn,)=06(n,)toO(n,) ise 6 ya
I" -yakin-halka homomorfizmasi denir. Ayrica 6 birebir ise monomorfizma, orten ise

epimorfizma, hem birebir hem Orten ise izomorfizma denir.

Onerme 4.1.10. F, =(5.,3y), N T -yakin-halkasinin bipolar esnek ideali olsun
N, ={neN:gi(n)=3s(ey), Sy(n)=38y(ey)} kimesi N, I'-yakin-halkasinin

idealidir.

Ispat: ¥n,,n, e N i¢in N, —n, € Ng oldugunu gésterelim. n;,n, € N; = oldugundan

Sl:l— (nl) = &3 (eN)’ Sn (nl) = 3N_(eN)

ve
Sn(ny) =38y(ey). Su(ny)=3y(ey)
olur.
Sy (M, =n,) 284 (n) NS(n,)

M CHIKMCY

=Bn(En)
olur. Ayrica 3y (ey) 2 8y (N, —n,) oldugu biliniyor. Boylece Fy(n, —n,)=3Fy (ey) olur.
Benzer sekilde §y(n,—n,)=3y(ey) oldugu gosterilir. Buradan, n,—n,eNg
eldeedilir. Boylece, Ng , N nin alt grubudur.
vn, e Ng ve n,eN igin n,+n, +(-n,) € N; oldugu gosterilsin.
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n, € N; oldugundan Fg(n,) =3y (ey) ve Fy(n,)=3y(ey) dir.
Bn(n,+n,+(-n,)) 23 (n,)
=Sy (en)
olur. Ayrica gy (ey) 28y (n, +n,+(-n,)) oldugu biliyor. Béylece,
Su (n,+n,+(=n,)) =Ty (ey) olur. Benzer sekilde,
Sn(ny+n,+(-n,)) =3y (ey) oldugu gosterilir. Buradan n,+n,+(-n,)e N; elde

edilir. Bdylece N , N nin normal alt grubudur.

vn,n,eN, tel’ ve ne N; igin nit(n,+n)—n;tn, € N; oldugunu gosterelim.
ne N:€N oldugundan §y(n) =3y (ey), Sy (n) =35y (ey) dir.
Su (n,t(n, +n)—n;tn,) o Fi(n)
=3 (ey)
olur. Ayrica gy (ey) 2 Sy (n,t(n, +n)—n,tn,) oldugu biliniyor.
Béylece, §y (n,t(n,+n)—n;tn,)= 3y (ey) olur. Benzer sekilde
Sy (nt(n, +n)—n;tn,) = §y (ey) oldugu gosterilir.

Buradan nt(n, +n)—n,tn, € N; elde edilir. Boylece N; , N nin sol idealidir.

vn eN, tel’ ve neN; icin ntn, € N; ~oldugunu gosterelim.
neN; oldugundan §y(n)=3y(ey), Sy(n) =3y (ey) dir.
Sn(ntn,) o 5 (n)
=S (en)
olur. Ayrica Fy(ey) 28y (ntn,) oldugu biliniyor.
Boylece 3§ (ntn,) =3y (ey) oldugu gorilir. Benzer sekilde Fy (ntn,) =3, (e,) oldugu
gosterilir. Buradan ntn, € N; = elde edilir. Boylece N; , N nin sa§ idealidir. Sonug

olarak N. , N I'-yakin-halkasinin idealidir.

N i)
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Teorem 4.1.11. §, =(Sy.8y), N I'-yakin-halkasinin bipolar esnek ideali olsun.
vn,eN i¢in O(n)=n+F, ve 6(n)=n+3F, ile tanimlanan O:N—>N/3
fonksiyonu, ¢ekirdegi N ~olan bir I"-yakin-halka epimorfizmasidir. Ayrica, N/, ile

N/N; izomorftur. (n,+N; —n, +3y).

Ispat: ¥n,n, eN ve tel igin
o(n,+n,)=(n,+n,)+3y
= (0, +§)+ (0, + )
=0(n,) +6(n,)
ve
o(n,+n,)=(n,+n,)+3Fy
=(n, +3y) + (N, +38y)
=0(n,)+6(n,)
oldugu goriiliir. Ayrica,
o(n,tn,)=(ntn,)+ 3§y
= (N, +5)tn, +3y)
=0(n,)to(n,)
ve
0(n,tn,)=(n,tn,)+3y
=(ny +3)tn, +3y)
=0(n,)toe(n,)

oldugu goriilir. Buradan 0, bir I' -yakin-halka homomorfizmasidir.

vn, +3, € N/F, i¢in 6(n,) =n, +Fy ve 6(n,) =n, +F, olacak sekilde ve In, € N var

oldugundan 0 ortendir. Buradan, 6 bir I" -yakin-halka epimorfizmasidir.

ker0={n, e N:0(n,) =e,} kiimesi 0 nin ¢ekirdegidir. Teoremden
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6(n,) =ey + 38y
ve
0(n,) =n, + 3y
olur. Onerme 4.1.5 ten, n, + 3, =€, +3n = Fn(n) =31 (ey) elde edilir,
0(n,) =ey +3y
ve
0(n,) =n, + 3y
olur. Onerme 4.1.5 ten, N, +Fy =€, + Ty = Sy (N,) =T (e,) elde edilir.
Boylece §,(n,) =38, (ey) ve n, e N/F, olur.

Sonug olarak, kero = N&N olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Tez, bes boliimden olusmaktadir. Ik boliimde literatiir hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci
boliimde Tez igerisinde kullanacagimiz cebirsel yapilar i¢in temel olusturacak tanim ve
teoremlere yer verildi. Ayrica, gamma halka, yakin-halka, gamma yakin-halka, esnek
kiime gibi kavramlarin bazi cebirsel 6zellikleri incelendi. Ugiincii boliimde bipolar
yapist ele alinarak bipolar esnek kiime, bipolar esnek grup ve yakin-halkalarda bipolar
esnek idealler gibi yapilar arastirildi.

Dordiincii bolimde gamma yakin-halkanin bipolar esnek idealleri tanimlandi. Bipolar
esnek idealler yardimiyla bipolar esnek koset kiimesi olusturuldu ve bu kiimenin bir
gamma yakin-halka oldugu gosterildi. Bir bipolar esnek kiime tanimlanarak bu kiimenin
bipolar esnek ideal oldugu ispatlandi. Son olarak gamma yakin-halkanin bipolar esnek
idealiyle bir doniisiim tanimlanarak bu doniisiimiin ¢ekirdegi gosterildi ve gamma yakin-

halka epimorfizmasi oldugu gosterildi.

Tez calismasindan elde edilen sonuclar kullanilarak bipolar esnek ideallerin farkli

cebirsel yapilart ¢alisilabilir.
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