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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler  Açıklama 

 

nU    nU  dizisinin .n  terimi  

Fn    n . Fibonacci sayısı 

nL    n . Lucas sayısı  

n

k

 
 
 

   Fontené-Ward katsayıları 

[ ] !
U

n    Genelleştirilmi ş faktoriyel  

n

k

 
 
 

   Binomiyel katsayısı 

q

n

k

 
 
 

   Gauss binomiyel katsayısı  

qF    Mertebesi q  olan cisim  

F

n

k

 
 
 

   Fibonomiyel katsayısı 

( )kf x    Fibonacci sayısının k . kuvvetinin üreteç fonksiyonu 

( )nd    İşaretli fibonomiyel katsayı dizisi  
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1. GİRİŞ 

Fontené, 1915 de genelleştirilmi ş binomiyel katsayıları tanımlamış ve bu 

genelleştirilmi ş katsayılar için temel reküransı vermiştir [ ]1 . 

Ward, 1936 da dizilerin analizi üzerine kurulu çalışmasında genelleştirilmi ş 

binomiyel katsayıları yeniden tanımlamıştır [ ]2 . 

Gould, genelleştirilmi ş binomiyel katsayıları Fontené-Ward binomiyel katsayılar 

olarak adlandırmış ve bu katsayıların temel özelliklerini incelemiştir [ ]3 . 

Jarden, genelleştirilmi ş ikinci mertebeden rekürans bağıntısını ele almıştır. Bu 

reküransın çözümü olan dizinin de genelleştirilmi ş binomiyel katsayılar için tanımlı 

olan dizi olabileceğini göstermiştir [ ]4 . 

Torretto ve Fuchs, genelleştirilmi ş ikinci mertebeden rekürans bağıntısını sağlayan 

dizi ve bu dizi ile oluşan genelleştirilmi ş binomiyel katsayılar arasında toplamsal bir 

özdeşlik elde etmişlerdir [ ]5 . 

Kac ve Cheung, Quantum Calculus adlı kitaplarında q benzerlerin birçok 

özelliklerine değinmişlerdir [ ]6 . 

Corcino, q benzerlerin daha genel hali olan p-q benzerler üzerinde çalışmıştır. 

Binomiyel katsayılar ve Gauss Binomiyel katsayıların birçok özelliğinin p-q 

binomiyel katsayılar ile parelellik gösterdiğini ispatlamıştır [ ]7 . 

Krot, Fibonomiyel katsayıların tanımını ve özelliklerini vermiştir [ ]8 . 
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Dziemianczuk, Fibonomiyel katsayıların tanımını vermiş ve bu katsayıların temel 

özelliklerine değinmiştir. Daha sonra Fibonomiyel katsayıları daha da genelleştirerek 

−T nomial katsayıları tanımlamıştır [ ]9 . 

Kwansniewski, binom açılımının fibonomiyel katsayılar yardımıyla F+  işlemini 

kullanarak yazılabileceğine değinmiştir [ ]10 . 

Riordan, fibonacci sayısının .k  kuvvetinin üreteç fonksiyonunun genel reküransını 

bulmuştur [ ]17 . 

Carlitz ve Horadam, Riordan ’nın sonucunu genelleştirmiş ve genelleştirilmi ş 

fibonacci sayılarının farklı çeşitlerinin üreteç fonksiyonları için benzer reküransları 

bulmuşlardır [ ]18,19 . 

Shannon ise ( )kf x  ifadesinin  pay ve paydası için bazı özel sonuçlar bulmuştur [ ]20 . 

Seibert ve Trojovsky, fibonacci saylarının .k  kuvvetinin üreteç fonksiyonu 

yardımıyla fibonomiyel katsayılar için bazı özdeşlikler vermişlerdir [ ]11,12 . 

Bu çalışmada Genelleştirilmi ş Binomiyel katsayılar, Gauss Binomiyel Katsayılar ve 

Fibonomiyel Katsayıların tanımları verildi. Gauss Binomiyel Katsayıların temel 

özellikleri incelendi. Gauss Binomiyel Katsayıların hangi durumda Binomiyel 

Katsayılara dönüşebileceği gösterildi. Binomiyel Katsayıları içeren bazı özdeşliklerin 

q −  benzerleri verildi. Fibonomiyel Katsayıların temel özelliklerine değinildi. Gauss 

Binomiyel Katsayıların, Fibonomiyel Katsayılar cinsinden yazılabileceği ve bazı 

toplamsal q −  özdeşliklerin de Fibonomiyel Katsayılar cinsinden yazılabileceği 

gösterildi. Son olarak Fibonacci sayılarının .k  kuvvetlerinin üreteç fonksiyonun 

Fibonomiyel Katsayıyı içeren toplamsal bir özdeşlik şeklinde yazılabileceği 

incelendi.  
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2. GENELLEŞTİRİLMİŞ BİNOMİYEL KATSAYILAR 

2.1. Tanım 

0 0F =  ve 1 1F =  olmak üzere 0n ≥  için 

2 1n n nF F F+ += +  

rekürans bağıntısıyla tanımlı sayılara Fibonacci sayıları denir. Burada nF  .n  

Fibonacci sayısıdır. Buna göre ilk on Fibonacci sayısı  

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55. 

şeklindedir. 

1 5

2
α +=  ve 

1 5

2
β −=  olmak üzere .n  Fibonacci sayısı  

n n

nF
α β
α β

−=
−

 

şeklinde yazılabileceğini Marie Binet göstermiştir. Bu gösterime Fibonacci 

sayılarının Binet formülü denir. 

2.2. Tanım 

0 2L =  ve 1 1L =  olmak üzere 0n ≥  için 

2 1n n nL L L+ += +  

rekürans bağıntısıyla tanımlı sayılara Lucas sayıları denir. Burada nL  .n  Lucas 

sayısıdır. Buna göre ilk on Lucas sayısı  
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1,3,4,7,11,18, 29,47,76,123. 

şeklindedir. 

Fibonacci sayılarına benzer şekilde Lucas sayılarınında Binet formülü  

n n
nL α β= +  

şeklindedir. 

2.3. Tanım 

n k≥  doğal sayıları için nU dizinin .n  terimini göstermek üzere  

1 1

1 1

n n n k

k kU

n n U U U

k k U U U
− − +

−

   
= =   

   

…

…
      (2.1) 

ve 

1
0

n n

n

   
= =   

   
, n k<  veya 0k <  için 0

n

k

 
= 

 
 

biçiminde tanımlı sayılara genelleştirilmi ş binomiyel (Fontené-Ward) katsayıları 

denir [ ]3 . 

Gould 0n ≥  ve ,a breel sayıları için {Un}dizisini, U0 = 0 ve U1 = 1 olmak şartıyla 

2 1n n nU aU bU+ += +  

şeklinde ele almıştır [ ]3 . 
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[ ] 1 2 1! n nU
n U U U U−= …  ve [ ]0 ! 1=  

olmak üzere Eş. 2.1 

[ ]
[ ] [ ]

!

! !
U

U U

nn

k k n k

 
=  − 

 

biçiminde ifade edilebilir. 

Genel olarak bu durum binomiyel katsayılar, Gauss binomiyel katsayılar ve 

fibonomiyel katsayılar içinde düşünülebilir. 

Eş. 2.1 de nU n=  alındığında binomiyel katsayılar  

Eş. 2.1 de n nU F=  alındığında fibonomiyel katsayılar  

Eş. 2.1 de 1 n
nU q= −  alındığında Gauss binomiyel katsayılar  

elde edilir. 

 

 

 

 

 

 



6 

3. GAUSS BİNOMİYEL KATSAYILAR  

3.1. Tanım 

n, j negatif olmayan tamsayılar olmak üzere  

[ ] [ ][ ] [ ]
1 , 0

!
1 ... 1 , 1,2,...

n
n

n n n

=
=  − =

 

olsun. Burada  

1
[ ]

1

nq
n

q

−=
−

         (3.1) 

dir. Bu ifade, Gauss tarafından tanımlanmıştır. 

[ ]!

[ ]![ ]!
q

n n

j n j j

  =  − 
 

ifadesine Gauss Binomiyel (q-Binomiyel) katsayı denir. 

1q ≠  için  

1 21
[ ] ... 1

1

n
n nq

n q q
q

− −−= = + + +
−

 

olduğundan , 

1 2

1 1
lim [ ] lim ( ... 1)n n

q q
n q q n

− −

− −

→ →
= + + + =  

dir. O halde, 
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1
lim
q

q

n n

j j−→

   =   
   

 

dir. Burada 
n

j

 
 
 

, binomiyel katsayıdır. Ayrıca q-Binomiyel katsayıyı 

[ ]! [ ][ 1] [ 1]

[ ]![ ]! [ ][ 1] [1]
q

n n n n n j

j n j j j j

  − − += =  − − 

…

…
 

şeklinde de ifade edebiliriz. 

Örneğin; 

4 [4][3]

2 [2][1]
q

  = 
 

 

dir. 

[ ]
41

4
1

q

q

−=
−

  [ ]
31

3
1

q

q

−=
−

  [ ]
21

2
1

q

q

−=
−

  [ ] 1
1

1

q

q

−=
−

 

olduğundan 

4 3

2

2 2

4 3 2

4 (1 ) (1 )
2 (1 ) (1 )

(1 ) (1 )

2 1

q

q q

q q

q q q

q q q q

  − −=  − − 

= + + +

= + + + +

 

olur. 
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Gauss Binomiyel katsayılar, Pascal üçgenindeki gibi bir simetriye sahiptir. Ancak bu 

katsayılar binomiyel katsayıların gösterdiği özellikleri göstermeyebilir. 

1

1 1

1 1 1

2 21 1 1 1

2 3 2 2 2 31 1 (1 )(1 ) 1 1

q

q q q q

q q q q q q q q q

+

+ + + +

+ + + + + + + + +

⋮

 

3.1. Önerme 

q q

n n

k n k

   =   −   
 

dir [ ]6 . 

3.2. Önerme 

q-Pascal kuralı aşağıdaki şekilde verilsin. 1 1j n≤ ≤ −  için  

1 1

1
j

q q q

n n n
q

j j j

− −     = +     −     
       (3.2) 

1 1

1
n j

q q q

n n n
q

j j j
− − −     = +     −     

      (3.3) 

dir[ ]6 . 
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İspat 

1 1j n≤ ≤ −  olmak üzere 

2 1

1 1

1 2 1

[ ] 1 ...

1 ... ...

(1 ... ) (1 ... )

[ ] [ ]

n

j j n

j j n j

j

n q q q

q q q q

q q q q q q

j q n j

−

+ −

− − −

= + + + +

= + + + + + +

= + + + + + + + +

= + −

 

dir. O halde  

[ ]! [ 1]![ ] [ 1]!([ ] [ ])

[ ]![ ]! [ ]![ ]! [ ]![ ]!

[ 1]! [ 1]!

[ 1]![ ]! [ ]![ 1]!

1 1

1

j

q

j

j

q q

n n n n n j q n j

j n j j j n j j n j

n q n

j n j j n j

n n
q

j j

  − − + −= = =  − − − 

− −= +
− − − −

− −   
= +   −   

 

elde edilir. 

Eş. 3.3 ifadesi ise 

1 1 1 1

1

1 1

1

n j n j

q q q q q q

n j

q q

n n n n n n
q q

j n j n j n j j n j

n n
q

j j

− −

−

− − − −           = = + = +           − − − − −           

− −   
= +   −   

 

şeklinde elde edilir. 
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3.2. Tanım 

Herhangi bir n reel sayısı için  

1
[ ]

1

nq
n

q

−=
−

 

dir [ ]6 .Bu ifade, Eş. 3.1 ile tanımlanan ifadenin daha geniş bir halidir. 

3.3. Önerme 

[ ] [ ]nn q n−− = −  

dir. 

İspat 

1
1

1 1
[ ] [ ]

1 1 1

n nn
n nq qq

n q q n
q q q

−
− −

−
− −− = = = − = −
− − −

 

dir. 

0

( )
n

n j n j

j

n
x y x y

j
−

=

 
+ =  

 
∑  ifadesinin binom katsayıları için mevcut olduğunu 

biliyoruz. Şimdi bu ifadenin q  benzerini verelim. 

3.3. Tanım  

1n ≥  için  

2 1

( 1)

2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
q q q q q

j jn
n j j

j q

x y x y x qy x q y x q y

n
q x y

j

−

−
−

=

+ = + + + +

 
=  

 
∑

…
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biçiminde tanımlanmıştır [ ]6 . 

3.1. Teorem 

q  x  ile komütatif bir değişken olmak üzere  

( )
1

2

00

1
k

n n
r k

kr q

n
xq q x

k

 −  
 

==

 
+ =  

 
∑∏  

dir [ ]7 . 

İspat 

Bu teoremi n üzerine tümevarım yaparak ispatlayalım. 

1n =  için  

( )
1

2

0

0

1
1

1

k

k

k q

x q x
k

x x

x

 
 
 

=

 
+ =  

 

= +

= +

∑

 

dir. 

Kabul edelim ki 1n ≥   

( )
1

2

00

1
k

n n
r k

kr q

n
xq q x

k

 −  
 

==

 
+ =  

 
∑∏  

doğru olsun. 

1n +  için doğruluğunu gösterelim. 
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( ) ( ) 2

00

1 1
k

n n
r n k

kr q

n
xq xq q x

k

 
 
 

==

 
+ = +  

 
∑∏  

      2 2 1

0 0

k k
n n n

k k

k kq q

n n
q x q x

k k

   
+    +   

= =

   
= +   

   
∑ ∑  

      
1

1 1
2 2

0 1 1

k k
n n n

k k

k kq q

n n
q x q x

k k

−   + + +   
   

= =

   
= +   −   
∑ ∑  

      
1

1
2 2

0 1

k k
n n

k

k q q

n n
q q x

k k

−   + +   
   

=

     = +    −     
∑  

       
1

2 1

0 1

k
n

n k k

k q q

n n
q q x

k k

 +   − + 

=

     = +    −     
∑  

Eş. 3.3 ’den dolayı 

11

1
n k

q q q

n n n
q

k k k
− ++     = +     −     

 

dir. O halde  

( )
1

2

00

1
1

k
n n

r k

kr q

n
xq q x

k

 +  
 

==

+ 
+ =  

 
∑∏  

olup 1n +  için doğrudur. Böylece ispat tamamlanır. 

Örnek 

Teorem 3.1 ’de 2n =  alalım. 
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0 1 2
2

2 2 2 20 1 2

0

2

0

1

0

2 2 2 2

0 1 2

1 ( 1)

(1 )(1 )

(1 )

k

k

k q q q q

r

r

q x q x q x q x
k

q x qx

xq xq

xq

       
       
       

=

=

       
= + +       

       

= + + +

= + +

= +

∑

∏

 

dir. 

3.1. Sonuç 

1n ≥  için  

1
2 2 12 2
2 2

0 02 2 1

n n
k k

k kq q

n n
q q

k k

−   
+            

   

= =

   
=   +   

∑ ∑  

dir [ ]7 . 

İspat 

Teorem 3.1 ’de 1x = −  alırsak 

( )
1

2

00

1 ( 1)
k

n n
r k

kr q

n
q q

k

 −  
 

==

 
− = −  

 
∑∏  

olur. 0r =  ise 1 0rq− =  

olduğundan 

2

0

( 1) 0
k

n
k

k q

n
q

k

 
 
 

=

 
− = 

 
∑   
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dir. Bu da sonucumuzla eşdeğerdedir. 

Örnek 

Sonuç 3.1 ’de 4n =  alalım. 

4
2 0 2 42
2 2 2 2

0

4 3 2 6

6 5 4 3 2

1 3

2 2

4 1
2 12

2

0

4 4 4 4

0 2 4

1 ( 2 1)

2 1

4 4

1 3

4

2 1

k

k q q q q

q q

k

k q

q q q q
k

q q q q q q

q q q q q q

q q

q
k

 
                 
       

=

   
   
   

−
+ 

 
 

=

       
= + +       

       

= + + + + + +

= + + + + + +

   
= +   

   

 =  + 

∑

 
  

∑
 

3.2. Teorem 

q  x  ve y  ile komütatif ve yx qxy=  ise 

0

( )
n

n j n j

j

n

j q
x y x y −

=

 + =  
 

∑        (3.4) 

dir [ ]6 . 

İspat 

İspatı tümevarım yöntemiyle yapalım. Eş. 3.4 ’nin 1n =  için doğru olduğu açıktır. 

1 1
( )

0 1
q q

x y y x y x
   + = + = +   
   
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1 1 1 2 2 2k k k k k k k ky x y yx y qxy qy xy qy yxy qy qxy q xy− − − − −= = = = = = =…   

elde edilecektir. 

Eş. 3.4 ’nin n için doğru olduğunu kabul edip 1n +  için doğruluğunu gösterelim. 

1

0

1

0 0

( ) ( ) ( )

( )

n n

n
j n j

j q

n n
j n j j n j

j jq q

x y x y x y

n
x y x y

j

n n
x y x x y

j j

+

−

=

− − +

= =

+ = + +

  
= +     

   
= +   

   

∑

∑ ∑

 

dir. k k ky x q xy=  olduğundan 

1 1

0 0

1
1 1 1

1 0

1 1 1 1

1

( ) ( )

1

1 1 0 1

n n
n j n j n j j n j

j jq q

n n
j n j n j j n j

j jq q

n
n n n j j n j

jq q q q

n

n n
x y x q xy x y

j j

n n
x q y x y

j j

n n n n
x y q x y

n j j

x

+ − − − +

= =

+
− + − + − +

= =

+ + − + − +

=

+

   
+ = +   

   

   
= +   −   

        
= + + +         + − −        

=

∑ ∑

∑ ∑

∑

1 1 1 1

1

1 1 1

1

1
1

0

1

1

1

n
n n j j n j

j q q

n
n n j n j

j q

n
j n j

j q

n n
y q x y

j j

n
x y x y

j

n
x y

j

+ − + − +

=

+ + − +

=

+
− +

=

    
+ + +     −    

+ 
= + +  

 

+ 
=  

 

∑

∑

∑
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

3.3. Teorem 

x  bir reel sayı k pozitif tamsayı olmak üzere  

( 1)

2
1

( 1)
k k

kxk

q q

x x k
q

k k

−− −− + −   = −   
   

 

dir [ ]13 . 

İspat 

1 1

1 1

1 1

1 1

[ ][ 1] [ 1]

[ ][ 1] [1]

1 1 1
1 1 1

[ ][ 1] [1]

1 1 1
(1 ) (1 ) (1 )

[ ][ 1] [1]

[ ][ 1] [ 1]
( 1)

[ ][ 1] [1]

1
( 1)

q

x x x k

x x x k

x x x k

k
x x x k

k

x x x x k

k k k

q q q

q q q

k k

q q q

q q q q q q
k k

x x x k

q q q k k

q

− − − − − +

+ + −

+ + −

+ + −

−  − − − − − +=  − 

− − −
− − −=

−

− − −
− − −=

−

+ + −= −
−

= −

…

…

⋯

…

⋯

…

…

… …

(2 1)

2

( 1)

2

1

1
( 1)

k x k

q

k k
kxk

q

x k

k

x k
q

k

+ −

−− −

+ − 
 
 

+ − = −  
 
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3.4. Teorem 

n, m ve k pozitif tamsayıları için  

q q q q q q

n m n n k n n m k

m k k m k m k k

− − +           = =           − −           
 

dir [ ]13 . 

İspat 

[ ]! [ ]!

[ ]![ ]! [ ]![ ]!
q q

n m n m

m k n m m m k k

    =    − −   
     (3.5) 

dir. 

n k≥  olduğundan Eş. 3.5 ’in pay ve paydasını [ ]!n k−  ile çarparsak  

[ ]! [ ]!

[ ]![ ]! [ ]![ ]!
q q

q q

n m n n k

m k n k k m k n m

n n k

k m k

    −=    − − −   

−   
=    −   

 

dir. 

İkinci olarak   

q q q q

n n k n n m k

k m k m k k

− − +       =       − −       
 

eşitli ğinin doğruluğunu gösterelim. 

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]

! !

! ! ! !
q q

n n k n n k

k m k n k k n m m k

− −   
=   − − − −   

    (3.6) 
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0n m k− + ≥  olduğundan Eş. 3.6 ’nın pay ve paydasını [ ]!n m k− +  ile çarparsak  

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]

! !

! ! ! !
q q

q q

n n k n n m k

k m k m k n m k k n m

n n m k

m k k

− − +   
=   − − − + −   

− +   
=    −   

 

dir.  

3.5. Teorem 

n, m ve k pozitif tamsayıları için  

q q q q q q

n n m n n k n m k

m k k m m k m

− − +           = =           +           
 

dir [ ]13 . 

İspat 

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]

! !

! ! ! !
q q

n n m n n m

m k n m m n m k k

− −   
=    − − −   

    (3.7) 

0n k− ≥  olduğundan Eş. 3.7 ’nin pay ve paydasını [ ]!n k−  ile çarparsak 

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]

! !

! ! ! !
q q

q

n n m n n k

m k k n k m n k m

n n k

k m

− −    =    − − −   

−   
=    
   

 

dir. 
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İkinci olarak  

q q q q

n n k n m k

k m m k m

− +       =       +       
 

eşitli ğinin doğruluğunu gösterelim. 

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]

! !

! ! ! !
q q

n n k n n k

k m k n k m n k m

− −   
=    − − −   

    (3.8) 

0m k+ ≥  olduğundan Eş. 3.8 ’in pay ve paydasını [ ]!m k+  ile çarparsak  

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ]

! !

! ! ! !
q q

q q

n n k n m k

k m m k n m k m k

n m k

m k m

− +   
=    + − −   

+   
=    +   

 

dir. 

3.6. Teorem 

n, k ve m pozitif tamsayılar olmak üzere  

( 1) ( 1) ( 1)( 2)

2 2 2
1

( 1) ( 1)
1 1

r r k k m mm
r k m k

r k q q q

n n n
q q q

r k m

+ + + +
− −

=

+     − = + −     + +     
∑  

ve  

( 1) ( 1)

2 2
1

( 1)
1

r r k kn
r k

r k q q

n n
q q

r k

+ +
−

=

+   − =   +   
∑  

dir [ ]13 . 
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İspat  

Eş. 3.2 ’den dolayı  

11

1 1
r

q q q

n n n
q

r r r
++     = +     + +     

 

dir. 

( 1) ( 1)
12 2

1
( 1) ( 1)

1 1

r r r rm m
r k r k r

r k r kq q q

n n n
q q q

r r r

+ +
− − +

= =

 +     
− = − +       + +      

∑ ∑  

( 1) ( 1)( 2)

2 2( 1) ( 1)
1

r r r rm m
r k r k

r k r kq q

n n
q q

r r

+ + +
− −

= =

   = − + −   +   
∑ ∑  

( 1) ( 1)( 2) ( 1)

2 2 2( 1)
1

k k k k m m
m k

q q q

n n n
q q q

k k m

+ + + +
−

      
= − + + −       +      

⋯  

( 1)( 2) ( 1)( 2)

2 2( 1)
1 1

k k m m
m k

q q

n n
q q

k m

+ + + +
−

    
+ + + −     + +    

⋯  

( 1) ( 1)( 2)

2 2( 1)
1

k k m m
m k

q q

n n
q q

k m

+ + +
−   = + −   +   

  (3.9) 

dir. 

Eş. 3.9 ’da m n=  alınırsa  

( 1) ( 1)

2 2
1

( 1)
1

r r k kn
r k

r k q q

n n
q q

r k

+ +
−

=

+   − =   +   
∑  

dir.  Böylece ispat tamamlanır. 
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3.7. Teorem 

n, k ve m pozitif tamsayıları için  

( 1)1 1

1

n
rk nk m k

r m q q q

r n m
q q q

k k k
− − − −

=

− −     = −     −     
∑  

ve 

1

1

n
rk nk

r k q q

r n
q q

k k
− −

=

−   =   −   
∑  

dir [ ]13 . 

İspat 

E.ş. 3.2 ’den dolayı  

1 1

1
k

q q q

r r r
q

k k k

− −     = +     −     
 

dir. 

1 1

1

n n
rk rk k

r m r mq q q

r r r
q q q

k k k
− −

= =

 − −     
= −       −      

∑ ∑  

                   ( 1) 1n n
rk k r

r m r mq q

r r
q q

k k
− − −

= =

−   = −   
   

∑ ∑  

                   ( 1) 1mk m k nk

q q q

m m n
q q q

k k k
− − + −

 +     
= + + +             

⋯  

                             ( 1) ( 1)1 1k m km k n

q q q

m m n
q q q

k k k
− − − − −

 − −     
− + + +             

⋯  
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( 1)1 1

1

n
rk nk m k

r m q q q

r n m
q q q

k k k
− − − −

=

− −     = −     −     
∑     (3.10) 

dir. 

Eş. 3.10 ’da m k=  alınırsa  

1

1

n
rk nk

r k q q

r n
q q

k k
− −

=

−   =   −   
∑  

dir. Böylece ispat tamamlanır. 

3.8. Teorem 

2
,( 1)

j i
n

n j
n i

j i q q

n j
q

j i
δ

− 
 −  

=

   
− =   

   
∑  

dir [ ]7 . 

İspat 

İspatı tümevarım yöntemiyle yapalım. 

0n =  için  

0
2

0,

0
( 1)

j i

j
i

j i q q

j
q

j i
δ

− 
 −  

=

   
− =   

   
∑  

0j i= =  

olduğundan 0n =  için doğrudur. 

1n =  için  
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1
21

1,

1
( 1)

j i

j
i

j i q q

j
q

j i
δ

− 
 −  

=

   
− =   

   
∑  

olur. 

0i =  ise 

1
21

1,0
0

1
( 1)

0

j

j

j q q

j
q

j
δ

 
 −  

=

   
− =   

   
∑  

ve  

1i =  ise 

1
1

21
1,1

1

1
( 1)

1

j

j

j q q

j
q

j
δ

− 
 −  

=

   
− =   

   
∑  

olduğundan 1n =  için doğrudur. 

 Kabul edelim ki 0n ≥   

2
,( 1)

j i
n

n j
n n i

j i q q

n j
H q

j i
δ

− 
 −  

=

   
= − =   

   
∑  

ifadesi doğru olsun. 1n +  için doğruluğunu gösterelim. 

1
21

1

1
( 1)

j i
n

n j
n

j i q q

n j
H q

j i

− +  + −  
+

=

+   
= −    

   
∑  

Eş. 3.3 ’den  

11

1
n j

q q q

n n n
q

j j j
− ++     = +     −     
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dir. O halde  

1
21 1

1

1 1 1
2 21 1

1

1 ,

( 1)
1

( 1) ( 1)
1

( 1) ( 1)

j i
n

n j n j
n

j i q q q

j i j i
n n n j

n j n j
n

j i j iq q q q

n
n n i

n n j
H q q

j j i

n j n j
H q q

j i j i

H δ

− +  + − − + 
+

=

− −   + + + − +   + − + −   
+

= =

+
+

      
= − +       −      

       
= − + −       −       

= − + −

∑

∑ ∑

1 1
21

1

2
1 ,

1

2
1 ,

1

1

1
( 1) ( 1)

1
( 1) ( 1)

j i
n n j

j

j i q q

j i
n n j

n j
n n i

j i q q

j i
n

n i n j
n n i

j i q q

n j
q

j i

n j
H q

j i

n j
H q q

j i

δ

δ

− + + − + −  

=

+ − + − −  
+

= −

− 
 − −  

+
= −

   
   −   

+   
= − + −    

   

+   
= − + −    

   

∑

∑

∑  

olur.  

Eş. 3.3 ’den  

11

1
j i

q q q

j j j
q

i i i
− ++     = +     −     

 

olduğunu kullanırsak  
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1
2 2

1 ,
1 1

1
2

1 , ,
1

1

( 1) ( 1)
1

( 1)
1

( 1

j i j i
n n j i

n i n j n i n j
n n i

j i j iq q q q

j i
n j i

n i n i n j
n n i n i

j i q q

n
n

n j n j
H q q q q

j i j i

n j
H q q q

j i

H q

δ

δ δ

− −   
+ − +   − − − −   

+
= − = −

− 
+ − + − − −  

+
= −

+

       
= − + − + −       −       

   = − + + −    −   

= − +

∑ ∑

∑

( 1)

2
,

1

1
1 , 1

1 1,

) ( 1)
1

j i
n

i n i n j
n i

j i q q

n i
n n i

n n i

n j
q q q

j i

H q

H

δ

δ

δ

− − 
 − − −  

= −

− +
+ −

+ +

   
+ −    −   

=

=

∑  

olup 1n +  için doğrudur. Böylece ispat tamamlanır. 

3.9. Teorem 

( )( )

0

k
m j k j

j q q q

m n m n
q

j k j k
− −

=

+     =     −     
∑  

dir [ ]6 . 

3.10. Teorem 

n, j, k ve r doğal sayı olmak üzere  

1
[( ) ]

2( 1)
r

r n j kr

r q q q

n r j n j
q

k r r k

+− + − − −     − =     −     
∑     (3.11) 

dir. 

İspat  

Teorem 3.3 ’den dolayı  



26 

( )( 1)
( )( )

2

2 1
( )

2

1
( 1)

1
( 1)

k r k r
n r k rk r

q q

n k r
k r

k r

q q

n r k n
q

k r k r

n r k n
q

k r k r

− − −− − −−

− − + −  −  

− − −   
= −   − −   

− − −   
= −   − −   

 

dir. Bu ifadeyi Eş. 3.11 ’de yerine yazarsak 

1
[( ) ]

2

1 2 1
[( ) ] ( )( )

2 2

( 1)
( ) ( )( )2

( 1)

1
( 1) ( 1)

1
( 1) (3.12)

r
r n j kr

r q q

r n k r
r n j k k rr k r

r q q

k k
k n jk j r k r

r q q

n r j
q

k r r

k n j
q q

k r r

k n j
q q

k r r

+− + −

+ − − +− + − −−

−− − − −

−   
= −    −   

− −   
= − −    −   

− −   
= −    −   

∑

∑

∑

 

Teorem 3.9 ’dan dolayı 

( )( ) 1 1j r k r

r q q q

k n j k n j
q

k r r k
− − − − − − +     =     −     

∑  

dir. Bu ifadeyi Eş. 3.12 ’de yerine yazarsak 

( 1)
( )

2
1

( 1)
k k

k n jk

q

k n j
q

k

−− − − − + = −  
 

 

olur. Teorem 3.3 ’den  

( 1)
( )

2
1

( 1)
k k

k n jk

q q

k n j n j
q

k k

−− − − − + −   − =   
   

 

dir. O halde  
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1
[( ) ]

2( 1)
r

r n j kr

r q q q

n r j n j
q

k r r k

+− + − − −     − =     −     
∑  

olduğundan teorem ispatlanır. 

3.11. Teorem 

( )w s
s

= ∑
∈

S

S
 

olmak üzere 

{ }1,2,3,...,nA n=  ve ,n jA  , nA ’nin j elemanlı alt kümelerinin bir ailesi olsun. Buna 

göre 0 j n≤ ≤  için  

,

( 1)
( )

2

n j

j j
w

Aq

n
q

j

+−

∈

  = 
 

∑
S

S

       (3.13) 

dir [ ]6 . 

İspat 

Bu teoremi n üzerinden tümevarım yöntemi ile ispatlayacağız. n = 1, j = 0,1 için 

teoremin doğru olduğunu gösterelim. 

j = 0 için, 1,0 {{ }},A = ∅  { } 0w ∅ =  olacaktır. Bu durumda Eş. 3.13 ifadesinin sağ ve 

sol tarafı aşağıda gösterildiği gibi birbirine eşittir: 

01
1 1 1

0
q

q
  = = = = 
 

∑ ∑  

n = 1, j = 1 için 1,1 {{1}},A = {{1}} 1w = olacaktır. Bu durumda yine Eş. 3.13 ’ün sağ 

ve sol tarafı aşağıda gösterildiği gibi birbirine eşit olacaktır.  
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2
1

2
1

1 1
1

q

q
−  = = = 

 
∑  

Şimdi varsayalım ki, Eş 3.13 , 1 1n m≤ ≤ − , 2m≥ için doğru olsun ve m = n seçelim. 

j = 0 için,  ,0 {{ }}mA = ∅ olacak ve Eş. 3.13 ifadesi yine sağlanacaktır. 1j ≥  için

'
,m jA B B= ∪  öyleki ,{ : }m jB A m= ∈ ∉S S , '

,{ : }m jB A m= ∈ ∈S S olacak şekilde 

tanımlayabiliriz. B  deki tüm kümeler 1mA − nin j elemanlı alt kümeleridir. 'B  deki her 

küme ise, 1mA −  ’in (j-1) elemanlı alt kümeleridir. Buna göre Eş. 3.13 ifadesi  

'
,

'
1, 1, 1

'
1, 1, 1

( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( ) ( )

2 2 2

( 1) ( 1)
( ) ( ( ) )

2 2

( 1) ( 1)
( ) ( )

2 2

1 1

1

m j

m j m j

m j m j

j j j j j j
w w w

A B B

j j j j
w w m

A A

j j j j
w w m j

A A

m j

q q

q q q

q q

q q q

m m
q

j j

m

j

− − −

− − −

+ + +− − −

∈ ∈ ∈

+ +− + −

∈ ∈

+ −− − −

∈ ∈

−

= +

= +

= +

− −   
= +   −   

 
= 


∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

S S S

S S S

S S

S S

S S

S S

q


  

dir. Tümevarımdan 1 1n m≤ ≤ − , 2m≥ için Eş. 3.13 ifadesini doğru kabul etmiştik. 

Ayrıca q-Pascal kuralından dolayı da son eşitlik elde edilmişti. O halde Eş. 3.13 

ifadesi j üzerinden tümevarım yardımıyla 0 j m≤ ≤  için doğrudur. Sonuç olarak n 

üzerindeki tümevarımdan dolayı da 0 j n≤ ≤  için teorem doğru olacaktır. 

Örnek 

Teorem 3.11 ’de 4n = ve 2j = alırsak 
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4 {1,2,3,4}A =  

ve 

{ } { } { } { } { } { }{ }4,2 1,2 , 1,3 , 1,4 , 2,3 , 2,4 , 3,4A =  

olur.  

{ }( )1,2 3w = ; { }( )1,3 4w = ; { }( )1,4 5w = ; { }( )2,3 5w = ; { }( )2,4 6w = ; { }( )3,4 7w =  

olduğundan 

4,2 4,2

2.3
( ) ( ) 32

3 3 4 3 5 3 5 3 6 3 7 3

4 3 2

4

2

2 1

w w

A Aq

q q

q q q q q q

q q q q

− −

∈ ∈

− − − − − −

 
= = 

 

= + + + + +

= + + + +

∑ ∑
S

S

S S

 

3.12. Teorem 

Eğer Fq , mertebesi q olan bir cisim ise (q, bir asal sayının kuvveti), 
q

n
n

j

  = 
 

 

boyutlu n
qF  vektör uzayının j-boyutlu alt uzaylarının sayısıdır [ ]6 . 

İspat 

n
qV F= , qF  cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun. j = 0 için  

[ ]!
1

0 [0]![ ]!
q

n n

n

  = = 
 

 

ve n boyutlu bir V vektör uzayının sadece bir tane sıfır boyutlu bir alt uzayı vardır. O 

da {0} dır. O halde j = 0 için iddia doğrudur.  
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Şimdi de 1j ≥  için teoremi ispatlayalım. V vektör uzayından j-boyutlu bir alt uzay 

oluşturabilmemiz için V vektör uzayından j-tane lineer bağımsız baz vektörü 

seçmeliyiz. Baz vektörlerimiz 1 2, ,..., jv v v olsun. V, vektör uzay olduğundan 0
�

vektörünü içermektedir. Her bir baz elemanı da sıfırdan farklı olmalıdır. O halde 1v  

baz vektörü V vektör uzayından 1nq − tane farklı biçimde seçilebilir. İkinci olarak 2v  

vektörü, 1v vektörü tarafından gerilen alt uzayın herhangi bir elemanı olmamalıdır. 

Çünkü 1v  ve 2v  baz vektörleri lineer bağımsız olmalıdır. Bu yüzden 2v  yi, 1v

tarafından gerilen alt uzayın bir elemanı olarak alamayız. 1v  baz vektörünün 

oluşturduğu alt uzay 1 1 1{ : 0, }qV av v a F= ≠ ∈ şeklinde tanımlanacağından, 1v  

tarafından gerilen alt uzayın q tane elemanı olacaktır. O halde 2v  vektörü nq q−  tane 

farklı şekilde seçilecektir. Benzer şekilde geri kalan baz vektörleri de seçilir. Buna 

göre n-boyutlu n
qF  vektör uzayından  

1( 1) ( ) ( )n n n jq q q q q−− − −…        (3.14) 

tane farklı yoldan j tane lineer bağımsız baz vektörü seçebiliriz. 

Fakat oluşturacağımız bu j lilerin bazıları aynı alt uzayı oluşturacaktır. Çünkü bir 

vektör uzayı farklı bazlar tarafından oluşturulabilir. Bu nedenle Eş. 3.14 ’ü j boyutlu 

bir alt uzayın kaç farklı baz tarafından  gerilebileceği sayısına bölmeliyiz. Herhangi 

bir j boyutlu alt uzay alalım ve bu alt uzaydan kaç farklı şekilde lineer bağımsız j 

liler oluşturulabileceğini hesaplayalım. Herhangi bir j boyutlu alt uzayın jq  tane 

elemanı vardır. Çünkü qF  üzerinde j-boyutlu bir alt uzay aşağıdaki şekilde 

tanımlanacaktır: 

1 1 2 2( : 0, , )n
j j j j q j qa v a v a v v v F a F+ + + ≠ ∈ ∈… . 
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Burada j qa F∀ ∈ yerine q tane farklı değer yazabileceğimizden dolayı j boyutlu bir 

alt uzayın jq  tane elemanı vardır. Şimdi j-boyutlu bir alt uzaydan j tane lineer 

bağımsız vektör seçelim. Bu seçim yine yukarıdaki gibi yapılır.  

1( 1) ( ) ( )j j j jq q q q q−− − −…        (3.15) 

Bunun sonucunda j-boyutlu vektör uzayından (3.15) ’de belirtildiği kadar farklı 

şekilde j-li lineer bağımsız baz vektörleri seçilebilir. Yani,  j-boyutlu bir alt uzay 

(3.15) deki kadar farklı baz tarafından gerilmektedir. Dolayısıyla birbirinden farklı     

j-boyutlu alt uzayların sayısı  

2 1 2 3 1 1 1

2 1 2 3 1 1

( 1)( )( )...( ) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1)( )( )...( ) ( 1) ( 1) ( 1)

n n n n j j n n n j

j j j j j j j j

q

q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q q q

n

j

− − − − +

− − −

− − − − − − −=
− − − − − − −

 
=  
 

… …

… …

 

olacaktır. Yukarıdaki bölme işlemini yapmamızın sebebi 

1( 1)( )...( )j j j jq q q q q−− − −  

tane baz, bir tane j-boyutlu alt uzay oluşturmaktır. Dolayısıyla  

1( 1)( )...( )n n n jq q q q q−− − −  

tane bazın kaç tane farklı  j-boyutlu alt uzay oluşturduğunu bulmak için bu iki ifadeyi 

birbirine böldük. Böylece ispat tamamlanmıştır. 
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4. FİBONOMİYEL KATSAYILAR 

4.1. Tanım 

0{ }F nn ≥ doğal sayıların bir dizisi olmak üzere ,n k∈ℕöyle ki n k≥ olsun. 

! ( 1) ...1F F F Fn n n= −  

ve  

( 1) ...( 1)k
F F F Fn n n n k= − − +  

olarak tanımlansın. 00 ! 1F Fn= =  olmak üzere  

!

!( ) ! !

k
F F

F F FF

n n n

k k n k k

 
= =  − 

. 

nF , n. Fibonacci sayısı olmak üzere F nn F= alırsak  

1 1 1

11 1

! ...

! ! ...

k
n n n n k n i

ik n k k k iF Fib

n nF F F F F

k kF F F F F F
− − + − +

=− −

   
= = = =   

   
∏  

ifadesine Fibonomiyel (F-Binomiyel) katsayı denir. F-Binomiyel katsayılar Pascal 

üçgenindeki gibi bir simetriye sahiptir. 

1 

1  1 

1  1  1 

1  2  2  1 

1  3  6  3  1 

⋮  
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Şimdi Fibonomiyel katsayılar için rekürans bağıntısını verelim.  

1 1

1 1

1k n k

F F F

n n n
F F

k k k+ − −

− −     
= +     −     

       

dir[ ]10 . 

Özellik 

F F

n n

k n k

   
=   −   

   

dir [ ]9 . 

Özellik 

F F F F

n m n n k

m k k n m

−       
=       −       

 

dir [ ]9 . 

Özellik 

1 2 ... kn i i i= + + +  olmak üzere (multinomial katsayılar) 

1 2 11

1 2 1 2, , ,
k

k kF FF F

n n i i in n i

i i i ii i
−− − − −−      

=      
      

⋯
…

…
 

dir [ ]9 . 
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Örnek 

6 5 4

6 6 6 1 6 1 2
. .

1,2,3 1 2 3

8.5.3 120

F F F

F F F

− − −       
=       

       

= = =
 

Özellik 

1
n k n

F F

n n
F F

k k−

−   
=   

   
 

dir [ ]15 . 

İspat 

1

1

!

! !

!

! !

1

n
n k n k

n k kF

n
n

n k k

n

F

n F
F F

k F F

F
F

F F

n
F

k

− −
−

−

− −

 
= 

 

=

− 
=  

 

 

dir. 

Özellik 

1

1k n

F F

n n
F F

k k

−   
=   −   

 

dir [ ]15 . 
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İspat 

1

1

!

! !

!

! !

1

1

n
k k

n k kF

n
n

n k k

n

F

n F
F F

k F F

F
F

F F

n
F

k

−

−

− −

 
= 

 

=

− 
=  − 

 

Özellik 

1 1k n k

F F

n n
F F

k k+ −
   

=   −   
 

dir [ ]15 . 

İspat 

1

1 1

1

!

! !

!
.

! !

1

n
k k

n k kF

n n k

n k k n k

n k

F

n F
F F

k F F

F F

F F F

n
F

k

−

+ −

− − + −

+ −

 
= 

 

=

 
=  − 

 

dir  
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4.2. Tanım 

K , P  polinomlar cebirinin bir alt kümesi olmak üzere ( ){ }
0n n

p x
≥

 P  de tanımlı 

derecesi n  olan herhangi bir polinom dizisi olsun. Eğer ( ){ }np x  dizisi 

( ) ( ) ( )
0

n k n kF
k F

n
p x y p x p y

k −
≥

 
+ =  

 
∑  y∀ ∈K  

şartını sağlarsa F -binomial (fibonomiyel) tiptendir denir [ ]8 .Burada ( ) n
np x x=  

olarak alınırsa  

( )
0

n
n n k k

F
k F

n
x y x y

k
−

=

 
+ =  

 
∑  

şeklindeki F -binomial açılımı elde ederiz [ ]10 . 

Örnek  

( )
1

1

0

1 1 1

0 1
k k

F
k F F F

x y x y x y x y
k

−

=

     
+ = = + = +     

     
∑  

( )
2

2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 2

0 1 2
k k

F
k F F F F

x y x y x xy y x xy y
k

−

=

       
+ = = + + = + +       

       
∑  

( )
3

3 3 3 2 2 3 3 2 2 3

0

3 3 3 3 3
2 2

0 1 2 3
k k

F
k F F F F F

x y x y x x y xy y x x y xy y
k

−

=

         
+ = = + + + = + + +         

         
∑  

dir. 
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,a b∈ℕ olmak üzere( , )a b , a ve b nin en büyük ortak bölenini göstersin. O halde 

aşağıdaki teoremleri verelim. 

4.1. Teorem 

( , )
n

n k F

nF

kF F

 
 
 

 

dir [ ]15 . 

İspat 

En büyük ortak bölenin lineer formundan ( , )n k n kF F x F y F= +  olacak şekilde ,x y

tamsayıları vardır. Bu yüzden 

( , )n k n k

F F F

n n n
F F x F y F

k k k

     
= +     

     
 

dir. 

1

1k n

n n
F F

k k

−   
=   −   

 

olduğundan  

1
( , )

1

1

1

n k n n

F F F

n

F F

n n n
F F x F y F

k k k

n n
F x y

k k

−     
= +     −     

 −   
= +     −      
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1

1
F F

n n
e x y

k k

 −   
= +     −    

 

diyelim. 

( , )n k n

F

n
F F F e

k

 
= 

 
  (e∈ℤ ) 

O halde buradan 

( , )n n k

F

n
F F F

k

 
 
 

        (4.1) 

dir. Aynı zamanda  

( , )n k nF F F          (4.2) 

olduğundan (4.1) ve (4.2) den 

( , )
n

n k F

nF

kF F

 
 
 

 

dir. 

4.2. Teorem 

1

1( , )
n k

n k F

nF

kF F
− +

+

 
 
 

 

dir [ ]15 . 

İspat 

En büyük ortak bölenin lineer formundan  
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1 1( , )n k n kF F x F y F+ += +  

olacak şekilde ,x ytamsayısı vardır. 

1 1

1 1

1

( , )

1

1

1

1

n k n k

F F F

n k n k

F F

n k

F F

n n n
F F x F y F

k k k

n n
x F y F

k k

n n
F x y

k k

+ +

+ − + −

+ −

     
= +     

     

+   
= +   −   

 +   
= +     −    

 

1

1
F F

n n
d x y

k k

 +   
= +     −    

 

diyelim. 

1 1( , )n k n k

F

n
F F F d

k+ + −
 

= 
 

  (d∈ℤ ) 

O halde buradan  

1 1( , )n k n k

F

n
F F F

k+ − +
 
 
 

       (4.3) 

dir. Aynı zamanda  

1 1( , )n k n kF F F+ − +         (4.4) 

olduğundan (4.3) ve (4.4) den  

1

1( , )
n k

n k F

nF

kF F
− +

+

 
 
 
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dir. 

4.3. Teorem 

( )
1

,
1,

n

n kF F F

n n nF

k k kF F

 −     
=        −      

 

dir [ ]16 . 

İspat 

1 1
, ,

1 1

,

( , )

n n n

F F F F

n k

F F

n k

F

n n n n
F F F

k k k k

n n
F F

k k

n
F F

k

   − −       
=             − −          

    
=          

 
=  
 

 

ise 

( )
1

,
1,

n

n k F F F

n n nF

k k kF F

 −     
=       −      

 

dir. 

4.4. Teorem 

( )
1

1

,
1,

n k

n k kF F F

n n nF

k k kF F
+ −

+ −

      
=        −      

 

dir [ ]16 . 
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İspat 

1 1 1

1

1

, ,
1 1

,

( , )

n k n k n k

F F F F

n k k

F F

n k k

F

n n n n
F F F

k k k k

n n
F F

k k

n
F F

k

+ − + − + −

+ −

+ −

          
=             − −          

    
=          

 
=  
 

 

ise 

( )
1

1

1
,

1,
n k

n k k F F F

n n nF

k k kF F
+ −

+ −

 −     
=       −      

 

dir. 

4.5. Teorem 

( )( )
( )

0

( 1)
k j m jk

j m n mk

j F F F

m n m n

j k j k
α

− −
+ −

=

+     
− =     −     

∑  

dir. 

İspat 

Teorem 3.9’ dan q −  Vandermonde konvolüsyonu  

( )( )

0

k
m j k j

j q q q

m n m n
q

j k j k
− −

=

+     =     −     
∑  

dir. 

 



42 

Burada  

[ ][ ] [ ]
[ ][ ] [ ]

1 1

1

1 1 (1 ) (1 ) (1 )

1 1 (1 ) (1 ) (1 )

m m m j

j j
q

m m m m j q q q

j j j q q q

− − +

−

− − +  − − −= =  − − − − 

… …

… …
 

dir. 

q
β
α

=  alınırsa, 

2

2

2

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m m m m m j m j
j mj

j j j j
q

m m m jj mj

j j

j mj

F

m

j

F F F

F F F

m

j

α β α β α βα
α β α β α β

α

α

− − − + − +
−

− −

− − +−

−

−

  − − −=  − − − 

=

 
=  

 

…

…

…

…
 

olur. Benzer şekilde  

2( ) ( )k j n k j

q F

n n

k j k j
α − − −   

=   − −   
 

ve 

2 ( )k m n k

q F

m n m n

k k
α − ++ +   

=   
   

 

dir. 

Teorem 3.9 da q
β
α

=  alınır ve yukarıdaki eşitlikler teorem de yerlerine yazılıp 

gerekli düzenlemeler yapılırsa  
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( )( )
( )

0

( )
k j m jk

j m n mk

j F F F

m n m n

j k j k
αβ α

− −
+ −

=

+     
=     −     

∑  

olur. 

1α β = −  olduğundan 

( )( )
( )

0

( 1)
k j m jk

j m n mk

j F F F

m n m n

j k j k
α

− −
+ −

=

+     
− =     −     

∑  

elde edilir. 

4.6. Teorem 

3
[( ) ]

2 ( 1) ( )( 1)

r
r n j k

r k n j r k

r F F F

n r j n j

k r r k
α

+− + −
− − + − − −     

− =     −     
∑  

dir. 

İspat 

Teorem 3.10’ den  

1
[( ) ]

2( 1)
r

r n j kr

r q q q

n r j n j
q

k r r k

+− + − − −     − =     −     
∑  

dir. 

Burada  

[ ][ ] [ ]
[ ][ ] [ ]

1 1

1

1 1 (1 ) (1 ) (1 )

1 1 (1 ) (1 ) (1 )

n r n r n k

k r k r
q

n r n r n r n k q q q

k r k r k r q q q

− − − − +

− − −

− − − − − +  − − −= = − − − − − − − 

… …

… …
 

dir. 
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q
β
α

=  alınırsa  

2

2

2

1 1 1 1
( ) ( )( )

1 1

( ) ( )( ) 1 1

1 1

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n r n r n r n r n k n k
k r n r k r

k r k r k r k r
q

k r n r k r n r n r m k

k r k r

k r n r k r

F

n r

k r

F F F

F F F

n r

k r

α β α β α βα
α β α β α β

α

α

− − − − − − − + − +
− − − −

− − − − − −

− − − − − − − − +

− − −

− − − −

−  − − −= − − − − 

=

− 
=  − 

…

…

…

…
 

olur. 

Benzer şekilde  

2r j r

q F

j j

r r
α −   

=   
   

 

ve  

2 ( )k n j k

q F

n j n j

k k
α − −− −   

=   
   

 

dir. 

Teorem 3.10 da q
β
α

=  ve Gauss binomiyel katsayılar yerine Fibonomiyel katsayılar 

cinsinden değerleri yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa  

3
[( ) ]

2 ( 1) ( )( 1)

r
r n j k

r k n j r k

r F F F

n r j n j

k r r k
α

+− + −
− − + − − −     

− =     −     
∑  

ifadesini elde ederiz. 
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4.7. Teorem 

( 1)1
1 2

00

(1 ) ( 1)
k kn n

n r r k

kr F

n
x x

k
α β

−−
− −

==

 
+ = −  

 
∑∏  

dir. 

İspat 

Teorem 3.1’ den 

( )
1

2

00

1
k

n n
r k

kr q

n
xq q x

k

 −  
 

==

 
+ =  

 
∑∏  

dir. 

Burada  

2k nk

q F

n n

k k
α −   

=   
   

 ve q
β
α

=  

aldığımızda  

( 1) ( 1)1
2 2

00

(1 )
k k k kn n nkr r k

kr F

n
x x

k
α β β α

− +− −−

==

 
+ =  

 
∑∏  

olur. 

x  yerine 1n xα −  yazarsak 

( 1) ( 1)1
1 2 2

00

( 1) ( 1)

2 2

0

(1 )
k k k kn n nkn r r nk k k

kr F

k k k kn
k

k F

n
x x

k

n
x

k

α β β α α

β α

− +− −− − −

==

− −

=

 
+ =  

 

 
=  

 

∑∏

∑
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( 1)1
1 2

00

( 1)

2

0

(1 ) ( )

( 1)

k kn n
n r r k

kr F

k kn
k

k F

n
x x

k

n
x

k

α β αβ
−−

− −

==

−

=

 
+ =  

 

 
= −  

 

∑∏

∑

 

ifadesi elde edilir. 

Birçok çalışmada nF  fibonacci sayısının .k  kuvvetini içeren özellikler ve özdeşlikler 

için  

0

( ) k n
k n

n

f x F x
∞

=
=∑  

üreteç fonksiyonundan faydanılmıştır[ ]17,18,21. 

( )kf x ’e alternatif olarak  

( 1)

2

0 0

( 1)1
2

0

1
( 1)

( )
1

( 1)

j jk i
k i

i j
i j F

k i ik
i

i F

k
F x

j
f x

k
x

i

+

−
= =

++

=

+ −  
 =

+ −  
 

∑ ∑

∑
 

Horadam tarafından bulunmuştur[ ]19 . 
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Örnek 

1k =  için 

( 1)1
2

0 0

1 ( 1)2
2

0

0
0 1 0

0 1 2

2

0

2
( 1)

( )
2

( 1)

2 2 2

0 0 1

2 2 2

0 1 2

1

j ji
i

i j
i j F

i i
i

i F

F F F

F F F

n
n

n

F x
j

f x

x
i

F x F x F x

x x x

x

x x

F x

+

−
= =

+

=

∞

=
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Her bir k  tek tamsayısı için  
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İşaretli Fibonomiyel katsayılar  
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Örnek 
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