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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu calsmada kullanilan bazi simgeler, aciklamalari ildikig asagida sunulmstur.

Simgeler

-n C

Aciklama

U, dizisinin n. terimi
n. Fibonacci sayisi

n. Lucas sayisl
Fontené-Ward katsayilari
Genellstirilmi s faktoriyel

Binomiyel katsayisi

Gauss binomiyel katsayisi
Mertebesiq olan cisim
Fibonomiyel katsayisi

Fibonacci sayisinik . kuvvetinin Urete¢ fonksiyonu

Isaretli fibonomiyel katsay! dizisi



1. GIRIS

Fontené, 1915 de genalligiimis binomiyel katsayilar tanimlami ve bu

genellatirilmi s katsayilar icin temel rekiransi vesii [1].

Ward, 1936 da dizilerin analizi tUzerine kurulu gadasinda genelj@riimis

binomiyel katsayilari yeniden tanimlagtr [2].

Gould, genellgtiriimis binomiyel katsayilari Fontené-Ward binomiyel katka

olarak adlandirngive bu katsayilarin temel ozelliklerini inceletii [3] .

Jarden, geneli@rilmis ikinci mertebeden rekirans datisini ele alngtir. Bu

rekidransin ¢6zimui olan dizinin de gengitémis binomiyel katsayilar icin tanimli

olan dizi olabilecgini gostermitir [4].

Torretto ve Fuchs, genejl@ilmis ikinci mertebeden reklrans datisini sglayan
dizi ve bu dizi ile olgan genellgtiriimis binomiyel katsayilar arasinda toplamsal bir

6zdeslik elde etmlerdir [5] .

Kac ve Cheung, Quantum Calculus adh kitaplaringlabenzerlerin birgcok

ozelliklerine dginmislerdir [6].
Corcino, q benzerlerin daha genel hali olanq benzerler Uzerinde cahnistir.
Binomiyel katsayllar ve Gauss Binomiyel katsayranpircok o6zellginin p-q

binomiyel katsayilar ile parelellik gostepgii ispatlamstir [7].

Krot, Fibonomiyel katsayilarin tanimini ve 6zekikhi vermitir [8] .



Dziemianczuk, Fibonomiyel katsayilarin taniminimgr ve bu katsayilarin temel

Ozelliklerine dginmistir. Daha sonra Fibonomiyel katsayilari daha deetiegtirerek

7 - nomial katsayilari tanimlastir [9].

Kwansniewski, binom aciliminin fibonomiyel katsayilyardimiyla +. islemini

kullanarak yazilabileggne deginmistir [10] .

Riordan, fibonacci sayisinik. kuvvetinin trete¢ fonksiyonunun genel rekiransini

bulmustur [17].

Carlitz ve Horadam, Riordan ’'nin sonucunu genth®@is ve genellgtirilmis

fibonacci sayilarinin farkh gélerinin tGrete¢ fonksiyonlari icin benzer rekurkars

bulmuslardir [18,19 .
Shannon isef, (X) ifadesinin pay ve paydasi icin bazi 6zel sonuglamustur [20].

Seibert ve Trojovsky, fibonacci saylarinik. kuvvetinin Urete¢ fonksiyonu

yardimiyla fibonomiyel katsayilar igin bazi 6ztiler vermislerdir [11,13 .

Bu calsmada Genelkgiriimis Binomiyel katsayilar, Gauss Binomiyel Katsayila& v
Fibonomiyel Katsayilarin tanimlari verildi. Gaussn@miyel Katsayilarin temel
Ozellikleri incelendi. Gauss Binomiyel Katsayilarimangi durumda Binomiyel
Katsayilara dongebilecei gosterildi. Binomiyel Katsayilari iceren bazi @zliklerin
g- benzerleri verildi. Fibonomiyel Katsayilarin tengeelliklerine dginildi. Gauss
Binomiyel Katsayilarin, Fibonomiyel Katsayilar dmden yazilabilec@ ve bazi
toplamsal g— 0zdsliklerin de Fibonomiyel Katsayilar cinsinden yabilacesi
gosterildi. Son olarak Fibonacci sayilarinka kuvvetlerinin trete¢c fonksiyonun

Fibonomiyel Katsayiy!r iceren toplamsal bir Oglde seklinde yazilabilecg

incelendi.



2. GENELLESTIRILMIS BINOMIYEL KATSAYILAR

2.1. Tanim

F, =0 ve F, =1 olmak Gzeren=0 igin

Fn+2 = Fn+1 + I:n

rekirans bgintisiyla tanimh sayilara Fibonacci sayilari denBurada F, n.

Fibonacci sayisidir. Buna gore ilk on Fibonaccisay

112,35,8,13,21, 34, ¢

seklindedir.

'3_

olmak Uzeren. Fibonacci sayisi

1J?3 1-/5
2

F =2 P
a-pg

seklinde vyazilabilecgini Marie Binet gostermgtir. Bu gosterime Fibonacci

sayllarinin Binet formult denir.

2.2. Tanim

L, =2 ve L, =1 olmak tzeren=0 igin

Ln+2 = I‘n+1 + Ln

rekirans bantisiyla tanimh sayilara Lucas sayilari denir.r&la L, n. Lucas

sayisidir. Buna gore ilk on Lucas sayisi



1,3,4,7,11,18, 29,47,76,1.
seklindedir.

Fibonacci sayilarina benzggkilde Lucas sayilarininda Binet formuli
L,=a"+3"

seklindedir.

2.3. Tanim

n= k dogal sayilari i¢inU , dizinin n. terimini gostermek Uzere
n n

{ } :{ }:Unun—l"‘un—kﬂ (21)
kj, Lk U, Ug

ve

n n .. |n
{ }z{ }:1, n<k veyak<O |(;|n{ }=O
0 n k

biciminde tanimh sayilara genefteilmis binomiyel (Fontené-Ward) katsayilar

denir[3].

Gould n=0 ve a, breel sayilari i¢in U,}dizisini, U= 0 veU; = 1 olmaksartiyla

U.,=au_,+buU

n

seklinde ele almytir [3] .



[n],'=U,U,,...U,U, ve[0]!=1

olmak Uzere k 2.1

HRoR

biciminde ifade edilebilir.

Genel olarak bu durum binomiyel Kkatsayilar, Gaussorniyel katsayilar ve

fibonomiyel katsayilar icinde ginulebilir.

Es. 2.1 deU, =n alindginda binomiyel katsayilar
Es. 2.1 deU, =F, alindginda fibonomiyel katsayilar
Es. 2.1 deU, =1-q" alindginda Gauss binomiyel katsayilar

elde edilir.



3. GAUSSBINOMIYEL KATSAYILAR
3.1. Tanim

n, j negatif olmayan tamsayilar olmak tzere

, n=0

_ 1
[d!_ﬁnﬂn—ﬂ"{ﬂ n=12,.

olsun. Burada

n

_1-q
="

dir. Bu ifade, Gauss tarafindan tanimlagtmi

)
i), -1

ifadesine Gauss Binomiyaj-Binomiyel) katsay! denir.

g#1igin

=9

- n—l+ n-2 +."+1
g

oldugundan ,

im[n] =lim (g™ + g ?+..+1) = n
q-1 q-1

dir. O halde,

(3.1)



n

dir. Burada(J

J, binomiyel katsayidir. Ayricg-Binomiyel katsay!yi

(nj: [t (A0 n4].[ n- j4]
i), -l 4.

seklinde de ifade edebiliriz.

Ornezin;
08
2), 210
dir.
@M= @t @t -
oldusundan

ﬁ _(1-9")-¢)
2), (@-9°)(1-q)

=1+g’) [+ g+ )

=q'+q +20°+ q+1

olur.



Gauss Binomiyel katsayilar, Pascal ti¢cgenindeki lgibsimetriye sahiptir. Ancak bu
katsayilar binomiyel katsayilarin gosteyidizellikleri gbstermeyebilir.

1 1+q 1
1 1+q+g® I+gq+rf 1

1 1+q+0°+q> @+ gt Q)+ ) o o+ ¢ ]

3.1. Onerme

A

dir [6].
3.2. Onerme

g-Pascal kurali @agidaki sekilde verilsin.1< j<n-1ic¢in

(LA
J q J _1 q J q

v



Ispat

1< j<n-1 olmak Gzere

[ =1+q+q +.+d"
=1+q+.+g +gd"+..+ 4"
=@+t d @ gr g+ 47
=[i1+aIn-]

dir. O halde

(nj __ [ _[nAMh ] )i+ E oD
i)y In=iQ [Mn-J [ I s

__ [0 d[n-1
[i-1n-0" [ n-j3

G)e(7)
=l . +q ,
J_lq I Jq

elde edilir.

Es. 3.3 ifadesi ise

R S Wi R B S G R iy
R I ) +q | =] .| +d :
Jq n_Jq n_J_lq n_J q J q n_J q
()
=q"'| . o
J_lq J q

seklinde elde edilir.
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3.2. Tanim

Herhangi bim reel sayisi igin

n

_1-q
="

dir [6].Bu ifade, . 3.1 ile tanimlanan ifadenin daha gebir halidir.

3.3. Onerme
[-n=-q™T1
dir.
Ispat
ot
[ =1 == =a T
dir.

(x+y)”:Z(r_]jxj Yy~ ifadesinin binom Kkatsayilari icin mevcut ofgunu
J

j=0
biliyoruz. Simdi bu ifadening benzerini verelim.
3.3. Tanim

n=1icgin

(X+¥)" =X+ Vo (3 Ay (% § ¥,...( * Ty,

J q

j=0



biciminde tanimlanngtir [6].

3.1. Teorem

g x ile komutatif bir dgisken olmak lGzere

|‘I (1+xd') = ; o@ [qu X
dir [7].
Ispat

Bu teoremi n Uzerine timevarim yaparak ispatlayalim

n=1igin

(1+x) :gq@(aq X
=x"+x
=1+X

dir.

Kabul edelim kin=>1

|j(1+xqf) :kZ;C@[Ej X

q

dogru olsun.

n+1 i¢in dagrulugunu gosterelim.



n+1 n n-k+1 n
= +q
k k k-1
q q q

dir. O halde

(e :“2“43(“;11 y

k=0

olup n+1 i¢in dagrudur. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek

Teorem 3.1 'den=2 alalim.

12



q
=1+ (q+1)x+ g¥

= (1+xq)(1+ xq)

g |j(1+xqf)

Ispat

Teorem 3.1 'dex = -1 alirsak

Ij(l—q’) =§(—1)k q[;j@q

olur.r =0 isel-q =0
oldugundan

n

S (arq [Ej =0

k=0

$4 30 400

2])%
2

q

13



dir. Bu da sonucumuzla@eserdedir.
Ornek

Sonug 3.1 'den=4 alalim.

o) -0 ()<

=1+q(q* + t+ 2+ g+ )+ o

=q°+q°+q'+2q°+ o+ g+l

_q? @ v @

3.2. Teorem

g x vey ile komitatif veyx= gxy ise

x+y) =3 ("] %0y (3.4)
Z(Jq
dir[6].

Ispat

Ispati timevarim yontemiyle yapalims.B.4 'nin n =1 icin dogru oldusu agiktir.

(x+)—1 +1 X= Y+ X
y_qu 1q—y

14



yx=ylyx= ¥laxyE qft xy dY° yxy G dhy...= “qf
elde edilecektir.

Es. 3.4 'ninnigin dogru oldugunu kabul edipn +1 igin dagrulugunu gdsterelim.

(x+y)™ = (x+ )"(x+ Y

Ln @ xjy”"j(x+ )

= n [nJ ijn—i X+ i(nj )d )V_jﬂ
i=o\ J /q i=o\J Jq

dir. y*x=d*xy* oldugundan

n

(X+ y)n+l ZZ(TJ Xj(d"'—j XV_J).Fi(Tj )t 9—j+l

j=0

n+l

:;(JTJ Xiqn—j+1y1—j+1+§(?j )é >y—j+1

— n n+l n n+l - n n -j+l j \R—j+1
= X"+ + + Xy
(n+1—J [oj g ([Jj (JJ G ] Y

q q q q
— Xn+1+yn+1+i (n] +[. n j qn—j+1 Xj y\—j+1
=\ /g U -1 q
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elde edilir. Boylece ispat tamamlannolur.
3.3. Teorem

x bir reel sayk pozitif tamsayi olmak Uzere

-X oK) My k=1
=(-1 k 2
q q

dir [13].

Ispat

(_Xj _ [ -xA] L [ - x- k4]
k ), [KI[ k=1]..[1]

1_ q—X 1_ q—x—l N 1_ q—X—k+l
_1-q _1-q _ 1-g
[KI[k-1].. 1]

x+ k-1 _ 1

qx_l qx+l_1 q

_g't-9) g”@1-q9 ¢ g
[KIL k1] .. 1]

[X][ x+1]..] x+ k-1]
g g K k=1 . [1]

= (-1 —
q

1 x+k-1
= (_1)k m( K j
q 2 q

oKD My k=1
= —]_k 2
(-D"q ( K l



3.4. Teorem

n, mveKk pozitif tamsayilari icin

BIHE PSR PG|

dir [13].

Ispat

(rrr]lj(r:j i [n—[r?i]!![ Tl m[—?!; I (85
dir.

n= k oldugundan k. 3.5 'in pay ve paydasifin—K]! ile carparsak

ny(my _[n]! [n—-K
m) Lk), [n-KLR[ m-K nJn

(W) (e,

dir.

Ikinci olarak

ot Lmd [T,

esitli ginin dogrulugunu gdsterelim.

(El(;—— I:Jq ) [n—[E]]!![ K![ n—[rr:];[kL m (3.6)

17



n-m+ k>0 oldugundan K. 3.6 'nin

pay ve paydasifin—m+ K! ile carparsak

il

I et i

_( n j(n—m+
“Im-k k
q q

dir.

3.5. Teorem

n, mveKk pozitif tamsayilari icin

WIESRUIEE P

dir [13].

Ispat

n- (3.7)

@Mmﬂ'[uwnwm@w

-k>0 oldusundan §. 3.7 'n

[

n pay ve paydasifin-k]! ile carparsak

K]!

(inm:wwﬁmm:%¢

(o)

18



Ikinci olarak

)= mmd (™),

esitli ginin dogrulugunu gosterelim.

By R e e

(3.8)

m+ k=0 oldugundan k. 3.8 ’in pay ve paydasnﬁm+ k]! ile carparsak

BN it it

eid (")

dir.
3.6. Teorem

n, k ve m pozitif tamsayilar olmak Gizere

m r(r+1) n+1 k (k+1) n
_lr—k 2 - 2 +_1m—k
rZ:k:( )™q (Hll q [k]q -1

ve

n r(r+1) n+1
-1 *q 2
rZ:k:( )™“q (Hll

kk+D) ('
2
q

dir [13].

(m+1)(m+ 2) n
2
[m+J
q

19
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Ispat

Es. 3.2 'den dolayi

), e
= +q

r+1 r r+1

q q q

dir.
m ) (n+1 m "D n n
_1\k 2 — _ 1y k 2 +1
rzzk:( b (r+1j ,sz:( v [(rj +d (r +1j]
q q q
m () m (+DE+2)
- _lr—k 2 + _1|——k 2
2. (-1 (fl 2.1 (r+1jq
k(k+1) n (k+1)(k+2) n ) m( mt1) n
= 2 - 2 +o+ (-D)™ 2
q q q
(k+1)(k+2) n ) (m+1)(m+2) n
+ 2 +o+(-1D)™ 2
a (k+1j A (m+1j
q q
k(k+D) ' (m1)(m2) ©
=q ? +(-)"*q 2 3.9
S (1) e
q q
dir.

Es. 3.9 'dam= n alinirsa

n B r(r+1) n+1 k (k+1) n
Y(-1)*q ? ( j=q2 U
r= q q

r+1 k

dir. Boylece ispat tamamlanir.



3.7. Teorem

n, k ve m pozitif tamsayilari icin

ok r-1 — K N ok m-1
S ()=o), "

q q q
3 -rk r_l — ~—Nnk n
XE AL

q q

dir [13].
Ispat

E.s. 3.2 'den dolayi

=)=,

21



ok r-1 — K N ok m-1
X R R
q q q

dir.

Es. 3.10 'dam= k alinirsa

. -rk r_l — ~—Nk n
Sa (i) = (i)
q q

dir. Boylece ispat tamamlanir.

3.8. Teorem

ger )«

dir [7].
Ispat

Ispati timevarim yéntemiyle yapalm.

n=0 igin
i(—l)‘fq[ZJ(?j [ijj -3,
j:i =0

oldugundann =0 igin dogrudur.

n=1icin

(3.10)

22



gerd )

olur.

i=0 ise

St 3§ -

ve

i=1ise

Ll () (1) 2
v (qu(qu'é“

oldugundann =1 icin dasrudur.

Kabul edelim kin> 0

e d

j=i

J

ifadesi d@ru olsun.n+1 icin dasrulugunu gosterelim.

Hn+1=§(—1)””‘jq[;j(nflj [ijj

J

Es. 3.3 'den

A
. = .| *q .
I Jq \Jq J_lq

23



dir. O halde

& -] [jz_i] n n-jer[ N J
=2, 0 (Jl”‘ (J’—l}q {i J
et Lo ()

Hn+1 = (_1)5n,i +§ (_1)n+1—J q[ 2 }+n—j+1( | n :J (Ijj

j=i-1

Mo =08+ S oy 2 (”j ( i+ 1j

n i
How = (=15, +d™" >, (‘1“'jq{ ’
J

j=i-1
olur.

Es. 3.3 'den

(7)),

oldugunu kullanirsak

607

24



j=i-1 j=i-1

j=i-1

) ~n ) q[j_ij+j—i+1 n J
|_|n+1 = _5n,i + qn_ldn,i + qn_I z (_1)n—1 2 ( ] [l j
q q

\ (i) :
Ho = (-1+ qn_i)dn,i +Q”_iqz (-n™! C{ i )(n] (i —Jlj

j=i-1
H —_ n—i+15
n+tl q n,i-1
Hn+1 = 5n+1,i

olup n+1 i¢in dagrudur. Boylece ispat tamamlanir.

3.9. Teorem

e T
i=0 Vg k=] q K q

dir [6].
3.10. Teorem

n, j, k ver dogal say olmak tzere

-+t (n=r j n-—j
E -1y 2 =
,( )a (k—rj (rj (k j
q q q

dir.
Ispat

Teorem 3.3 'den dolayi

j-i
2

L)

(3.11)

25



n-r L (enenenter) (e —n-1
— _1 k-r 2
(k—rl (=0""d k=1 ),

n—r ) (k—r)(mj k-n-1
— _1kr 2
(k—rjq 0™ k=1 ),

dir. Bu ifadeyi k. 3.11 'de yerine yazarsak

-+ g (n=r j
= -1) 2
zewd (7 (0)
q q
2n—k2—r+:|) {k_n_lj (Jj
k—r r
q q

k(n--<D e (k=n=1) (]
= (=1) 2 (i=r)(k-r)
(-1)'q >q ( Ko ) (

r
r q q

o r+l
o rln=p+k] L (k)
=> (-1)'q 2 " (-1)"q

Teorem 3.9 'dan dolayi

3 g k-n-1) (] _ k-n-1+j
- k-r r k
q q q

dir. Bu ifadeyi k. 3.12 'de yerine yazarsak

k(n-)—<ED (K —n—1+ |
= —1k 2
(-1'q ( " q

olur. Teorem 3.3 'den

k(n-)—<ED (K —n—1+ | n- j
-1 k 2 =
(-D'q ( " q <),

dir. O halde

(3.12)

26
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r[(n—j)+—r+1—k] n-r j n- J
E _1 r 2 -
q q q

oldugundan teorem ispatlanir.

3.11. Teorem

S) =
W()%SS

olmak lizere

A ={123,..1} ve A,; » A/'nin j elemanh alt kimelerinin bir ailesi olsun. Buna

gore0< j<n igin

()30
@ =y q" ¢ (3.13)
q

J SOA, |
dir [6].
Ispat

Bu teoremin Uzerinden timevarim yontemi ile ispatlay@ean = 1, j = 0,1 igin

teoremin d@ru oldusunu gosterelim.

j=0icin, A, ={{3}, WL} =0 olacaktir. Bu durumdasE3.13 ifadesinin gave

sol tarafl gagida gosterildii gibi birbirine asittir:

(;l =1=>q’=>1=1

n=1,j=1icin A, ={{1}}, W{l}} & olacaktir. Bu durumda yinesE3.13 'lin s&

ve sol tarafi gagida gosterildii gibi birbirine eit olacaktir.
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1 2
@ =1=3q 2 =1
q

Simdi varsayalim ki, £3.13 ,1<n< m-1, m= 2i¢in dogru olsun vem=n secelim.

j = 0icin, A,,={{0} olacak ve k 3.13 ifadesi yine ganacaktir. j =1 igin
A,;=BOB oyleki B={SOA,;: M0}, B ={SOA,;: mO$ olacak sekilde
tanimlayabiliriz. B deki tim kimeleA, _ ninj elemanh alt kimeleridirB' deki her

kiime ise,A; 'in (j-1) elemanl alt kimeleridir. Buna gore.B.13 ifadesi

i(j+1) iG+y iG+1
w(s)-- W(S)~ W(S)-
>q 2 =Xq % +yq °?
SOA, | SOB SOB
w(©)-1U"D () my-L 0D
=29 2 2
SOAR,j S0AN1 1

W(S)—M W(S)—j (J _1)

=zq 2+zq Zdn—J

SOAR,j SOAW1, 1

"7 e (1),
il

dir. TUmevarimdarl<n< m-1, m= 2icin Es. 3.13 ifadesini dgru kabul etmytik.
Ayrica g-Pascal kuralindan dolayl da sogitlk elde edilmiti. O halde k. 3.13

ifadesij Uzerinden timevarim yardimiyld< j <m ig¢in dogrudur. Sonug olarak

Uzerindeki timevarimdan dolayi @& j <n icin teorem d@ru olacaktir.

Ornek

Teorem 3.11 'den=4ve | = 2alirsak
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A ={,2,3,4}

AL={{13 {13 {1h{ 2{ 2}4{, I

olur.

w({13)=3w({13)= 4w({14)=5w({{2.3)=5w({2.4)=6w({34)=7

oldugundan

4\ _ W(S)‘%S_ W(S)-3
(21 =>q =>q

SOA,» SOAs
=g+ g g g
=q'+q’+2q°+ g+1
3.12. Teorem
Eger Fq , mertebesiq olan bir cisim ise d, bir asal saymnin kuvveti){rj]) =n
q
boyutlu F," vektor uzayinij-boyutlu alt uzaylarinin saylsu{lﬁ] :

Ispat

V= Fq”, F, cismi Uzerinde tanimli bir vektor uzayi olsiyi= O igin

(o
0),  [op[n!

ve n boyutlu birV vektdr uzayinin sadece bir tane sifir boyutlu biuaayi vardir. O
da {0} dir. O haldg = 0 icin iddia dgrudur.
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Simdi de j =1 icin teoremi ispatlayalimV vektor uzayindai-boyutlu bir alt uzay
olusturabilmemiz icin V vektdr uzayindanj-tane lineer b@amsiz baz vektoru
se¢cmeliyiz. Baz vektorlerimizv,,v,,...,v olsun. V, vektdr uzay oldgundan 0
vektorinu icermektedir. Her bir baz elemani dardai farkli olmalidir. O halde,
baz vektoriV vektor uzayindarg” —1tane farkh bicimde segilebiliikinci olarak v,
vektord, v, vektoru tarafindan gerilen alt uzayin herhangi ddémani olmamalidir.
Cunku v, ve v, baz vektorleri lineer @amsiz olmalidir. Bu yuzden, yi, v,
tarafindan gerilen alt uzayin bir elemani olaraknayiz. v, baz vektorunin
olusturdusu alt uzay V, ={ay: \#0, al F} seklinde tanimlanagandan, v,
tarafindan gerilen alt uzaymtane elemani olacaktir. O halslg vektorii " — q tane

farkl sekilde secilecektir. Benzesekilde geri kalan baz vektorleri de secilir. Buna

goren-boyutluF," vektor uzayindan

@ -1(@-a...(d-q7) (3.14)
tane farkl yoldan tane lineer baamsiz baz vektoru secebiliriz.

Fakat olgturaca&imiz buj lilerin bazilar ayni alt uzay! ojturacaktir. Ctinku bir
vektor uzayi farkli bazlar tarafindan gturulabilir. Bu nedenle & 3.14 'Gj boyutlu
bir alt uzayin kag farkli baz tarafindan gerileb#i sayisina bélmeliyiz. Herhangi
bir j boyutlu alt uzay alalim ve bu alt uzaydan kagc liagkkilde lineer bgimsiz]j

liler olusturulabilecgini hesaplayalim. Herhangi bjr boyutlu alt uzaying' tane
elemani vardir. ClUnkuF, Uzerinde j-boyutlu bir alt uzay gegidaki sekilde

tanimlanacaktir:

(aw+aw+...+ay: y#0, vO F, a0 F).
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Burada Ua; U F, yerine g tane farkli dger yazabilecgimizden dolayij boyutlu bir

alt uzayin g’ tane elemani vardiSimdi j-boyutlu bir alt uzaydar tane lineer

bagimsiz vektor secelim. Bu sec¢im yine yukaridaki gipilir.

@ - -a...(d-d") (3.15)

Bunun sonucundag-boyutlu vektér uzayindan (3.15) 'de belirtidikadar farkh
sekilde j-li lineer baimsiz baz vektoérleri secilebilir. Yanij-boyutlu bir alt uzay
(3.15) deki kadar farkli baz tarafindan gerilmekteBolayisiyla birbirinden farkli

j-boyutlu alt uzaylarin sayisi

(@ -1 - (e~ d)..(d - d*)_ ad &.. g (b-D(E-1.. (51
(@ - - (- d).(d- &4 ad d.. 90 D(a-1.. (a0

olacaktir. Yukaridaki bélmelemini yapmamizin sebebi
@ -1(d -9..(d-d™)
tane baz, bir taneboyutlu alt uzay olgturmaktir. Dolayisiyla

@ =D~ 0)...(d" - g™*)

tane bazin kag tane farkjltboyutlu alt uzay olgturdusunu bulmak icgin bu iki ifadeyi

birbirine bélduk. Boylece ispat tamamlargtm.
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4. FIBONOMIYEL KATSAYILAR

4.1. Tanim

{n} .o dogal sayilarin bir dizisi olmak tzene k[JN dyle ki n = kolsun.

nt= (0D,
ve
n*=n(n-1)...(n— k+ 1)

olarak tanimlansin0. !=n_° =1 olmak tizere

ny, _  n! _n*
k). k!(n-K.!' k!

F.. n. Fibonacci sayisi olmak tzene = F, alirsak

(nj — I:n' _(nj _FnFn—l"'Fn—k+l_ X n il
k e RIF_! kFib FF...F -1 F,

ifadesine Fibonomiyel (F-Binomiyel) katsayl derfi=Binomiyel katsayilar Pascal

ucgenindeki gibi bir simetriye sahiptir.



Simdi Fibonomiyel katsayilar icin rekiiransgoatisini verelim.

= T k+ n-k-
k)~ k), "\ k-1)

dir[10].

Ozellik

.,

dir [9].
Ozellik
[
dir [9].

Ozellik

n=i +i,+...+i, olmak tzere (multinomial katsayilar)

BT Kisa

dir [9].

33



Ornek

bad ({75

= F,F.F,=8.5.3= 120

Ozellik
n n-1
I:n—k = I:n
(6,7,
dir [15)].
Ispat
|
Fook " =F Fn
k . F_F!
—_ Fn—l
" F_..!'F!
n-1
= Fn
")
dir.
Ozellik



Ispat
e
“\k).  “FLIR!
_ F !
: Fo.'F.!
n-1
=Fn
(k_ljF
Ozellik
i), =l )
k — n+l-k
k). k-1)_
dir [15].
Ispat
n =
RS
“\kJ). CFL IR
— n+l-k

dir

35
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4.2. Tanim

K, 7 polinomlar cebirinin bir alt kimesi olmak iize{e, (x)} 7 de tanimli

derecesin olan herhangi bir polinom dizisi olsungEr{ P, (x)} dizisi

P, (X+ ), =Z@F R(% Rl Y OyoK

k=0

sartini sglarsa F -binomial (fibonomiyel) tiptendir denir[8] .Burada pn(x) =X

olarak alinirsa

(x+y),"= Z(EJF Xk y

k=0
seklindeki F -binomialacilimi elde ederif10].

Ornek
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a,b00N olmak Uzerda,b), a ve b nin en blylk ortak bélenini gdstersin. O halde

asagidaki teoremleri verelim.

4.1. Teorem

il

F

n

(Fn' Fk)

dir [15].
Ispat

En buyik ortak bélenin lineer formunddf,,F,) = xF, + y F, olacaksekilde X,y

tamsayilari vardir. Bu ytzden

R =xE "] +yR[ "
e, =xe ), el

dir.
n n-1
F =F,
M
oldugundan

n n n-1

(Fn'Fk)(kj :XFn(kj +yFn(k_1j
_E n . n-1

o X(kjF y(k_ljlz



() i)

diyelim.

(ﬁﬁ)@ =Fe (e0Z)

O halde buradan

Fo (ﬁﬁ)@

dir. Ayni zamanda

F

(Fn’ Fk)| Fn

oldugundan (4.1) ve (4.2) den

il

F

n

(F. Fo)

n

dir.

4.2. Teorem

§l

F

n—k+1

(Fn+1’ Fk)

dir [15].

Ispat

En blyuk ortak bolenin lineer formundan

(4.1)

(4.2)



(F

n

2w FR)=XF,+ YR

olacaksekilde x, ytamsayisi vardir.

FonFl M =xE [ ] +yE[ ]
n+l? " Kk kF_ n+l kF ykkF

=xF (n+1j +yF ( nj
- n+1-k m1-k
k . k-1 .

diyelim.

(Fn+1’Fk)(lr(lj =Fd (dOZ)

F

O halde buradan

n
F F...F
n+1—k|( 1 k) (kj

F

dir. Ayni zamanda

(Fn+1’ Fk)| I:n—k+1
oldugundan (4.3) ve (4.4) den

ol

I:n— k+1

(Fn+1’ Fk)

(4.3)

(4.4)

39






ise

F

(Rt

dir.

45, Teorem

(k=j)(m=j)
o ee{] )
i=0 1 )e\k= ) k- Je

dir.
Ispat

Teorem 3.9’ damg— Vandermonde konvolisyonu

e (T
1=0 Jg\K=1), K- Jq

dir.

41
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Burada

(mj :[m][m—l]...[m- j+3|]:(1—qm)_(1—q”*1l)...(1— qm™ )
i, [il[i-1.-.[4 (1-9') @-9'").. @-q)

dir.

g =~ alinirsa,
a

m _gim @ =BN@™ =™ (@ P
i), @ -B) @7 -7 a-p

= ajz_mj

olur. Benzegekilde

( n j :C,(k—j)z—n(k—n( n j
k=), kK=1])¢

ve

M+ N _ e M0
k k
q F

dir.

B

Teorem 3.9 dag== alinir ve yukaridaki gtlikler teorem de yerlerine yazilip
a

gerekli dizenlemeler yapilirsa



k (k=D (m=1)

j(m+n)-mk m n — m+ n
;(aﬂ) ! (ij(k_ij_( k ]F

olur.

a B =-1 oldugundan

(k=) (m=1)
ey () (7] (™
j=0 ) Je k_J F k F

elde edilir.

4.6. Teorem

rin-f)+ 3k

Z(_l) 2 ar(k—n—1)+j(r—k)(n_rj (Jj =£n_jJ
- k=r) (1), k ).

dir.
Ispat

Teorem 3.10’ den

2 :I rC| 2 —
q q q

dir.

Burada

k-r

dir.

(n-rJ _[n-r][n-r-a]. [n-k+1 _@-q")@-g")... -4
o [k-rk-r-1..[4 =) =g ). (- q)

43
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g==— alinirsa
a

(n — rj _ a,(k—r)z—(n—r)(k—r) (an—r _ an—r) (a,n—r—l _ﬁn—r—l). . (a,n—k+1_ﬂn— k+1)
k—r . (a,k—r —,[J’k'r)(ak_'_l—,Bk_'_l)...(a—,[?)

= a(k‘f)z‘(“‘r)(k—f) Fn—r Fn—r—l e I:m—k+1
I:k—r I:k—r—l te Fl

N2 N n—-r
:O’(k ) =(n-r)(k f)( j
k=r).

olur.

Benzersekilde

o)

ve

n—j _ gk n-j
k k
q F

dir.

B

Teorem 3.10 d&a :E ve Gauss binomiyel katsayilar yerine Fibonomiyakhkyilar

cinsinden dgerleri yerlerine yazilip gerekli dizenlemeler yapd

a3 : :
51 fn-D)+" k]ar(k_n_1)+j(r_k)(n—rj (]j =[n—1)
- k=r) (r). k ).

ifadesini elde ederiz.



4.7. Teorem

n-1 n k(k-1) n
|—l(1+an—r—1ﬁrx):2(_1 2 Xk
r= k=0 K E

dir.
Ispat

Teorem 3.1’ den

dir.

aldigimizda

n

n-1 k(k-1) k( k+1)_nk n
|‘l(1+a‘fﬁfx):2ﬁ 2 a ?
r= k=0 k F

olur.

X yerine a"'x yazarsak

ij L+a"" B x)= kZ:zO

n
k=0

k(k-1)  k( k+1)_nk n
ﬂ 2 o 2
k

k(k-1)  k(k-1) n
ﬁ 2 a 2 ( j
k F

X

| @

Xk

nk-k\ k
X

45



n

-1 n k(k=1)
[Jara™Fx=3 @) * (E] 3

k

ifadesi elde edilir.

46

Bircok ¢algmadaF, fibonacci sayisinirk. kuvvetini iceren 6zellikler ve dzgikler

icin

f (X)= Z Frx"
n=0

trete¢ fonksiyonundan faydanighr[17,18, 2].

f. (X) ‘e alternatif olarak

Zk: ZI: (—l)w (kflj SR

|

k+1 W+ "k +1 .
TREE

i F

Horadam tarafindan bulunmtur|19] .
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FOZXZ
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Her bir k tek tamsayisi igin

k-1
X

f.(x)= 5_k2_l ZZ: (kj Fia)
X S\ )1- (D)L, x-%

ve her birk cift tamsayisi icin

k-2 . K B

2 (k 2- (=1L, X (-5)?
f,(x =57 Z(—l)l(.j el I
i=0 j)1-(-1 Lk—2jX+X2 2 )1- (-1 x

dir[11,19.

Isaretli Fibonomiyel katsayilar

n (n+1) k+1
-
F

n

olarak adlandirilar{d,) tamsayi dizisini alalim(d, ) 'nin trete¢ fonksiyonu herbik

tek tamsayisi icin

k-1
k+1

2 _

D00 =[] @~ 1Lz x- ¥)=2, A X
1= n=0

ve herbirk cift tamsayisi igin

k
1 k+1

DO (x) = (1- (-1 x)ff! - 1) Loy 3+ X )= d X

dir [11].



Ornek
k=1 icin

1-1

D(x) = Ij(l- (1)L x=X)

=(1- L x=%)
=(1-x- %)
dir.
k =2 igin

2

DO (x) = (1—(-1)g X)|j (1= €1 L, x+ X)

=(@1+x) 1- L x+ X)
=(1+x) (1-3x+ X)
=1-2x-2¢+ X

dir.
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