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Bu tez calismasinda, iyi bilinen birinci, ikinci, iiglincli ve dordiincii ¢esit Chebyshev
polinomlarin1 kompleks (karmasik) diizleme genisleterek, Gauss Chebyshev polinomlari adi
verilen yeni Gauss polinom aileleri tanimlanmistir. Yeni tanimlanan bu kavramlarin temel
ozellikleri (Binet formiilleri, tirete¢ fonksiyonlari, kombinatoryal 6zellikleri vs.), bilinen
Chebyshev polinomlart ile iliskileri, 6zel say1 dizileri ve 6zel say1 dizilerinin polinomlar ile
iligkilerine yer verilmistir.

Bu tez ¢alismasi alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olup konu hakkinda
genel bilgilendirme ve literatiirde yapilan ¢aligmalar kisaca verilmistir. ikinci boliimde, tez
caligmas1 boyunca yararlanilan 6zel say1 dizileri, 6zel say1 dizilerinin polinomlar1 ve
Chebyshev polinomlart ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir. Tezin {igiincii, dordiincii ve
besinci boliimleri 6zgiin ¢alismalardan olusmaktadir. Ugiincii béliimde birinci ve ikinci gesit
Gauss Chebyshev polinomlar tanimlanarak, Binet formiilleri, {irete¢ fonksiyonlar1, Cassini,
Catalan, d’Ocagne gibi temel 6zdeslikleri, bilinen Chebyshev polinomlar1 ve birbirleri ile
iliskileri detayli incelenmistir. Dordiincii boliimde ise liclincii ve dordiincii ¢esit Gauss
Chebyshev polinomlar1 tanimlanarak, temel 6zellikleri, bilinen Chebyshev polinomlar1 ve
birinci ve ikinci g¢esit Gauss Chebyshev polinomlariyla iliskileri verilmistir. Besinci
boliimde, yeni tanimlanan dort gesit Gauss Chebyshev polinomlari ile Fibonacci, Lucas, Pell
ve Pell-Lucas say1 dizileri/polinomlar1 arasindaki ve bazi 6zel degerlerdeki iliskileri
verilmistir. Altinci boliimde, sonug ve Oneri kismi ile tez ¢alismasi tamamlanmaistir.
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In this thesis, by extending the well-known first, second, third and fourth kind Chebyshev
polynomials to the complex plane, new families of Gaussian polynomials called Gaussian
Chebyshev polynomials are defined. The basic properties of these newly defined concepts
(Binet formulas, generating functions, combinatorial properties, etc.), their relations with
known Chebyshev polynomials, and the relations with special number sequences and
polynomials of special number sequences are included.

This thesis consists of six chapters. The first chapter is the introduction and provides general
information about the subject and brief information about the studies in the literature. In the
second chapter, definitions and theorems related to special number sequences, polynomials
of special number sequences and Chebyshev polynomials used throughout the thesis are
given. The third, fourth and fifth chapters of the thesis consist of original studies. In the third
chapter, the first and second kinds of Gaussian Chebyshev polynomials are defined, Binet
formulas, generating formulas, their basic identities such as Cassini, Catalan, d’Ocagne, their
relations with known Chebyshev polynomials, and relations with each other are examined
in detail. In the fourth section, the third and fourth kinds of Gaussian Chebyshev polynomials
are defined, their basic properties, their relations with known Chebyshev polynomials and
first and second kind Gaussian Chebyshev polynomials are given. In the fifth section, the
relationships between the newly defined four kinds of Gaussian Chebyshev polynomials and
Fibonacci, Lucas, Pell and Pell-Lucas number sequences/polynomials and relationships with
some special values are given. In the sixth chapter, the thesis is completed by with the
conclusion and recommendation chapter.
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1. GIRIS
Cebir ve sayilar teorisi i¢in say1 dizileri 6nemli bir yere sahiptir. Say1 dizileri arasinda en ¢ok
bilineni Fibonacci say1 dizisidir. Fibonacci sayi dizisi birgok nedenden dolay1 biiyiik 6nem
arz etmektedir. Bu nedenlerin birkag tanesi soyledir; dizinin ilk elemanlar1 dogada bitkilerde,
boceklerde kisacasi bircok yerde uyum icinde karsimiza c¢ikmaktadir. Dizinin ardisik
terimlerinde biiylik olan1 kiiglik olana boldiiglimiizde hep aymi orani vermektedir. “Altin
oran” denilen bu say1 viicudumuzdaki oranlardan Misir’daki piramitlere kadar bir¢ok alanda
karsimiza ¢ikmaktadir. Bir diger neden ise kuvvet serileri teorisinde, iirete¢ fonksiyonlarinda
ve bunun gibi birden fazla alanda bu diziler yardimiyla ciddi ilerlemeler elde edilmistir.
Fibonacci sayilarinin matematigin yan sira diger disiplinlerde yer almasi literatiirde biiyiik
Ooneme sahip olmasina yol agmistir. Fibonacci sayilarinin farkli baslangi¢ sartlari ve farkl
bagntilarla olugturulmasiyla benzer sayi dizileri ve polinomlari tanimlanmistir. Bunlardan
literatiirde en sik karsilagtiklarimiz Lucas, Pell, Pell-Lucas gibi say1 dizileri ve bu dizilerin

polinomlaridir. Bu konularda arastirmalar devam etmektedir.

Ozel say1 dizileri/polinomlar ile ilgili teoremler ve ozelliklere birgok kaynakta yer
verilmistir (Rivlin, 1990; Horodam 1996; Koshy, 2001; Mason & Handsomb, 2002; Stakhov
& Rozin, 2006; Benjamin & Walton, 2009; Halic1 & Oz, 2016; Yang & Zhang, 2018; Koshy,
2019; Frontczak & Goy, 2021).

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Matematik alanmin yani sira jeolojiden astronomiye
farkli disiplinlerde de yaptig1 ¢aligmalar ile taninan 6nemli bilim insanlarindandir. Gauss
1832 yilinda ilk kez Gauss say1 dizisini tanimlamustir. Herhangi a,b € Z ve i = v/—1 igin

a + bi ile ifade edilen sayilar Gauss tamsayilari olarak adlandirilmistir. Béylece

Z[i] = {a+bi: a b€ Z,i=V-1}
dir.

Daha sonra Horadam (1963) Gauss Fibonacci sayilart yani kompleks Fibonacci sayilarimi
tanimlamugtir. Horadam (1971) tarafindan tanimlanan Pell ve Pell Lucas say1 dizileri, Halic1
ve Oz (2016) tarafindan Gauss Pell ve Gauss Pell-Lucas say1 dizileri ile kompleks diizleme
tasinmis, bu say1 dizileri ile ilgili baz1 6zellikler elde edilmistir. Horadam (1996) Jacobsthal
ve Jacobsthal-Lucas sayilarimi detayli olarak incelemistir. As¢t ve Giirel (2013) Gauss
Jacobsthal ve Gauss Jacobsthal-Lucas dizisini ve polinomunu tanimlamig, Onemli

0zdeslikler elde etmistir. Tas (2019), yeni bir k —Gauss Fibonacci sayilari ailesi olusturmus



ve bu aile ile bilinen Gauss Fibonacci arasindaki bazi iligkileri incelemistir. Gtirel (2015)
Gauss Pell ve Gauss Pell-Lucas dizilerinin Binet formiillerini, iirete¢ fonksiyonlarini ve bazi
onemli 6zdesliklerini vermistir. Tasg1 ve Acar (2017) yeni bir dizi olan Gauss Tetranacci
dizisini tanimlanmis, bu dizinin Binet benzeri formiilii, toplam formiilleri ve {iretec
fonksiyonlarin1 ve matris gosterimlerini elde etmistir. Ozkan ve Tastan (2020) Gauss
Fibonacci polinomlar1 ve Gauss Lucas polinomlarini tanimlayarak bilinen ailelerle
iliskilerini incelemistir. Halici ve Oz (2018) Gauss Pell polinomlarmi tanimlamis; bu
polinomlarin {irete¢ fonksiyonlarini, Binet formiillerini vermistir. Yagmur ve Karaaslan
(2019), calismalarinda Gauss modified Pell dizisini tanimlamis ve bazi kombinatoryal
ozellikleri incelemistir. Tas¢1 (2021) calismasinda, Gauss Mersenne sayilarini tanimlamais,
ozelliklerini ve bilinen say1 dizileri ile iliskisini gostermistir. Arslan (2021) Gauss Pell ve
Gauss Pell-Lucas kuaterniyonlarini tanitmis ve bazi 6zelliklerini incelemistir. Yagmur ve
Duzcu (2022) Gauss Pell kuaterniyon polinomlarmi tanitmig ve bazi &zelliklerini
incelenmistir. Ulutas ve Toy (2022) Gaussian Fibonacci sayilarinin genellestirilmis hali olan
genellestirilmis  Gaussian Fibonacci sayilarini  incelenmistir. Yine bu c¢alismada,
genellestirilmis Gaussian Fibonacci sayilari i¢in toplam formiillerinin kapali formlari
bulunmus ve belirli durumlarda mevcut sonuglarin yeniden elde edildigi gosterilmistir.
Rivlin (1990) Chebyshev polinomlarini tanimlamis ve o6zelliklerini incelemistir. Turgut
(2023) daha once tanimlanan Chebyshev polinomlarinit dort gesit olarak detayli olarak

incelemistir.

Bu tez ¢aligmasinda Gauss polinomlar1 ailesinin yeni bir iiyesi olan Gauss Chebyshev
polinomlar1 dort gesit olarak tanimlanmigtir. Yeni tanimlanan bu polinomlarin Binet benzeri
formiilii, iireteg fonksiyonu, bilinen Chebyshev polinomlart ile iliskileri ve birbirleri ile olan
iligkileri incelenmistir. Ayrica elde edilen Gauss Chebyshev polinomlar: ile literatiirde 1yi

bilinen say1 dizileri ve polinomlar1 arasindaki iligkiler incelenmistir.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde tez ¢alismasinda yararlanilacak temel kavram ve teoremler yer almistir.

Bu kisimda, ilk olarak baglangi¢ kosullar1 disinda bir terimi diger terimler cinsinden ifade

edilen diziler incelenecektir.
2.1. Rekiirans Bagintiya Sahip Say Dizileri

Rekiirans bagintiya sahip sayi1 dizileri, teriminin 6nceki terimlerin birbirleri ile isleme

alinmasi ile elde edilir. Uygulanan islemlere ise rekiirans bagintisi denir.
Tanmm 2.1.1. (Fibonacci Sayilarr)
Fo = 0, F1 = 1 baslangi¢ sartlar1 ve V n > 2 i¢in,

Fp=F,1+F,

yineleme bagintisi ile elde edilen say1 dizilerine Fibonacci sayilar1 denir ve n. Fibonacci

sayis1 F ile gosterilir.

Baslica Fibonacci sayilari:

0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, ... seklindedir.

Tamim 2.1.2. (Lucas Sayilari)

Lo = 2, L1 = 1 baslangig sartlar1 ve V n > 2 i¢in,
Ly=Ly 1+Ly

yineleme bagntisi ile elde edilen say1 dizilerine Lucas sayilar1 denir ve n. Lucas sayisi Ln

ile gosterilir.

Bagslica Lucas sayilar:

2,1,3,4,7,11, 18, 29, 47, 76, 123, ... seklindedir.

Tamm 2.1.3. (Pell Sayilari)

Po = 0, P1 = 1 baslangig sartlar1 ve V n > 2 igin,
P,=2Pyn 1+ Py

yineleme bagintisi ile elde edilen say1 dizilerine Pell sayilari denir ve n. Pell sayis1 Py, ile

gosterilir.

Baslica Pell sayilari:



0,1,2,5,12,29,70, 169, 408, ... seklindedir.

Tamm 2.1.4. (Pell-Lucas Sayilar)

Qo = 2, Q1 = 2 baslangi¢ sartlar1 ve V n = 2 i¢in,
Qn=20Qy-1+Qn

yineleme bagintisi ile elde edilen say1 dizilerine Pell-Lucas sayilar1 denir ve n. Pell-Lucas

say1s1 Qn ile gosterilir.

Baslica Pell-Lucas sayilari:
2,2,6,14,34,82,198, 478, 1154, ... seklindedir.
Teorem 2.1.5. (Binet Formiilleri)

x2 — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri @ ve f olmak lizere F ve L, i¢in Binet

formiilleri sirasiyla

aTL_ n
Pl i
a—p
Ve
Lpn=a"+ p"

seklindedir. (Koshy, 2001)

Burada

1++/5 1-+/5
a = ,ﬁ:
2 2

ile verilir.

Benzer sekilde x2 — 2x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri y ve § olmak tizere P,

ve Qn i¢in Binet formiilleri sirasiyla

n_6n
Pn:y
y—206
ve
_yn+5n
T2
dir. Burada



y=1+v2, §=1-+2
ile verilir.
2.2. Rekiirans Bagintiya Sahip Diziler ile Tliskili Polinomlar

Literatiirde farkli bigimlerde tanimlanan polinom dizileri mevcuttur. Bunlarin literatiirde en

sik kullanilanlar1 Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas polinomlaridir.

Fibonacci polinomlari ilk kez 1883 yilinda Belgikali matematikgi Eugene C. Catalan ve daha
sonra Ernst Jacobsthal (1882-1965) tarafindan arastirilmistir. Yine Lucas polinomlar1 1970

yilinda Marjorie Bicknell tarafindan ¢alisilmistir.
Tamm 2.2.1. (Fibonacci Polinomu)
Fo(x) = 0,F1(x) = 1ven = 2 igin,
Fn(x) = xFn-1(x) + Fn—2(x)

yineleme bagmtisi ile elde edilen polinomlara Fibonacci polinomu denir ve Fn(x) ile

gosterilir.
Tamim 2.2.2. (Lucas Polinomu)
Lo(x) = 2,L1(x) = x ve n = 2 i¢in,

Ln(x) = xLn-1(x) + Ln—2(x)
yineleme bagintisi ile elde edilen polinomlara Lucas polinomu denir ve Ln(x) ile gosterilir.
Tanim 2.2.3. (Pell Polinomu)
Po(x) = 0,P1(x) = 1 ve n > 2 i¢in,

Pn(x) = 2xPn-1(x) 4+ Pn—2(x)
yineleme bagintis1 ile elde edilen polinomlara Pell polinomu denir ve Pn(x) ile gosterilir.
Tanim 2.2.4. (Pell-Lucas Polinomu)
Qo(x) = 2,Q1(x) = 2x ve n > 2 icin,

Qn(x) = 2xQn-1(x) + Qn-2(x)

yineleme bagintisi ile elde edilen polinomlara Pell-Lucas polinomu denir ve Qn(x) ile

gosterilir.

Uyari: Polinom dizileri kendi say1 dizileri ile yakindan iligkilidir.



Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas polinom dizilerinde x =1 alindiginda polinomlar

sirastyla Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas sayilarina doniisir.
Teorem 2.2.5. (Binet Formiilleri)

A2 —xA —1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri a(x) ve f(x) olmak tizere Fn(x) ve

Ln(x) igin Binet formiilleri sirasiyla

ar(x) — pr(x)

Fn(x) =

a(x) — B(x)
ve
La(x) = a(x) + p(x)
bi¢imindedir.
Burada
a(x)=x+\/§2+4, ﬁ(x)=x—x/;cz+4
ile verilir.

Benzer sekilde A% — 2xA — 1 = 0 Kkarakteristik denkleminin kokleri y(x) ve §(x) olmak

tizere Pn(x) ve Qn(x) icin Binet formiilleri sirastyla

yr(x) — 6"(x)

Pn(x) =

y(x) = 6(x)
ve
Qn(x) = y"(x) + 6"(x)
dir. Burada
Y =x+Vx2+1,  8x) =x—-Vxz+1
ile verilir.

2.3. Chebyshev Polinomlar: ve Ozellikleri

Adini {inlii Rus matematik¢i Pafnuty Lvovich Chebyshev’den (1821-1894) alan Chebyshev
polinomlar1 Pell ve Pell-Lucas polinomlariyla yakindan iligkilidir. Tipki Pell polinom
ailesinin, birbirleriyle yakindan iliskili iki alt aile olan
{Pn(x)} ve {Qn(x)} den olustugu gibi Chebyshev ailesi de {Tn(x)} ve {Un(x)} ile yakindan

iligkili iki alt aileden olusur (T harfi Fransizca Tchebycheff’ten veya Almanca
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Tschebyscheff’ten gelir.). Chebyshev polinomlari, yaklasim teorisi, kombinatorik, Fourier

serileri, nlimerik analiz, graf teorisinde ve diger birgok alanda ¢esitli uygulamalara sahiptir.
Bu kisimda dort ¢esit Chebyshev polinomu temel diizeyde incelenecektir. (Koshy, 2014)
Tamm 2.3.1. (Birinci Cesit Chebyshev Polinomu)
To(x) =1,Ti(x) = x ven = 2 i¢in,

Tn(x) = 2xTn-1(x) — Tn-2(x) (2.1)

yineleme bagintisi ile tanimlanan polinomlara birinci ¢esit Chebyshev polinomu denir ve

Tn(x) ile gosterilir.
Birinci ¢esit Chebyshev polinomunun ilk bes terimi asagida verilmistir:
To(x)=1
Ti(x) =x
T2(x) =2x%2 -1
T3(x) = 4x3 — 3x
T4(x) = 8x* —8x2+ 1
dir.
Tamm 2.3.2. (ikinci Cesit Chebyshev Polinomu)
Uo(x) =1, Ui(x) = 2x ve n = 2 i¢in
Un(x) = 2xUn-1(x) — Un—2(x) (2.2)

yineleme bagintis1 ile tanimlanan polinomlara ikinci cesit Chebyshev polinomu denir ve

Un(x) ile gosterilir.

Ikinci gesit Chebyshev polinomunun ilk bes terimi asagida verilmistir:
Uo(x) =1

Ui(x) = 2x

Ux(x) =4x2 -1

Us(x) = 8x3 — 4x

Us(x) = 16x* — 12x%2 + 1

dir.



Tamm 2.3.3. (Uciincii Cesit Chebyshev Polinomu)
Vo(x) =1,Vi(x) = 2x —1ven = 2igin

yineleme bagintisi ile tanimlanan polinomlara tigiincii ¢esit Chebyshev polinomu denir ve

Vn(x) ile gosterilir.
Ucgiincii ¢esit Chebyshev polinomunun ilk bes terimi asagida verilmistir:
Vo(x) =1
Vi(x) =2x—1
Valx) =4x2 —2x—1
V3(x) =8x3 —4x2 —4x + 1
Va(x) = 16x* — 8x3 — 12x2 + 4x + 1
dir.
Tanim 2.3.4. (Dordiincii Cesit Chebyshev Polinomu)
Wo(x) =1, Wi(x) = 2x + 1 ven = 2 i¢in
Wa(x) = 2xWn-1(x) — Wn—2(x) (2.4)

yineleme bagintisi ile tanimlanan polinomlara dordiincii gesit Chebyshev polinomu denir ve

W (x) ile gosterilir.

Dordiincii gesit Chebyshev polinomunun ilk bes terimi asagida verilmistir:
Wo(x) =1

Wilx) =2x+1

Wa(x) =4x2 4+ 2x —1

Wi3(x) =8x3+4x2 —4x—1

Wa(x) = 16x* + 8x3 —12x2 —4x + 1

dir.

Teorem 2.3.5. (Binet Formiilleri)

tz — 2xt + 1 = 0 karakteristik denkleminin ¢éziimleri a(x) ve B(x) olmak iizere Tn(x),

Un(x), Va(x) ve Wi(x) i¢in Binet formiilleri sirasiyla
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ar(x) + p(x)

Tn(x) = >
an+1(x) — ﬁn-i—l(x)
U ==
y B antl(x) — prti(x) B an(x) — pr(x)
= ™ a(x) — B
Wn(x) _ an+1(x) _ '8n+1(x) N a"(x) _ ﬂn(x)

a(x) — (x) a(x) — f(x)

ile verilir. Burada

a(x)=x+\/x2—1, ﬁ(x)=x—\/x2—1
dir.

Asagidaki Lemma ile birinci ve ikinci ¢esit Chebyshev polinomlarin temel 6zellikleri

ispatsiz olarak verilmistir. (Koshy, 2014)

Lemma 2.3.6. Tr(x), Un(x) sirasiyla birinci ve ikinci gesit Chebyshev polinomlar1 olmak

iizere asagidaki ozellikler saglanr.
i) Un(x) — Un-2(x) = 2Ta(x),

i) Un(x) — XUn-1(x) = Tu(x),

i) Tonsn(2) + Ton-n(x) = 2Tm(xX)Tn(X),

V) Tonn(0)—=Tmon(%) = 262 — DUn-1(x)Un-1(x),
V) Unman(6)+Unm-n(x) = 2Um(x)Tn(x),

Vi) Unn () —=Unmn(x) = 2Un-1(2) Trmr1(%),

Vi) Tinan(x) = Tm(xX)Un(x) — Tn-1()Un—1(x),
Vill)  Umtn(2) = Un()Un(x) — Un-1(x) Un-1(x),
iX) Tt () Tno1(x) — To2(x) = (x2 — 1),

X) Uni1(x)Un-1(x) — Un2(x) = —1,

Xi) Tn2(x) — (22 — DU2(x) = 1

dir.



Simdi verilecek olan Lemma ile birinci ve ikinci ¢esit Chebyshev polinom iliskileri ispatsiz

verilmig olup ispat Binet formiillerinden agiktir.

Lemma 2.3.7. Txn(x), Un(x) sirasiyla birinci ve ikinci ¢esit Chebyshev polinomlar: olmak

uzere

i) Tn2(x) + Tm2(x) = 1+ Tram(X) Trm(X)

i) Tms1(0)Tn(x) — Tm()Tnr1(x) = (X2 = DUnm-n-1(x),
i) U1 () Un(x) — Un(x)Un+1(x) = Un—m—1(x)

dir.

Asagidaki Lemma ile Giglincii ve dordiincii gesit Chebyshev polinomlarinin birinci ve ikinci

¢esit Chebyshev polinomlar1 ve birbirleri ile olan iliskileri ispatsiz verilmistir.

Lemma 2.3.8. (Cakmak & Uslu, 2019) V.(x), Wn(x) sirastyla tiglincii ve dordiinct gesit

Chebyshev polinomlari olmak iizere
i) Va(x) = Un(x) = Un-1(%),

i) Va(x) + Vae1(x) = 2Ta(x),

i) Wa(x) = Un(x) + Un-1(x),

V) Wa(x) — Waei(x) = 2Ta(x),

V) Va(x) + Vac1(x) = Wa(x) — Waei (),
Vi) Va(x) + Wa(x) = 2Un(%)

dir.

Bundan sonraki kisimda, Chebyshev polinomlarinin bazi 6zel degerlerde 6zel sayi dizilerine

dontigmiis oldugu lemmalar ile gdsterilmistir.

Lemma 2.3.9. (Adegoke vd., 2023) T»(x), Un(x) sirastyla birinci ve ikinci gesit

Chebyshev polinomlar1 olmak {izere

) T =-1,, i) 7, @) =-1,,

. 31, ngift
. i i iv) T (\/5) = {"“3n
i) Tn (;) =—2Ln n V5
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Vs #Ln, ngift vii) U (Z) = F s
V) Tn( ) = { 7 2 3
2 ﬁF , ntek

2 n
1 , ngift
. L3n+3
ix) U (vV5)={*
Vi) 3 ) "(\/ ) {\/5F , ntek
Un (E) = Foni2 7 3n43
vii)U (i) _"F Vs Ln+1, ngift
") =1 Fan X) Un() = {
2 ) (2 \/‘an+1 , ntek
dir.

Lemma 2.3.10. (Koshy, 2014) Tn(x), Un(x) sirastyla birinci ve ikinci g¢esit Chebyshev

polinomlar1 ve P, Qn sirastyla Pell ve Pell — Lucas sayilar1 olmak iizere

i) Tn(3) = Q2
i)u 3)='P

n—1 2 2n
dir.

Lemma 2.3.11. (Rivlin, 1990) V,(x) tglincii gesit Chebyshev polinomlari ve Fy, Ly sirasiyla

Fibonacci ve Lucas sayilar1 olmak tizere
) Va(=1) = (-1)"2n+1)

i) Va(1) =1
i) Va é) = Fon+1

) Va(—2) = (=1 Lonss

1. =2, n = 1(3)

V) Va(= E) {1, diger durumlarda
. 1, n = 0,3(4)

vi) V,(0) = L, diger durumlarda
) 1, n = 0,5(6)
Vi) V@) ={ 0, n = 1,4(6)

—1, diger durumlarda

dir.
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Lemma 2.3.12. T, (x), U,(x) sirastyla birinci ve ikinci ¢esit Chebyshev polinomu ve F,(x),
Ln(x), Pn(x), Qun(x) swrastyla Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell — Lucas polinomlar1 olmak

uzere

1) Qn(x) = La(2x) = 2(—0)"Tx(ix)

i) Po(x) = Fu(2x) = (=i)"1Un-1(ix)

dir.

2.4. Gauss Ozel Say1 Dizileri ve Polinomlar:

Carl Friedrich Gauss 1832 yilinda ilk kez Gauss say1 dizisini tanimlamistir. Daha sonra
Horadam (1963) Gauss Fibonacci sayilarini tanimlamustir. Halici ve Oz (2016) tarafindan
Gauss Pell ve Gauss Pell-Lucas say1 dizileri ile kompleks diizleme tasinmis, bu say1 dizileri
ile ilgili baz1 ozellikler elde edilmistir. Giirel (2015) Gauss Pell ve Gauss Pell-Lucas
dizilerinin Binet formiillerini, iirete¢ fonksiyonlarini ve bazi 6nemli 6zdesliklerini vermistir.
Ozkan ve Tastan (2020) Gauss Fibonacci polinomlar1 ve Gauss Lucas polinomlarini
tanimlayarak bilinen ailelerle iliskilerini incelemistir. Halict ve Oz (2018) Gauss Pell
polinomlarini tanimlamis; bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonlarini, Binet formiillerini

vermistir.

Tamim 2.4.1. (Gauss Fibonacci Say Dizisi)

GF1 =1, GF2 =1+ iven = 2 olmak tizere,
GFn=GFn-1+ GFn—

yineleme bagintis1 ile elde edilen sayi1 dizilerine Gauss Fibonacci sayi dizisi denir ve GFile

gosterilir.
Tamim 2.4.2. (Gauss Lucas Sayi Dizisi)
GL1 =1+ 2i,GL2, = 3+ iven = 2 olmak tizere,
GLn = GLn-1 + GLn—

yineleme bagintisi ile elde edilen say1 dizilerine Gauss Lucas say1 dizisi denir ve GLyile

gosterilir.
Tamim 2.4.3. (Gauss Pell Sayi Dizisi)
GP1 =1,GP; =2 +iven = 2 olmak iizere,

GPn - ZGPn—l + GPn—Z
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yineleme bagintisi ile elde edilen say1 dizilerine Gauss Pell say1 dizisi denir ve GP,ile

gosterilir.
Tamim 2.4.4. (Gauss Pell-Lucas Sayi Dizisi)
GQ1 =2+ 2i,GQ2 = 6+ 2i ve n = 2 olmak {izere,
GQn = 2GQn-1+ GQn—

yineleme bagintis ile elde edilen say1 dizilerine Gauss Pell-Lucas say1 dizisi denir ve GQnile

gosterilir.
Tamim 2.4.5. (Gauss Fibonacci Polinomu)
GFi(x) =1, GF2lx) =x+iven = 2,
GFn(x) = XGFn-1(x) + GFn—2(x)

yineleme bagtisi ile elde edilen polinomlara Gauss Fibonacci polinomu denir ve GFr(x)

ile gosterilir.
Tamm 2.4.6. (Gauss Lucas Polinomu)
GL1(x) = x + 2i,GL2(x) = x2+ 2+ xiven = 2,
GLn(x) = xGLn-1(x) + GLn—2(x)

yineleme bagintisi ile elde edilen polinomlara Gauss Lucas polinomu denir ve GLn(x) ile

gosterilir.
Tamim 2.4.7. (Gauss Pell Polinomu)
GP1(x) =1,GP2(x) =2x+iven = 2,
GPn(x) = 2xGPn-1(x) + GPr—2(x)

yineleme bagintisi ile elde edilen polinomlara Gauss Pell polinomu denir ve GPr(x) ile

gosterilir.

Tanim 2.4.8. (Gauss Pell-Lucas Polinomu)

GQ1(x) = 2x + 2i,GQ2(x) = 4x2 + 2 + 2xi ven = 2,
GQn(x) = 2xGQn-1(x) + GQn—2(x)

yineleme bagintisi ile elde edilen polinomlara Gauss Pell-Lucas polinomu denir ve GQn(x)

ile gosterilir.
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3. BIRINCI VE IKiINCi CESIT GAUSS CHEBYSHEV
POLINOMLARI

Ozgiin bir ¢alismadan olusan bu béliimde, birinci ve ikinci cesit Gauss Chebyshev

polinomlar1 tanimlanmis ve temel 6zellikleri ile detayli olarak incelenmistir.
3.1. Birinci Cesit Gauss Chebyshev Polinomlar:

Bu boliimde birinci gesit Gauss Chebyshev polinomlari tanimlanmis, temel 6zellikleri (Binet
formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, kombinatoryal Ozellikleri vs.) ve bilinen Chebyshev

polinomlart ile iliskileri verilmistir.
Tamm 3.1.1. GTo(x) =1+ xi,GT1(x) =x+i,n = 1igin
GTrni1(x) = 2xGTn(x) — GTn-1(x) (3.1

yineleme bagintisi ile tanimlanan polinomlara birinci gesit Gauss Chebyshev polinomu denir

ve GTn(x) ile gosterilir.

Birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomunun ilk bes terimi asagida verilmistir.
GTo(x) =1+ xi

GTi(x) =x+1i

GT2(x) = 2x2 — 1+ xi

GT3(x) = 4x3 — 3x + (2x2 — 1)i

GT4(x) = 8x* — 8x2 + 1 + (4x3 — 3x)i

Birinci gesit Gauss Chebyshev polinomu ile bilinen birinci ¢esit Chebyshev polinomu

arasindaki iliski agagidaki teorem ile verilir:

Teorem 3.1.2. GTn(x) birinci g¢esit Gauss Chebyshev polinomu, Tr(x) birinci cesit

Chebyshev polinomu ve n > 1 olmak tizere
GTn(x) = Tn(x) + iTn-1(x) (3.2)
dir.
Ispat. Tiimevarim yonteminden ispat yapilacak olursa birinci gesit Gauss Chebyshev
polinomunun tanimindan
GT2(x) = 2xGT1(x) — GTo(x)
=2x2—1+xi
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= T2(x) + iT1(x)
olup esitlik n =2 igin saglanir. n > 2 olmak tizere esitlik n = k ya kadar dogru olsun. n =
k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

GTr+1(x) = 2xGTr(x) — GTr-1(x)

= 2x(Tk(x) + iTr-1(x)) — (Tk=1(x) + iTk—2(x))

= 2xTi(x) + 2xiTr-1(x) — Tr—1(x) — iTr—2(x)

= 2xTk(x) — Tk—1(x) + i(2xTr-1(x) — Tk—2(x))

= Tr+1(x) + iTr(x)
olup buradan ispat tamamlanur.

Yineleme bagntisina sahip polinomlarin baglangi¢ sartlar1 hari¢ herhangi bir terimi
kendinden 6nceki ardisik terimler yardimui ile elde edilebilecegi gibi Binet formiilleri yardimi
ile de elde edilebilir. Binet formiilleri kullanildig1 zaman baska terimlere gerek olmadigi i¢in
bazi durumlarda kolaylik saglar. Bununla birlikte 6zdeslikler elde etmek ve bulunan
Ozdeslikleri ispatlamak i¢in de kullanilir. Birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomu i¢in Binet

benzeri formiil asagidaki sekilde elde edilir:

(3.1) denkleminin karakteristik denklemi t2 —2xt+1=0dir. O halde ¢o6ziimler;

a(x), B(x) = in\/é= x +VxZ=T dir. Dolayisiyla denklemin genel ¢oziimii

I ( ] _— n
GTn(x) = C(x +Vx2—1) +D(x —Vx2—1) olup baslangi¢ sartlar1 kullamlarak C =

14i60) ye D = ()
2 2

bulunur. Boylece n > 1 igin

an(x)(1 + iB(x)) L B+ ia(x)

seklinde elde edilir.
GTr(x) igin treteg fonksiyonu asagidaki teorem ile verilebilir:

Teorem 3.1.3. (Uretec Fonksiyonu) Birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomu GT(x) igin
tireteg fonksiyonu g(y, x) ile asagidaki sekilde verilir:

1—xy+ (x+y—2x2y)i

gy, x) = 2 GTo(x)y"=

0<n<co

1—2xy + y?

dir.
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Ispat. {GT,(x)}%_, dizisi icin iirete¢ fonksiyonu kuvvet serileri seklinde yazildiginda

gy, x) = Y GTn(x)y" =GTo(x) + GT1(x)y + GT2(x)y? + - (3.3)

0<n<o

olup buradan

2xyg(y, x) = 2xGTo(x)y + 2xGT1(x)y? + 2xGT2(x)y3 + - (3.4)
y29(y,x) = GTo(x)y? + GT1(x)y3 + GT2(x)y* + - (3.5)
elde edilir.

(3.3), (3.4) ve (3.5) esitliklerinden

(1= 2xy +y2)g(y,x)

= GTo(x) + (GT1(x) — 2xGTo(x))y + (GT2(x) — 2xGT1(x) + GTo(x))y? + -+
=1+ xi+xy+yi—2xy — 2x%yi

=1-—xy+ (x+y—2x2y)i

olarak elde edilir. Boylece

1—xy+ (x+y—2x%y)i
1—2xy+y?

gy, x) =

bulunur.

Catalan ve d’Ocagne 6zdeslikleri birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomlart i¢in asagidaki

teoremler ile verilsin.
Teorem 3.1.4. (Cassini Ozdesligi) GT»(x) birinci gesit Gauss Chebyshev polinomu ve n >
1 i¢in
GTn+1(x)GTn-1(x) — GT»%2(x) = 2xi(x%2 — 1)
dir.
Ispat. Esitlik (3.2) ‘den
GTn+1(x)GTn-1(x) — GT»2(x)
= (Tns1(x) + iTn(x))(Trn-1(x) + iTn-2(x)) — (Tn(x) + iTn-1(x))?

= Tn+1(0)Tn-1(x) + iTns1(x)Tn—2(x) + iTn(x)Tn-1(x) — Tn(x)Tn—2(x) — T3(x)
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—2iT(X)Th—1(x) + T2_1 (%)

= (Th+1(0)Tn-1(x) — Ti(x)) — (Tu(x)Tn-2(x) — Ti _1(x)) + i(Tn+1(x)Tn—2(x)
—Tn(x)Tn-1(x))

olup Lemma 2.3.6. (ix) ve Esitlik (2.1) ‘den son esitlik

(x2—=1) — (22 = 1) + i((2xTn(x) — Tn-1(x))Tn-2(x) — Tn(x)Tn-1(x))

= 1(2xTn(x)Tn-2(x) — Tn-1(x)(Tn-2(x) + Tn(x)))

= i(2xTn(x)Tn-2(x) — 2xTn-1(x)Tn-1(x))

= 2xI1(Tn(x)Tn—2(x) — Ti_1(x))

= 2xi(x2 — 1)

bulunur.

Teorem 3.1.5. (Catalan Ozdesligi) Tn(x) ve GTn(x) sirasiyla birinci gesit Chebyshev

polinomu, birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomu ve n > m > 0 olmak {izere
GTrim(x)GTrn-m(x) — GTr2(x) = xi(T2m(x) — 1)

dir.

Ispat. Binet formiillerinden kolaylikla ispatlanir.

Teorem 3.1.6. (d’Ocagne Ozdesligi) U.(x) ve GT»(x) sirasiyla ikinci cesit Chebyshev

polinomu, birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomu ve m > n > 0 olmak iizere
GTm+1(x)GTn(x) — GTm(x)GTrs1(x) = 2xi(x? — 1)Um-n-1(x)

dir.

Ispat. Esitlik (3.2) kullamlarak

GTm+1(x)GTn(x) — GTm(x)GTn+1(x)

= (Tm+1(x) + iTw(0)) (Tn(x) + iTn-1(x)) = (Tm(x) + iTm-1(%)) (Tn+1(x) + iTn(x))

= Tm+1(X)Tn(x) + iTm+1(X)Tn-1(x) + iTm(x)Tn(x) — Trm(x)Trn-1(x) — Tm(x)Tn+1(x)
— iTm(X)Tn(x) — iTm-1(x)Tn+1(x) + Tm-1(x)Tn(x)

= Tn(x) (Tm+1(x) + Tm-1(x)) = Tm(x) (Tn41(x) + Tn-1(x)) + i(Tm+1(x)Tn-1(x)
— Tm-1(2)Tn+1(x))

esitligi elde edilir. Esitlik (2.1)’den son esitlik
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2XT () Tn(x) = 2xTi () Tn(x) + i((2XT (%) = Tin-1(X))Tn-1(%) = Trm-1()Tn11(x))
= i(2xTm(0) Tn-1(x) — Tm-1()Tr-1(x) — Tm-10O)Tnr1())
= i(2xTm(0) Tn-1(x) — Tm-1(0)(Tn1(%) + Tn-1(%)))
= {(2XTm(0)Tno1(X) — 2XTm-1(X)Tn(%))
bulunur. Lemma 2.3.7. (ii) son esitlikte yerine yazilirsa
2xi(x? — DUmon1(x)
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Buradan sonraki teoremler ile birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomlari ile birinci ve ikinci

cesit Chebyshev polinomlart arasindaki iliskiler verilecektir.
Teorem 3.1.7.m = n = 0 i¢in
GTm+n(x) + GTm-n(x) = 2Tn(x)GTm(x)
dir.
Ispat. Esitlik (3.2)’den
GTmn(X) + GTm-n(x) = (Tmin(x) + iTmin-1(x)) + (Tm-n(x) + iTm-n-1(x))

= Tm+n(x) + Tm-n(x) + i(Tm+n-1(x) + Trm—n-1(x))
esitligi elde edilir. Lemma 2.3.6. (iii) son esitlikten

2Tm(x)Tn(x) + 2iTm-1(x)Tn(x)

= 2Tn(x) (Tm(x) + iTm-1(x))
bulunur. Esitlik (3.2) kullanilirsa

2Tn(x)GTm(x)
olup ispat tamamlanmuis olur.
Teorem 3.1.8. m,n > 1 i¢in
GTmin(x) = Un(x)GTm(x) — Un—1(x)GTm-1(x)

dir.
Ispat. Esitlik (3.2) kullamlarak

GTm+n(x) = Tm+n(x) + iTm+n—1(x)
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esitligi elde edilir. Lemma 2.3.6. (vii)’den son esitlik
Tm(xX)Un(x) — Tm-1(x)Un-1(x) + iTm-1(x)Un(x) — iTm—-2(x)Un-1(x)
= Un()(Tm(x) + iTm-1(x)) = Un-1(x) (Tm-1(x) + iTm-2(x))
= Un(%)GTm(x) — Un-1(x)GTm-1(x)
bulunur. Boylece ispat tamamlanr.
Teorem 3.1.9.n > 1 igin
GTr%2(x) + GTni12(x) = 2x(x2 — 1) U2n-1(x) + 4xiTn2(x)
dir.
Ispat. Esitlik (3.2) kullamlarak
GTn2(x) + GTn+12(x) = (Tn(x) + iTn-1(x))2 + (Tn+1(x) + iTn(x))>?
= (Tn2(xX) + Tn+12(xX)) = (Tn-1%(x) + Tn?(x)) + 2iTn(x)(Tn-1(x) + Tn+1(x)),
esitligi elde edilir. Lemma 2.3.7. (i)’ de sirasiylam = n,n = n+ 1 ve m = n — 1 alinirsa;
1+ xT2n+1(x) — 1 — xT2n-1(x) + 4xiTr?(x)
= X(T2n+1(x) = T2n-1(x)) + 4xiTrn2(x)
esitligi elde edilir. Lemma 2.3.6. (iv)’den son esitlik
2x(x2 — 1)Uzn-1(x)Uo(x) + 4xiTn%(x)
= 2x(x? — 1)Uzn-1(x) + 4xiTn2(x)
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.10. n = 1 i¢in
GTn+12(x) — GTn-12(x) = 4x(x2 — 1)(T2n-1(x) + iU2n—2(x))
dir.
Ispat. Teorem 3.1.9°dan
GTn2(x) + GTn+1%2(x) = 2x(x2 — 1)Uzn-1(x) + 4xiTr2(x)
GTr2(x) + GTn-12(x) = 2x(x2 — 1)U2p—3(x) + 4xiTn-12(x)

esitlikleri elde edilir. Ikinci denklem birinci denklemden cikarilirsa;
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GTye1" (%) = 6Tt (%)
= 2x(x2 — 1)(U2n-1(x) — U2n-3(%)) + 4xi(Tr2(x) — Tn-12(x))
elde edilir. Sirasiyla Lemma 2.3.6. (vi) ve (iii)’lerden son esitlik
GTrn12(x) — GTn-12(x) = 4x(x2 — 1)T2n-1(x) + 2xi(T2n(x) — T2n—2(x))
elde edilir. Lemma 2.3.6. (iv)’den
= 4x(x?2 — 1)T2n-1(x) + 4xi(x% — 1)Uzn—2(x)
= 4x(x%2 — 1)(T2n-1(x) + iU2n—2(x))
bulunur. Boylece ispat tamamlanmais olur.
3.2. Tkinci Cesit Gauss Chebyshev Polinomlar:

Bu boliimde ikinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomlari tanimlanmuis, temel 6zellikleri (Binet
formiilleri, irete¢ fonksiyonlari, kombinatoryal O6zellikleri vs.) ve bilinen Chebyshev

polinomlart ile iligkileri verilmistir.
Tanmm 3.2.1. GUo(x) = 1, GU1(x) = 2x +i,n = 1 i¢in

yineleme bagintis1 ile tanimlanan polinomlara ikinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomu denir

ve GUn(x) ile gosterilir.

Ikinci gesit Gauss Chebyshev polinomunun ilk bes terimi asagida verilmistir.
GUo(x) =1

GUi(x) =2x +1i

GU2(x) = 4x? — 1 + 2xi

GU3(x) = 8x3 — 4x + (4x%2 — 1)i

GUa(x) = 16x* — 12x%2 + 1 + (8x3 — 4x)i

Ikinci cesit Gauss Chebyshev polinomu ile ikinci ¢esit Chebyshev polinomu arasindaki iliski

asagidaki teorem ile verilir:
Teorem 3.2.2. n > 1i¢in

GUnt1(x) = Un(x) + iUn-1(x) (3.7)
dir.
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Ispat. Teoremin ispat: timevarim yontemi ile gosterilecek olursan > 2 igin
GU2(x) = 2xGU1(x) — GUo(x)
=2x(2x+i)—1
= 4x%2 — 1+ 2xi
= U2(x) + iU1(x)

olup esitlik n =2 igin saglanir. n > 2 olmak tizere esitlik n = k ya kadar dogru olsun. n =

k + 1 i¢in dogru oldugu gosterilsin.
GUi+1(x) = 2xGUK(x) — GUk-1(x)

= 2x(Ur(x) + iUr-1(x)) — (Ur=1(x) + iUk-2(x))

= 2xUk(x) + 2xiUk-1(x) — Uk—1(x) — iUr—2(x)

= 2xUk(x) — Ur-1(x) + i(2xUk-1(x) — Ur—2(x))

= Uk+1(x) + iUk(x)
olup buradan ispat tamamlanur.
Ikinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomlar i¢in Binet benzeri formiil asagidaki sekilde elde
edilir:
(3.6) denkleminin karakteristik denklemi tZ —2xt+1 =0 dir. O halde ¢oziimler;

a(x),B(x) = in\/é= x +VXZ=T dir. Dolaysiyla denklemin genel ¢bziimii

- n _n
GUn(x) = C(x +Vx2—1) 4+ D(x —Vx2—1) dir. Baslangi¢ sartlarmi kullanarak C =
1+ia(x)

HiE® ve D = olur. Boylece n > 1 i¢in istenen formiil
2

()@@ + 1) B + )
a@ - px)  al) - PR

GUn(x) =

seklinde elde edilir.
Simdi, GUn(x) i¢in iireteg fonksiyonunu asagidaki sekilde verebiliriz;

Teorem 3.2.3. (Urete¢ Fonksiyonu) ikinci ¢esit Gauss Chebyshev polinom igin g(y; x) ile
gosterilen {GUn(x)}%—, dizisinin tirete¢ fonksiyonu su sekildedir:
1+ yi

= yr=___ ~
g, x) 2. GUx 1— 2xy + 2

0<n<oo
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dir.

Ispat. {GT.(x)}%_, dizisi igin iiretec fonksiyonu kuvvet serileri seklinde yazilabilir.

gy, x) = Y GUu(x)y" =GUo(x) + GU1(x)y + GU2(x)y? + --- (3.8)

0<n<co

olup buradan

2xyg(y, x) = 2xGUo(x)y + 2xGU1(x)y? + 2xGU2(x)y3 + --- (3.9)
y2g(y, x) = GUo(x)y? + GU1(x)y3 + GU2(x)y* + -+ (3.10)
elde edilir.

(3.8), (3.9) ve (3.10) esitliklerinden

(1—2xy +y?)gy,x)

= GUo(x) + (GU1(x) — 2xGUo(x))y + (GU2(x) — 2xGU1(x) + GUo(x))y? + -
=1+yQRx+i-2x)

elde edilir. Buradan

1+yi
IO =Ty v

olup ispat tamamlanmais olur.

Catalan ve d’Ocagne 6zdeslikleri ikinci ¢esit Gauss Ghebyshev polinomlar: igin sirasiyla

asagidaki teoremler ile verilmistir.
Teorem 3.2.4. (Cassini Ozdesligi) n > 1 igin
GUn+1(x)GUn-1(x) — GUR%(x) = —2xi
dir.
Ispat. Esitlik (3.7) ‘den
GUn+1(x)GUn-1(x) — GUr%(x)
= (Un+1(x) + iUn(x)) Un-1(x) + iUn-2(x)) — (Un(x) + iUn-1(x))?

= Un+1(X)Un-1(x) + iUn+1(x)Un—2(x) + iUn(x)Un-1(x) — Un(x)Un-2(x)
—U?(x) — 2iU (xx)U _l(x) + U2_1 (x)
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= (Un+1(0)Un—1(x) — Ufl(x)) — (Un(0)Up—2(x) — Ui—1(x)) + i(Un1(0)Un—2(x)

—Un(x)Un-1(x))
olup Lemma 2.3.6. (x) ve Esitlik (2.2) ‘den son esitlik
i((2xUn(x) — Un-1())Un-2(x) — Un(x)Un-1(x)

=i 2xUn(x)Un—2(x) = Un-1(x) (Un—2(x) + Un(x)))

= i(2xUn(x)Un-2(x) — 2xUn-1(x)Un-1(x))

= 2xi(Un()Un—(x) — UZ_1 ()

= —2uxi
bulunur.
Teorem 3.2.5. (Catalan Ozdesligi) n > m > 1 icin

GUnim(%)GUn-m(x) — GUr2(x) = —2xiUzm-1(x)

dir.
Ispat. Binet formiillerinden ispat kolaylikla yapilabilir.
Teorem 3.2.6. (d’Ocagne Ozdesligi) m > n > 0 icin

GUm+1(X)GUn(X) — GUm(X)GUns1(x) = 2XiUn-m-1(X)
dir.
ispat. Esitlik (3.7)’den
GUm+1(X)GUn(x) — GUm(x)GUn+1(x)
= (Un+1(x) + iUn(x))(Un(x) + iUn-1(x)) — (Un(x) + iUn-1(x))(Un+1(x) + iUn(x))
= Un+1(0)Un(x) 4+ iUm+1(x)Un-1(x) + iUn(x)Un(x) — Un(x)Un-1(x)
~Unm(X)Un+1(x) — iUn()Un(x) — iUm-1()Un+1(x) + Um—1(x)Un(x)
= Un(0) (Um+1(x) + Un-1(x)) — Unm(2) (Uns1(x) + Un-1()) + i(Um+1(x)Un-1(x)
—Um—1() Un+1(x))

olup (2.2)’den son esitlik
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2xUm () Un(x) = 2xUnm(x)Un(x) + i((2xUp(x) — Up—1(x))Up-1(x)
= Un-1(x0)Un+1(x))

{(2xUm(x)Un-1(%) — Un-1(x)Un-1(x) — Um-1(x)Uns1(x))

iRxUn(x)Un-1(x) — Umn-1(x)(Uns+1(x) + Un-1(x)))
= i(2xUn(x)Un-1(x) — 2xUm-1(x)Un(x))
elde edilir. Lemma 2.3.7. (iii)’ den

2xiUn-m-1(x)
bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Buradan sonraki teoremler ile birinci ve ikinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomlarinin bilinen

Chebyshev polinomlart ile iligkileri verilmistir.
Teorem 3.2.7.m = n = 0 igin
GUm+n(x) + GUm—n(x) = 2Tn(x)GUm(x)
dir.
Ispat. Esitlik (3.7)’den
GUmsn(x) — GUm—n(x) = (Un+n(x) + iUn+n-1(%)) + (Um-n(x) + iUn—n-1(x))

= Umsn(x) + Um—n(x) + i({Unsn-1(x) + Un-—n-1(x))

esitligi elde edilir. Lemma 2.3.6. (v) ve (3.7)’den son esitlik
2Um(xX)Tn(x) + 2iUm-1(x)Tn(x)

= 2Tn(x) (Um(x) + iUm-1(x))

= 2Tn(x)GUnm(x)
olup buradan ispat tamamlanir
Teorem 3.2.8. m,n > 1 i¢in

GUm+n(x) = Un(x)GUm(x) — Un-1(x)GUm-1(x)

dir.
Ispat. Esitlik (3.7)’den

GUm+n(x) = Um+n(x) + iUm+n—1(x)
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esitligi elde edilir. Lemma 2.3.6. (viii)’den son esitlik
Un(X)Un(x) — Un-1(x)Un-1(x) + iUm-1(x)Un(x) — iUm—2(x)Un-1(x)
= Un(X)(Um(x) + iUn-1(x)) — Un-1(x)(Um-1(x) + iUm—2(x))
= Un(%)GUm(x) — Un-1(x)GUm-1(x)
bulunur. Boylece ispat tamamlanr.
3.3. Birinci ve ikinci Cesit Gauss Chebysev Polinomlarmin liskileri
Bu kisimda GTrn(x) ve GUn(x) arasindaki iligkileri incelenecektir.
Teorem 3.3.1. n > 2 igin
GUn(x) — GUn—2(x) = 2GTn(x)
dir.
Ispat. Esitlik (3.7)’den
GUn(x) — GUn—2(x) = (Un(x) + iUn-1(x)) — (Un—2(x) + iUn-3(x))

= Un(x) — Un—2(x) + i(Un-1(x) — Un-3(x))

esitligi elde edilir. Lemma 2.3.6. (i) ve (3.2)’den son esitlik
2Tn(x) + 2iTn-1(x)
= 2(Tn(x) + iTh-1(x))

= 2GTn(x)
olup ispat tamamlanir.
Teorem 3.3.2. n > 0 igin

GUn(x) — xGUn-1(x) = GTn(x)
dir.
Ispat. Esitlik (3.7)’den
GUn(x) — xGUn-1(x) = (Un(x) + iUn-1(x)) — x(Un-1(x) + iUn-2(x))

= Un(x) — xUn-1(x) + i(Un-1(x) — xUn-2(x))

elde edilir. Lemma 2.3.6. (ii) ve (3.2)’den son ifade

Tn(x) + iTh-1(x)
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= GTn(x)
olup buradan ispat tamamlanur.
Teorem 3.3.3. m >n =1 igin
GUmsn(x) — GUm—n(x) = 2Un-1(x)GTm+1(x)
dir.
Ispat. Esitlik (3.7)’den
GUmsn(x) — GUm—n(x) = (Unmn(x) + iUnsn-1(x)) — (Um=n(x) + iUnm-—n-1(x))

= Um+n(x) — Um-n(x) + i(Un+n-1(x) — Um—n-1(x))

elde edilir. Lemma 2.3.6. (Vi) ve (3.2)’den,
2Tm+1(X)Un-1(x) + 2iTm(x)Un-1(x)
= 2Un-1(x) (Tm+1(x) + iTm(x))
= 2Un-1(x)GTm+1(x)
olup ispat tamamlanir
Teorem3.34.m=>n =1 igin
GTman(x) — GTm—n(x) = 2(x2 — DUp-1(x)GUm-1(x)
dir.
ispat. Lemma 2.3.6. (iv) ve (3.7)’den
GTmin(x) = GTm-n(x) = (Tmin(x) + iTmin-1(x)) = (Tm-n(x) + iTm-n-1(x))

= Tm+n(xX) — Tm—n(x) + i(Tm+n-1(x) — Tm-n-1(x))

= 2(x2 = DUnm-1(x)Un-1(x) + 2i(x?2 — DUm—2(x)Un-1(x)

= 2(x% = DUn-1(x)(Um-1(x) + iUm—2(x))

= 2(x2 — DUn-1(x)GUm-1(x)
bulunur.
Teorem 3.3.5.n > 1 igin

GTn?2(x) — (x2 — 1)GUn-12(x) = 2xi

dir.
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Ispat. (3.2) ve (3.7)’den
GTrn2(x) — (x2 — 1)GUnr-12(x)

= (Tn(x) + iTn-1(x))%2 — (x2 — 1) (Un-1(x) + iUn—2(x))?
= T2(x) + 2iT ()T B (x) — Tz_l(x) — (x% — 1)U2_1 (x) —2i(x2 —-1U . U (x)

+(x? = DU, (x)

=@ - @ -DU_@)- 12 - -DU2 @) +2T OF @)

~ (2 = DUn-1(X)Un—2(x))
Lemma 2.3.6. (xi) ‘den
i(2Tn(0)Tro1(x) — 2(x2 — DUn-1(x)Un—2(x))
Lemma 2.3.6. (iii) ve (iv) ‘den
i(T2n-1(x) + T1(%) — T2n-1(x) + T1(x))
T1(x) = x olduguna gore son esitlik
2xi

olur. Boylece ispat tamamlanur.
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4. UCUNCU VE DORDUNCU CESIT GAUSS CHEBYSHEV
POLINOMLARI

Ozgiin ¢alismalardan olusan bu bdliimde, {iciincii cesit ve dordiincii gesit Gauss Chebyshev

polinomlar1 tanimlanmis ve temel 6zellikleri verilmistir.
4.1. Ugiincii Cesit Gauss Chebyshev Polinomlar

Bu boliimde iiglincli ¢esit Gauss Chebyshev polinomlart tanimlanmis, temel 6zellikleri
(Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, kombinatoryal oOzellikleri vs.) ve Chebyshev

polinomlart ile iliskileri verilmistir.
Tanmm 4.1.1. GVo(x) =1+1i,GVi(x) =2x —1+i,n > 1igin
GVn+1(X) = ZXGVn(x) - GVn—l(x) (41)

yineleme bagintist ile tanimlanan polinomlara tiglincii ¢esit Gauss Chebyshev polinomu

denir ve GVn(x) ile gosterilir.
Ucgiincii ¢esit Gauss Chebyshev polinomunun ilk bes terimi asagida verilmistir.
GVo(x) =1+
GVi(x)=2x—1+1i
GVa(x) =4x? —2x — 1+ (2x — 1)i
GV3(x) = 8x3 —4x?2 —4x + 1+ (4x? — 2x — 1)i
GVa(x) = 16x* — 8x3 — 12x2 —4x + 1 + (8x3 — 4x2 — 4x + 1)i
Teorem4.1.2.n > 1 igin
GVn(x) = Va(x) + iVp-1(x) (4.2)
dir.
Ispat. Teoremin ispat1 matematik indiiksiyon prensibi ile gosterilsin. n > 2 igin
GV2(x) = 2xGV1(x) — GVo(x)
=4x2 —2x+2xi—1—1i
=4x2—-2x—-1+i(2x—1)

= Va(x) + iVi(x)
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olup esitlik n =2 igin saglanir. n > 2 olmak tizere esitlik n = k ya kadar dogru olsun. n =

k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterilsin.
GVi+1(x) = 2xGVi(x) — GVi-1(x)

= 2x(Vi(x) + iVi—1(x)) — (Vi—1(x) + iVi—2(x))

2xVi(x) + 2xiVi-1(x) — Vi—1(x) — iVi—2(x)
= 2xVi(x) = Vic1(x) + i(2xVi-1(x) — Vi—2(x))
= Vis1(x) + iVi(x)

olup boylece ispat tamamlandi.

Teorem 4.1.3. (Urete¢ Fonksiyonu) Ucgiincii cesit Gauss Chebyshev polinomlar: igin
g(y; x) ile gosterilen {GVn(x)}2_, dizisinin iirete¢ fonksiyonu su sekildedir:
1—-y+(1+y—2xy)i

gy, x) = > GV (x)yr=

0<n<co

1—2xy+ y?
dir.

Ispat. {GV.(x)}%_, dizisi igin iireteg fonksiyonu kuvvet serileri seklinde yazilabilir.

gy, x) = Y GVa(x)yr =GVo(x) + GVi(x)y + GV2(x)y2 + --- (4.3)
0<n<oo

2xyg(y,x) = 2xGVo(x)y + 2xGV1(x)y? + 2xGV2(x)y3 + -+ (4.4)

29y, x) = GVo(x)y? + GV1(x)y3 + GV2(x)y* + - (4.5)

(4.3), (4.4) ve (4.5) den

(1= 2xy +y)g(y,x)

= GVo(x) + (GV1(x) — 2xGVo(x))y + (GV2(x) — 2xGV1(x) + GVo(x))y? + -+
=1+4+i+2xy—y+yi—2xy—2xyi

=1-y+(1+y—2xy)i

dir. Buradan

1—y+A+y—2xy)i
1-2xy+y?

gy, x) =
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olup ispat tamamlanmuis olur.

(4.1) denkleminin karakteristik denklemi t2 —2xt+1 =0 dir. O halde ¢oziimleri;

a(x), B(x) = x +Vx2 —1 olup iiciincii gesit Gauss Chebyshev polinomlarinin Binet

benzeri formiilii asagidaki gibidir.

Teorem4.1.4.n = 0 igin

(a(x) = D(ar(x) +ip(x)  (B(x) — D(B(x) + ian(x))
a(x) — p(x) a(x) — f(x)

GVa(x) =

dir.

Buradan sonraki teoremler ile iigiincii gesit Gauss Chebyshev polinomlar: ile bilinen

Chebyshev polinomlari arasindaki iliskileri verecegiz.
Teorem4.1.5.n > 1 igin
GVn(x) = GUn(x) — GUn-1(x)
dir.
Ispat. Esitlik (4.2)’den
GVn(x) = Va(x) + iVp-1(x)
dir. Lemma 2.3.8. (i) ve (3.7)’den, son esitlik
= Un(x) — Un-1(x) + i(Un-1(x) — Un-2(x))
= Un(x) + iUn-1(x) — (Un-1(x) + iUn-2(x))
= GUn(x) — GUn-1(x)
olup buradan ispat tamamlanur.
Teorem4.1.6.n = 1 i¢in
GVn(X) + GVno1(x) = 2GTn(x)
dir.
Ispat. Esitlik (4.2)’den
GVu(x) + GVip-1(x) = Va(x) + iVi-1(x) + Va-1(x) + iVa-2(x)

= Va(x) + Vi-1(x) + i(Vr-1(x) + Va-2(x))
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elde edilir. Lemma 2.3.8. (ii) ve (3.2)’den,
= 2Tn(x) + i2Tn-1(x)
= 2GTn(x)

olup ispat tamamlanmus olur.

4.2.Dordiincii Cesit Gauss Chebyshev Polinomlari

Bu boliimde dordiincii ¢esit Gauss Chebyshev polinomlar1 tanimlanmis, temel 6zellikleri
(Binet formiilleri, ilirete¢ fonksiyonlari, kombinatoryal 6zellikleri vs.) ve Chebyshev

polinomlart ile iligkileri verilmistir.
Tanmm 4.2.1. GWo(x) =1—i,GWi(x) =2x+1+i,n>1igin
GWh1(x) = 2xGWh(x) — GWn-1(x) (4.6)

yineleme bagintisi ile tanimlanan polinomlara dérdiincii gesit Gauss Chebyshev polinomu

denir ve GWx(x) ile gosterilir.
Dordiincii gesit Gauss Chebyshev polinomunun ilk bes terimi asagida verilmistir.
GWo(x) =1—1i
GWi(x)=2x+1+1i
GWa(x) =4x2+2x — 1+ (2x + 1)i
GW3(x) =8x3 +4x2 —4x — 1+ (4x2 + 2x — 1)i
GWa(x) = 16x* + 8x3 — 12x2 —4x + 1+ (8x3 + 4x2 — 4x + 1)i
dir.
Teorem4.2.2.n > 1 igin
GWrn(x) = Wa(x) + iWn-1(x) (4.7)
dir.
Ispat. Teoremin ispat1 matematik indiiksiyon prensibi ile gosterilsin. n > 2 icin
GW2(x) = 2xGW1(x) — GWo(x)
=4x2+2x+2xi—1+1i
=4x2+2x—1+i(2x+ 1)
= Wa(x) + iW1(x).
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Simdi, n = k ya kadar dogru olsun. n = k + 1 i¢in dogrulugu gosterilsin.
GWis1(x) = 2xGWi(x) — GWi-1(x)
= 2x(Wi(x) + iWi-1(x)) — Wi-1(x) + iWi-2(x))
= 2xWi(x) — Wi-1(x) + i(2xWi-1(x) — Wi-2(x))
= Wit1(x) + iWi(x)
boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3. (Urete¢c Fonksiyonu) Dérdiincii cesit Gauss Chebyshev polinomlar1 igin
g(y; x) ile gosterilen {GWn(x)}%_, dizisinin iirete¢ fonksiyonu su sekildedir:

1+y+ (y+2xy—1)i
9, x) = 35 GW ()y" =
n

0<n<oo

1 - 2xy + y?
dir.

Ispat. {GW.(x)}%_, dizisi icin iirete¢ fonksiyonu kuvvet serileri seklinde yazilabilir.

gy, x) = Y GWa(x)ym =GWo(x) + GW1(x)y + GW2(x)yZ + - (4.8)
0<n<o

2xyg(y,x) = 2xGWo(x)y + 2xGW 1 (x)y? + 2xGW o (x)y3 + -+ (4.9)

y2g(y,x) = GWo(x)y? + GW1(x)y3 + GW2(x)y* + -+ (4.10)

(4.8), (4.9) ve (4.10) dan

(1-2xy +y)g(,x)

= GWo(x) + (GW1(x) — 2xGWo(x))y + (GW2(x) — 2xGW 1(x) + GWo(x))y? + -+
=1—-i+2xy+y+yi—2xy+ 2xyi

=1+y+y+2xy— 1)

elde edilir. Buradan

1+y+ W+ 2xy—1)i
1-2xy+y?

gy, x) =

olup ispat tamamlanmus olur.
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(4.6) denkleminin karakteristik denklemi t2 —2xt+1 =0 dir. O halde ¢oziimleri;
a(x), B(x) =x+ V. x2 — 1. Dérdiincii ¢esit Gauss Chebyshev polinomlarinin Binet benzeri
formiilii asagidaki gibidir.
Teorem4.2.4. n = 0i¢in

(a() + D(am(x) = ipr(x)) (B + D(B*(x) — iar(x))
a(x) — B(x) a(x) — B(x)

GVn(x) =

dir.

Buradan sonraki teoremler de dordiincii ¢esit Gauss Chebyshev polinomlar: ile bilinen

Chebyshev polinomlar1 arasindaki iliskileri verecegiz.
Teorem4.25. n > 1igin
GWrn(x) = GUn(x) + GUn-1(x)
dir.
Ispat. Esitlik (4.7)’den
GWin(x) = Wa(x) + iWn-1(x)

esitligidir. Lemma 2.3.8. (iii) ve (3.7)’den son esitlik

= Un(x) + Un-1(x) + i(Un-1(x) + Un—2(x))

= Un(x) + iUn-1(x) + Un-1(x) + iUn-2(x)

= GUn(x) + GUn-1(x)
bulunur. Buradan ispat tamamlanmustir.
Teorem4.2.6. n = 1i¢in

GWn(x) — GWn-1(x) = 2GTn(x)

dir.

Ispat. Esitlik (4.7)’den
GWi(x) — GWn-1(x) = Wa(x) + iWn-1(x) — (Wn-1(x) + iWn—2(x))

= Wn(x) - Wn—l(x) + iWn—l(x) - iWn—Z(x)
elde edilir. Lemma 2.3.8. (iv) ve (3.2)’den

= 2Tn(x) + i2Tn-1(x)
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= 2GT,(x)
olup boylece ispat tamamlanir.
4.3. Uciincii ve Dordiincii Cesit Gauss Chebyshev Polinomlarin iliskileri

Bu boliimde, tglincii ve dordiincii ¢esit Gauss Chebyshev polinomlarinin iligkileri

verilmistir.
Teorem4.3.1.n > 1 igin

GVn(x) + GVp-1(x) = GWn(x) — GWn-1(x)
dir.

Ispat. Esitlik (4.2) ve Lemma 2.3.8. (i)’den
GVn(x) + GVip1(x) = Va(x) + iVa-1(x) + Va-1(x) + iVa-2(x)

= (Un(X) - Un—l(X)) + l(Un—l(X) - Un—Z(X)) + (Un—l(X) = Un—Z(X)) + l(Un—Z(X)
- Un—3(X))

= (Un(X) + Un—l(X)) — (Un—l(X) + Un—Z(X)) + l(Un—l(X) + Un—Z(x)) - l(Un—Z(X)
+ Un—3(X))

esitligi elde edilir. Lemma 2.3.8. (iii)’den son esitlik

= Wa(x) = Wn-1(x) + iWn-1(x) — iWn—2(x)

bulunur. (4.7)’den

= GWn(x) — GWn-1(x)

olup ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 4.3.2. n > 1 i¢in

GVn(x) + GWnr(x) = 2GUn(x)

dir.

Ispat. (4.2) ve (4.7)’den
GVn(x) + GWn(x) = Va(x) + iVa-1(x) + Wa(x) + iWn-1(x)

== Vn(x) + Wn(x) + i(Vn—l(x) + Wn—l(x))
esitligi elde edilir. Lemma 2.3.8. (vi)’den son esitlik

= 2Un(x) + i2Un-1(x)
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= 2(Un(x) + iUp1(x))
bulunur. Ve (3.7)’den son esitlik
= 2GUn(x)
dir. Boylece ispat tamamlanr.

Tablo 4.1. Chebyshev ve Gauss Chebyshev polinomlari

Baslangi¢ Sartlan Rekiirans Bagintisi
Birinci Cesit Chebyshev
: To(x) = 1,T1(x) = x Tn(x) = 2xTyp-1(x) — Tp—2(x)
Polinomu
Ikinci Cesit Chebyshev
. Uo(x) = 1, Us(x) = 2x Un(x) = 2xUpn-1(x) — Up—2()
Polinomu
Uciincii Cesit
, Vo(x) =1,Vi(x) =2x -1 Va(x) = 2xV5-1(x) = Vi—a(x)
Chebyshev Polinomu
Dérdiincii Cesit
. Wo(x) =1, Wi(x) =2x+1 Wi(x) = 2xWp_1(x) — Wp_2(x)
Chebyshev Polinomu
Birinci Cesit Gauss GTo(x) = 1+ xi, GTn(x) =
Chebyshev Polinomu GT1(x) = x +i 2XGT p—1(x) — GTp—z(x)
ikinci Cesit Gauss GUo(x) = 1, GUy(x) =
Chebyshev Polinomu GUi(x) =2x +1i 2xGU—1(x) — GU (%)
Uciincii Cesit Gauss GVo(x) =1+ GVn(x) =
Chebyshev Polinomu GVi(x)=2x—-1+1i 2xGV_1(x) — GVpp(x)
Dordiincii Cesit Gauss GWo(x) =1—1, GWa(x) =
Chebyshev Polinomu GWi(x) =2x+1+i 2XGW 1 () — GW,_p(x)
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5. GAUSS CHEBYSHEV POLINOMLARI iLE OZEL SAY| DIZILERI
ARASINDAKI iLISKILER

Bu boliimde bilinen bazi esitlikleri kullanarak birinci ve ikinci g¢esit Gauss Chebyshev
polinomlart ile Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas sayilar1 ve polinomlar1 arasindaki

iliskiler verilecektir.

Asagidaki teoremde birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomu ile Lucas ve Pell-Lucas say1

ve polinom iliskisi verilmistir.

Teorem 5.1. GTx(x) birinci gesit Gauss Chebyshev ve L,(x) Lucas polinomu olmak iizere

iTL
GTn(x) = ~ Un(=2i2) + Ln-1(=2ix))
dir.
Ispat. Esitlik (3.2) ve Lemma 2.3.12 (i) ‘den

GTn(x) = Tn(x) + iTn-1(x)

l'n—l

o~
|

La(—2ix) + i Ln-1(=2ix)

2

in
olarak bulunur.
Sonu¢ 5.2. GTx(x) birinci ¢esit Gauss Chebyshev ve Q.(x) Pell-Lucas polinomu olmak
lizere
iTl

GTn(x) = = (@n(=ix) + Qn-1(—i))
dir.
Ispat. Teorem 5.1. ve Lemma 2.3.12 (i)’ den ispat agiktir.

Sonug 5.3.

i,
GTn (=) =2 Lo
2" 2

dir.

Ispat. Teorem 5.1.” den ispat agiktir.
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Sonug¢ 5.4.
. . 1
GTa () = Qi1 O
2 2 2
dir.
Ispat. Sonug 5.2.” den ispat agiktir.

Asagidaki teoremde ikinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomu ile Fibonacci ve Pell say1 ve

polinom iligkisi verilmistir.

Teorem 5.5. GUn(x) ikinci gesit Gauss Chebyshev ve Fn(x) Fibonacci polinomu olmak

lizere
GUn(x) = i"(Fns1(—2ix) + Fn(—2ix))
dir.
Ispat. Esitlik (3.7) ve Lemma 2.3.12 (ii) ‘den
GUn(x) = Un(x) + iUn-1(x)

= i"Fpp1(—2ix) + {i1F(—2ix)

= "(Fp41(—2ix) + Fn(—2ix))
olarak bulunur.
Sonug¢ 5.6. GUr(x) ikinci gesit Gauss Chebyshev ve P,(x) Pell polinomu olmak iizere

GUn(x) = i"(Pn+1(—ix) + Pn(—ix))

dir.
Ispat. Teorem 5.5. ve Lemma 2.3.12 (ii)’ den ispat aciktir.

Sonug 5.7.
GUn (L) = inF 2
2
dir.
Ispat. Teorem 5.5.” den ispat agiktir.

Sonug 5.8.

i 1
GUR (L) = i"Prs1 )
2 2
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dir.
Ispat. Sonug 5.6.” den ispat agiktir.

Simdi verecegimiz teorem ile birinci ¢esit Gauss Chebyshev polinomunun bazi 6zel

degerlerde Gauss Lucas, Fibonacci ve Lucas sayilari ile iliskisi verilmistir:

Teorem5. 9.

i H=1 +1L
I) GTn (2) 2 (GL 2n—1 2n—2)

i y=1 2L
i) GTn (2) 2(GLLm_3 + 4-n—2)
(L +i5F ), ngift
— 3n 3n—3
i)  GTa(V5) = 1(V5F +iL ), ntek
2 3n 3n—3
L . :
iv) s . L, + iv/! 5Fn_1), n gift

GTn(.)= o
(,) {12(\/5Fn+an—1)' n tek

dir.
Ispat. Yalnizca ii) ispatlanacaktir. Digerlerinin ispat1 benzer sekilde yapilabilir.

i) Esitlik (3.2) ve Lemma 2.3.9 (iii) kullanilarak
7 7 . 7
GTrn (=) =Tn(z) +iTn-1 ()
2 2 2

1
= E (L4n + iL4n—4)

1
= E (Lan—1 + Lap—3 + iLapn_4)

1
=5 (Lan—2 + Lan—3 + Lan_p + ilgpn_4)

1
= E (GLyp—3 + 2L4n2)

dir.
Simdi verecegimiz teorem ile ikinci gesit Gauss Chebyshev polinomunun bazi 6zel

degerlerde Gauss Fibonacci, Fibonacci ve Lucas sayilari ile iligkisi verilmistir.

Teorem 5. 10.

i) GU (3 =GF+F
n 5 2n+1 2n
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i GU H=1F +iF
) n(z) 3( 4n+4 4n)

1(L +iV5F ), mngift

iii) GU (\/5) = (¥ 3n+3 3n
n l(\/‘:’rF +iL ), ntek

4 3n+3 3n

iv) Js Ln+1 + iVSF,,  ncift

GUn R - —
(;) {\/SFn+1 +iL,, ntek
dir.
Ispat. Yalnizca i) ispatlanacaktir. Digerlerinin ispat1 benzer sekilde yapilabilir.

1) Esitlik (3.7) ve Lemma 2.3.9 (vi) kullanilarak
3 3. . 3
GUn () =Un(0) +iUn-1(2)
2 2 2

= Foppp +iF,
= Foppq + Fop +1Fy,
= GFypqq + Fop

dir. Asagidaki teoremde birinci ve ikinci gesit Gauss Chebyshev polinomunun &zel bir

degerde Gauss Pell, Pell ve Pell-Lucas sayilari ile iliskisi verilmistir.

Teorem 5.11.
i) GTn(3)=GQ2n-1+ Q2n—2
i) G ()= ; (P +iP )
Ispat. Yalnizca i) ispatlanacaktir. Digerinin ispat1 benzer sekilde yapilabilir.
i) Esitlik (3.2) ve Lemma 2.3.10 (i) kullanilarak
GTn(3) = Tn(3) + iTn-1(3)

= Q2n + Q2,2

= Qa1+ Q2p—2 + Q20—

= GQzn-1 T Qo
dir.

Asagidaki teoremde tigtincii ¢esit Gauss Chebyshev polinomunun bazi 6zel degerlerde Gauss

Fibonacci, Fibonacci ve Lucas sayilari ile iligkisi verilmistir.
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Teorem 5.12. GV,,(x) t¢lincii ¢esit Gauss Chebyshev polinomu olmak tizere

i GV (® = F
I) n(z) GF2n+ 2n—1

i) GV (=)= - )

2

+1 2n—1

iii) GVa(—1) = (—D)"(2n+1—-i(2n — 1))
1+i, n=003)
1 . _
V@GP = {2+ n=10)
1-2i, n=203)
1+i, n=004)
. _—14i, n=14)
LA e
114 n = 3(4)
/1 +1, n = 0(6)
| i, n = 1(6)
1 -1, n = 2(6)
vii)  GVp(—-) =
2 i —(1+1i), n=3(6)
—i, n = 4(6)
{1, n="5(6)
dir.

Ispat. Bu teorem igin i) ve v) ispatlanacaktir. Digerlerinin ispat: benzer sekilde yapilabilir.

) Esitlik (4.2) ve Lemma 2.3.9 (iii) kullanilarak

dir.

GV (3 3) + iV (3)
n(=)=V, (— Wn-1(—
2) " (2 2
= Foppq +iF1
=Fon+ Fopq+1Fm

=GFyy + Fppq

) Esitlik (4.2) ve Lemma 2.3.11 (i) kullanilarak n = 0(3) i¢in

1 1 1

=1+

bulunur. Benzer sekilde n = 1(3) ve n = 2(3) igin sirasiyla
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1

1
GVn(—>)=1-2i

olarak bulunur. Sonug olarak

1 1+i, n=003)
GVn (_f) = {-2+i n=103)
1-2i, n=203)

elde edilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, iyi bilinen dort ¢esit Chebyshev polinomlarini kompleks (karmasik)
diizleme genisleterek, Gauss Chebyshev polinomlari adi verilen yeni Gauss polinom aileleri
tanimlanmustir. Yeni tanimlanan bu kavramlarin Binet formiilleri, tireteg¢ formiilleri, Cassini,
Catalan, d’Ocagne gibi temel 6zellikleri, bilinen Chebyshev polinomlar1 ve birbirleri ile
iliskileri, 6zel say1 dizileri ve 6zel say1 dizilerinin polinomlari ile iliskilerine yer verilmistir.
Bu tezin amaci, Gauss polinom ailesine bir yenisini ekleyerek elde edilen 6zdeslikler ile

bilinen say1 dizi ve polinomlar1 arasindaki iliskileri gosterebilmektir.

Elde edilmis olan bu yeni ailenin bilinen farkli 6zel say1 dizi ve/veya polinomlar ile
incelenmemis iliskileri bulundugu tahmin edilmektedir. Bu iliskilerin bulunmasi literatiire

onemli katkilar saglayacaktir.
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