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GAUSS MODIFIED PELL SAYILARI UZERINE
Nusret KARAASLAN
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Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Tiillay YAGMUR
OZET

Ozel say1 dizileri ve bu dizilerin genellestirilmeleri birgok yazar tarafindan
incelenmistir. Bu tezin amacit Gauss modified Pell say1 dizisini tanimlamak ve
birtakim 6zelliklerini belirlemektir. Ayrica bu tanimi kullanarak Gauss modified Pell
polinom dizisini ve Gauss (s, t)-modified Pell dizisini tanimlayarak, ozelliklerini
incelemek amaglanmaktadir.

Bu tez yedi béliimden olusmaktadir. Ik boliimde, Fibonacci say1 dizisi basta olmak
lizere bazi Ozel sayir dizilerinin tarihgesinden ve giinlik hayattaki kullanim
alanlarindan bahsedildi. ikinci boliimde, ¢alismamizda ihtiya¢ duyulan temel tanim
ve teoremler ifade edildi. Ugiincii boliimde, Gauss modified Pell dizisi tanimland: ve
bazi kombinatoryal 6zellikleri incelendi. Dordiinct bolimde, Gauss modified Pell
polinom dizisi tanimlanarak bazi 6zellikleri ele alindi. Besinci bdliimde, ilk olarak
modified Pell dizisinin bir genellestirilmesi olan (s,t)-modified Pell dizisi
tanimlandi. Daha sonra (s, t)-modified Pell dizisinin elemanlarindan olusan (s, t)-
modified Pell matris dizisi tanimlandi. Bu dizilere ait baz1 kombinatoryal 0zellikler
incelendi. Altinci boliimde, Gauss modified Pell dizisinin bir genellestirilmesi olan
Gauss (s,t)-modified Pell dizisi tanimlandi. Sonra Gauss (s,t)-modified Pell
dizisinin elemanlarindan olusan Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisi tanimlandi.
Bu dizilere ait bazi 6zellikler ele alindi. Son boliimde, tezde elde edilen birtakim
sonuglara ve bazi 6nerilere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Gauss modified Pell say1 dizisi, Gauss modified Pell polinom
dizisi, Gauss (s, t)-modified Pell dizisi, Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisi.

Haziran, 2019; 67 sayfa
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ABSTRACT

Special number sequences and their generalizations have been studied by many
authors. The aim of this thesis is to define Gaussian modified Pell number sequence
and to determine some properties of this sequence. Also, by using this definition, it is
aimed to define Gaussian modified Pell polynomial sequence and Gaussian (s, t)-
modified Pell sequence and to examine some properties of these sequences.

This thesis consists of seven chapters. In the first chapter, the history of some special
number sequences, especially Fibonacci number sequence, and usage of these
number sequences in daily life are mentioned. In the second chapter, some basic
concept and definitions needed in the further chapters are given. In the third chapter,
the Gaussian modified Pell sequence is defined and some combinatorial properties of
this sequence are examined. In the fourth chapter, the Gaussian modified Pell
polynomial sequence is defined and some of its properties are discussed. In the fifth
chapter, (s, t)-modified Pell sequence which is a generalization of the modified Pell
sequence is firstly defined. Then, (s,t)-modified Pell matrix sequence whose
components consist of the modified Pell numbers is defined. Some combinatorial
properties of these sequences are investigated. In the sixth chapter, Gaussian (s, t)-
modified Pell sequence which is a generalization of the Gaussian modified Pell
sequence is firstly defined. Then, Gaussian (s, t)-modified Pell matrix sequence
whose components consist of the Gaussian modified Pell numbers is defined. Some
combinatorial properties of these sequences are discussed. In the last chapter, the
main results obtained from the thesis and some proposals are discussed.

Keywords: Gaussian modified Pell number sequence, Gaussian modified Pell
polynomial sequence, Gaussian (s, t)-modified Pell sequence, Gaussian (s, t)-
modified Pell matrix sequence.
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1. GIRIS

Matematik bir binaya benzetilecek olursa bu binanin temelini sayilar
olusturmaktadir. Matematigin temelini olusturmus bu sayilarin tarihi beseriyetin
gecmisi kadar eskidir. Ilk cag insanlar1 rakam ve sayilart kullanma gereksinimi
duymustur. Bu amagcla bir aga¢ dalina centikler yapmislar, yagamini siirdiirdiikleri
magara duvarlarina ¢izikler ¢izmislerdir. Bunlarin yan1 sira ¢akil taglarim
kullanmiglar veya ipe diglim atmiglardir. Zaman gegtikge tabiattaki hadiseler
gbzlenerek yeni say1 sistemleri tamimlanmistir. Daha sonra bir¢ok bilim dalinin ve
matematigin konular ile tanimlanan say1 dizileri iligkilendirilerek tanimlanmis olan

bu say1 sistemlerinin daha farkli birgok 6zelliklerinin ortaya ¢ikarilmasi saglanmustir.

Dizi kavrami, tanim kiimesi dogal sayilar olan fonksiyonlardir. Bu kavram daha ¢ok
bilgisayar ve matematik alanlarinda kullanilmaktadir. Say1 dizileri basta matematik
olmak Uzere fizik, bilgisayar ve guzel sanatlar gibi bir¢cok bilim dalindaki ¢agdas
arastirmalarda karsimiza cikmaktadir. Say1 dizisi kavrami ise tabiattaki birtakim
olaylarin gozlenip matematiksel bir paradigma olarak ifade edilmesiyle ortaya
cikmustir. Ornek verilecek olursa, akillara ilk gelen ve birgok bilim dalinda karsimiza
cikan Fibonacci sayilari, 12. ve 13. yiizyillar arasinda yasamis olan Italyan
matematik¢i Leonardo Fibonacci tarafindan tavsanlarin iiremesi ile alakali bir
problemin (izerine tanimlanmstir. Bu problem sayesinde literatiire Fibonacci sayilart
olarak girecek bir say1 dizisi elde etmistir. Bu dizi O ve 1 sayilar ile baglayacak ve
ikinci terim itibari ile Onceki iki terimin toplamimna esit olacak seklinde
diistiniilmustiir. Buna karsilik Fibonacci sayilari tabiattaki birgok doga olayinda
goriilmektedir: Bazi ¢igeklerin yaprak sayisi, tag yapraklarin dizilimi, bulutlarin

olusumu vs.

Birkag ylizy1l sonra, Kepler ardisik iki Fibonacci sayisi arasindaki orani inceleyerek
literatiire “Altin Oran” olarak gececek bir kavram gelistirmistir. Altin Oran, Yunan
alfabesinin yirmi birinci harfi olan fi (phi) sayis1 olarakta bilinir. Altin Oran’in

sayisal degeri 1,618 dir.

Giliniimiizde Fibonacci say1r dizisi ve bu say1 dizisinin tiirevleri (Lucas, Pell,
Jacobsthal vs.) matematigin yani sira bir¢ok alanda kendilerine uygulama alanlari
bulmuslardir. Bunun neticesinde bu say1 dizileri, bunlarin o6zellikleri ve

genellestirmeleri lizerine de birgok ¢aligma yapilmistir.

1



Bu calismanin amaci1 Gauss modified Pell say1 dizisi, Gauss modified Pell polinom
dizisi ve Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisi tanimlarini vererek bunlara iliskin

bazi kombinatorial 6zellikleri incelemektir.

Bunun i¢in ilk olarak Gauss modified Pell sayilarin1 veren rekiirans bagintisini
tanimladik. Daha sonra, bu sayilarin iirete¢ fonksiyonlarini, toplam formullerini ve

n. Gauss modified Pell sayisin1 veren Binet formiiliinii elde ettik.

Daha 6nce birgok say1 dizisine ait polinom dizileri elde edilmisti. Yine bu ¢aligmada,
Gauss modified Pell polinom dizisini tanimlayarak bu dizinin de bircok
kombinatorial 6zelliklerini inceledik. Burada belirtmeliyiz ki, tanimladigimiz bu

polinom dizisinin 6zel hali Gauss modified Pell say1 dizisini vermektedir.

Diger taraftan, say1 dizilerine ait matris temsilleri de yine birgok yazar tarafindan
calisilmistir. Biz bu calismada ilk olarak (s, t)-modified Pell say1 dizisini tanimlayip
bundan faydalanarak Gauss (s, t)-modified Pell sayilarmi tanimladik. Ustelik Gauss

(s, t)-modified Pell matris dizisini tanimlayarak birtakim 6zelliklerini inceledik.

Belirtelim ki bu ¢alismada verilen Gauss modified Pell say1 dizisi ve Gauss modified
Pell polinom dizisi kavramlar1 ile bu dizilere ait birtakim O6zellikler 2018 de
“Aksaray University Jounal of Science and Engineering” isimli dergide yayimlanan

makale ile literatiire girmistir.



2. GENEL BILGILER VE LITERATUR CALISMASI

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde yararlanilacak olan temel tanim ve teoremler

verilmistir.
2.1 Rekiirans (Indirgeme) Bagintilar

Tamm 2.1.1 ay,a4,a5,as,...,a,, .. sonsuz bir dizii kK € N bir sabit ve
f:N x Z*¥ - R bir fonksiyon olsun. Baslangic degerleri ay, ay, a,as, ..., ax_; Ve

vn = kicin;

an = f(Tl, ap—1,0p-2,Ap-3, =) an—k) (2.1)

fonksiyonuna k. mertebeden indirgerme bagmtisi denir. Dizinin tiim elemanlar1 (2.1)

denklemi ve ay, a4, a,, as, ..., ap_, degerleri ile belirlenir [1].

Tamm 2.1.2 (a,) sonsuz bir dizi, k € N sabit, f,, f1, f2, .-, fx N’den R’ye tanimli

fonksiyonlar ve f,(n) # 0 olmak lzere, Vn > k igin;
an = fiW)an_1 + r(Man_; + -+ fr(Mbyp_i + fo(n) (2.2)
bicimindeki indirgeme bagintisina k. mertebeden lineer indirgeme bagintis1 denir.

Eger (2.2)°de ki f3, f2, ..., fi fonksiyonlar1 f;(n) = b;; (1 <i < k) bigiminde sabit

fonksiyonlar ise

an =byay1 + byan_p + -+ bpan_ + fo(n) (2.3)
indirgeme bagintisina sabit katsayili indirgeme bagintis1 denir.
Eger (2.2)’de ki Vn € N igin, fy(n) = 0 ise;

an = fi(M)a,—1 + fr(N)an— + -+ fr(Man (2.4)
indirgeme bagintisina homojen indirgeme bagntisi denir [1].

Teorem 2.1.1 a, =c;a,_1 + c3a,_, indirgeme bagintisi olsun. Bu durumda

indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi;
x2—cr—c; =0 (2.5)
ve bu denklemin kokleri a ve B olmak uzere genel ¢ozimi
a, =ca™+dp" (2.6)

dir. Burada a ve [ sabit sayilardir [1].



Tamm 2.1.3 ay, a4, a,, as, ..., a,, ... bir reel say1 dizisi olsun. Bu takdirde

g(x) =ag+ a;x + ax? + -+ ax™ + - (2.7)
ifadesine {a,,} dizisinin Urete¢ fonksiyonu denir [1].
2.2 Baz1 Sayi Dizileri

Bu kisimda, gegmisten giiniimiize matematikg¢iler tarafindan ¢alisilmis ve literatiirde
onemli bir yer tutan, bazilar1 daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan sabit
katsayili ikinci dereceden rekiirans bagintisina sahip birgok say1 dizisinin tanimlart
ve bu say1 dizilerinin bazi temel 6zellikleri verilmistir. Bu ¢alismalardan bazilari i¢in
referans olarak [2-11] o6nerilir. Ayrica bu say1 dizilerine ait polinom dizileri elde
edilmisti. Bu diziler icin de [12-16] referans olarak verilebilir. Diger taraftan, say1
dizilerine ait genellestirmeler ve matris temsilleri de birgok yazar tarafindan
calisgtlmistir.  Bu c¢aligmalarin  bazilar1 igin ise referans olarak [11,17-24]

gosterilebilir.

Tamm 2.2.1 Fibonacci sayilari, baslangi¢ kosullar1 Fy = 0 ve F; = 1 olmak (zere,

n = 2 igin,
Fy=Fo1+Fh (2.8)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada F,, n. Fibonacci sayisidir [2,9].

Tammm 2.2.2 Lucas sayilari, baslangi¢ kosullar1 Ly = 2 ve L; = 1 olmak Uzere,

n = 2 icin,
Ly=Lpq+Ln (2.9)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada L, n. Lucas sayisidir [2,9].
Tamm 2.2.3 Pell sayilari, baslangi¢ kosullart P, = 0 ve P; = 1 olmak Uzere, n > 2
icin,
P, =2P,_ 1 +P, (2.10)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada P,, n. Pell sayisidir [4].

Tamm 2.2.4 Pell-Lucas sayilari, baslangi¢ kosullar1 Q, = 2 ve Q; = 2 olmak Uzere,

n = 2 icin,

Qn = 2Qn—1 + Qn—Z (211)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada Q,,, n. Pell-Lucas sayisidir [4].



Tamm 2.2.5 Modified Pell sayilari, baslangi¢ kosullar1 g, =1 ve q; = 1 olmak

Uzere, n = 2 igin,
Gn = 2qn-1+ qn— (2.12)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada g,,, n. modified Pell sayisidir [5].

Simdi ise yukaridaki tanimlarini verdigimiz say1 dizilerinin Binet formiillerini veren

teoremler ispatsiz olarak ifade edilmektedir.

Teorem 221 E,=F,_ +F,_, ve L,=L, 1+ L,_, rekiirans bagmtilarinin

karakteristik denklemi x2 — x — 1 = 0 ve bu denklemin kokleri

_1+45 ﬁ_l—x/ﬁ

a

2 2

olmak (izere, n. Fibonacci sayisinin Binet formiilii

Py an_ﬁn
Fy =— 5 (2.13)

ve n. Lucas sayisinin Binet formiilii
L,=a™+p" (2.14)

ile verilir [2,9].

Teorem 222 B, =2P, 1+ Py 3 Qn=20Qn1+0Qn2 V& qn=2qn-1+qn
rekiirans bagmtilarinin karakteristik denklemi x? —2x —1 = 0 ve bu denklemin
kokleri

a=1++2, ,8=1—\/§

olmak (izere, n. Pell sayisinin Binet formiilii

_ an_ﬁn
P =2t (2.15)
n. Pell-Lucas sayisinin Binet formiilii
Qn =™+ " (2.16)
ve n. modified Pell sayisinin Binet formiilii
7"L+ n
n=t 2.17)

ile verilir [11].



Sirada Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas ve modified Pell say1 dizilerinin iireteg

fonksiyonlari asagida ispatsiz olarak verilmektedir.

Teorem 2.2.3 Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar sirastyla

P

f&) =—= (2.18)
g00) === (2.19)

dir.

Teorem 2.2.4 Pell, Pell-Lucas ve modified Pell say1 dizilerinin {irete¢ fonksiyonlari

sirastyla
h(x) = 1_;;—_9@ (2.20)
mx) = ———, (2.21)
n(x) = 1_;% (2.22)
dir.

Simdi yukarida tanimlart verilen say1 dizilerine iligkin polinom dizilerinin tanimlari

verilmektedir.

Tamim 2.2.6 Baslangi¢ kosullar1 Fy(x) = 0 ve F;(x) = 1 olmak Uzere, n > 2 igin,

n. Fibonacci polinomu F, (x)
Fo(x) = xFy_1(x) + Fy_2(x) (2.23)
rekiirans bagintis1 ile tanimlanir [12].

Tamm 2.2.7 Baslangi¢ kosullari Ly(x) = 2 ve L;(x) = x olmak lzere, n = 2 igin,

n. Lucas polinomu L,, (x)
Ln(x) = xLyp_1(x) + Lp_»(x) (2.24)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir [12].

Tamim 2.2.8 Baslangi¢ kosullar1 Py(x) = 0 ve P;(x) = 1 olmak Uzere, n > 2 igin,

n. Pell polinomu B, (x)
P, (x) = 2xP,_1(x) + Pp_5(x) (2.25)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir [14].



Tamm 2.2.9 Baslangi¢ kosullart Qy(x) =2 ve Q,(x) = 2x olmak Uzere, n > 2

icin, n. Pell-Lucas polinomu Q,,(x)
Qn(x) = ZxQn—l(x) + Qn—Z(x) (2-26)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir [14].

Ustelik, Horadam polinomlarinin [15] 6zel bir hali olarak, baslangi¢ kosullari

qo(x) = 1 ve q;(x) = x olmak Uzere, n > 2 i¢in, n. modified Pell polinomu g, (x)
qn(x) = 2xqn_1(x) + gn_2(x) (2.27)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir.

Simdi, ilk olarak (s,t)-Fibonacci ve (s,t)-Lucas, (s,t)-Pell say1 dizilerinin
tanimlar1 verilmektedir. Daha sonra ise bu say1 dizilerine iliskin matris dizilerinin

tanimlar1 ifade edilmektedir.

Tammm 2.2.10 (s, t)-Fibonacci sayilari, baslangi¢ kosullart Fy(s,t) =0 ve

Fi(s,t) = 1 olmak izere, n > 2 igin,
E,(s,t) = sF,_1(s,t) + tF,_,(s, t) (2.28)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada F, (s, t), n. (s, t)-Fibonacci sayisidir [18].

Tanim 2.2.11 (s, t)-Lucas sayilari, baslangi¢ kosullart Ly(s,t) = 2 ve Li(s,t) = s

olmak (izere, n = 2 igin,
Ln(s,t) =sLp_1(s,t) + tL,_»(s,t) (2.29)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada L, (s, t), n. (s, t)-Lucas sayisidir [17].

Tamm 2.2.12 (s, t)-Pell sayilari, s* + ¢t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 reel

sayilar1 i¢in, baslangi¢ kosullar1 Py(s,t) = 0, P,(s,t) = 1 ven > 2 olmak Uzere,
P,(s,t) = 2sP,_1(s,t) + tP,_5(s,t) (2.30)
rekiirans bagintisi ile tamimlanir. Burada B, (s, t), n. (s, t)-Pell sayisidir [20].

Tamim 2.2.13 (s, t)-Pell-Lucas sayilari, s> + ¢t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0
reel sayilar igin, baslangi¢ kosullar1 Qy(s,t) =2, Q,(s,t) = 2s ve n = 2 olmak

Uzere,

Qn(s,t) = 25Qn-1(s,t) + tQn_2(s, 1) (2.31)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada Q,,(s, t), n. (s, t)-Pell-Lucas sayisidir [20].



Tamm 2.2.14 s% + 4t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 tam sayilari i¢in, n > 2

olmak tzere,
1 0 1
MEy (s, =(, 1) MEGO=(] )
baslangic kosullar1 ve
ME,(s,t) = sSMF,_;(s,t) + tMF,_,(s,t) (2.32)

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {ME,(s,t)},ey mMatris dizisine (s, t)-Fibonacci

matris dizisi denir [18].

Tamm 2.2.15 s2 + 4t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 tam sayilar igin, n > 2

olmak Uzere,

MLy(s,t) = (Zst _25), ML,(s,t) = (52;213 ZSt)

baslangic kosullar1 ve
ML, (s,t) = sML,_4(s,t) + tML,,_,(s,t) (2.33)

rekiirans bagintisi ile tamimlanan {ML,, (s, t)},ey Matris dizisine (s, t)-Lucas matris
dizisi denir [17].

Tanm 2.2.16 s? + ¢t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 reel sayilar1 igin, n > 2

olmak Uzere,

MPO(s,t)z(é (1)) MPl(s,t)=<2tS (1))

baslangic kosullar1 ve
MP,(s,t) = 2sMP,_(s,t) + tMP,_,(s,t) (2.34)

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {MPB,(s,t)},ey Matris dizisine (s, t)-Pell matris
dizisi denir [20].

Tamm 2.2.17 s + t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 reel sayilar1 igin, n > 2

olmak Uzere,
(25 2 _ (4s%>+ 2t 2s
M) = (5 _5) MauGo=(* 1% &)
baslangic kosullar1 ve
MQ, (s, t) = 2sMQ,_1(s,t) + tMQ,,_»(s,t) (2.35)



rekiirans bagintisi ile tanimlanan {MQ,, (s, t)},ey Matris dizisine (s, t)-Pell-Lucas

matris dizisi denir [20].
2.3 Baz1 Gauss Sayi Dizileri

Bu kisimda, say1 dizilerinin genellestirilmesi olan Gauss say1 dizilerinden
bahsedilmektedir. Ustelik, bu say1r dizilerine ait birtakim 6zellikler ifade
edilmektedir. Bu diziler icin referans olarak [25-35] verilebilir. Ayrica bu dizilere ait

bazi matris temsilleri icin [36,37] referans olarak gosterilebilir.

Tanmm 2.3.1 Gauss Fibonacci sayilari, baslangic kosullart GFy =i ve GF; =1

olmak lizere, n = 2 igin,
GE, = GF,,_1 + GF,,_, (2.36)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada G F,, n. Gauss Fibonacci sayisidir.
Ayrica n. Fibonacci sayisi F, olmak Uzere,
GF, = F, +iF,_4 (2.37)
oldugu agiktir [30,31].

Tanim 2.3.2 Gauss Lucas sayilari, baslangi¢ kosullar1 GLy = 2 —ive GL; = 1 + 2i

olmak lizere, n = 2 igin,
GL, =GL,_1+GL,_, (2.38)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada GL,,, n. Gauss Lucas sayisidir.
Ayrica n. Lucas sayis1 L,, olmak Uzere,
GL, =L, +iL, 4 (2.39)
oldugu agiktir [31].

Tamim 2.3.3 Gauss Pell sayilar1 baslangi¢c kosullar1 GPy =i ve GP; = 1 olmak

uzere, n = 2 igin,
GP, = 2GP,_; + GP,,_, (2.40)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada G P,, n. Gauss Pell sayisidir.
Ayrica n. Pell sayis1 P, olmak Uzere,
GP, =P, +iP,_4 (2.41)

oldugu agiktir [29].



Tammm 2.3.4 Gauss Pell-Lucas sayilari, baslangi¢ kosullar1 GQ, = 2 — 2i Ve

GQ; = 2 + 2i olmak Uzere, n > 2 igin,

GQn =26GQn_1+GQp_;

rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada G Q,,, n. Gauss Pell-Lucas sayisidir.

Ayrica n. Pell-Lucas sayis1 Q,, olmak Uzere,

GQn =0Qn +10p1

oldugu agiktir [29].

(2.42)

(2.43)

Simdi ise yukaridaki tanimlarin1 verdigimiz Gauss say1 dizilerinin Binet formiillerini

veren teoremler ispatsiz olarak ifade edilmektedir.

Teorem 2.3.1 Gauss Fibonacci sayilariin Binet formiilii

_1+45 _1-v5  1-pi P
_2'_2'Ca—ﬁ'_a—ﬂ

a

olmak Uzere,
GF, = ca™ +dp™
ile verilir.

Teorem 2.3.2 Gauss Lucas sayilarinin Binet formiilii

1++/5 1-+/5
a = , ﬁ = ,
2 2
A-28)+i(B+2) QRa—-1)—i(a+2)
c= , d=
a—p a—p
olmak Uzere,
GL, = ca™ +dp"
ile verilir.

Teorem 2.3.3 n. Gauss Pell sayisinin Binet formiili

.aft—pa™

an_ﬁn
py +1i g

GP, =

n. Gauss Pell-Lucas sayisinin Binet formiilii
GQn = (a™ + B") —i(aB™ + pa™)
dir.
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(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)



Burada « =142 ve B =1—+/2, x2 —2x —1 = 0 karakteristik denkleminin
koKleridir [29].

Gauss Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

asagida ispatsiz olarak verilmektedir.

Teorem 2.3.4 Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

sirastyla
_ x+(1-x)i
fG) =—T—"—% (2.48)
glx) = &80 (2.49)
dir.

Teorem 2.3.5 Gauss Pell ve Gauss Pell-Lucas say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar

sirastyla
flo) =220 (2.50)
glx) = (2.51)

dir [29].

Simdi, ilk olarak Gauss (s, t)-Fibonacci ve Gauss (s, t)-Lucas, Gauss (s,t)-Pell
sayilarinin tanimlar verilmektedir. Daha sonra ise bu say1 dizilerine iligkin matris

dizilerinin tanimlar ifade edilmektedir.

Tanmm 2.3.5 (s,t)-Gauss Fibonacci sayilart, s2+4t>0, s,t ER ve baslangic

kosullar1 GFy(s,t) = i ve GF;(s,t) = 1 olmak lizere, n > 2 igin,
GE,(s,t) = sGF,,_1(s,t) + tGF,_,(s,t) (2.52)

rekiirans bagmtis1 ile tamimlanir. Burada GF,(s,t), n. (s,t)-Gauss Fibonacci
sayisidir [37].

Tamm 2.3.6 (s,t)-Gauss Lucas sayilar; s?2+4t >0, s,t ER ve baslangic
kosullar1 GLy(s,t) = 2 — is ve GL,(s,t) = s + 2it olmak lizere, n > 2 i¢in,

GL,(s,t) =sGL,_1(s,t) + tGL,_,(s,t) (2.53)

rekiirans bagmtisi ile tammlanir. Burada GL, (s, t), n. (s,t)-Gauss Lucas sayisidir

[37].
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Tamm 2.3.7 s2 + 4t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 tam sayilar igin, n > 2

olmak tzere,
1 [ +it 1
MGFy(s,)=(;, ,'.) MGRGo=(T" )
baslangic kosullar1 ve
MGE,(s,t) = SMGF,_1(s,t) + tMGF,,_,(s,t) (2.54)

rekiirans bagintis1 ile tamimlanan {MGE,(s,t)},ey Matris dizisine (s,t)-Gauss

Fibonacci matris dizisi denir [37].

Tamm 2.3.8 s2 + 4t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 tam sayilar igin, n > 2

olmak Uzere,
_(Ss+2it 2—1is
MGLo(s,t) = (Zt — st 2it +is? — s)'
24 2t+ist s+ 2it
MGL, (s, t) = (S i )
1(5,0) st + 2it? 2t —ist
baslangic kosullar1 ve

MGL,(s,t) = sSMGL,,_4(s,t) + tMGL,,_,(s,t) (2.55)

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {MGL,(s,t)},eny Matris dizisine (s,t)-Gauss

Lucas matris dizisi denir [37].

Tamm 2.3.9 Gauss (s, t)-Pell sayilari, s? + t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0
reel sayilar1 ve baslangic kosullart GPy(s,t) =i ve GP;(s,t) =1 olmak (zere,

n = 2 igin,
GP,(s,t) = 25GPy_1(s,t) + tGP,_,(s,t) (2.56)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada GB, (s, t), n. Gauss (s, t)-Pell sayisidir [36].

Tamm 2.3.10 Gauss (s, t)-Pell-Lucas sayilari, s? +t > 0 olacak sekildeki s > 0
ve t+#0 reel sayillan ve Dbaslangig kosullart GQy(s,t) =2 — 2is ve
GQ.(s,t) = 25 + 2it olmak lizere, n = 2 igin,

GQ,(s,t) = 25GQ,_1(s,t) + tGQ,_»(s, 1) (2.57)

rekiirans bagintist ile tanimlanir. Burada GQ,(s,t) n. Gauss (s,t)-Pell-Lucas
say1sidir [36].

12



Tamm 2.3.11 s + t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 tam sayilar i¢in, n > 2

olmak tzere,
_ (1 [ _(2s+it 1
MGPy(s,) = (o 1 ', ), MGPGso = (T )
baslangic kosullar1 ve
MGPB,(s,t) = 2sMGP,_1(s,t) + tMGP,_,(s,t) (2.58)

rekiirans bagntisi ile tanimlanan {MGP, (s, t)},eny Matris dizisine Gauss (s, t)-Pell

matris dizisi denir [36].

Tamm 2.3.12 s? + t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 tam sayilar igin, n > 2

olmak Uzere,
(25 +2it 2 — 2is
MGQo(s,t) = (Zt — 2ist —2s + 4is? + 2it)’
4s% 4+ 2t + 2ist  2s + 2it>
MG ,t) = (
Q(s,0) 2st +2it2 2t — 2ist
baslangic kosullar1 ve

MGQ,(s,t) = 2sMGQy,_1(s,t) + tMGQ, (s, 1) (2.59)

rekiirans bagmtisi ile tanmimlanan {MGQ,, (s, t) },ey Matris dizisine Gauss (s, t)-Pell-

Lucas matris dizisi denir [36].
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3. GAUSS MODIFIED PELL SAYI DiZiSi

Bu bolumde ilk olarak Gauss modified Pell say1 dizisi tanimlanmistir. Daha sonra bu
dizinin {irete¢ fonksiyonu, Binet formiilii ve bazi kismi toplamlar1 verilmistir. Ayrica
bu dizi ile iligkili olan Catalan, Cassini ve d’Ocagne gibi bazi 6zdeslikler elde
edilmistir. Son olarak, bu diziye ait tridiagonal matris tanimlanip bu matrisin n.

Gauss modified Pell sayisi ile olan iligkisi incelenmistir.

Asagida tanimini verecegimiz Gauss modified Pell say1 dizisi ve bu say1 dizisine ait
bircok Ozellik “Aksaray University Journal of Science and Engineering” isimli
dergide yayimlanan bir makale [32] ile literatiire girmistir. Ayrica belirtilmelidir ki

benzer konu daha sonra Catarino ve Campos [27] tarafindan da ¢alisilmistr.

Tanim 3.1 Gauss modified Pell sayr dizisi {Gqn}nen, baslangic kosullari

Gqo=1—iveGq, =1+ iolmak lzere,n = 2 igin,
Gqn = 2Gqn—1 + GGn—; 3.1)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir.
Ayrica, n. modified Pell sayis1 g, olmak Uzere,
Gqn = Gn + iqn—1 3.2)
oldugu agiktir [32].
Gq,, dizisinin bazi elemanlar1 asagidaki tabloda verilmistir:

Cizelge 3.1. Gq,, dizisinin baz1 elemanlari.

n Gqn

0 1—i
1 1+
2 3+
3 7+ 3i
4 17 +7i
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Simdi, Gauss modified Pell sayilar1 i¢in iirete¢ fonksiyonunu veren teoremi ifade ve

ispat edecegiz.

Teorem 3.1 Gauss modified Pell dizisinin urete¢ fonksiyonu

G(x) = (1-x)+i(—-1+3x) (3.3)

1-2x—x2
seklindedir [32].
Ispat : Gauss modified Pell dizisinin iireteg fonksiyonu G (x) = Yo, Gg,x" olsun.
O halde, bu Uretec fonksiyonu
G(x) = X0 o Gqpx™ = Gqo + Gq1x + Gqx% + -+ + Ggpx™ + -+ (3.4)
seklinde yazilabilir.

Simdi, (3.4) esitligini sirastyla 2x ve x? ile ¢arpalim. Buradan

2xG(x) = 2Gqox + 2Gq1x* + 2Gqx3 + -+ + 2Gqp_1x™ + -+ (3.5)
ve
x2G(x) = Gqox* + Gq1x> + Gqox* + -+ Gqp_ox™ + - (3.6)
elde edilir.

(3.5) esitligi ile (3.6) esitligini taraf tarafa toplayip, elde edilen sonucu (3.4)

esitliginden ¢ikarirsak
G(x)(1 = 2x —x?) = Gqo + (Gq; — 2Gqo)x + (Gqr — 2Gq; — Gqo)x* + -+
elde edilir. Gq,, = 2Gq,-1 + Gq;,_, oldugu goz Oniine alinirsa,
G(x)(1—2x —x?) = Gqy + (Gqy — 2Gqy)x (3.7)

elde edilir. (3.7) esitliginde baslangi¢c kosullar1 yerine yazilarak gerekli islemler
yapildiginda

G(x) = (1—x)+i(—1+3x) (3.8)

1-2x—x2
elde edilir.
Siradaki teorem n. Gauss modified Pell sayisini veren Binet formiiliinii vermektedir.

Teorem 3.2 n. Gauss modified Pell sayisinin Binet formiilii

Gq, = a+p" i (ﬁa"+aﬁ") (3.9)

a+f a+p
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esitligi ile wverilir. Burada a=1++vV2 ve B=1-+2, x*—-2x—-1=0
denkleminin kokleridir [32].

Ispat : Teorem 2.1.1°den Gauss modified Pell dizisinin genel ¢oziimii
Gq, = ca™ +dp" (3.10)
seklinde yazilabilir. Burada c ve d sabit sayilardir.
Simdi, (3.10) esitligi baslangi¢ kosullarina gore yazildiginda
Ggo=c+d=1-1i (3.11)
Ggu=ca+df=1+i (3.12)
elde edilir. (3.11) ve (3.12) esitliklerinden ¢ ve d degerleri

1-Bi 1-ai
d
2 2

seklinde bulunur. Bulunan ¢ ve d degerleri (3.10) esitliginde yerine yazilirsa genel

¢0zUim

6 = (3-ig) "+ (3-1)
m=\z717)" 77 )F
olarak elde edilir. a ve B degerleri icin a + f = 2 oldugundan, elde edilen son

esitlik

G, = a+p" i (Ban+a,8n) (3.13)

a+f a+p
seklinde yazilabilir. Bu ise ispati tamamlar.

Simdi, Gauss modified Pell say1 dizisi ile iligkili olan Catalan 6zdesligini veren

teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.3 n ve r iki pozitif tam say1 olsun. Bu takdirde

3 (_1)7‘—1( T T)2
Gty Gin-r = Gan® = 2(-D"1 (A~ D1+ 2— 24 (3.14)

dir [32].

Ispat : Teorem 3.2 ile verilen Gauss modified Pell dizisinin Binet formilii g6z

Oniine alinirsa

an+r+ﬁn+r ' ﬁan+r +aﬁn+r
GanirGQn—r — GQnZ = lw —1 < o+ ,B
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<[ ()]

[ (et

_ [—4(—1)"+2(—1)"—T(a27+/327)]
B (a+p)?

4( 1)11_( 1)n r(a2r+132r+1+ﬁa2r+aﬁ2r)
" [ @+ p)? ]

_ [—4(—1)”+2(—1)”‘r(a2r+ﬂ27”)] 4 [4(—1)n—2(—1)”-r(a2T+ﬁ2T)]
B (@+p)? (@+p)?

elde edilir. Burada a + = 2 oldugundan gerekli diizenlemeler yapilirsa

r )2
ClnsrGln—r — Gqn” = (=1)™ (1 =) + (1 = DH(-D"" Tlﬂ (_Wl

=201 - i)(—1)n*t [1 — (=D (artfr)z]

_A\T=1(,T 1 pT\2
=2(-1)™1(1—i) [1 + 5T i“ E) ]

bulunur.

_ (2 1 (141 1-1i .
Teorem3.4Q—(1 O)’M_(l—i _1+3i)vean,n. Gauss modified Pell

say1s1 olmak iizere

Gqn+1  Gq
ny = ( n+ n ) 3.15
¢ Gln  Gns (3.15)

dir.

Ispat : Teorem n iizerinden tiimevarimla ispatlanacaktir. O halde,

n = 1icin;
(2 I\(1+i 1-i
Q'M_(l 0)(1—1' —1+3i)
=(3+i 1+i)
14+i 1-—i
=(GCI2 G‘h)
Gq, Gqo
elde edilir.

Simdi ise, 1 < n < k igin, teoremin dogru oldugunu kabul edelim. Yani
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GCIk+1 qu ) (316)

kM — (
¢ Gar  Gqi—q

olsun. Son olarak n = k + 1 igin de teoremin dogru oldugunu gosterelim. (3.16)

esitliginin her iki tarafi soldan Q matrisi ile ¢arpilirsa, buradan
Q**'M = Q(Q*M)
_ (2 1) (qu+1 Gy )
1 0/\ Gqx Gqr—1q
_ (ZGQR+1 +Gqr  2Gqy + GQk—1>
Gqr+1 Gqy

:<GQR+2 GQR+1)
Gar+1  Gax

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamdir.

Siradaki teorem Gauss modified Pell say1 dizisi ile iliskili olan Cassini 6zdesligini

vermektedir.
Teorem 3.5 n pozitif bir tam say1 olsun. Bu takdirde
Gns1Gn-1 — Gq* = 4(=1)"**(1 — i) (3.17)
dir [32].
Ispat : (3.16) esitliginde her iki tarafin determinantini alinirsa, yani

2 111+ 1—i|_an+1 Gan

1 ol ll—i —1+43il 7| Ggn Ggn_y

esitligi hesaplanirsa ispat tamamdir. O halde

2 1M L4 =i |y qvmeier
1 ol 11— —1+3i|_4( DA =1
ve

Gqny1  Gan

— _ 2
Gqn G| = GIn+1Gdn-1 = Gan

elde edilir ki bu ise n pozitif tam sayisi igin
Gn+1Gan-1 — Gqn” = 4(=1)"" (1 - 0) (3.18)

olmasidir.
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Simdi Gauss modified Pell say1 dizisi ile iligkili olan d’Ocagne 6zdesligini veren

teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.6 m ve n iki pozitif tam say1 olsun. B,, n. Pell sayis1 olmak iizere,
GqmGan+1 — GqnGGmer = 4= (1 = )Py_p (3.19)

dir [32].

Ispat : Teorem 3.2 ile verilen Gauss modified Pell dizisinin Binet formilii g6z

Oniine alinirsa

GqmGqni1 — GqnGqQmiq = [a:z:ﬁm — (ﬂazj:;ﬂm)]

8 [an+1 + ﬁn+1 . (ﬁan+1 + aﬁn+1>l

a+p a+pf

B [a +B" (ﬁa +aﬁ”)]

a+p a+f

am+1+ﬁm+1 . Bam+1+aﬁm+1
ey |

_ Z(a—ﬁ)(anﬁm—amﬁn) . (az_ﬁz)(amﬁn_anﬁm)
B [ (a+p)? ] +L[ (a+B)? ]

elde edilir. Burada a + 8 = 2 ve a — 8 = 2v/2 oldugundan gerekli diizenlemeler

yapilirsa
GanGans1 = GanGamsr = V2(1 = D[a"p™ — a™ "]
= V2(1 - (1) (@™ — )
=4(-D)"" (1 - )Bn-n
elde edilir.

Teorem 3.7 n = 2 igin, Gauss modified Pell dizisinin ardigik terimlerinin toplami
Sro1 G = (Gnar + Ggn) — 1 (3.20)

dir [32].

Ispat : (3.1) esitligi dikkate almirsa

1 1
Gqn-1 = By Gqn — > Gqn- (3-21)
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seklinde yazilabilir. Simdi, (3.21) esitliginde n yerine sirasiyla 2,3, 4, ...

yazilirsa

1 1

Gq, = EGQZ - EGCIO
1 1

Gq, = EG% - EGCh
1 1

Gqs = EGCM - EGQZ
1 1

Gqn = Ean+1 - Ean—l

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

1 1
Yk=1Gq = > (Gqn + Gqni1) — > (Gqo + Gq,)

,n+1

(3.22)

esitligi elde edilir. Burada Ggqo = 1 — i ve Gq; = 1 + i baslangi¢ kosullar1 yerine

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
Yk=1Gqr =5 (Gqns1 + Gqp) — 1

elde edilir.

(3.23)

Teorem 3.8 n > 1 icin, Gauss modified Pell dizisinin ardisik ¢ift ve tek indisli

terimlerinin toplamu sirasiyla
[ Xk=1Gqak = %(Gq2n+1 -1-10),
(. Yg=1 Gqo—1 = %(GQZn —1+1)
dir [32].
Ispat :

i. (3.21) esitliginde n yerine sirasiyla 3,5, 7, ..., 2n + 1 yazilirsa

1 1
Gq, = 5Gqz —5Gq;

2 2
1 1
Gq, = EGQS - EG%
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1 1
Gqe = EG% - EG%

1 1
Gqzn = EGQZn+1 - EGQZn—l

elde edilir. Elde edilen esitlikler taraf tarafa toplanirsa
1
2k=1Gq2k = > (Gqzn+1 — Gq1) (3.26)

sonucuna varilir. Gg; = 1+ i baslangi¢ kosulu elde edilen son esitlikte yerine

yazilirsa

St G = 5 [Gaonss — 1 -] (3.27)
bulunur.
ii. (i) esitliginin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Siradaki teorem n. Gauss modified Pell sayisinin 6zel bir matris yardimiyla da

bulunulabilecegini gdstermektedir.

[1+i 1+i 0 - O]
i 2 i :
Teorem 39 P,=| 0 i 2 . 0| nxn matrisi, Gauss modified Pell
: o
0 - 0 i 2

dizisinin tridiagonal matrisi ve detP, = 1 — i olsun. Bu takdirde
detP, = Gq,, n=>1 (3.28)
dir.
Ispat : Ispat1 n iizerinden tiimevarim ile yapacagiz. O halde,
n=1ven = 2igin,
detP; =1+i=Gq,,
detP, =3+i = 0Gq,
olup verilen esitligin dogru oldugu goriiliir.

Teoremin n — 1 ve n — 2 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani
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detP,_; = Gqn_1, (3.29)

detP,_, = Gqpn_» (3.30)
esitlikleri dogru olsun. Simdi ise n i¢in teoremin dogru oldugunu gosterelim.
Determinant 6zellikleri kullanilarak B, matrisinin determinanti

detP, = 2detP,_, + detP,,_, (3.31)

olarak bulunur. Son olarak (3.29) ve (3.30) esitlikleri dikkate alinarak (3.31) esitligi

diizenlenirse
detP, = 2Gqu-1 + Gqn_2

= Gqn

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4. GAUSS MODIFIED PELL POLINOM DiziSi

Bu boliimde, ilk olarak Gauss modified Pell polinom dizisinin tanimi verilmistir.
Daha sonra bu polinom dizisinin karakteristik 06zellikleri incelenerek bilinen
rekiirans bagintis1 yardimiyla Binet formiilii verilmistir. Ayrica seriler yardimiyla
tirete¢ fonksiyonlar: bulunarak, bu polinom dizisini iceren Catalan, Cassini ve
d’Ocagne gibi bazi1 6zdeslikler elde edilmistir. Son olarak determinanti1 Gauss

modified Pell polinom dizisini veren n x n tridiagonal matrisi ifade edilmistir.

Bu boliimde verilen bir¢ok tanim ve teorem, “Aksaray University Journal of Science

and Engineering” isimli dergide yayimlanan bir makale [32] ile literatiire girmistir.

[lk olarak Gauss Pell polinom dizisinin tanimimi verecegiz. Bu dizi Halic1 ve Oz [34]

tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmisgtir.

Tamm 4.1 Baslangi¢ kosullar1t GPy(x) =i ve GP;(x) = 1 olmak lizere, n > 2 igin,

n. Gauss Pell polinomu GP, (x)

GP,(x) = 2xGP,_1(x) + GP,,_,(x) (4.2
rekiirans bagintisi ile tanimlanir [34].
Simdi ise, Gauss modified Pell polinom dizisinin tanimini verecegiz.

Tanim 4.2 Gauss modified Pell polinom dizisi, baslangic kosullar

Gqo(x) =1 — xi ve Gq,(x) = x + i olmak Uizere, n > 2 igin,
Gqn(x) = 2xGqpn-1(x) + Gqn—2(x) (4.2)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir.

Belirtilmelidir ki, Tanim 4.2°’de x = 1 alimirsa Gauss modified Pell polinom dizisi

uctinct bolimde verilen klasik Gauss modified Pell say1 dizisine dontisiir.
Ayrica, n. modified Pell polinomu g, (x) olmak tzere,

G (%) = qn (%) + igpn-1 (%) (4.3)
oldugu agiktir [32].

G qy(x) dizisinin bazi elemanlar1 asagidaki tabloda verilmistir:
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Cizelge 4.1. Gq,(x) dizisinin bazi elemanlari.

n Gqn(x)

0 1—xi

1 x+i

2 2x% 4+ 1+ xi

3 4x3 + 3x + (2x% + 1)i

4 8x* +8x% + 1+ (4x3 + 3x)i

Gauss modified Pell polinom dizisinin iirete¢ fonksiyonunu veren teorem asagida

ifade ve ispat edilmektedir.

Teorem 4.1 Gauss modified Pell polinom dizisinin trete¢ fonksiyonu

(1-xt)+i(—x+2x%t+t)
1-2xt—t?

P(t,x) =

(4.

seklindedir [32].

Ispat : Gauss modified Pell polinom dizisinin iretec fonksiyonu

P(t,x) = Ym—o Gq,, (xx)t™ olsun. Yani, bu dizinin treteg fonksiyonu
P(t,x) = X0 Gqn ()" = Gqo(x) + Gq: ()t + - + G ()" + -+ (4.5)
seklinde yazilabilir.
Simdi (4.5) esitligi sirastyla 2xt ve t? ile garpilirsa, bu takdirde
2xtP(t,x) = 2xGqo(x)t + 2xGq, ()t + ... + 2xGqp_1 (X)t™ + -+ (4.6)
ve
t2P(t,x) = Gqo(x)t? + Gq (x)t3 + -+ + Gqp_ (X))t + - @.7)
elde edilir. Buradan, (4.6) esitligi ile (4.7) esitligi taraf tarafa toplanip, elde edilen

sonug (4.5) esitliginden ¢ikarilirsa
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P(t,x) (1 —2xt —t?) = Gqo(x) + [Gg;(x) — 2xGqy(x)]t (4.8)

sonucuna ulasilir. Simdi, (4.8) esitliginde baslangic kosullar yerine yazilarak gerekli

islemler yapildiginda,

(1—xt)+i(—x+2x2t+t)
1-2xt—t2

P(t,x) =

(4.9

elde edilir.
Siradaki teorem Gauss modified Pell polinomu igin Binet formultnu vermektedir.

Teorem 4.2 n. Gauss modified Pell polinomunun Binet formuli

aA+x) _ FaR ) +a)f ()
a(x)+B(x) a(x)+p(x)

Gq,(x) = x[ (4.10)

ile verilir. Burada a(x) = x + Vx2+1ve f(x) =x —Vx2+ 1,72 —=2xr—1=0
denkleminin kokleridir [32].

Ispat : Teorem 2.1.1°den Gauss modified Pell polinom dizisinin rekiirans

bagintisinin genel ¢6ziimii, ¢ ve d sabitler olmak (izere,
Gqn(x) = ca™(x) + dB™(x) (4.11)
dir. Simdi, (4.11) esitligi baslangi¢ kosullarina gore yazildiginda
Ggo(x) =c+d=1—xi (4.12)
Gg(x) =ca(x)+dp(x) =x+1i (4.13)
elde edilir. (4.12) ve (4.13) esitliklerinden ¢ ve d degerleri

c=1_EByeq=1_;20
2 2 2 2

seklinde bulunur. Bulunan ¢ ve d degerleri (4.11) esitliginde yerine yazilirsa genel
¢0zim

Gn(x) = E - l@] o (x) + B B ia(zx)

ke

olarak elde edilir. a ve B degerleri i¢in a(x) + B(x) = 2x oldugundan, elde edilen

son esitlik

_ L [@h4BM®) . B ()+a(Bm)
Gan(x) = x[ a()+B(x) a(0)+B(x) (4.14)

seklinde yazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Simdi, Gauss modified Pell polinom dizisi ile iligkili olan Catalan 6zdesligini ifade

ve ispat edelim.

Teorem 4.3 n ve r herhangi iki pozitif tam say1 olsun. Bu taktirde
Gnir(X)Gqn_r(x) — anz(x) = 2(_1)n+1(1 — xi)

r— r r 2
X [1 I e i ix)+ﬁ ) ] (4.15)

dir [32].
Ispat : Teorem 4.2 ile verilen Gauss modified Pell polinom dizisinin Binet formiilii

g0z Oniine alinirsa

an+r(x)+[3"+r(x) o
a()+B) &4

(B @a™ @) +a(x)p ””(X))]

Gqnir(X)Gqn_r(x) — GCInZ(x) = [x a()+B(x)

a™ T (x)+p™ " (x)
4 [ 2(0)+A ()

. (BT () +a(x)B™ T (x)
—iX ( a(x)+B(x) )]

_ [x D) (B(x)a”(x)+a(X)B"(X))]2
a(x)+B(x) a(x)+B(x)

= 52 [—4(—1)”(1—xi) +2(-)" T (a?" (x)+Bzr(x))(1—xi)]
- (a(x)+B(x))?

elde edilir. Burada a(x) + S(x) = 2x oldugundan gerekli diizenlemeler yapilirsa

Gnir(X)Gqn_r(x) — GQnZ(x) = (_1)n+1(1 — xi)

n (1-x) (- " [2x2(a” (x)+B7 (x))2—4x2(-1)"]

(a(x)+B(x))?
— : (=D "x2 (@ () +B" (x))?
= —2(1 - xi)(-D" [1 - " |
_ANT—=1(,T r 2
= 2(-1)"™1 (1 —xi) |1+ 2 (@ ) ]
elde edilir.
_(2x 1 (x+i 1—xi
Teorem 4.4 Q(x) = ( 1 O)’ N = (1 Cxi x4 (2x2 4 1)i) ve Gq,(x), n.
Gauss modified Pell polinomu olmak lzere
GGni1(x)  Gqp(x)
an=< n+1 n ) 4.16
CON={ 64,(0)  Gans () (4.16)
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dir.

ispat : Teorem, n lizerinden tlimevarimla ispatlanacaktir. O halde,

n = 1icin,
_(2x 1\[(x+i 1—xi
Q(0).N = ( 1 0) (1 —xi —x+ (2x%+ 1)i>
=(2x2+1+xi x+i)
x+i 1—xi
_ (qu(x) qu(x))
Gqi1(x) Gqo(x)
elde edilir.

Simdi ise, 1 < n < k i¢in, teoremin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

QN = (GgZZE»(S) ci‘i"(%) (4.17)

olsun. Son olarak n = k + 1 icin de teoremin dogru oldugunu gosterelim. (4.17)

esitliginin her iki tarafi soldan Q (x) matrisi ile ¢arpilirsa, buradan
Q¥ ()N = Q()[Q* (x)N]

Gqr1(x)  Gqi(x)
:(le é>( gflk(xg)c qulilp(cx))

_ (Zquk+1(x) +Gqr(x) 2xGqp(x) + GQk—1(x))
GQp+1(X) Gqp(x)

=<GCIk+2(x) qu+1(x)>
Gqr+1(x)  Gqe(x) /'

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamdir.

Gauss modified Pell polinom dizisi ile iligkili olan Cassini 6zdesligini siradaki

teorem ile ifade ve ispat edelim.
Teorem 4.5 n pozitif bir tam say1 olsun. Bu takdirde

Glns1()Gqn-1 () = Ggn* (%) = 2(x* + D(=1)™'(1 — x0) (4.18)
dir [32].

Ispat : (4.16) esitliginde her iki tarafin determinant1 alinirsa, yani
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|2x 1|" x+i 1—xi |_ Gqne1(x)  Gqp(x)
1 ol [1—xi —x+Q@x*+Dil | Ggo(x) Gqn_1(x)

esitligi hesaplanirsa ispat tamamdir. O halde

x+1i 1—xi

2x 1|n
1—xi —x+ (2x?+1)i

1 0

| = 2(x2 + 1) (=)™ (1 — xi)

ve

GCIn+1(x) GQn(x)
Gan(x)  Gqn-1(x)

= Gqn41(0)Gqp_1(x) — anz(x)
olup bu ise n pozitif tam sayis1 i¢in
Gn+1(X)Gqn-1(x) = Ggn* (x) = 2(x* + (=)™ (1 — xi) (4.19)

olmasidir. Bu ise ispati tamamlar.

Simdi, Gauss modified Pell polinom dizisi ile iligkili olan d’Ocagne 6zdesligini ifade

ve ispat edelim.

Teorem 4.6 m ve n iki pozitif tam say1 olsun. P, (x), n. Pell polinomu olmak Uzere,
Gqm(X)GGni1 () = Gn(X)Gqme1(x) = 2(x* + D(=1)™' (1 — xD)Pp_pn(x) (4.20)

dir [32].

Ispat : Teorem 4.2 ile verilen Gauss modified Pell polinom dizisinin Binet formiilii

g0z Oniine alinirsa
GQm (x)an+1 (x) - an (x)qu+1(x)

_ L [ame+ AT (BTG +alp™ ()
B a(x) + B(x) a(x) + B(x)

o la”“(X) +B"M () ; (ﬁ(x)a”“(x) + a(X)ﬁ"“(JC))]
a(x) + B (x) a(x) + B(x)

2 [ah@HME) L (B)a™ () +a()Bm )
X [a(x)+ﬁ(x) L( a(x)+p(x) )]

o [am“(x) + B (x) ; <[>’(X)am“(X) + a(x)ﬁm”(x))l
a(x) + B (x) a(x) + B (x)

— 52 [a” () B™ () —a™ () B™ ()][2(a(x) =B ) —i(a? () -B>(x))]
(a(x)+B(x))?
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elde edilir. Burada a(x) + B(x) = 2x ve a(x)— B(x) = 2vx? + 1 oldugundan

gerekli diizenlemeler yapilirsa
G (%) Gqp41(x) = Gqn(X)GGm+1 (%)
= VxZ + 1[a™ (%)™ (x) — a™(x) A" (x)](1 — xi)
= 2(x% + 1) (—D)™1(1 — xi) Py (%)

elde edilir.

Teorem 4.7 n > 2 i¢in, Gauss modified Pell polinom dizisinin ardisik terimlerinin

toplami1

Tho1 6qe(x) = - [Gqnsr () + G () —x — 1+ i(x — 1)]
dir [32].
Ispat : Gauss modified Pell polinom dizisinin rekiirans bagintisindan

1 1
an—l(x) = o an(x) T an—Z(x)

seklinde yazilabilir. Simdi, (4.22) esitliginde n yerine sirasiyla 2,3,4, ..

yazﬂlrsa
Gq X) = Gq X ! Gq X
1( ) 2 2( ) 2 0( )
Gq X) = Gq X ! Gq X
2( ) 2 3( ) 2 1( )

1 1
Gqz(x) = EGCM(X) - ﬂGQZ(x)
1 1
Gan(x) = Z Gqny1(x) — Z Gqn—1(x)
elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

Th-160(0) = - [64n(0) + Gna1 ()] = 5 [Gqo () + Gy (x)]

(4.21)

(4.22)

Sn+1

(4.23)

bulunur. Burada Gqo(x) =1 —xi ve Gq;(x) = x +i baslangi¢ kosullar1 yerine

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
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St G () = = [6na1(0) + G () — x — 1+ i(x — 1)]

elde edilir.

(4.24)

Teorem 4.8 n > 1 i¢in, Gauss modified Pell polinom dizisinin ardisik ¢ift ve tek

indisli terimlerinin toplami sirasiyla
. 1 .
L Xk=1Gq2r(x) = o [Gazns1(x) —x — i]

i1 271 Gt () = - [Gq20 () — 1 + xi]
dir [32].
Ispat :

i. (4.22) esitliginde n yerine sirasiyla 3,5, 7, ..., 2n + 1 yazilirsa
60,(0) = o= Gy(x) = =G
qz\x oy qs\x x q1(x)
604(0) = o= Ga5(x) — =G
qs(x) = 5 Gqs(xX) — 0 q3(x)

1 1
Gqe(x) = ZG‘“(") - ZGqs(x)

1 1
Gqan(x) = ZGQZnH(X) T ox Gqzn-1(x)

elde edilir. Elde edilen esitlikler taraf tarafa toplanirsa

k=102 (%) = % [GGan1(x) — Ggq(x)]

(4.25)

(4.26)

(4.27)

bulunur. Gg,(x) = x + i baslangi¢ kosulu elde edilen son esitlikte yerine yazilirsa

Tt Gz (%) = 2= [Gqaner () — x — i]
elde edilir.

ii. (i) esitliginin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

(4.28)

Simdi, siradaki teorem ile, Gauss modified Pell dizisine ait tridiagonal matris

tanimlanarak bu matrisin n. Gauss modified Pell sayis1 ile olan iliskisi verilmektedir.
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X +i
[
Teorem 49 P (x)=| O

0

X+i
2X
i

0
i
2X

0

0
i
2X

n X n matrisi, Gauss modified

Pell polinom dizisinin tridiagonal matrisi ve detP,(x) = 1 — xi olsun. Bu takdirde

dir.

detP,(x) = Gq,(x), n=>1

(4.29)

Ispat : Ispat1 n iizerinden tiimevarim ile yapacagiz. O halde,

n=1ven = 2igin,

detP;(x) = x +i = Gq,(x),

detP,(x) = 2x? + 1) + xi = Gg,(x)

olup verilen esitligin dogru oldugu agiktir.

Teoreminn — 1 ve n — 2 igin teoremin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,

detPn—l(x) = GCIn—l(x)

detpn—z(x) = Gqn—2(x)

(4.30)

(4.31)

esitlikleri dogru olsun. Simdi ise n i¢in teoremin dogru oldugunu gosterelim.

Determinant 6zellikleri kullanilarak P, (x) matrisinin determinanti

detB,(x) = 2xdetP,,_,(x) + detP,_,(x)

(4.32)

olarak bulunur. Son olarak (4.30) ve (4.31) esitlikleri dikkate alinarak (4.32) esitligi

dizenlenirse

deth,(x) = 2xGqn_1(x) + Gqn_2(x)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

= Gqn(x)
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5. (s,t)-MODIFIED PELL DiZiSi VE MATRIS GOSTERIMI

Bu bolimde, ilk olarak (s, t)-modified Pell dizisinin tanimi1 verilmistir. Daha sonra
bu dizi yardimiyla (s,t)-modified Pell matris dizisi tanimlanmistir. Ayrica, bu
dizilerin temel 6zellikleri incelenerek bu dizilere ait irete¢ fonksiyonlari, Binet
formiilleri ve baz1 kismi toplam formiilleri elde edilmistir. Son olarak,

(s, t)-modified Pell ve (s, t)-Pell matris dizileri arasinda bazi iligkiler incelenmistir.
5.1 (s, t)-Modified Pell Dizisi

Bu kisimda, ilk olarak (s,t)-modified Pell dizisi tanimlanmistir. Daha sonra bu
diziye ait Urete¢ fonksiyonu ve Binet formiilii verilmistir. Ayrica bu diziye ait bazi
kismi toplamlar elde edilmistir. Son olarak, (s, t)-modified Pell ve (s, t)-Pell dizileri

arasidaki iligki bir teorem ile ifade ve ispat edilmistir.

Tamm 5.1.1 s?+t >0 olacak sekildeki s >0 ve t# 0 reel sayilan igin,

qo(s,t) =1, q,(s,t) = s ven = 2 olmak Uzere,

qn(s,t) = 25qn_1(s,t) + tqn_2(s,t) (5.1)

seklinde tanimlanan {q, (s, t)},ey say1 dizisine (s, t)-modified Pell say1 dizisi ve bu

dizinin elemanlarina ise (s, t)-modified Pell sayilari denir.

Belirtilmelidir ki, Tanim 5.1’de s = t = 1 alinirsa (s, t)-modified Pell dizisi, klasik

modified Pell say1 dizisine doniisiir.

Diger yandan, Teorem 2.1.1°den (5.1) ile verilen esitligin karakteristik denklemi
x?—2sx—t=0 olup, bu denklemin kokleri de x; =s++VsZ2+t ve

X, = S —Vs? + t olarak elde edilir. Bunun yani sira, bu kokler arasinda
X1 +x, =28, x; —x, =2Vs?+t, x;.x, =—t (5.2)
bagintilart mevcuttur.

q, (s, t) dizisinin baz1 elemanlar agsagidaki tabloda verilmistir:
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Cizelge 5.1. q,, (s, t) dizisinin bazi elemanlari.

n qn(s,t)

0 1

1 S

2 252+t

3 4s3 + 3st

4 8s* + 8s2t + t2

Siradaki teoremde (s, t)-modified Pell dizisi icin lrete¢ fonksiyonunu ifade ve ispat

edecegiz.

Teorem 5.1.1 (s, t)-modified Pell dizisinin lrete¢ fonksiyonu

M(x) = —= (5.3)

1-2sx—tx2
dir.

Ispat : (s,t)-modified Pell dizisinin treteg fonksiyonu M(x) = ¥, g, (s, t)x™

olsun.
O halde, bu urete¢ fonksiyonu
M(x) = Xm0 n(s, Dx™ = qo(s,t) + q1(s,)x + -+ qn(s, O)x" + - (5.4)

seklinde yazilabilir.
Simdi, (5.4) esitligini sirastyla 2sx ve tx? ile ¢arpalim. Buradan

25xM(x) = 25qo(s, t)x + 25q, (s, t)x? + ... + 25qp_1(s, )x™ + -+ (5.5)
ve

tx2M(x) = tqo(s, t)x? + tq,(s,)x3 + -+ + tqu_o(s, t)x™ + -+ (5.6)

elde edilir.
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(5.5) esitligi ile (5.6) esitligini taraf tarafa toplayip, elde edilen sonucu (5.4)
esitliginden ¢ikarirsak

M(x) (1 — 2sx — tx?) = qo(s,t) + [g1(s, t) — 25q0(s, t)]x (5.7)

elde edilir. (5.7) esitliginde baslangi¢c kosullar1 yerine yazilarak gerekli islemler

yapilirsa,

1-sx
1-2sx—tx?2

M(x) = (5.8)
elde edilir.

Siradaki teorem n. (s, t)-modified Pell sayisin1 veren Binet formiiliinii vermektedir.

Teorem 5.1.2 (s, t)-modified Pell dizisine ait Binet formilu

(s ) = s () (5.9)

a+f

ile verilir. Burada, a =s+Vs2+t ve B=s—Vs2+t, x?—2sx—t=0

denkleminin kokleridir.
Ispat : Teorem 2.1.1°den (s, t)-modified Pell dizisinin genel ¢ozimii
qn(s,t) = ca™ +dp" (5.10)

seklinde yazilabilir. Burada ¢ ve d sabit sayilardir. Simdi, (5.10) esitligi baslangi¢

kosullarina gore yazildiginda
Go(s,t) =c+d=1 (5.11)
G1(s,t) =ca+df =s (5.12)
elde edilir. (5.11) ve (5.12) esitliklerinden ¢ ve d degerleri

1
c=d=x

seklinde bulunur. Bulunan ¢ ve d degerleri (5.10) esitliginde yerine yazilirsa genel

¢0zim

1 n 1 n
qn(s,t) = 5@ +§ﬁ

olarak elde edilir. a ve B degerleri i¢in a + f§ = 25 oldugundan, elde edilen son

esitlik
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an(s,t) = s (S2E) (5.13)

a+p
seklinde yazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Simdi, (s, t)-modified Pell dizisine ait baz1 kismi toplamlar verilecektir.

Teorem 5.1.3 2s +t # 1 igin, (s,t)-modified Pell dizisinin ardisik terimlerinin

toplami
1 6i(5,8) = o [ (5, + tqn(s,0) — 5 — ] (5.14)
dir.
Ispat : (5.1) esitligi
1
qi-1(s,t) = -qi(s,t) = —qi2(s,t) (5.15)

seklinde yeniden yazilabilir. Simdi, (5.15) esitliginde i yerine sirasiyla
2,3,4,...,n+ 1 yazilirsa

1 t
q:1(s,t) = Z—SCI2(5. B Z_SQO(S' t)

1 t
q2(s,t) = —CI3(5 )_Z_S%(S't)

1
qs(s,t) = CI4(5 t) —_Q2(5 t)

1
qn(s, t) = qn+1(s t) — o Qn—l(s't)

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

n+1

n-1
Z qi(s,t) = Z qi(s, t) — Z qi(s,t)
i=0
1< n
= (Z qi(s,t) —q1(s,t) + gna1 (s, t)) - %(Z q;(s,t) + qo(s, t) — g, (s, t))

elde edilir. Burada qy(s,t) = 1 ve q,(s,t) = s baslangi¢ kosullar1 yerine yazilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa
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1

Yie1qi(s,t) = [@n+1(s,t) + tqn(s,t) —s —t] (5.16)

T 2s+t-1

elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar.

Siradaki teoremde (s,t)-modified Pell ile (s,t)-Pell dizisi arasindaki iligki

verilmistir.
Teorem 5.1.4n > 0 icin,

qn(s,t) = sB,(s,t) + tP,_1(s,t) (5.17)
dir.

Ispat : (s, t)-Pell dizisinin Binet formiilii kullanilarak

n_gn n-1 _ pn-1
Spn(sit)"‘tPn—1(5,t)=S(CZ B)+t<i>

a—p a—_pf
_s(a™—B™) — (Ba™ — aB™)
4 >
_a'(s=p)+p"(a—s)
= o

elde edilir. a + B = 2s ve @« — B = 2Vs? + t oldugundan elde edilen son esitlik

a™ + /3")

sP,(s,t) + tP,_.(s,t) = s( oy

= qn(s,t)
seklinde yazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
5.2 (s, t)-Modified Pell Matris Dizisi

Bu kisimda, ilk olarak (s, t)-modified Pell matris dizisi tanimlanmigtir. Daha sonra
bu diziye ait iirete¢ fonksiyonu ve Binet formiilii verilmistir. Ayrica bu diziye ait
bazi toplam formiilleri verilmistir. Son olarak bu dizinin sagladig1 baz1 6zdeslikler

teoremler yardima ile ifade ve ispat edilmistir.
Tamm 5.2.1 s + t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 reel sayilari igin,

1

_ (25> +t s N
_S), Mgq,(s, t) = ( t) ven > 2 olmak Uzere,

(S
MCIO(SJt) - (t st

qu(sr t) = ZSqu—l(Sr t) + thn_z(S, t) (518)
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seklinde tanimlanan {Mq, (s, t)},ey say1 dizisine (s,t)-modified Pell matris dizisi

denir.

Bundan sonra, gosterimde kolaylik olmasi i¢in, Mq,(s,t) ile gosterilen (s,t)-

modified Pell matris dizisinin genel terimi, Mq,, ile gosterilecektir.

Asagidaki teorem n. (s,t)-modified Pell matrisi igin Binet formdlind ifade

etmektedir.

Teorem 5.2.1 a ve B x? — 2sx —t = 0 karakteristik denkleminin kokleri olmak

uzere, n = 0 igin,

Mgy = (HLE) g — (ML=t g (5.19)

dir.
Ispat : (5.18) denkleminin genel ¢oziimii Teorem 2.1.1°den
Mgq, = ca™+dp" (5.20)
seklinde yazilabilir. Simdi (5.20) esitliginde baslangi¢ kosullar1 dikkate alinirsa
Mgqy, = c +d ve Mg, = ca + df elde edilir. Buradan

Mqi—BM Mqi—aM
— ‘hﬁ%ved=_ a1 qo

¢ a—-pB a-p

bulunur. Bulunan c ve d degerleri (5.20) esitliginde yerine yazilirsa

Mq, — fMq Mq, — aMq
Mg, = (—1 O) a — (—1 0) L
elde edilir.

Asagida verilen teorem, (s, t)-modified Pell say1 dizisi ile (s, t)-modified Pell matris

dizisi arasindaki bagintryr sunmaktadir.

Teorem 5.2.2n > 0 igin,

qn+1(s,0) qn(s,t)
oD tea(s.0) (5.21)

Mg, = (
dir.
Ispat : Teorem n {izerinden tiimevarim ile ispatlanacaktir. O halde,
n = 11igin,
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() qi(st)\_ 252+t s
M‘h_(tql(s.t) tqo(s,t)>_( st t)

elde edilir ki buradan n = 1 i¢in iddia dogrudur.

Simdi ise, 1 < n < k igin, (5.21) bagintisinin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

qk+1(s' t) qk(sﬁ t) )

Mg, = (tQR(S’ t)  tqy-1(s,t)

(5.22)
dogru olsun. Son olarak, n = k + 1 i¢in de bu ifadenin dogru oldugunu gdsterelim.
O halde (5.22) ve (5.1) denklemlerini kullanarak (5.18) esitligi

M@y 41 = 2sMqy + tMqy—4

= qk+1(sl t) qx (S, t) qx (S' t) qk—l(s' t)
=25 tqe(st)  tqe (s t)) T4 <tqk_1(s, B tqesls, t)>

— < 25qk+1(sl t) + tqk(sl t) quk(s' t) + tCIk—1(S, t) >
2stqi (s, t) + t2qr_1(s,t)  2stqu_1(s,t) + t2qr_s(s,t)

— ( Ak+2 (5' t) qk+1(s' t))
tqr+1(s,t)  tqi(s,t)

olarak elde edilir ki bu ise istenen sonugtur.

Siradaki teorem (s, t)-modified Pell matris dizisi igin Urete¢ fonksiyonunu

vermektedir.

Teorem 5.2.3 (s, t)-modified Pell matris dizisinin trete¢ fonksiyonu

NGO = o (] —15)+x(—tst | (5.23)

dir.

Ispat : (s, t)-modified Pell matris dizisinin tireteg fonksiyonu N(x) = Y%, Mq,x™

olsun.
O halde, bu urete¢ fonksiyonu

N(x) = Z Mq,x™ = Mqy + Mq,x + Mq,x?* + -+ Mq,x™ + -+

n=0
seklinde yazilabilir.

Ustelik, (5.18) esitligi ile verilen dizinin rekiirans bagmtis1 kullanilarak
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N(x) (1 —2sx — tx?) = Mqy + [Mq, — 2sMq,]x (5.24)

elde edilir. Simdi (5.24) esitliginde baslangi¢c kosullar1 yerine yazilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa

N =——[C )+x(, L35 (5.25)

1-2sx—tx%2 L\t —gs
elde edilir.

Asagida verilen teoremlerde, (s,t)-modified Pell matris dizisine ait bazi kismi

toplam formiilleri elde edilmistir.

Teorem 524 2s+t+1 igin, (s,t)-modified Pell matris dizisinin ardisik

terimlerinin toplami

1
2s+t—1

i=1Mq; = [M@n41 + tMq, — Mqy + (25 — 1)Mq,] (5.26)
dir.
Ispat : (5.18) esitligi dikkate alnirsa
—tMq;_, = —Mq; + 2sMq;_4 (5.27)
seklinde yazilabilir.
(5.27) esitligi i = 3,4,5, ...,n + 2 igin yazilirsa
—tMq, = —Mq; + 2sMq,

—tMq, = —Mq, + 2sMq;

—tMq; = —Mqs + 2sMq,

—tMqn = —Mqniz + 2sM @y

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

n
—tqui =2s—1)(Mq3 + Mqy + -+ Mqui1) — Mqnyp + 25Mq,

i=1

bulunur. Buradan
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n n
(25 = D(May +Ma2) = (25 = DManer —t ) Mg = (25— 1) ) Mg
i=1 i=1

—Mqn42 + 25Mq;
seklinde yazilabilir. Buradan ise,
2s+t—1)Y-,Mq; = (2s —1)Mq, + 2sMq, — Mq,
—25Mqpi1 + M@pyq + 2sMqp g + tMqy — 25Mq;

olup

1
L1 Mq = ——[Mqu4; +tMq, — Mq, + (2s — 1)Mq,] (5.28)

2s+t—1

elde edilir.

Teorem 5.2.5 s2 + t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 reel sayilar igin,

n

qu 1 2
E PRl S po [xMq, + (x* — 25x)Mq,]
k=0

1
~ TiGraer—p *Mdni1 + tMqy) (5.29)
dir.

Ispat : Teorem 5.2.1°den,

n

> e (M A (&) - (M) (B)

k=0 k=0

esitligi yazilir. Sonra, bu esitlikte geometrik dizi tanimi kullanilarak

Z l\glczk _ <Mq1a—_ﬁﬁMqo) ! _1(%)n+1 B (Mqla—_aﬁMqO) - <_§)£"+1

a
X X

n
k=0

3 (Mq1 _ ﬁMCIO) xn+1 _ an+1 MQ1 _ anO Xn+1 _ 'Bn+1
U a- (X | ( a— ) x—B
B xnt ( ” ) B xn+1 (T)

_ xln (Mqla__ﬁBMqo) <xn+91c : Zn+1) ~ (Mqla__aﬂMqo) <xn+; :‘I[B;nﬂ)l
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1 {(M‘h — BMqy
x"(x% — 2sx — t) a—p

>(xn+1 _ an+1)(x _ ﬁ)
_ (MCh —aMq,
a—p

_ 1 {(M‘h — BMqy
—x(x? - 2sx — t) a—p

) Gt - - )

)(xn+2 _ an+1 _ xan+1 + an+1ﬁ)

_ (MCI1 —aMq,
a—p

bulunur. Burada, a + = 2s, a.f8 = —t ve (s, t)-modified Pell matrisi i¢in Binet

) (xn+2 _ axn+1 _ Xﬁn+1 + Bn+1a)}

formili kullanilarak son esitlik diizenlenirse

n

qu 1
z = 27— = KMo — X" (25Mqo — Mqy) — XMy — tMqn)
k=0

olup buradan da gerekli diizenlemeler yapilarak

n

qu 1 2
Z K =37 2t [xMq, + (x* — 25x)Mq,]
k=0

- xn(xz _ st _ t) (qun+1 + thn)

elde edilir.

Teorem 5.2.6 j > m igin,

Foo Mamis; = g gimy (Mmnsmej + (CO™MAj - = (~O™Myps; = Mg;)  (5.30)
dir.
Ispat : E = (w) ve F = (w) olmak tizere, Teorem 5.2.1°i

a-B a-B
kullanarak,

n n
Zqu”j _ Z(Eamm — FB™i+)
i=0 i=0

n n

— Ea) Z a™ — FpJ Z gmi

i=0 i=0

esitligi yazilir. Geometrik dizi tanimindan,
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1 — gMmn+1) (1= ﬁm(n+1)
Z Mamis; = B¢’ ( T—am ) B <W>

B (Eaj _ Eamn+m+j)(1 _ ﬁm) _ (Fﬁj _ Fﬁmn+m+j)(1 _ am)
- (1-a™)(1-pm)

olur. Bu son esitlikte, a.8 = —t oldugu da dikkate alinarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa

1
z qui+j = am™ + ﬂm — (—t)m 1 (Gan+m+j + (_t)quj—m - (_t)mMCI‘m‘rHj - MCIj)

elde edilir.

Siradaki teoremlerde (s, t)-modified Pell matris dizisinin sagladigi birtakim

ozellikler ve (s, t)-Pell matris dizisi ile olan baz iligkiler ifade ve ispat edilmistir.
Teorem 5.2.7n € Z* igin,
i.Mq, = sMB, + tMP,_,, (5.31)
ii. 2Mq,MP, = MP,,, + tMP, (5.32)
dir.
Ispat :

Para(sit)  Pu(s,0)

i. Esitligin sag tarafi dikkate almarak ve MP, = ( tP.(s,t) tPy i(s t)) [20]
n\>» n—1\>»

esitligi kullanilirsa

_ Pn+1(5, t) Pn(sr t) > ( Pn(sr t) Pn—l(sr t))
SME, + tMPy_; = S( tP,(5,t) tP,_1(s,t)) T E\tP,_1(s,6) tP,_o(s, )

_ ( SPu41(s,t) + tB,(s,t) sP,(s,t) + tP,_1(s,t) )
~ \t[sP,(s,t) + tP,_1(s,t)] t[sPy_1(s,t) + tP,_(s,1)]

elde edilir. Daha sonra elde edilen bu son esitlikte Teorem 5.1.4 ve (5.21) esitligi

kullanilirsa

Gn+1(S,t) qn(s,t) )

SMEy + tMFy—y = <tqn<s ) tqus(st)

= Mgqy,
bulunur. Buradan ispat tamamlanmis olur.
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Ppyi(s,t) P(s,t)

ii. Esitligin sol tarafi dikkate alinarak ve MP, = ( tP.(5,6) Py (s t)) [20]
n\> n—1\2

esitligi kullanilirsa

2

ror éi‘) (Pn+1(S, t) P(s,t) )

tP,(s,t) tP,_1(s,t)

elde edilir. Gerekli matris islemleri ile birlikte (s, t)-Pell dizisinin rekiirans bagintisi

kullanildig1 takdirde

Pn+3(5't) Pn+2(S,t)> (Pn+1(5't) Pn(s't) )
tPny2(s,t)  tPnya(S,t) tP.(s,t)  tPy1(s,t)

2Mq,MP, = (
= MP,,, + tMP,

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 5.2.8 m,n € Z* igin,

i.Mg,Mq, = Mq,Mq,,, (5.33)
ii.Mq;MP, = MP,Mq; = Mq,1, (5.34)
iii. Mg,MP; = MPMq,, = Mq,,4, (5.35)
iv. 2Mq,, = MP,, ., + tMP,_, (5.36)

dir.

Ispat : Teorem 5.2.2, Teorem 5.2.7, matris carpimi, (s,t)-modified Pell ve

(s, t)-Pell dizilerinin rekiirans bagntilar1 kullanilarak kolay bir sekilde gosterilebilir.
Teorem 5.29 m,n € Z* icin,
May'1 = Mqi"MPBpy, (5.37)

dir.
Ispat : Teorem m iizerinden tiimevarim ile ispatlanacaktir. O halde,
m = 1 igin, Teorem 5.2.8 (ii) elde edilir ki bu ise m = 1 i¢in dogru olmasidir.
Simdi ise, 1 < m < k igin, teoremin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

M, = MqfMPy, (5.38)

olsun.
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Son olarak, m = k + 1 igin de bu teoremin dogru oldugunu gosterelim. (5.38)

esitliginin her iki tarafin1 sagdan Mgq,, ., ile ¢arpalim. Buradan
Mqyit = MqiMPayMdnys
elde edilir. Daha sonra elde edilen bu son esitlikte Teorem 5.2.8 (ii) kullanilirsa
Maqyii = MqfMP,Mq MP,
= MqiMq,MPi,MP,
= Mq{**MP,;,MP,

bulunur. Son olarak bulunan son bagintida MP,MP, = MP,MP,, = MP,,,,, [20]
esitligi dikkate alindig: takdirde

Mqyit = Mqr** MPepayn

elde edilir ki bu ise ispati tamamlar.
Teorem 5.2.10 m,n € Z* igin,

i. MgmMq, = (s®> + t)MPy,p, (5.39)

.MqyMans1 = MG Mqy (5.40)
dir.
Ispat :
i. Ik olarak Teorem 5.2.7 (i) kullanilirsa

Mq,,Mq,, = (sMB,, + tMP,,_,)(sMP, + tMP,,_;)
= s?MP,,MPB, + stMP,MP,_, + stMP,,,_;MB, + t*MP,,_{MP,_,

elde edilir. Elde edilen son esitlikte MP,,MP,, = MP,MP,, = MP,,,,, [20] bagintis1
kullanildig: takdirde

Mq,,Mq,, = s?MP,,,, + 2StMP,, 1 + t>?MP,, 4 p_>
= S2MP sy + t(2SMPpy 11 + tMPpy i)
bulunur. Son olarak (s, t)-Pell matris dizisinin rekiirans bagintisi dikkate alinirsa
Mq,Mq, = s*MP,,,,, + tMP,, .,

= (s2+ t)MPp4p,
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elde edilir ki burada ilk 6zdesligin ispati tamamlanmis olur.
ii. Bir onceki 6zdeslikten,
M@mM@niq = (5% + OOMPpiniq
= (s> + t)MPps14n
= Mqm+1Mqy
elde edilir.
Teorem 5.2.11 m + n = 4 olsun. m,n € Z™ icin,
MP,MPB,, = 4sM{in-2 + t>MPp 4n_4 (5.41)
dir.
Ispat : Esitligin sag tarafi dikkate alinarak ve Teorem 5.2.7 (i) kullanilirsa
4sMQmin—z + t*MPpin_s
= 45(SMPyy 1y + tMPyy i _3) + t2MPpy 4
= 45’ MPpyin_n + 4StMPyy 5 + t?MPpy 4
= 452MPyyp— + 2StMPyy i3 + 25tMPpyn—3 + t2MPyy s
= 25(2SMPypy1pp—2 + tMPpyn_3) + t(2SMPyy 1 fy—3 + tMPyy 1 0i—s)

elde edilir. Elde edilen son esitlik, (s,t)-Pell matris dizisinin rekiirans bagintisi

dikkate alinarak yeniden diizenlenirse
ASMQuin—p + t>MPyyip_s = 2SMP 1 + tMP 5
= MPpn
bulunur. Son olarak MP,,MP, = MP,MP,, = MP,,,, [20] bagintis1 kullanilirsa
4SM@ppin-2 + t*MPp, 4n_y = MP,MPB,,

elde edilir ve ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 5.2.12n € Z™ icin,

MP,M@n+1 = Mqan+1 (5.42)

dir.
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Ispat : Teorem n iizerinden tiimevarim ile ispatlanacaktir. O halde,
n = 1 i¢in teoremin dogru oldugu kolayca goriilebilir.
Simdi ise, 1 < n < k i¢in teoremin dogru oldugunu kabul edelim. Yani
MPMQy+1 = Mqzk+q (5.43)

olsun. Son olarak, n = k+ 1 i¢in de bu ifadenin dogru oldugunu gosterelim.

Buradan (5.43) esitligini sagdan ve soldan MP; ile ¢arpalim. Buradan
MPMP Mqy+1MP; = MPiMq3y1 MP,

elde edilir. Son olarak bulunan son esitlikte MP,,MP, = MB,MP,, = MP,, ., [20]

ve Teorem 5.2.8 (iii) kullanilirsa

MPy 1 MPy; = MQqzi4,MPy

= MQzk+3

elde edilir ki, bu ise ispat1 tamamlar.
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6. GAUSS (s, t)-MODIFIED PELL DIiZiSi VE MATRIS GOSTERIMI

Bu bolumde, ilk olarak Gauss (s, t)-modified Pell dizisinin tanimi verilmistir. Daha
sonra bu dizi yardimiyla Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisi tanimlanmistir.
Ustelik, bu dizilerin temel ozellikleri incelenerek bu dizilere ait iirete¢ fonksiyonlari,
Binet formiilleri ve bazi kismi toplam formiilleri verilmistir. Son olarak, Gauss
(s, t)-modified Pell ve Gauss (s,t)-Pell matris dizileri arasinda bazi iliskiler

incelenmistir.
6.1 Gauss (s, t)-Modified Pell Dizisi
[lk olarak, Gauss (s, t)-modified Pell dizisine ait rekiirans bagintisini verecegiz.

Tamm 6.1.2 s?+t >0 olacak sekildeki s >0 ve t# 0 reel sayilar igin,

Gqo(s,t) =1—1is,Gq.(s,t) = s+ it ven = 2 olmak lzere,
Gqn(s,t) = 25Gqn_1(s,t) + tGqu_»(s,t) (6.1)

seklinde tanimlanan {Gq,,(s,t)},en say1 dizisine Gauss (s,t)-modified Pell sayi

dizisi ve bu dizinin elemanlarina da Gauss (s, t)-modified Pell sayilar1 denir.

Belirtilmelidir ki, Tanim 6.1.2’de s =t = 1 alinirsa Gauss (s, t)-modified Pell

dizisi, klasik Gauss modified Pell say1 dizisine doniistir.

Ustelik, Teorem 2.1.1°den (6.1) ile verilen esitligin karakteristik denklemi
x?—2sx—t=0 olup, bu denklemin kokleri de x; =s++Vs2+t ve

x, = s —Vs2 + t olarak elde edilir. Bunun yani sira bu kokler arasinda
X+ X, =25, x4 — X, =2Vs2+t, x.%, = —t (6.2)
bagintilart mevcuttur.
Ayrica g, (s, t), n. (s, t)-modified Pell sayis1 olmak tizere,
Gan(s,t) = qn(s, t) + itgn4(s,t) (6.3)
oldugu agiktir.

Gq,(s,t) dizisinin bazi elemanlar1 asagidaki tabloda verilmistir:
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Cizelge 6.1. Ggq,, (s, t) dizisinin bazi elemanlari.

n Gqn(s,t)

0 1—is

1 s+it

2 252 +t+ist

3 453 + 3st + it(2s% + t)

4 8s* + 852t + t? + ist(4s? + 3t)

Siradaki teoremde Gauss (s, t)-modified Pell dizisi icin Urete¢ fonksiyonunu ifade

ve ispat edecegiz.
Teorem 6.1.2 Gauss (s, t)-modified Pell dizisinin Urete¢ fonksiyonu

(1-sx)+i(—s+tx+2s%x)
1-2sx—tx?2

S(x) = (6.4)

dir.

Ispat : Gauss (s, t)-modified Pell dizisinin  iretec  fonksiyonu
S(x) = Yoy Gqn(s, t)x™ olsun.

O halde, bu urete¢ fonksiyonu
S(x) = Yn=0Gqn(s, t)x™ = Gqo(s,t) + Gq1(s, )x + -+ Gqu (s, t)x™ + -+ (6.5)
seklinde yazilabilir.
Simdi, (6.5) esitligini sirastyla 2sx Ve tx? ile ¢arpalim. Buradan
25xS(x) = 25Gqo(s, t)x + 25Gq (s, t)x? + ... + 25Gqp_1 (s, t)x™ + -+ (6.6)
ve
tx2S(x) = tGqo(s,t)x? + tGq (s, £)x3 + - + tGqu_o(s, t)x™ + - (6.7)

elde edilir.
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(6.6) esitligi ile (6.7) esitligini taraf tarafa toplayip, elde edilen sonucu (6.5)

esitliginden ¢ikarirsak
S(x) (1 —2sx — tx?) = Gqo(s,t) + [Gq.(s,t) — 25Gqo(s,t)]x (6.8)

elde edilir. (6.8) esitliginde baslangi¢c kosullar1 yerine yazilarak gerekli islemler

yapilirsa,

) _ (1-sx)+i(—s+tx+252x)
- 1-2sx—tx?2

S(x (6.9)
elde edilir.

Siradaki teorem n. Gauss (s,t)-modified Pell sayisini veren Binet formiiliinii

vermektedir.

Teorem 6.1.3 Gauss (s, t)-modified Pell dizisine ait Binet formal

Gan(s,t) = s (“”*’3” _ i”’“““ﬁ”) (6.10)

a+p a+p

ile verilir. Burada, a =s+Vs2+t ve B=s—Vs2+t, x?—2sx—t=0
denkleminin kokleridir.

Ispat : Teorem 2.1.1°den Gauss (s, t)-modified Pell dizisinin genel ¢ozimii
Gq,(s,t) = ca™ +dp™ (6.11)

seklinde yazilabilir. Burada ¢ ve d sabit sayilardir. Simdi, (6.11) esitligi baslangig

kosullarina gore yazilirsa
Gqo(s,t) =c+d=1-is (6.12)
Gqi(s,t) =ca+dB =s+it (6.13)
elde edilir. (6.12) ve (6.13) esitliklerinden ¢ ve d degerleri
1-ip ia

1—
c=——Vved = —
2 2

seklinde bulunur. Bulunan ¢ ve d degerleri (6.11) esitliginde yerine yazilirsa genel

¢cozum
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olarak elde edilir. o ve B degerleri i¢cin @ + = 2s oldugundan, elde edilen son

esitlik

Gqn(s,t) = s(“ajﬁ - iﬁaai;ﬁ ) (6.14)

seklinde yazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Simdi, Gauss (s, t)-modified Pell dizisine ait baz1 kismi toplamlar verilecektir.

Teorem 6.1.4 2s+t+1 icin, Gauss (s,t)-modified Pell dizisinin ardigik

terimlerinin toplami

i=1Gqi(s,t) = [Gan+1(s,t) +tGan(s,t) — (s + t) +it(s = 1] (6.15)

25+t—1
dir.

Ispat : (6.1) esitligi dikkate almirsa,

Gqi—1(s,t) = 5-Gqy(s,t) — - Gqi—5(5, 1) (6.16)

Seklinde yeniden yazilabilir. Simdi, (6.16) esitliginde i yerine sirasiyla
2,3,4,...,n+ 1yazilirsa

1

Gqi(s,t) = —GCI2(5 t) ——GQO(S t)
1

Gqy(s,t) = _GCI3(5 t) ——qu(s t)

1
Gqs(s,t) = —GCI4(5 t) ——GCIZ(S t)

1
an(s t) - GQn+1(S t) GQn 1(5 t)

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

n+1

Z Gai(s, 1) = Z Gails, ) - niaqxs, 5
i=0
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n
1
= 52| D605, = Ga1(5,0) + Gnaa (5,0
i=1

n
t
| > 6aus,0) + Gaos. ) — Gan(s )
i=1

elde edilir. Burada, Gqy(s,t) =1 —is ve Gq.(s,t) = s + it baslangi¢ kosullari

yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

n
1
-21 Gqi(s,t) = CP— [Gqni1(s,t) +tGqu(s,t) — (s + t) +it(s — 1)]
i=

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 6.1.5 Gauss (s, t)-modified Pell dizisinin tek ve ¢ift indisli terimleri toplami1

sirastyla
(1-v)le (s,t)—s—it]+2st[Gqon (s,t)—1+is]
Yy Gazima(s,t) = gy aR (6.17)
Gq (5,)—t2Gqan(s,t)—(2s2—t2+t)—ist(t+1)
Yit1 Ggai(s, t) = =2 isz_(l_(t)z )t (6.18)
dir.

Ispat : (6.1) esitligi dikkate almarak bu esitlikte n yerine sirasiyla
1,3,5,...,2n — 1 yazilirsa

Gq,(s,t) = 25Gqo(s,t) + tGq_,(s,t)
Gqz(s,t) = 25Gq,(s,t) + tGq (s, t)

GqS (S, t) = 256‘14(5' t) + th:;(S, t)

Gqzn-1(s,t) = 25Gqan—2(s,t) + tGqan—3(s,t)
elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

2s Z?:l Gq2i(5t)—~Gqans1(s,t)+Gqq(s,t) (6 19)
1-t '

Yie1Gqai—1(s,t) =

bulunur.
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Benzer sekilde, (6.1) esitligi dikkate alinarak bu esitlikte n yerine sirasiyla
2,4,6, ..., 2n yazilirsa

Gqz(s,t) = 2sGqq(s,t) + tGqo(s,t)
Gq,(s,t) = 25Gqs(s,t) + tGq,(s,t)

Gqe(s,t) = 25Gqs(s,t) + tGq,(s,t)

Gqan(s,t) = 25Gqan_1(s,t) + tGqan_2(S,t)

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

Z?=1 qui(s, t) — 25X, GQZi—1(S.t)1—fo2n(S.t)+tho(S.t) (620)

bulunur.

(6.19) ve (6.20) esitliklerinde baslangic kosullar1 yerine yazilarak bu esitlikler
birlikte diisiiniildiigii takdirde

i o (5,0 = LT O16Dnir (58) = 5 = it] + 25t[Gaon(s, ) = 1 + is]
> oy 4 457 — (1 - t)?
l:

ve

- GQyn+2(s,t) — t2Gqyn(s,t) — (2s?2 —t2 +t) —ist(t + 1)
Gaa(s ) = 457 — (1002
i=1

elde edilir.

Siradaki teorem ile Gauss (s,t)-modified Pell dizisi ile iliskili olan Catalan

0zdesligini ifade ve ispat edelim.
Teorem 6.1.6 n = 0 ve n > r olsun. Bu takdirde

_ (t+1-2is)(-)" " (a"-B")?2

GAnir(s,)Gqn_r(s,t) — anz(s; t) = (6.21)

4

dir.

Ispat: A =1— Bive B =1 — ai olsun. O halde (6.1.10) esitligi goz 6niine almirsa
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GCITl+T(SJ t)an—T (S, t) - anz(si t)

(A A -

yazilabilir. Daha sonra yazilan bu son esitlik gerekli islemler yapilarak diizenlenirse

ABan—rﬁn—r(aZr + ﬁZT — 20{1”'81”)
I

Gnir (5 6)Gqn_r(5,t) — Ggp* (s, t) = s? l

bulunur. Burada A.B =t + 1 — 2is, aff = —t ve a + 8 = 2s oldugundan gerekli

diizenlemeler yapilirsa

(t+1—=2is)(—t)" " (a” — B")?
4

GQn+r(sr t)an_r(S, t) - GCInZ(S’ t) =

elde edilir.

0zdesligi elde edilir. Bu 6zdeslik ise asagida sonug olarak verilmistir.
Sonug 6.1.1 n pozitif tam sayisi i¢in,
Gns1(5,0)Gqn_1(s,t) — Gq2(s,t) = (s2+ t)(t + 1 = 2is) (=)™ ! (6.22)
dir.
6.2 Gauss (s, t)-Modified Pell Matris Dizisi

[Ik olarak, Gauss (s,t)-modified Pell matris dizisine ait rekiirans bagmtisim

verecegiz.
Tamm 6.2.1 s2 + t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 reel sayilart icin,

s+it 1—is
MGao(s,t) = (t —ist —s+i(2s® + t))’

252+t + ist s+it)
MGqg,(s,t =<
(s t) st + it? t — ist

ve n > 2 olmak Uzere,
MGq,(s,t) = 2sMGq,_1(s,t) + tMGq,_,(s,t) (6.23)

seklinde tanimlanan {MGq, (s, t) },en say1 dizisine Gauss (s, t)-modified Pell matris

dizisi denir.
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Ayrica, n. (s, t)-modified Pell matrisi Mq, (s, t) olmak lzere,
MGq,(s,t) = Mq,(s,t) + itMq,_1(s, t) (6.24)
oldugu agiktir.

Bundan sonra, gosterimde kolaylik olmasi igin MGq,(s,t) ile gosterilen Gauss
(s, t)-modified Pell matris dizisinin genel terimi, MGq,, ve Mq,(s,t) ile gosterilen

(s, t)-modified Pell matris dizisinin genel terimi, Mgq,, ile gosterilecektir.

Asagidaki teorem n. Gauss (s, t)-modified Pell matrisi icin Binet formullni

vermektedir.

Teorem 6.2.1 o ve B (6.2.1) ile verilen esitligin karakteristik denkleminin kokleri

olmak lizere, n > 0 igin

MGay = (ML) qn — (HELCE) g (6.25)

dir.
Ispat : (6.23) denkleminin genel ¢oziimii Teorem 2.1.1°den
MGq, = ca™ +dp" (6.26)

seklinde yazilabilir. Simdi (6.26) esitligi baslangi¢ kosullarina gore yazildiginda,
MGqy = c +dve MGq, = ca + df elde edilir. Buradan

MGq,-pMG MGq1—aMG
— 91 —BMGqq ved = — a1 qo
a—-p a—-p

bulunur. Bulunan c ve d degerleri (6.26) esitliginde yerine yazilirsa

MGq —BMGq MGq —aMGq
MGqn ( la—ﬁ 0) ( la—,B 0)‘
elde edilir.

Asagida verilen teorem, Gauss (s,t)-modified Pell sayr dizisi ile Gauss

(s, t)-modified Pell matris dizisi arasindaki bagintiyr sunmaktadir.
Teorem 6.2.2n > 0 icin,

GCIn+1(S' t) an(S, t) ) (627)

Man - ( tGQn(S' t) tGQn—l(s' t)

dir.
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Ispat : Teorem n iizerinden tiimevarim ile ispatlanacaktir. O halde,

n = 1icin,

Gq.(s,t)  Gqi(s,t) >

(252 +t +ist s+it)
tGQl (S' t) tGQO (S' t)

g, =
h st +it?  t—ist

elde edilir ki, n = 1 i¢in iddia dogrudur.

Simdi ise, 1 < n < k igin, (6.27) bagintisinin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

Gqrs1(s,t)  Gqp(st) )

MG, = ( tGqi(s,t)  tGqr_1(s,t)

(6.28)

olsun. Son olarak, n = k+ 1 i¢in de bu ifadenin dogru oldugunu gdsterelim.
Buradan (6.1), (6.23) ve (6.28) denklemlerini kullanarak,

Mqu+1 = ZSMqu + tMqu_l

=2 (qu+1(s' t) qu (S, t) ) t ( qu(S, t) qu_l(S, t) )
tGq(s,t) tGqr-1(s,t) tGqr-1(s,t) tGqr—2(s,t)

_ ( ZSqu+1(S, t) + thk(sl t) ZSqu(S, t) + thk—l(sﬁ t) >
~ \25tGqi(s,t) + t2Gqu_1(s,t) 25tGqu_1(S,t) + t2Gqy_,(s,t)

_ (GQR+2(Sf t)  Gqrs1(s, t))
tGqr+1(s,t)  tGq(s,t)

esitligi elde edilir ki, bu ispat1 tamamlar.

Siradaki teorem Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisi icin Urete¢ fonksiyonunu

vermektedir.

Teorem 6.2.3 Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisinin trete¢ fonksiyonu

1 s+it 1—is t — ist —s+i(2s2+1t)

T = e [(t —ist —s+i(2s*+ t)) M (—st +it(2s?+1t) 2s2+t—is(4s®+ 3t)>] (6:29)

dir.

Ispat : Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisinin rete¢ fonksiyonu
T(x) = Yoo MGq,x™ olsun.

O halde, bu urete¢ fonksiyonu

T(x) = Z MGqnx™ = MGqy + MGqyx + MGqyx? + -+ + MGqnx™ + -+

n=0
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seklinde yazilabilir.
Simdi de (6.23) esitligi ile verilen bu dizinin rekiirans bagintist kullanilarak
T(x) (1 — 2sx — tx?) = MGqy + [MGq, — 2sMGq,]x (6.30)

bulunur. (6.30) esitliginde baslangi¢ kosullart yerine yazilarak gerekli diizenlemeler

yapildiginda
7o) = — [(s+it 1—is ) x( t — ist —s+i(2s2+t) )}
1—2sx—tx2 |\t —ist —s+i(2s*+1) —st+it(2s?2 +t) 2s%+t—is(4s? + 3¢)
elde edilir.

Asagida verilen teoremlerde, Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisinin bazi kismi

toplamsal 6zellikleri incelenmistir.

Teorem 6.2.4 2s +t # 1 igin, Gauss (s,t)-modified Pell matris dizisinin ardigik

terimlerinin toplami

Ly MGG = ——— MGGy + tMGg, — MG, + (25 — 1)MGqy]  (6.31)
dir.
Ispat : (6.23) esitligi dikkate almnirsa
—tMGq;_, = —MGq; + 2sMGq;_, (6.32)
seklinde yazilabilir.
(6.32) esitligii = 3,4,5,...,n + 2 i¢in yazilirsa
—tMGq, = —MGq3 + 2sMGq,

_tMGqZ = _MGQ4, + ZSMGq:;

—tMGqs = —MGqs + 2sMGq,

—tMGqy = —MGQqpyz + 2sMGqp4q
elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,
n
—tz MGq; = 2s —1)(MGqs + MGqy + -+ MGQqpiq) — MGQquyy + 2sMGq,

=1

bulunur. Bulunan son esitlikte gerekli islem ve diizenlemeler yapildig: takdirde
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ZM Qi = 5 MGnsr + tMGan — MGa + (25 = DMGa,]

elde edilir.

Teorem 6.2.5 Gauss (s, t)-modified Pell matris dizisinin tek ve ¢ift indisli terimleri

toplamu sirasiyla

_ (1-)(MGqzn4+1—MGq1)+25t(MGqn,—MGqo)

Y1 MGapiq = (107 , (6.33)
YN MGqy = MGan+2—M4(Ziz (t1 (:;IZGCIZn_MGQO) (6.34)
dir.
Ispat : Teorem 6.1.5’in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 6.2.6 s2 + ¢t > 0 olacak sekildeki s > 0 ve t # 0 reel sayilar igin,
- MGy, 1 ’
RZO e B p—— [xMGgq + (x* — 25x)MGqy)]
(xMGqpyq + tMGqy) (6.35)

xn(x2 2sx—t)
dir.
Ispat : Teorem 6.2.1°den,

= MG MGq ,BMGq < k MGq, — aMGq,\ <~ (B\"
2w (T e -

k=0 k=0 k=0

esitligi yazilabilir. Daha sonra, bu esitlikte geometrik dizi tanimi kullanilarak

n 1 _ (g)ﬂ."‘l
Z MGqy _ (MGCh - BMqu> x

k _ a
= ¢ 1_§
n+1
_ 1- (2
(MGch aMGq0> X
a— 1_F
X

B (Mqu —_ ﬁMqu) A+l _ ontl

Ry
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(Mqu — aMGqO ,8"“

xn+1

B 1 (Mqu BMGq ) n+1 an+1>

X" a—pf X—a
3 (Mqua—_aBMqu) (x _ :Z)nﬂ)l
- X" (x? —125x —t) {(Mqua ﬁﬁMGq()) (=™ e )

(MGq1 —aMaGq,
a—p

1 {(Mqucz—_,BﬁMGq(,)

X (xn+2 A0 ﬁxn+1 — xa™1 + an+1'3)

)Gt - e - )

T an(x? — 2sx —t)

(MGq1 - aMGq0>
a—=p

X (xn+2 — axn+1 _ X,Bn+1 2 ,Bn+10l)}

bulunur. Burada, « + 8 = 2s, a.f = —t bagintilar1 ve Gauss (s, t)-modified Pell

matrisi i¢in Binet formulu kullanilarak son esitlik diizenlenirse

N MGgy 1 n+2 n+1
> T = o (MG — ™ (25 MG — MG4y) — ¥MGapsy — EMGG,)
k=0

olup buradan da gerekli diizenlemeler yapilarak,

n
Mqu 1
z o S P [xMGq, + (x? — 2sx)MGq,]
k=0

1
C x"(x2—2sx — t)

(xMGqn4q + tMGqy,)

elde edilir.

Teorem 6.2.7 j > m igin,

1
D MG = = gy =g MGy + (0" MG
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~(=0)"™MGQmn+; — MGq;] (6.36)
dir.

fspat : A= (Wl(%:m") ve B = (W:(%O;fw") olmak Uzere, Teorem 6.2.1°i

kullanarak

n n
z MGapiy; = Z(AamHj — Bp™I+])
i=0 0

i=
n n

= 4dd ) o™ — BT Y g

i=0 i=0

esitligi yazilir. Geometrik dizi tanimindan,

n (1= am(n+1) (1 — ﬁm(n+1)
ZO Mo =" (W) ~BF (W)
1=

b (Aaj _Aamn+m+j)(1 _ﬁm) < (Bﬁj A Blgmn+m+j)(1 _ a,m)
p (1-am™( -8

dir. Bu son esitlikte, a.f = —t oldugu da dikkate alinarak gerekli duzenlemeler

yapilirsa
n 1 .
D MGni) = =y MGy + (-0 M
i=0
_(_t)mMGQmTHj - Mqu]
elde edilir.

Teorem 6.2.8 m,n € Z* igin,
i.MGq,,MGq,, = MGq,MGq,, (6.37)
ii.MGq,MGqy 1 = MGq 1 MGq, (6.38)
dir.
Ispat :
i. Ik olarak (6.24) esitligi dikkate almirsa
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MGqmMGqn = (Mam + itMy 1) (Mqy + itMgy_1)
yazilabilir. Daha sonra matris ¢arpimi kullanilarak
MGq,,MGq, = Mq,Mq,, + itMq,Mqy_1 + itMq,_1Mqy, — t*Mqpm_1Mq,_1
bulunur.
Teorem 5.2.8 (ii) ve Teorem 5.2.10 (ii) g6z oniine alindig1 takdirde,
MGq,MGq, = Mq,Mq, + itMq,Mqp,_1 + itMq,_1 M@y, — t>Mqy_1Mqpm_1
= (Mqy + itMqy_1) (M, + itMQ 1)
= MGg,MGqy,
elde edilir.
ii. 11k olarak (6.24) esitligi dikkate alinirsa
MGqrmMGGny1 = (MGm + itMqy—1)(Mqniq + itMqy)
yazilabilir. Daha sonra matris ¢arpimi kullanilarak
MGqmMGani1 = M@yuMapiq + itMquMay + itMy_ 1 MGniq — t?M Q-1 Mgy
bulunur.
Teorem 5.2.10 (i) goz Oniine alindig1 takdirde
MGqmMGQni1 = MQmi1Mqy + itMQp 1My -1 + itM@mMay — t*MqmMqy,
= (M@ys1 + itMqn)(Mqy + itMqy_1)
= MGGm+1MGqy
elde edilir.
Teorem 6.2.9 m,n € Z* icin,
i.MGgq, = sSMGP, + tMGP,_, (6.39)
ii.2MGq,, = MGP,., + tMGP,_, (6.40)
dir.

Ispat :
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i. Denklemin sag tarafi dikkate alinarak MGP, = MP, + itMP,,_; [36] esitligi

kullanilirsa,

SMGP, + tMGP,,_; = s(MP, + itMP,,_,) + t(MP,_; + itMP,,_,)

= (SMP, + tMP,_,) + it(MP,_, + tMP,_,)
yazilir. Daha sonra Teorem 5.2.7 (i) dikkate alinarak,
SMGP, + tMGP,,_, = Mq,, + itMq,,_4
bulunur. Son olarak (6.24) esitliginden,
sMGP, + tMGP,,_, = MGq,

elde edilir.

ii. Denklemin sag tarafi dikkate alinarak MGP, = MP, + itMP,,_; [36] esitligi

kullanilirsa
MGP, 1 + tMGP,_; = (MP,, 1 + itMP,) + t(MP,,_; + itMP,,_,)
= (MP,;q + tMP,,_;) + it(MP, + tMP,,_,)

yazilir. Daha sonra Teorem 5.2.8 (iv) dikkate alinarak

MGP,,, + tMGP,_, = 2Mgq,, + 2itMq,,_,

=2(Mgqy + itMqy,_4)
bulunur. Son olarak (6.24) esitliginden,
MGP,,, + tMGP,_, = 2MGq,

elde edilir.

Son olarak, Gauss (s,t)-modified Pell matris dizisi ile iligskili olan Catalan

0zdesligini asagidaki teorem ile ifade ve ispat edecegiz.
Teorem 6.2.10n > 0 ven = rigin,
MGqy_ MGqyyr = MGy, (6.41)
dir.
Ispat : A= MGq, — BMGq, ve B = MGq, — aMGq, olmak (izere (6.25) esitligi

kullanilarak
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MGCIn—rMGCInH' - MGQnZ

_ (Aan—;:glgn—‘r) <Aan+;:§’8n+r> B (Aa::gﬁn>2

B ABan—rﬁn—r(zarﬁr _ aZr _ ﬁZr)
- (a—p)?

0 0 <
0 0) oldugundan,

esitligi elde edilir. Burada A. B = (
MGGy MGQpyr = MGCInZ

bulunur.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismanin temelini Gauss modified Pell sayilar1 olusturmaktadir. Ilk olarak
Gauss modified Pell say1 dizisi tanimlanmis ve bu say1 dizisinin bazi kombinatoryal
ozellikleri incelenmigtir. Daha sonra, bu say1 dizisinin genellestirilmesi olarak Gauss
modified Pell polinom dizisi ve Gauss (s,t)-modified Pell dizisi tanimlanmustir.
Ustelik, bu iki dizinin birtakim &zellikleri incelenmistir. Ayrica, elemanlar1 Gauss
(s,t)-modified Pell sayilar1 olan Gauss (s,t)-modified Pell matris dizisi

tanimlanarak bu diziye ait baz1 6zellikler incelenmistir.

Tanimlanan her li¢ diziye ait 6zellikler arastirilmaya devam edilebilir. Ayrica, bu
dizilerin literatirde mevcut olan ayni karakteristik denkleme sahip diger sayi

dizileriyle olan iliskileri de incelenebilir.
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