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YUKSEK LiSANS TEZi
GAUSS PELL KUATERNiIYON POLINOMLAR UZERINE
Mevliit DUZCU

Aksaray Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Tiillay YAGMUR
OZET

Fibonacci dizisi, say1 dizileri arasinda en ¢ok calisilan tam sayr dizisidir. Diger
yandan Pell say1 dizisi ve bu say1 dizisinin genellestirilmeleri de pek ¢ok yazar
tarafindan caligilmistir. Bu tezin temel amaci, bilesenleri Gauss Pell polinomlari
alinarak elde edilen Gauss Pell kuaterniyon polinomlarini tanitmak ve birtakim
ozelliklerini incelemektir.

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. ilk boliimde, calismamiza konu olan bazi
kavramlardan bahsedilmis ve calismamiza ilham veren bazi mevcut calismalar
verilmistir. ikinci boliimde, ¢alismamiza temel teskil eden bazi tanim ve teoremler
sunulmustur. Ucgiincii béliimde, ilk olarak Gauss Pell kuaterniyon polinomlar
tanitilmistir. Daha sonra Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin rekiirans bagintisi,
Binet formiilii, (adi) tirete¢ fonksiyonu, iistel iirete¢ fonksiyonu ve Poisson iiretec
fonksiyonunun da aralarmda bulundugu bazi cebirsel 6zellikleri verilmistir. Ustelik
Gauss Pell kuaterniyon polinomlart ile iliskili birtakim 6zdeslikler elde edilmistir.
Son boliimde, tezden elde edilen bazi sonuglar vurgulanmig ve birtakim Oneriler
sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Pell sayilari, Gauss Pell sayilari, Gauss Pell polinomlari, Pell
kuaterniyonlari, Gauss Pell kuaterniyonlari, Gauss Pell kuaterniyon polinomlari.
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M. Sc. THESIS
ON GAUSSIAN PELL QUATERNION POLYNOMIALS
Mevliit DUZCU

Aksaray University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Tiillay YAGMUR
ABSTRACT

Among integer sequences, Fibonacci sequence is the most studied integer sequences.
On the other hand, Pell number sequence and generalizations of this sequence have
been studied by many authors. The main purpose of this thesis is to introduce
Gaussian Pell quaternion polynomials with Gaussian Pell polynomial components
and to examine some properties of them.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some concepts involving our
study are mentioned and some current studies that inspired our study are given. In the
second chapter, definitions and theorems that form the basis of our study are
presented. In the third chapter, at first, Gaussian Pell quaternion polynomials are
introduced. Then some algebraic properties including recurrence relation, Binet’s
formula, (ordinary) generating function, exponential generating function and Poisson
generating function of the Gaussian Pell quaternion polynomials are given.
Moreover, some identities related to the Gaussian Pell quaternion polynomials are
obtained. In the last chapter, some results obtained from the thesis are emphasized
and some suggestions are given.

Keywords: Pell numbers, Gaussian Pell numbers, Gaussian Pell polynomials, Pell
quaternions, Gaussian Pell quaternions, Gaussian Pell quaternion polynomials.

December, 2022; 40 pages
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SIMGELER VE KISALTMALAR

F, n. Fibonacci sayist

F(x,t) Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin iistel iirete¢ fonksiyonu
GP, n. Gauss Pell sayis1

GP,(x) n. Gauss Pell polinomu

glx,t) Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin {irete¢ fonksiyonu
G(x,t) Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin Poisson iirete¢ fonksiyonu
MQGP,(x) n. Gauss Pell kuaterniyon polinom matrisi

Nogp, (x) n. Pell kuaterniyon polinomunun normu

P, n. Pell say1s1

P,(x) n. Pell polinomu

Q.(x) n. Pell-Lucas polinomu

QF, n. Fibonacci kuaterniyonu

QGP, n. Gauss Pell kuaterniyonu

QGP,(x) n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu

QP, n. Pell kuaterniyonu

Sh h reel kuaterniyonunun skaler kismi

Socp,(x) n. Gauss Pell kuaterniyon polinomunun skaler kismi

V—,: h reel kuaterniyonunun vektorel kismi

Voer,x n. Gauss Pell kuaterniyon polinomunun vektorel kismi



1. GIRIS
Fibonacci sayilari, Pisa’li Leonardo’nun daha sonra tavsan problemi olarak
adlandirilan bir problemi {izerine ortaya ¢ikmistir. 0 ve 1 sayilari ile baglayan bu tam

say1 dizisi Ugiincii terimi itibariyle her bir terimi kendinden onceki iki terimin

toplanmasiyla elde edilmektedir.

Daha sonra, ardisik iki Fibonacci sayisinin birbirine oraniyla elde edilen “Altin
Oran” kavrami Kepler tarafindan literatiire kazandirilmistir. Altin oran fi (phi) sayis1

ile anilir ve bu oranin sayisal degeri yaklasik olarak 1,618 dir.

Fibonacci say1 dizisinin baslangic degerlerinin degistirilmesiyle Lucas say1 dizisi
ortaya konmus ve Fibonacci sayilar1 ile Lucas sayilar1 arasinda olaganiistii bir
baglantinin var oldugu goriilmiistiir. Bunlarin disinda Pell say1 dizisi, Jacobsthal say1

dizisi gibi bir¢ok sayi1 dizisi ortaya ¢ikmistir.

Kuaterniyonlar 1843 yilinda William Rowan Hamilton tarafindan ortaya atilmis ve
kuaterniyon sayilar1 Hamilton tarafindan ¢aligilmistir [1]. Kuaterniyonlarin kesfi ile

birlikte bu sayilar konu ile ilgili ¢cok sayida arastirmaci tarafindan incelenmistir.

Horadam [2], katsayilar1 Fibonacci sayilart olan Fibonacci kuaterniyonlarini
literatlire kazandirmig, sonrasinda ise bir¢ok matematik¢i Fibonacci kuaterniyonlar
lizerine caligmalar yapmistir. Bu caligmalara Iyer [3] ve Halict [4] ’nin ¢alismalari
ornek olarak gosterilebilir. Fibonacci kuaterniyonlarina benzer sekilde, Cimen ve
Ipek [5], ayrica es zamanl olarak Szynal-Liana ve Wloch [6] tarafindan Pell
kuaterniyonlar tanimlanmistir. Arslan [7], yeni bir kuaterniyon dizisi olarak Gauss

Pell kuaterniyon dizisini tanimlamaistir.

Bu c¢alismada, Arslan [7] tarafindan tanimlanan Gauss Pell kuaterniyonlar
genellestirilerek Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin dizisi tanimlanacak ve bu

dizinin baz1 cebirsel dzellikleri arastirilacaktir.



2. ON BILGILER VE LITERATUR CALISMASI

Bu béliimde tgiincii bolimde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremlere

deginilmistir.
2.1 Kuaterniyonlar

Kuaterniyonlar, 4-boyutlu hiper-kompleks sayilardir. Degismeli olmayan bir bolim
cebirinin iiyeleri olan kuaterniyonlar ilk olarak 1843 ’te W. R. Hamilton tarafindan
karmagik sayilar kiimesinin bir uzantist olarak ortaya konulmustur. Reel

kuaterniyonlar kiimesi H ile gdsterilmektedir ve bu kiime
H={h=ho+hi+hyj+hk=S+Vy: h€ R,i=0123} (1)

seklinde ifade edilir ki burada

Sp= hy, Vi = hyi+hyj +hsk ve h= S, — V), 2.2)

—

olup S, ve Vj,, sirastyla h’ nin skaler ve vektorel kisimlarini olusturmaktadir, h ise
h> nin eslenigidir. Ayn1 zamanda i, j ve k ise R3® ’teki standart ortonormal
bazdir. Reel kuaterniyonlarin cebiri asagidaki ¢arpma kurallarini karsilayan bir
{1,1,], k} bazina sahip R reel sayilar cismi iizerinde tanimli dort boyutlu bir vektor

uzayidir. i, j, k baz elemanlarinin ¢arpim kurallar su sekildedir:
i2=j2=k?*>=-1,ijj=—ji=k,jk=—kj=i,ki=—-ik=j. (2.3)
Diger yandan,

h:h0+hll+h2j+h3k: Sh+Vh' (2.4)

g =9o+gii+goj+3gsk= 55+V, (2.5)
iki reel kuaterniyon olmak iizere, kuaterniyonlarda toplama islemi

h+g=hy+go+ (hy+g1)i+ (hy +9g,)j + (hs + g3)k

= S+ S, +V, +V, (2.6)



seklindedir. h ve g kuaterniyonlari i¢in kuaterniyonlarda ¢carpma islemi ise

hg = Sth + Sth + Vth — Vth + Vh X Vg (27)
olup
VnVy = h1g1 + hy g, + h3gs, (2.8)

Vi X Vg = (hpg3 — h3g2)i — (h1g3 — h3g1)j + (h1g, — hago)k (2.9)

dir. Ayrica (2.4) reel kuaterniyonunun eslenigi

R= hy — hyi — hyj — hsk = Sy —V, (2.10)
olup, normu ise
k|l = hh = hy® + hy® + hy® + hs? (2.11)
seklinde tanimlanmaktadir.

Hatirlatma 2.1.1 Kuaterniyonlarin baz elemanlar olan 1,i,j, k, baz1 kaynaklarda

sirastyla ey, e, e,, e; olarak dikkate alinmaktadir. Dolayisiyla
eo=l,e;=i,e,=j, ek (2.12)
olup tez ¢aligmasi boyunca gereklilik halinde her iki gosterimde kullanilacaktir.

Kuaterniyon teorisi ile ilgili daha detayli bilgi i¢in Hamilton [1] ve Ward [8]’in
calismalarma bakilabilir. Ustelik kuaterniyonlar kuantum fizi§inde, matematigin

bir¢ok alaninda ve 6zel gorelilik teorisinde kullanim alani bulmaktadir [9-13].
2.2 Fibonacci Sayilar1 ve Bazi Uygulamalar:

Tamm 2.2.1 Fibonacci say1 dizisi {F,}, baslangi¢ kosullar1 F; = 0 ve F; = 1 olmak

luzere

F,=F, ,+F, ,n>2 (2.13)



rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada F, , n. Fibonacci sayisidir [14].

Horadam [2], n. Fibonacci kuaterniyonunu asagidaki gibi tanimlamistir.

Tamm 2.2.2 i,j,k, (2.3) denklemi ile verilen ¢arpim kurallarin1 saglayan baz

elemanlar1 olmak tizere, n. Fibonacci kuaterniyonu

QF, = By + Fpiqi + Fyof + Frysk (2.14)
seklinde tanimlanir. Burada F,, n. Fibonacci sayisidir.
n. Fibonacci kuaterniyonu QF,’in eslenigi ise

Q_F;l:Fn_Fn+1i_Fn+2j_Fn+3k (2.15)

seklindedir.

Fibonacci kuaterniyonlar, Hamilton’dan sonra bir¢ok yazar tarafindan calisilmistir.

Iyer [3]’in ¢alismast ve Halici [4]’nin ¢alismasi 6rnek olarak gosterilebilir.

Gauss sayilari, ilk olarak 1832 yilinda C.F. Gauss [15] tarafindan arastirilmis kat
sayilar1 tam sayilar olan kompleks sayilardir. Horadam [2], ¢calismasinda kompleks
Fibonacci sayilarini yani Gauss Fibonacci sayilarini asagidaki sekilde tanimlamistir.
Daha sonra 1965 yilinda Jordan [16] ve 1977 yilinda Berzsenyi [17] Gauss Fibonacci

sayilar ile ilgili ¢alismalar yapmistir.

Tanim 2.2.3 n. Gauss Fibonacci sayist GF,, GFy = i ve GF; = 1 baslangi¢ degerleri
ile birlikte

GE, = GF,_, +GF,_,,n>2 (2.16)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir.

Gauss Fibonacci sayisi i¢in

GE, = E, + F,_i (2.17)

0zdesligi saglanir [16]. Burada F,, n. Fibonacci sayisidir.



Halic1 ve Cerda-Morales [18] tarafindan bilesenleri Gauss Fibonacci sayilar1 olacak
sekilde yeni bir tiir kuaterniyon dizisi asagidaki gibi tanimlanmis ve bu dizinin

elemanlar1 Gauss Fibonacci kuaterniyon sayilari olarak adlandirilmastir.
Tamm 2.2.4 Gauss Fibonacci kuaterniyon say1 dizisi {GFQ;,},.0,

GFQ, = GF, + GF, .11 + GF, ;] + GF, 3k
= (GFy, GFpyy, GFpyg, GFpys) (2.18)

seklinde tanimlanir. Bu dizinin baslangic degerleri
GFQy=(i,1,14+i,24+1i),GFQ,=(1,1+i,2+1i,3+2i) (2.19)

dir. Burada GF,, n. Gauss Fibonacci sayist ve i,j,k ise (2.3) ile verilen baz

elemanlaridir.

Gauss Fibonacci kuaterniyon say1 dizisinin rekiirans bagintisi n > 2 olmak tizere,
GFQ, =GFQ,_1 + GFQ,_, (2.20)

seklinde tanimlanmistir [18].

2.3 Pell Sayilar1 ve Baz1 Uygulamalari

Tamm 2.3.1 Baglangi¢ degerleri Py = 0 ve P; =1 icin, {P,} Pell say1 dizisinin

rekiirans bagintisi
P,=2P, 1 +P, ,,n=2 (2.21)
ile tamimlanir [19, 20].

Pell say1 dizisine ait baz1 6zdeslikler ise su sekilde verilmistir [19, 20]:

P, =(-D"1p, (2.22)
PotiPnot — P2 = (=1, (2.23)

Pons1 = Pu? + Pt (2.24)

Pons1 + Poy = 2Ppyy® = 2B, — (D), (2.25)
(=D"FPp = PpiaPnib — PoPrsasn, (2.26)
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Poyr = BPyyq + PP, (2.27)
Py = Pn(Pn+1 + Pn—l)' (2.28)
Pn2 + Pn+32 = 5(Pn+12 + Pn+22)- (2.29)

Tanmm 2.3.2 Baglangic degerleri Qo =2 ve Q; = 2 i¢in, {Q,} Pell-Lucas say1

dizisinin rekiirans bagintisi
Qn =20Qn-1+0Qp—2,n 22 (2.30)
ile tanimlanir [20, 21].

a=1++2vef =1—+/2 igin, n. Pell sayisin1 veren formiil [19, 20]

a™ — Ign
R (2.31)
ve n. Pell-Lucas sayisini veren formiil [20,21]
Q,=a"+p" (2.32)

dir.

Pell kuaterniyonlar, es zamanli olarak, Cimen ve Ipek [5]’in ¢alismasinda ve Szynal-

Liana and Wloch [6]’un ¢aligmasinda asagidaki sekilde tanimlanmustir:
Tamm 2.3.3 n. Pell kuaterniyonu QP,
QP = Py + Ppyql + Ppyoj + Ppysk (2.33)

seklinde tanimlanir. Burada, P,, n. Pell sayis1 ve i, , k ise (2.3) denklemi ile verilen

carpim kurallarini saglayan baz elemanlaridir.
Pell kuaterniyonlarinin rekiirans bagintisi [5]
QP, =2QP,_1 +QP,_, ,n=2 (2.34)

ve Binet formiilii [5]



aA— B"B

QP = a—B

(2.35)

seklindedir. Burada a=1++vV2 ve f=1-+v2 saytlan x?—2x—1=0
denkleminin kokleridir. Ayrica; eg, 0 < s < 3, (2.12) denklemi ile verilen baz

elemanlar1 olmak lizere A ve B ise
A=Y3a%e;, B=Y3,pB%;s (2.36)
seklindedir.

Pell kuaterniyonlarina ait bazi1 6zdeslikler asagida verilmistir [5]:

QP, + QP, = 2P, (2.37)

QP,* + QP,QP, = 2P,QP,, (2.38)

QP,QP, = 6Pppns, (2.39)

QP — QPpy1i — QPryzj — QPpyzk = 12Gnys, (2.40)

(a? + 2)AB + B?BA
(a — B)?

QPy+1QPy_y — QB,* = (=)™ (2.41)

Pell polinomlar1 Horadam ve Mahon [22] tarafindan asagidaki sekilde

tanimlanmistir:

Tanmim 2.3.4 n. Pell polinomu B,(x), Py(x) =0 ve P,(x) = 1 baslangi¢c degerleri

1¢in
P,(x) = 2xPy_1(x) + P_,(x) ,n =2 (2.42)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir.

n. Pell polinomunu veren Binet formiilii

a(x) — p™(x)

A S I 10

(2.43)

olup a(x) =x++Vx?+1 ve B(x) =x—+Vx?+1, (2.42) rekiirans bagmtisinin
karakteristik denkleminin kokleridir [22].



Benzer sekilde Pell-Lucas polinomlar ise asagidaki sekilde tanimlanir:

Tanmim 2.3.5 n. Pell-Lucas polinomu Q,(x),Q,(x) =2 ve Q,(x) = 2x baslangig

degerleri i¢in
Qn(x) = 2xQp-1(x) + Q2 (x) ,n = 2 (2.44)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir [22].
n. Pell-Lucas polinomunu veren Binet formiilii
Qn(x) = a™(x) + B"(x) (2.45)

olup a(x) =x+vVx?2+1 ve B(x) =x—+Vx?+1, (2.44) rekiirans bagmtisinin
karakteristik denkleminin kokleridir [22].

Pell ve Pell-Lucas polinomlari i¢in asagidaki bagintilar mevcuttur [22]:

P_n(x) = (=1D)™'P,(x), (2.46)

Ppy(x) + Ppys (x) = Qn(x), (2.47)

Py (%) Qn(x) = Ppp(x), (2.48)

Popir2(x) — Py_i () = 2xP,, (%), (2.49)
Pryn () = Py () Py 1 () + Pryq () P, (). (2.50)

Gauss Pell sayilari, Halic1 ve Oz [23] tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmis ve

birtakim 6zellikleri incelenmistir.

Tanim 2.3.6 n. Gauss Pell sayis1 GP,, GP, =i ve GP; = 1 baslangi¢ degerleri ile
birlikte

GP, =2GP,_ 1 +GP,_,,n=>2 (2.51)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir.
Ustelik Gauss Pell sayilari igin

GP, =P, +iP,_,, (2.52)
GP_, = (=) (P, — iPy,y), (2.53)

8



GP,*> + GPy1® = 2P, (1 + 2i) (2.54)
0zdeslikleri saglanir [23]. Burada B,, n. Pell sayisidir.

Halict ve Oz [24], Gauss Pell sayilarmin genellestirmesi olan Gauss Pell

polinomlarini tanimlamis ve bu polinomlarin bazi 6zelliklerini incelemiglerdir.

Tamim 2.3.7 n > 2 igin Gauss Pell polinomlar1 GP,(x) = i ve GP;(x) = 1 baslangi¢
degerleri ile birlikte

GP,(x) = 2xGP,_;(x) + GP,,_,(x) (2.55)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir.

Ayrica GP,(x), n. Gauss Pell polinomu ve B,(x), n. Pell polinomu olmak {izere

GP,(x) ve B,(x) arasindaki iliski su sekilde ifade edilmistir [24]:
GP,(x) = P,(x) + iP,,_1(x). (2.56)

Arslan [7], Gauss Pell kuaterniyonlarin1 asagidaki gibi tanimlamis ve bazi

kombinatoryal 6zelliklerini tliretmistir.
Tamm 2.3.8 n. Gauss Pell kuaterniyonu QGP,
QGP, = GP, + GPp 11 + GPpyyj + GPp i3k (2.57)

seklindedir. Burada GP,, n. Gauss Pell sayis1 ve i,],k, (2.3) denklemi ile verilen

carpim kurallarin1 saglayan baz elemanlaridir.

Burada tekrar hatirlatalim ki kuaterniyonik baz elemanlariin farkli kullanimi mevcut

olup baz elemanlarinin kullanimi1 (2.12) denkleminde belirtilmistir.
Diger yandan, Gauss Pell kuaterniyonlarina ait rekiirans bagintisi
QGP, = 2GP,_ 1 +GP,_, ,n>=2 (2.58)

seklindedir [7].



3. GAUSS PELL KUATERNiYON POLINOMLARI

Bu boliimde, Gauss Pell kuaterniyon polinomlari tanitilarak bazi cebirsel 6zellikleri

incelenmektedir.

Tanim 3.1 {QGP,(x)}, Gauss Pell kuaterniyon polinom dizisi olmak iizere, n. Gauss

Pell kuaterniyon polinomu
QGPL(X) = GPy(%) + GPryy (X)i + GPoyy ()] + GPys(k  (3.1)

seklinde tanmimlanir. Burada GP,(x), n. Gauss Pell polinomu ve i, j, k ise (2.3)

denklemi ile verilen kuaterniyonik birimlerdir.

n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu QGP,(x)’in reel ve sanal kisimlari sirasiyla

asagidaki gibi tanimlanir:

SQGPn(x) =GP, (x), (3.2)

VQGPn(x) = GPn+1(x)i + GPyyy (x)] + GPn+3(x)k- (3.3)

QGP,(x) ve QGP,(x) iki Gauss Pell kuaterniyon polinomu olmak iizere, Gauss Pell

kuaterniyon polinomlarmin toplama ve carpma islemleri sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanir:
QGPm(x) + QGPn(x) = (Gpm(x) + GPn(x))
+(Gpm+1(x) + GPn+1(x)) i
+(GPm+2(x) + Gpn+2 (X))]
+(GPm+3(x) + GPn+3(x))k (3.4)
Ve

QGPL(x)QGP,(X) = Socp,,x)S06P,x) T S06Pm0)VocPyx) F Voar,(x)S06P,(x)

— Voeprn 0 -Yoer,(x) T Vocrn) X Voer,(x) (3.5)

dir. Burada

Vocr,, o) -Voer,(x) = GPmy1(X)GPyi1(X) + GPryyr(X)GPyyp(X)
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+GPr13(X)GPyy3(x) (3.6)

Ve

Vocr,o) X Vocryx) = (GPpy2(X)GPpy3(x) = GPyyp3(X)GPpyp ()i
—(GPpy1(X)GPyy3(x) — GPypy3(X)G Py (X))
+(GPps1()GPyy2(X) =GPy (DGPy () (3.7)

seklinde tanimlidir.

Tanim 3.2 n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu QGP,(x) olmak iizere QGP,(x)’in

eslenigi QG B, (x) ile gosterilir ve
QGP,(x) = GPy(xX) — GPoyy ()i — GPryp(X)j — GPrys(Dk  (3.8)
seklinde tanimlanir.

Tanmim 3.3 n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu QG P, (x)’in normu

NQGPn(x) = QGPn(x)QGPn(x)
=GB (x) + GPyy1” (%) + GPryr®(x) + GPrys” (%) (3.9)

dir.
Teorem 3.1 Nygp, (x) » QGP,(x) ’in normu olmak iizere
Nogp, ) = (x + D)(8x* + 4) Py (x) (3.10)
dir.
Ispat: (2.56) ve (3.9) denklemlerinden

NoGpa) = GPu2(X) + GPpiy (%) + GPpip® (X) + GPrys® (%)
= (Pa(x) + iPh1(0))? + (Ppy1(X) + iPy(x))?
+(Prs2 (%) + 1Py () + (Pras(x) + iPryp(x))?
= B2 (%) = Ppeq (%) + 2iP, (X) Py () + Py *(x) — P (%)
+2iPp 11 () B (%) + Prya” () — Puy1 (%) + 2iPyy2 () Ppyy ()
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+Pn+32(x) - Pn+22(x) + 2iPp43(x) Py (x)
= n+32(x) - Pn—lz(x) + 2i[P,(x) (Pp—1 (%) + Ppyq (X))
+Pp 2 () (Ppi1 (x) + Ppy3(x))] (3.11)

elde edilir. Diger yandan, (2.47) ve (2.48) denklemleri dikkate alinirsa, (3.11)

denklemi

NQGPn(x) = Pn+32(x) - Pn—12(x) + Zi(PZn(x) + P2n+4(x)) (3.12)

seklinde ifade edilebilir. Ayrica, Pell polinomunun Binet formiilii (2.43) ve

(1+a*(®) = (1+a2(x))(1 + a?(x)) — 2a%(x) = (4x? + 2)a?(x), (3.13)

(1+B*(x)) = (4x? + 2)B2(x), (3.14)
(a*(x) = 1) = a?(@)(a(x) — B())(a(x) + B(x)), (3.15)
B*x) — 1) = B2()(B(x) — a(x))(a(x) + B(x)) (3.16)
esitlikleri kullanilarak,
Pn+32(x) 3 Pn—lz(x) = Zx(4x2 + 2)PZn+2 (x) (3.17)
ve
Py (X) 4 Prpya(x) = (4x% 4 2) Py (x) (3.18)

elde edilir ki bu ifadeler de (3.12) denkleminde yerlerine yazilirsa

Nogp,(x) = 2x(4x2 4 2) Py 5 () + 2i(4x% + 2)Pypyp(x)
= (x + D) (8x% + 4) Py (x)

olup istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.2 n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu QGP,(x) i¢in asagidaki ifadeler

saglanir:
(i) QGP,(x) + QGP,(x) = 2GP,(x), (3.19)
(i) QGP,2(%) + QGP,(x) QGP,(x) = 2GP,(x)QG P, (), (3.20)

(iii)) QGP,(x) — QGPyy1(x)i — QGPyi2(x)j — QGPy3(x)k
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= (4x* + 2)(Qn+3(x) + iQn42 (x)) (3.21)

dir. Burada GP,(x), n. Gauss Pell polinomu ve Q,,(x), n. Pell-Lucas polinomudur.

Ispat:

(i) QGP,(x) ve QGP,(x) ifadeleri, yani

QG P (x) = GR(x) + GPpi1 ()i + GPrya (%)) + GPpiz()k

ve
QGP,(x) = GPy(xX) = GPyyy ()1 = GPrya (1)) — GPyys(X)k
kullanilarak
QGP,(x) + QGP,(x) = 2GPy(x)
kolayca elde edilir.

(11) (3.1) ve (2.3) denklemlerinden

QGP,*(x) = (GPy(x) + GPpyy (0)i + GPpyr ()] + GPyy3(x)k)?

=GP, (%) + GP,(X)G Py (X)i + G (X)G Py (1)
+G Py (X)GPyi3(X)k + GPy(X)G Py (X)i — GPyiy (%)
+G Py (X)GPry(X)k — GPpyq (X)G P,y 3(x)j
+GP(x)GPryz(x)] — GPry1 (X)GPryr(X)k
~GPyiz” (X) + GPyip (X)GPry3(X)i + GP,(x) G Pz (1)K
+G Py i1 (X)GPry3(X)j — GPryip (X)GPry3(X)i — GPpys® (x)

=GP, (%) = GPpyy”(X) = GPpy?(x) — GPyis”® (%)
+ 2GP,(x)GP 1 (x)i + 2GR, (x)G Py (x)j
+2GP,(x)GP, 5 (x)k

= =GP (%) = GPpy1”(X) = GPpiy (%) — GPpys® (%)
+ 2GP,(x)(GP,(x) + GPpy1(x)i + GPyy(x)j
+G P 3(x)k)

= =GP (%) = GPpi1*(X) =GPy’ (x) — GPpys® (%)
+2GP,(x)QGP,(x) (3.22)
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elde edilir. (3.9) ve (3.22) denklemleri dikkate almarak QGP,*(x) ve
QGP,(x) QGP,(x) ifadeleri toplanirsa istenilen esitlik elde edilmis olur.

(ii1) (2.3), (2.47), (2.56) ve (3.1) denklemlerinden
QGR (%) = QGPyy1 ()i — QG P42 (x)j — QGPyy3(x)k

=GP (x) + GPry1 ()i + GPpyp(x)] + GPrys(X)k
—GPpi1(0)i 4 GPpyp(x) — GPrys(0)k + GPyys(x)j
—GPpi2(X)] 4 GPni3(0)k 4 GPrig(x) — GPpys ()i
—GPyi3(X)k — GPrys(x)j + GPpys(x)i + GPpye(x)

= GPy(X) + GPpya(x) + GPpys(x) + GPpis(x)

= Py(%) + Ppia (%) + Prya(x) + Prye(x)
Hi(Proq (%) + Pry1 (%) + Prys(x) + Prys(x))

= Qu+1(0) + Qnys () +1(Qn(x) + Qp1a(x)) (3.23)

elde edilir.

Ayrica (2.45), (3.13) ve (3.14) denklemleri dikkate alindiginda

Qi1 (%) + 0,y (X) = a™ (%) + B*1(x) + a™5(x) + 75 (x)
= an+1(x)(1 + a‘*(x)) + B () (1 + B (X))
= (4x% + 2)(@™*3(x) + B3 (X))
= (42 + 2)Qpy3(x) (3.24)

bagintis1 ve benzer sekilde

Qn(x) + Qn+4(x) = (4'x2 + 2)Qn+2 (x) (3.25)

bagintisi elde edilir. (3.24) ve (3.25) ifadeleri (3.23) de yerlerine yazilirsa istenilen

sonuca ulasilir.
Teorem 3.3 Gauss Pell kuateniyon polinom dizisi {QG P, (x)} ’in rekiirans bagintisi
QGP,(x) = 2x QGP,_1(x) + QGP,_,(x) ,n=>2 (3.26)

seklindedir.
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Ispat: (2.55) ve (3.1) denklemlerinden

2x QGPy_1(x) + QGPy_5(x)
= 2x (GPr—q1(¥) + GB(X)i + GPpy1(x)j + GPpyp(x)k)
+ (GPr—z(x) + GPp_1 (x)i + GP(x)j + GPpy1 (x)k )
= 2xGP,_1(x) + GP,_,(x) + (2xGB,(x) + GP,,_,(x))i
+(2xGPn11 (%) + GPy (%)) + (2XGPny2(x) + GPnyq (x))k
= GRy(x) + GPpi1 ()i + GPpi2(X)] + GPryz(X)k
= QGP,(x)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Gauss Pell polinomlar1 ve (2.3) denklemi kullanilarak Gauss Pell kuaterniyon

polinom dizisinin baglangi¢ degerleri

QGPy(x) = GPy(x) + GPy(x)i + GP,(x)j + GP;(x)k
=1+ @i+ Qx+i)j+@x*>+1+2xi)k
=20+ (4x% + 2)k (3.27)

\~

QGP;(x) = GP;(x) + GP,(x)i + GP;(x)j + GP,(x)k
=M1+ QRx+ )i+ (4x?+ 1+ 2xi)j + (8x3 + 4x + 4x%i + D)k
= 2xi + (8x3 + 6x)k (3.28)

olarak belirlenir.

Diger yandan baslangi¢ degerleri QGPy(x) ve QGP;(x), ayrica (3.26) denklemi ve
(2.3) ile verilen ¢arpim kurallar1 dikkate alindiginda ispatsiz olarak verecegimiz

asagidaki sonuca kolayca ulasilabilir:

Sonuc 3.4

(i) QGP,(x)QGPy(x) = —(32x5 + 40x3 + 16x) + (8x3 + 8x)j, (3.29)
(i) QGPy(x)QGP;(x) = —(32x> + 40x3 + 16x) — (8x3 + 8x)j, (3.30)
(i) QG P, (x)QGPy(x) + QGPy(x)QGP,(x) = —(64x5 + 80x3 +32x),  (3.31)
(iv) QGP,(X)QGPy(x) — QGPy(x)QG P, (x) = (16x3 + 16x);] , (3.32)
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(V) QGPy(x) = —16x* — 16x2 — 8, (3.33)
(vi) QGP,%(x) = —64x° — 96x* — 40x2, (3.34)
(vii) QGP,2(x) = —256x8 — 512x° — 336x* — 80x2 — 8. (3.35)

(3.26) ile verilen rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi t2 — 2xt — 1 = 0 dir

ve bu denklem ¢oziildiigiinde

a(x) =x+V1+x2 ve B(x) =x —V1+x2 (3.36)
karakteristik kokleri elde edilir. Bu kokler arasinda

a()B(x) = -1, a(x) + B(x) = 2x, a(x) —B(x) =2V1+x2 (3.37)

bagintilar1 mevcuttur.
Teorem 3.5 n. Gauss Pell kuaterniyon polinomunu veren Binet formiili

QGR,(x) = QGP(x)Py(x) + QG Po(x)Pp—q(x) (3.38)
dir. Burada P, (x), n. Pell polinomudur.

Ispat: ¢; ve c, sabitler olmak iizere, (3.26) rekiirans bagintisinin karakteristik

denkleminin genel ¢éziimii
QGP,(x) = c;a™(x) + ¢, f™(x) (3.39)

dir. (3.39) denkleminde sirastylan = 0 ve n = 1 alinarak

QGPy(x) =c; + ¢, (3.40)
Ve
QGPy(x) = c;(x + VI +x2) + ¢y (x — V1 + x2) (3.41)

elde edilir. (3.40) ve (3.41) denklemlerinden

. = QGP;(x) — B(x)QGPy(x)
te a(x) — B(x)

(3.42)
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Ve

_a(x)QGPy(x) — QGP;(x)
2= a(x) — )

(3.43)

olarak belirlenir. (3.42) ve (3.43) denklemleri (3.39)’da yerlerine yazilirsa ve (2.43)

denklemi dikkate alinirsa

QGP;(x) — B(x)QGPy(x)

067 () = TS T )
a(x)QGPy(x) — QGP(X)
a0 —peo P ™

1
= 20 5 (@R @ (") - ")

+QGP(x) (™ () — B ()}
= QGP(x)F,(x) + QG Py (x)Py_q(x)

elde edilir.
Lemma 3.6 (m + n) inci Gauss Pell polinomu G Py, ., (x) igin

GPrin(X) = Pp(x)GPpiq(x) + Ppq (X)G B, (x) (3.44)
dir. Burada P,,(x), m. Pell polinomudur.

Ispat: (2.50) ve (2.56) denklemlerinden

G P (%) = Py (%) + 1Py 1 (%)
= Py (%) Py (X) + Py () Py (%) + i(P () Py (%) + Py (X) Py (%))
= P (0) (Prs1 (X) + iP, () + Pprmq () (B (%) + iy (%))
= Bp(x)GPyyq(x) + Ppy_1 (x)GB,(x)

olup ispat tamamlanir.
Teorem 3.7 (m + n) inci Gauss Pell kuaterniyon polinomu QG P, ,, (x) i¢in
QGPpin(x) = Br(x)QGPry1(x) + P (x)QG P, (x) (3.45)

dir. Burada P,,(x), m. Pell polinomudur.
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Ispat: (3.1) ve (3.44) denklemlerinden

QGPpyyn(x) = GPpyyy(x) + GPryyni1(0)i + GPryyny2(X)j + GPpyynis(X)k
= B (x)GPpry1 () + Ppq (X)GP,(x)
+(Br ()G Ppyz(x) + P (x) G Py q (x))i
+(Br(x)GPpy3(x) + Pp1 ()G Py (X))
+ (P ()G Prys(x) + Py (X)GPpys(x))k
= Pp(%)[GPpy1(x) + GPpyz(X)i + GPry3(x)j + GPpig(x)k]
+Pp_1 (X [GP(x) + GPpyq (X)i + GPpyp(x)j + GPpy3(x)k]
= Ppn(x)QGPny1(x) + P 1 (x)QGP,(x)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 3.8 Teorem 3.7°deki (3.45) dekleminde m — n ve n = 0 alinirsa Teorem 3.5’

de (3.38) denklemi ile verilen Binet formiilii farkli bir yolla elde edilmis olur.
Teorem 3.9 n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu QG P,,(x) igin

QGP_(x) = (=)™ [QGPy(x) P, (x) — QG Py (x) Py (x)] (3.40)
dir. Burada P, (x) , n. Pell polinomudur.

Ispat: Gauss Pell kuaterniyon polinomlari icin gegerli olan Binet formiilii (3.38) ve

(2.46) denkleminden

QGP_,(x) = QGPy(x)P_,(x) + QGPy(x)P_pp4(x)
= QGP(x)P_(x) + QGPy(X)P_(n41)(x)
= QGP (x)(=1)™'B,(x) + QGPy (x)(=1)™*?Ppyq (x)
= (=D™HQGP(x) Py (x) — QG Py (x) Pryq (x)]

olup bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.10. Gauss Pell kuaterniyon polinomlar i¢in (adi) iirete¢ fonksiyonu

QGPy(x) + (QGPy(x) — 2x QGPy(x))t
1—2xt —t2

g(x,t) = Z QGR,(x)t" = (3.47)
n=0
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seklindedir.

Ispat: g(x, t) fonksiyonu agilirsa

906 t) = Y QGR@ t"
n=0
= QGPy(x) + QGP;(x)t + QGP,(x)t* + --- + QGP,(x)t"™ + -+ (3.48)
elde edilir. g(x, t) fonksiyonu sirastyla —2xt ve —t? ile ¢arpilirsa
—2xt g(x,t) = —2xt QGPy(x) — 2xt? QGP;(x) — -+ (3.49)
ve
—t? g(x,t) = —t? QGPy(x) — -+ (3.50)
elde edilir. (3.48), (3.49) ve (3.50) ifadeleri taraf tarafa toplanirlarsa
glx, t)(1 — 2xt — t?) = QGPy(x) + QGP;(x)t — 2xt QGPy(x)
+ ) (Q6P() - 2xQ6P 1 ()
n=2
—QGP, ()" (3.51)

elde edilir. (3.26) bagmtisindan QGP,(x) — 2xQGP,,_,(x) — QGP,,_,(x) = 0 olup

bu durum (3.51) denkleminde g6z dniine alinirsa
g(x, t)(1 — 2xt — t2) = QGPy(x) + (QGP;(x) — 2x QGPy(x))t
olur ki bu ispat1 tamamlar.

Teorem 3.11 Gauss Pell kuaterniyon polinomlar i¢in iistel iirete¢ fonksiyonu

P = (Qcpl(x) - B(x)QGPo(x)> ot

a(x) — B(x)
L (F®QGP () — QGPL() 4,
a(x) — f(x)

(3.52)

seklindedir.
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Ispat: Gauss Pell kuaterniyon polinom dizisinin Binet formiilii (3.38) ve Pell

polinom dizisinin Binet formiilii (2.43) dikkate alinarak

QGP,(x) = QGP(x)P,(x) + QG Py (x)Py_q(x)
a™(x) — p"(x)
a(x) — p(x)
a™(x) — " (x)
a(x) — p(x)
_ QGP(x) — B(x)QG Py (x)
a(x) — p(x)

a(x)QGPy(x) — QGPy(x)
a(x) — B(x)

= Q6P (x)

+QGPy(x)

a™(x)

B (x)
elde edilir. Gauss Pell kuaterniyon polinomunun iistel fonksiyonu

Fx,t) = $5 Q6P (1) =

seklinde olup (3.53) ifadesi (3.54)’de yerine yazilirsa

a™(x)

O [06P(x) — BG)QGP (%)
o ‘Z[ a(D) — B0

a(x)QGPy(x) — QGPy(x)
a(x) — B (x)

_ Q6P () ~ BEQEPy(®) " (@)D"
a(x) — Bx) P n!

ﬁ"(x)l £

n!

4 EDQGP(x) — Q6P (x) - (BOOE)"
a(x) — B(x) P n!

= (QGP1(X) - ,B(x)QGPO(x)> e (0t
a(x) — B(x)
N (a(x)QGPO(X) - QGPl(x)> QB0
a(x) — B(x)

olup ispat tamamlanir.
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Teorem 3.12 Gauss Pell kuaterniyon polinomlar i¢in Poisson iirete¢ fonksiyonu

Glut) = <QGP1<2)(;) ;j(;czf)apo(x)> pt(@C0-1)
a(x)QGPy(x) — QGPy(x) o~
+ < () — BC) )etw( i S

seklindedir.

Ispat: F(x,t), Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin iistel iirete¢ fonksiyonu ve
G(x,t), Gauss Pell kuaterniyon polinomlarmin Poisson iirete¢ fonksiyonu olmak
lizere, Ustel tireteg fonksiyonu ve Poisson iirete¢ fonksiyonu arasinda F(x,t) =

e~ ! G(x,t) bagintisinin var oldugu bilindiginden ispat asikardir.

Teorem 3.13 Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin ardigik toplamlari
S0 QGP(x) = = (QGPr1 (%) + QG (x) — QGPy(x) — QGP_1(x)) (3.56)
seklinde ifade edilir.

Ispat: (3.26) denkleminden QG Py (x) = 2xQG Py (x) + QGPy_;(x) olup QG P, (x)

yalniz birakilirsa

1
QGP,(x) = E(QGPk+1(x) - QGPk—l(x)) (3.57)

elde edilir. (3.57) denkleminde k = 0, ....,n’ye kadar olan degerler alt alta yazilip

taraf tarafa toplanirsa

k = 0 igin, QGPy(x) = 5= (QGP,(x) = QGP_1(x))
k = 1igin, Q6P (x) = 5 (QGP,(x) — QGPy(x))
k = 2igin, QGP(x) = = (QGPs(x) — QGP(x))

k=n—1igin, QGP1(x) = 5= (QGP() — QGPyz(x)

k = nigin Q6P () = 55 (QGPr11(3) = QGPy-1(2))
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dir. Gerekli cebirsel islemlerden sonra

B 1
> Q6P = 5 (0GP () + Q6P = Q6P () — QGP_4 (1))
k=0

toplam formiilii elde edilmis olur ki bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.14 Cift indisli Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin ardisik toplamlari

C 1
D Q6P = 5-(Q6Pom () — @GP, () (3.58)
k=0

seklinde ifade edilir.

Ispat: (3.26) denkleminden QGP,y,,(x) = 2xQGP,(x) + QGPy_1(x) olup
QG P, (x) yalniz birakilirsa

1
Q6P (x) = 5~ (QGPa41(x) — QG Py _1(x)) (3.59)

elde edilir. (3.59) denkleminde k = 0, ....,n’ye kadar olan degerleri alt alta yazilip

taraf tarafa toplanirsa

k = 0 igin, QGPy(x) = 5= (QGP,(x) — QGP_1 (X))
k = 1igin, Q6P (x) = = (QGPs(x) — QGP (x))
k = 2igin, Q6P (x) = 5= (QGP5(x) — QGPy(x))

k=n=1igin, Q6P »(¥) = 55 (Q6Pom 1(x) = QGPom 5(x))

k = n igin, QGPon(®) = 2= (QGPans1 (x) = QGPno1 (X))

elde edilir. Gerekli cebirsel islemlerden sonra
n

1
D Q6P = 5= (Q6Pan1 (@) — Q6P (1))

k=0
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olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.15 Tek indisli Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin ardisik toplamlari

C 1
> Q6P () = 5= (Q6Pon 12 () — Q6P () (3.60)
k=0

seklinde ifade edilir.

Ispat: (3.26) denkleminden QGP,j4,(x) = 2XQGPyy41(x) + QGP,,(x) olup
QG P, 41 (x) yalmz birakilirsa

1
QGPaes1(x) = 5 (QGPyi42(x) — QGPy (%)) (3.61)

elde edilir. (3.61) denkleminde k = 0, ...., n ’ye kadar olan degerleri alt alta yazilip

taraf tarafa toplanirsa

k = 0 igin, Q6P (x) = 2= (QGP,(x) — QG Py (x))
k = 1igin, QGPs(x) = 2= (QGP(x) — Q6P (x)
k = 2igin, QGPs(x) = 2 (QGPs() — QGP4(x))

k=n—1igin, QGPsy1() = 2= (Q6Psm(x) — QGPsr2(x))

k=nigin,  QGPyus1(x0) = 5= (Q6Pansz(x) — QGPy, (1))

elde edilir. Gerekli cebirsel islemlerden sonra

z 1
> Q6Py1 () = 5 Q6P () — Q6P ()
k=0

olur ki bu ise istenen sonugtur.

Lemma 3.16 QGPB,(x), n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu olmak {lizere, n € Z*

i¢in
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QG Py 1 (x) QGPn(x)>
QGP(x)  QGPy_1(x)

:(QGPZ(JC) QGPl(x)> (Zx 1)11—1
QGPy(x) QGPy(x)/\1 0

MQGP, (x) = (

(3.62)

dir.

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemiyle yapilacaktir.
n = 1 igin,

QGP,(x) QGP1(X))=<QGPz(x) QGP1(X)>(2x 1)0

MQGPl(x):(QGPl(x) QGP,(x) QGP(x) QGPy(x)/\1 0

olup verilen ifade dogrudur. (3.62) ifadesinin # i¢in dogru oldugu kabul edelim.

Simdi ise verilen ifadenin n+1 igin dogrulugunu inceleyelim:
n+1 igin,

QGPn+2(x) QGPn+1(x))
QGPyi1(x)  QGP,(x)

QGP,(x) QGP;(x) n-1 1
:<QGPj(j§) Qcp&ﬁ))(zf é) (21x (1))

MQGP,, () = (

olup 7 i¢in verilen ifadenin dogru oldugu kabul edildiginden dolay1

QGPyyq(x) QGPn(x))(Zx 1)1

MQGPn+1(x)=(QGPn(x) QGP,_1(x)/\1 0

dir. Gerekli matris ¢carpimi islemleri yapilirsa

2xQGPy41(x) + QGR, (%) QGPn+1(X))

MQGPu1() = (Grocp i s 0GP, o 0Gh o

(3.63)

elde edilir. (3.26) denklemi (3.63) matrisinde dikkate alinirsa

QG P2 (x) QGPn+1(x))

MQGPry1(x) = <QGPn+1(x) QGP(x)

olup istenen sonugtur.
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Lemma 3.17 Vn € Z* igin asagidaki esitlik saglanir:

(9600 QR )y 2 Iy (2 1)”‘1<QGP2(X) QGP,(x)

QGP1(X) QGPO(X) 1 0 1 0 QGPl(x) QGPO(x)>(3.64)

Ispat: Pell polinomlarinin matris temsilleri (bkz. Horadam ve Mahon [22]) dikkate

alinirsa (3.64) esitliginin sol tarafi

(Qsz(x) QGP1(X)) (Zx 1)"_1
QGPi(x) QGPy(x)/\1 0

=<QGPz(x) QGP1(X))(Pn(x) Pn—l(x)>
QGPi(x) QGPy(x)) \Pp_1(x) Pp_(x)

_ (QGPZ ()P, (x) + QGP(x)Py_1(x) QGP,(x)Py_1(x) + QGP(x)P,_; (x))
QGPy(x)P,(x) + QGPy(x)Pp_1(x) QGP(x)Pr_1(x) + QGPy(x)Pp_(x)

(3.65)

seklinde ifade edilebilir. Elde edilen (3.65) matrisinin a;,’nci elemani, (3.26)

denklemi dikkate alindiginda

QG Py (x) Py (x) + QG Py (X)Py_5(x)
= [2xQG Py (x) + QGPy(x)]Pp—1(x) + QGP1(x)Py_»(x)
= QGP(x)F,(x) + QGPy(x)Py—1(x) (3.66)

dir. Yine ayni (3.65) matrisinin a,; ’inci elemani, (2.42) denklemi dikkate alindiginda

QGP;(x)B,(x) + QG Py(x) Py—q ()
= QGPy(x)[2xPy_1(x) + Pp_2(x)] + QGPy(x)Pp_1(x)
= [2xQG Py (x) + QGPy(x)]Pp_1(x) + QGPy(x)Pp_5(x)
= QGPy(x)Pyp_1(x) + QGP(x)Py_5(x) (3.67)

dir. (3.66) ve (3.67) ifadeleri (3.65)’de yerlerine yazilirlarsa

(Qsz(x) QGP1(X)) (Zx 1)"_1
QGP(x) QGPy(x)/\1 0

QGP,(x)P,(x) + QGPy(x)Py_1(x) QGPy(x)Py_1(x) + QGP;(x)P,_»(x)

B <QGP1(X)Pn(x) + QGPy(x)Py_1(x) QGP(x)Pp_1(x) + QGPy(x)P,_; (x))

( QGP,(x)P,(x) + QGPy(x)Py_1 (x) QGP;(x)B,(x) + QGPy(x) Py (x) )
QGP,(x)Pp_1(x) + QGPy(x)Py_5(x) QGP;(x)P,_1(x) + QGPy(x)Pp_»(x)
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(Pn(X) Pn—l(x)> (QGPz(X) QGP1(X))
Pp1(x)  Pp(x)/\QGP,(x) QGPy(x)

"1 QGP,(x) QGP;(x)
(7 o) (aerco goren)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.18 QGP,(x) ve QGP,(x), swrasiyla m. ve n. Gauss Pell kuaterniyon
polinomlart olmak tiizere Gauss Pell kuaterniyon polinomlarini ilgilendiren

Honsberger 6zdesligi

QGP,(x)QG P, (X) + QG Py (x)QG Pryyq ()
= QGPy(x)QG Py (x) + QGP, (x)QG Pyym—1 (%) (3.68)

seklindedir.

Ispat: Lemma 3.16’dan

QGPri1(x)  QGP,(x) >= (QGPz(x) QGP1(x)) (Zx 1)”‘1

MQGH,(x) = ( QGP,(x) QGP,_,(x) QGPi(x) QGPy(x) 10

Ve

QGPmi1(x)  QGPp(x) )=(QGP2(X) QGP1(X))(2x 1)"“1

M0G0 = (Cocpt) gor,at0) = laerco aoni) (T o

olup Lemma 3.17 dikkate alinarak MQGPB,(x) ile MQGP,,(x) matrisi ¢arpildig1
taktirde

(QGPn+1(X) QGh,(x) )(QGPm+1(X) QGPh,(x) )
QGP,(x) QGP,_1(x)/\ QGP,(x) QGPp_4(x)
_(QGPZ(X) QGPl(x))(Zx 1)”‘1<QGP2(x) QGPl(x))(Zx 1)’"‘1
~\QGPi(x) QGPy(x)/\1 0 QGP(x) QGPy(x)/\1 0
_ (QGPz(X) QGPl(x)) (QGPz(x) QGP1(X)> (Zx 1)”*’”‘2
\QGP(x) QGPy(x)/\QGPy(x) QGPy(x)/\1 0
=<QGP2(x) QGP1(X))(QGPn+m(x) QGPn+m—1(x)>
QGPl(X) QGPO(X) QGPn+m—1(x) QGPn+m—2(x)

— <QGP2 ()QGCP 1 (x) + QGP(X)QGCPyyry_1(x)  QGP(x)QGPy (%) + QGP(X)QGC Py yry_, (x)>
QGPi(X)QGPn.'.m(X) + QGPO(X)QGPn+m—1(x) QGP1(X)QGPn+m—1(x) + QGPO(x)QGPn+m—Z (X)

(3.69)
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elde edilir. Ote yandan

(QGPn+1CX) QGP,(x) )(QGPm+1(x) QG Py (x) )
QGR(x)  QGPy_1(x)/\ QGPu(x)  QGPp_y(x)

_ (QGPn+1(x)QGPm+1(x) +QGP,(X)QGPL(x)  QGPriy (X)QG P, (x) + QGPn(x)QGPm—l(x))
QGP(x)QG P41 (X) + QGP,—1 ()QGPy(x)  QGR(x)QGH,(X) + QGPy—1 (X)QG Py (x)

(3.70)

dir. Elde edilen (3.69) ve (3.70) matrislerinin matris esitliginden a;; inci elemanlari

esittir. Bu ise bizden istenen sonugtur.

Teorem 3.19 QGP,(x), n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu olmak tizere, Gauss Pell

kuaterniyon polinomlarini ilgilendiren Cassini 6zdesligi

QGPyiq(x) QGP,_; (x) — QGR,* (%)
= (-1 1 (QGP,(x)QGPy(x) — QGP,*(x)) (3.71)

seklindedir.

Ispat: (3.62) ifadesinin her iki tarafinin determinant1 almarak istenilen sonug elde

edilir.

Teorem 3.20 QG P, (x), n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu olmak tizere, Gauss Pell

kuaterniyon polinomlarini ilgilendiren Catalan 6zdesligi

QGPp1y(x) QGPr(x) — QGR*(x)
= (—1)" *P ([P (x) (QGP* () — QGP(x) )
+Pes1 ()QGP (X)QGPy(X) — P (IQGP()QGP(X)]  (3.72)

seklindedir. Burada Py, (x), k. Pell polinomudur.

Ispat: (3.72) esitliginin ispat1 (3.38) ile verilen Binet formiiliinden faydalanarak
yapilacaktir. O halde (3.38) denkleminden

QG Pyt (X) QG Py (x) — QG (x)
= QGP;* () [Pk (V) Pp_ie (x) — P2 (1)]
+ QGP; (x)QG Py (x) [P se (%) Prie—1 (%) — Pr(2) Py (0]
+ QGPy(x) QG Py (x) [Pyt se—1 () Pr—ie (%) — Po(2) Py (0]
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+QGPy" (1) Prsse—1 () Prog-1 () = Pny " (1)) (3.73)
elde edilir. Pell polinomlariin Catalan 6zdesliginden (bkz. Horadam ve Mahon [22])
Pk () Py () = P,? () = (=1)" "+ P* () (3.74)
ve
Prsi—1 () Pnge—1 (6) = Poy (1) = (=1)" P * (x) (3.75)
dir. Ustelik
Prin () Poiie (X) = Py () Prspare () = (=1)" Py (x) Py (x) (3.76)
(bkz. Horadam ve Mahon [22]) olup bu ifadede h - —k — 1 alinarak
Prsie () Py—ge—1 (%) = Py () Py (%) = (=1)" P () P_pe—1 () (3.77)
elde edilir. Ayrica (3.76) esitliginde h = k — 1 ve k - —k alinarak
Py i1 () Py_ge () = Py () Py (%) = (=1)"Ppe—q () P_yc () (3.78)

elde edilir. (3.74), (3.75), (3.77) ve (3.78) esitlikleri (3.73)’de yerlerine yazilirsa ve

ifade diizenlenirse

QG Pyt (X) QG Py (x) — QGP*(x)
= (D" P (0)[QGCPy* (x) — QG P, * (x)]
+QGP; (x)QG Py (x) (= 1)"Pye(x)P_je_1 (x)
+ QGPy(x)QGP; (x)(—1)"Py_1 (x) P_ (x) (3.79)

elde edilir. Ayrica (2.46) denkleminden
P_i(x) = (D) P(x) ve P_p_1(x) = (=1)*2 P14 (x) (3.80)

olup (3.80) ile verilen ifadeler (3.79)’da yerlerine yazilirsa

QGPyi(x) QGP,_i(x) — QGP,*(x)
= (—D"*P2(0)[QGPy* (x) — QGP,*(x)]
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+ (=)™ P (x)[QG P, (x) QG Py (x) Piey1 (x) — QG Py (x) QG Py (x) Py (x)]
= (=)™ P () [P () (QGPy* (x) — QG P, *(x))

+ (—1)?*QGP; (x)QG Py (x) Pyy1 (x) — QGPy (x) QG Py (x) Py—y (x)]
= (=)™ * P (x) [P (x) (QGPy* (x) — QG P, (x))

+ Piy1 () QG Py (x) QG Py (x) — Pi_1 (x) QG Py (x) QG Py (x)]

elde edilir. O halde ispat tamamdir.

Teorem 3.21 QGP,(x), n. Gauss Pell kuaterniyon polinomu olmak tizere, Gauss Pell

kuaterniyon polinomlari ilgilendiren d’Ocagne 6zdesligi

QGPry1(x) QGP(x) — QGPp(x) QG Pyyq(X)
= (—D"[Pn-n () (QGPy*(x) = QGP,*(x)) + QGPy(x)QGPy(x)Py_ps1 (%)
— QGPy(x)QGP(x)Pyy_pp—1(x)] (3.81)

seklinde ifade edilir.

Ispat: (3.81) esitliginin ispat1 (3.38) ile verilen Binet formiiliinden faydalanarak
yapilacaktir. O halde (3.38)’den

QGPy11(x) QGPy(x) — QG Py (x) QG Py (%)
= QGP,? () [Pys1 (X) Py () = P (%) Py1 ()]
+QGPy? () [P (%) Pr—1 () = Prp_q ()P, ()]
+QGP; (x)QG Py (x) [Py 1 (X) Py (x) — P () Py (x)]
+QG Py (x)QGPL(xX) [Py (x) Py (x) — Pry—q (%) Pryq (%] (3.82)

dir. m = n igin,
Prt1(0) Py () = Bp(0)Pryy (x) = (=)™ Py () (3.83)

olarak ifade edilebilir (bkz. Horzum ve Kocer [25]). Ayrica, (3.83) esitliginde n

yerine n — 1 ve m yerine m — 1 alinirsa

Pm(x)Pn—l(x) - Pm—l(x)Pn(x) = (_1)npm—n(x)' (3.84)

(3.83) esitliginde n yerine n — 1 alinirsa
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Prp1(X)Pp_1(x) = B ()P, (x) = (—=1)"Ppy_ps1(x) (3.85)

ve (3.83) esitliginde m yerine m — 1 alinirsa

Pm(x)Pn(x) - Pm—l(x)Pn+1(x) = (—1)”+1Pm_n_1(x) (3.86)
elde edilir. (3.84), (3.85) ve (3.86) ifadeleri (3.82)’de yerlerine yazilirsa

QG P11 (%) QGPy(x) — QG Py (%) QG Py (%)
= QGP () (=)™ Py, (%) + QG Py (x) (—1)" Py (%)
+QGP; (x) QG Py () (—1)" Py 41 ()
+QGP0(x)QGP1(x)(—l)"+1Pm_n_1(x)
= (=1)"[Pp-n(x)(QGPy* (x) — QGP;*(x)) + QGPy(x)QG P (x) Py 41 (x)
—QGPy(x)QGP; (X) Py (2)]

olur ki bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 3.22 P,(x), n. Pell polinomu ve a(x) ile B(x), (2.42) rekiirans bagintisinin

karakteristik kokleri olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir:

() a"™(x) = a(x)Py(x) + Pp_1(x), (3.87)
(i) B (x) = B(x) By (x) + Pp_1(x) . (3.88)
Ispat:

(1) (2.43) denklemi ile verilen Binet formiiliinden

a(x)P,(x) + P,_1(x) = a(x) <an(x) - ,Bn(x)> + (an_l(x) — ,Bn_l(x)>

a(x) — p(x) a(x) — p(x)
B a™ (%) (1 + a?(x))
a(x) — B (x)
_ "t ()a(x)(alx) — B(x))
a(x) — B(x)

= a"(®)

elde edilir ki bu (3.87) 6zdesligini ispatlar.

(i1) Benzer sekilde ispatlanabilir.
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Lemma 3.23 n > 1 i¢in asagida verilen esitlikler saglanir:

() a(x)QGP,(x) + QGPy_1(x) = a™(x) Lio(a’ () + ia® ' () e, (3.89)
(i) BOIQGP(x) + QGPp_1(x) = B™(x) Xi=o(B*(x) + iB*71 (X)) s (3.90)

dir. Burada ey =1,e, =i,e, =j, e =k dir.
Ispat:

(i) Tanim 3.1 den
3 3
a(x)QGPn(x) + QGPn—l(x) = a(x) GP, s(x)es + GPy_q s(x) €s

3
= Z(a(x)GPn+s(x) + GPy145(x))es
s=0

elde edilir. (2.56) denkleminden

a(x)QGP,(x) + QGP,_1(x)
= Z[a(x)(PrHs(x) + iPn—1+s(x)) + Ppo14s(x) + iPn—2+s(x)]es

s=0

3
= Z[(a(x)PrHs(x) + Pn—1+s(x)) + i(a(x)Pn—1+s(x) + Pn—2+s(x))]es
s=0

olup (3.87) denkleminden

3
Q(X)QGP(X) + QGPy 1 (1) = ) [a™5(x) +ia™ 1 ()leg

s=0

elde edilir ki bu ise (3.89) 6zdesliginin ispatidir.

(i) Benzer sekilde ispatlanabilir.

Asagidaki teorem Gauss Pell kuaterniyon polinomlari i¢in elde edilen alternatif Binet

formiludir.
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Teorem 3.24 n > 0 olmak iizere Gauss Pell kuaterniyon polinomlari i¢in elde edilen

alternatif Binet formili

a™(x)T — B™(x)R

QGR,(x) = P OEYIE) (3.91)
dir. Burada
3
T=) (@) +ia*1(x)) e, (3.92)
3
R= (B +if () e (3.93)
s=0

ve e =1,e =i,e, =), e3 =k dir.

Ispat: (3.92) ve (3.93) ifadeleri gz oniine alinarak Lemma 3.23’te verilen (3.89) ve
(3.90) denklemleri sirasiyla

a(x)QGP,(x) + QGP,_,(x) = a™(x)T (3.94)
ve
B(x)QGH,(x) + QGP,y—1(x) = B*(X)R (3.95)
seklinde ifade edilebilir. (3.94) ve (3.95) denklemlerinden
a(X)QGH,(x) — B(X)QGHR(x) = a™(x)T — B*(X)R (3.96)
elde edilip buradan istenilen sonuca ulasilabilir. Bu ise ispati tamamlar.

Lemma 3.25 Asagida verilen esitlikler saglanur:

() T = Xi=o(a®(x) + ia*~(x)) &5 = QGP1(x) — B(x)QGPy(x), (3.97)

(i) R = Xd=o(B*(x) + if*7 (X)) &5 = QGPy (x) — a(x)QG Py (x) (3.98)

dir. Burada ey =1,e, =i,e, =j, e =k dir.
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Ispat:

(i) QGPy(x) =2i+ (4x?> +2)k ve QGP;(x) = 2xi + (8x3 + 6x)k baslangic

degerleri goz Oniine alinarak

QGP;(x) — B(x)QGPy(x)
= 2xi + (8x° + 6x)k — (x — /1 +x2) (20 + (422 + 2)k)
= 2xi + (8x3 + 6x)k — (2xi + (4x3 + 2x)k
—2V1 + x2i — 4x*V1 + x2k — 2V/1 + x2k)
= 2V1 + x2i + (8x3 + 6x — 4x3 — 2x + 4x2V1 + x2 + 2V1 + x2)k

= 2V1 +x2i + (4x3 + 4x + 4xV1 + %2 + 21 + x%)k (3.99)
elde edilir.
4x3 + 4x + 4x*V1+x2 +2V1+x2=U (3.100)

olarak alinirsa (3.36)’da verilen a(x) ve B(x) koklerinden faydalanilarak
U= (alx)+Bx))%a(x) + 3a(x) + p(x) (3.101)

olarak ifade edilebilir. (3.101) ifadesi (3.99) denkleminde yerine yazilirsa

QGP;(x) — B(x)QGPy(x) = (alx) — f(x))i + [Bar(x) + B(x) + a®(x)
+2a?(x)B(x) + a(x)B*(x)]k
= (a(x)+a™1(x))i + (a(x) + a®(x))k (3.102)

elde edilir ki bu son (3.102) denkleminde bazi cebirsel islemler yapilarak

QGP.(x) — B(X)QGPy(x) = (a(x) + a1 (x))i + (a(x) + a3(x))k
+a?(x)j — a?(x)j
= a(x)i + a?(x)j + a3 ()k+a 1 (x)i
+a(x)k — a?(x)j
=1+ ax)i+a?x)j+ a3k +i(a1(x)
+i+ a(x)j + a?(x)k)

33



= Z(as(x) +ias 1 (x)) e, =T
s=0

elde edilir. Bu ise (3.97) 6zdesligini ispatlar.
(i1) Benzer islemleri kullanarak (3.98) 6zdesligi kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.26 n > 0 i¢in asagidaki toplam formiili saglanir:

> () 20 Q6P = Q6P (). (3.103)
k=0

Ispat: (3.91) denkleminden

n n k( )T—ﬁk( )R
> (eorene=> () eo (“m=ga )

k=0 k=0

4 T
~a(x) - Bx)

NgE

() G

&
1l

0

R o n
= —a(x) e ;) (k) (2xB(x))*

T
= 2t —pl 1+ @)

R

elde edilir. Diger taraftan,
1+ 2xa(x) = —a(x)p@) + (a(x) + f(0))a(x) = a?(x)  (3.105)
ve
1+ 2xB(x) = —a()B(x) + (a(x) + B(x))B(x) = B*(x) (3.106)

olup (3.105) ve (3.106) esitlikleri (3.104)’de yerlerine yazilirsa ve (3.91) denklemi

dikkate alinirsa

34



2. () @orecro =

B 165 L —— T
— a(x) — B(x) a(x) — B(x)

_a® ()T — > (x)R
 a() - B

= QG Py (x)

olup ispat tamamdir.

Teorem 3.27 n > 0 icin asagidaki esitlik saglanir:

n —\/ﬁ n-1
S ()xrr-aonny =L yrrory @)
k=0

dir. Burada T, (3.92) denklemi ile ve R ise (3.93) denklemi ile tanimlanir.

Ispat: (3.91) denkleminden

n— L (- k( )T' ﬁk( )R
Z (:)x kK(—QGP,(x)) = Z (Z)x k < aa();) _+’8(x)x )

n
k=0 k=0

T n
= co g 2 () et

k=0

R n
ST kz (’;) XK (=B ()"

T
“am—pe ¢
R

- =g & " (3.108)

elde edilir. Ayrica,
x—al )" =(—1+x)" = (—1)"(@)" (3.109)

ve

(x=BO)" = 1+x*)" = (w)” (3.110)
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olup (3.109) ve (3.110) ifadeleri (3.108) esitliginde yerlerine yazilirsa

n n-1
S () wrt(-qap iy = LI iy gy

n
k=0

RO +2"2) (-1)"T - R)

olup ispat tamamlanir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, bilesenleri Gauss Pell polinomlar1 olan yeni bir kuaterniyon dizisi
tanimlanarak Gauss Pell kuaterniyon polinomlar1 olarak adlandirilmis ve bu
kuaterniyonlarin bazi cebirsel Ozellikleri arastirilmistir. Elde edilen Gauss Pell
kuaterniyon polinomlari, daha 6nce Arslan [7] tarafindan literatiire kazandirilan

Gauss Pell kuaterniyonlariin bir genellestirmesidir.

Bu calismada ilk olarak, Gauss Pell kuaterniyon polinomlar: tanimlanarak bu
kuaterniyon polinomlarinin rekiirans bagintist ve Binet formiilii verilmistir. Ayrica
Pell kuaterniyon polinomlari ile olan iliskisine deginilmistir. Bu kuaterniyonlar i¢in
adi tlrete¢ fonksiyonuna ek olarak iistel ve Poisson iirete¢ fonksiyonlari verilmis,
ayrica matris temsili ifade edilerek bu matris temsilinin kullanilmasiyla Cassini
ozdesligi elde edilmistir. Ustelik Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin Catalan,
d’Ocagne ve Honsberger 6zdeslikleri, bazi toplam formiilleri, negatif indisli terimleri

ve binomial temsilleri ifade edilmistir.

Gauss Pell kuaterniyon polinomlarinin binomial doniistimleri gibi baz1 6zel
doniigiimleri iizerine ¢alisilabilir. Ayrica, Gauss Pell-Lucas kuaterniyon polinomlari
tanimlanabilir ve Gauss Pell kuaterniyon polinomlar1 ile Gauss Pell-Lucas

kuaterniyon polinomlar1 arasindaki bagintilar incelenebilir.
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