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1.GIRIS

Sayi dizileri cebir ve sayilar teorisinde ¢ok dnemli bir yere sahiptir. Tamsay1 dizilerinin
Oonemi viicudumuzdaki organlarin birbirine oraninda, ¢evremizdeki agaglarda, ¢igceklerde,
hayvanlarda bir uyum i¢inde karsimiza ¢ikmasindan kaynaklanmaktadir. Ayrica kuvvet
serileri teorisinde, Hilbert serilerinde, lirete¢ fonksiyonlarinda ve bunun gibi birgok

alanda kullanilan konularda say1 dizileri yardimiyla ciddi ilerlemeler elde edilmistir.

Sayilar tarihi de insanlik tarihi kadar ¢ok eskiye dayanir. Ilk¢aglarda yasayan insanlar
magara duvarlarina ¢izgi ¢izmis, agac dallarina g¢entik atmis ve boylelikle sayilari
kullanmuslardir. insanoglu, zaman igerisinde dogadaki olaylar1 izleyerek yeni say
sistemleri tamimlanmasini ve gelistirilmesini saglamistir. Gelistirilen bu say1 sistemleri
matematik ve diger bilimler ile iliskilendirilmesi saglanarak sayi sistemlerinin yeni
ozellikleri de ortaya ¢ikarilmistir. Bu ¢aligmada tizerinde sik¢a ¢aligilan ve yeni 6zellikleri

ortaya ¢ikan 0zel say1 dizileri incelenmistir.

Say1 dizileri ierisinde en ¢ok bilinen say1 dizisi Fibonacci’dir. 1lk terimleri 1,1 olmak
tizere, ilk iki terim hari¢ sonraki her terim kendisinden onceki iki terimin toplanmasiyla
bulunur. Fibonacci dizisi 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...
dir.

Fibonacci’ den sonra ¢ok calisilan say1 dizisi Lucas’dir. ilk terimleri 2,1 olmak iizere, ilk
iki terim hari¢ sonraki her terim kendisinden 6nceki iki terim toplanmasiyla bulunur.

Lucas dizisi 2,1,3,4, 7, 11, 18, 29, ... dir.

Birgok tam say1 dizisi bu say1 dizilerinin genellestirilmesiyle tanimlanmistir. Bunlardan

birisi de Jacobsthal dizisidir.

Fibonacci dizisi basta olmak iizere tam sayi dizilerinin matematigin her alaninda
uygulamasi oldugu gibi Kimya, Biyoloji, Fizik, Iktisat, Sosyal Bilimler ve Miihendislik

bilimi ile de ¢alisma alan1 bulunmaktadir.

“Matematikgilerin prensi” olarak bilinen Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) tarihteki en

onemli matematikc¢ilerden biridir. Cebirden sayilar teorisine, istatistikten kalkiiliise,



jeoloji, geometri ve astronomiye kadar matematigin her alaninda 6nemli ¢aligmalar

yapmistir.

Gauss 3 yasindayken babasinin isiyle alakali yaptig1 bir hesapta hatasini bulup onu
diizeltmis ve 8 yasindayken 1’den 1000’¢ kadar olan dogal sayilar1 toplamanin kolay
yolunu bulmustur. Daha sonra ise iiniversitede ¢alisirken birgok 6nemli matematikgiye

ders vermistir.
Tam say1 dizileri iizerine yapilan bazi ¢alismalar1 asagidaki gibi verebiliriz.

Ivie (1972), genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri iizerinde ¢alisma yaparak Fibonacci
Q — matrisinin genel halini vermistir. Ayrica, bu matrise ait onemli baz1 6zellikleri ortaya

koymustur.

Hoggatt ve Bicknell (1973), tam say1 dizilerinin polinomlar1 ve Pasgal tliggeni {izerine
calisma yapmis ve calismasinda, Fibonacci polinomlarinin Pascal iiggeni ile olan

iliskisini belirtmislerdir.

Horadam (1996), Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizilerini tanimlamistir ve bu dizilerin

birbirleri ile olan iliskisini yaptig1 ¢calismada 6zdeslikler ve teoremler ile ispatlamistir.

Horadam (1996), “Jacobsthal Representation Numbers” isimli ¢aligmasinda Jacobsthal
ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini tanimlamistir. Bu dizilerin rekiirans bagintilarini
vererek karakteristik denklemlerini olusturmus ve bu dizilerin arasindaki iliskileri veren

bagintilar1 incelemistir.
Koshy (1998), ¢alismasinda Fibonacci say1 dizisinin bir¢ok bagintisin1 vermistir.

Koshy (2001) kitabina, Fibonacci ve Lucas sayi dizileri basta olmak {izere baska tamsay1

dizilerinin de yer aldig1 teoremleri ve 6zellikleri koymustur.

1simli matrisi tanimlamastir.

Ozkan vd. (2003) ¢alismasinda, 3 —basamak Fibonacci dizisi ile alakali bir ¢alisma
yaparak, bu say1 dizisinin periyodikligini ve periyot ile Wall sayis1 arasindaki iligkiyi
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ortaya koyan 5x10° den kiigiik asal sayilar ile birlikte bilgisayar dogrulamasini

vermislerdir.

Ocal vd. (2005) calismasinda, Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin genellestirilmis halini
vermis ve ortaya koydugu yeni say1r dizilerinin ozelliklerini ve Binet formiillerini

gostermislerdir.

Stakhov ve Rozin (2006), yeni tamsay1 dizileri tanimlayarak bu dizilerin 6zelliklerini

gostermislerdir.

Kili¢ vd. (2006) ¢alismasinda; Pell say1 dizileri lizerine ¢alisma yapmislar ve yapilan

calismalar sonucunda genellestirmeleri matris ile vermislerdir.

Falcon ve Plaza (2007); Fibonacci say1 dizisinin bir genellestirmesini tanimlamis ve bunu
yeni bir aile olarak k —Fibonacci say1 dizisi ile isimlendirmistir. Yeni ailenin 6zelliklerini

ifade etmislerdir.

Cerrin (2007), “Sums of Squares and products of Jacobsthal Numbers” isimli
calismasinda; tek ve ¢ift terimli Jacobsthal dizilerinin karelerinin toplamini elde etmistir.

Bu toplam benzer tam say1 dizileriyle iliskilendirilmistir.

Falcon ve Plaza (2007), “On the Fibonacci k —Numbers” calismasinda; Fibonacci
dizisinin genellestirilmesi olan k —Fibonacci dizisini tanimlamis ve {F,}n-, ile
gosterilen dizi 4TLE (four triangle longest edge) yontemi ile agiklamistir. Bu dizideki
birgok 6zellik elemanter matris ile agiklanmugtir. Ayrica k —Fibonacci dizisinin tanimi
verilerek k’nin aldig1 degerlere gore hangi dizilere yakinsadig ifade edilmistir. R ve L
seklinde iki matris tanimlanmis ve bu dizinin 6zelliklerini tanimladig1 matrisler yardimi

ile gostermistir.

Bolat (2008), “k —Fibonacci ve k —Lucas sayilarimin 6zellikleri ve uygulamalari” isimli
tezinde; k —Fibonacci ve k —Lucas dizileri tizerinde durmustur. Binet formili ve
matristen yararlanarak k —Fibonacci ve k —Lucas dizileri i¢in 6nemli olan baz1 6zellikler
bulunmustur. Bu diziler i¢in geren fonksiyonlar1 i¢inde barindiran 6zdeslikler elde

etmistir ve bu sayilarin siirekli kesir cinsinden yazilabilecegini belirtmistir.



Mikkawy ve Sogabe (2010); k —Fibonacci sayr dizisinin bir yeni ailesini

tanimlamiglardir.

Falcon (2011), “On the k —Lucas Numbers” isimli ¢aligmasinda 2007 yilinda
k —Fibonacci dizisi ilgili yaptig1 ¢alismadan yola ¢ikarak k —Lucas sayi dizisini
tanimlayip bu dizisinin rekiirans bagintisini vermis ve bu diziler arasindaki iligkileri veren
teoremleri ispatlamistir. Bu dizinin toplam formiiliine ve geren fonksiyonlarina da yer

vermistir.

Jhala ve Ark. (2013), “On Some Identities for k —Jacobsthal Numbers” makalesinde
k —Jacobsthal dizisinin rekiirans bagintisin1 vermistir. Karakteristik denklemini verip
Binet formiiliinii bulmustur ve bu dizinin 6zelliklerini Binet formiilii ile géstermistir. Son

olarak da bu dizisinin geren fonksiyonunu vermistir.

Giirel, E. (2013) ¢alismasinda, Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas dizisini tanimlamis ve

ozelliklerini ve bilinen say1 dizileri ile iliskisini gostermistir.

As¢1, M., Girel, E. (2013) calismasinda, Gauss Jacobsthal dizisini tanimlamuis.

Ozelliklerini ve bilinen sayi dizileri ile iliskisini gostermistir.

Asc1, M., Giirel, E. (2013) ¢alismasinda, Gauss Jacobsthal-Lucas dizisini ve polinomunu

tanimlamis. Ozelliklerini ve bilinen say1 dizileri ile iliskisini gostermistir.

Jhala ve Rathore (2014), “Some Properties of k —Jacobsthal-Lucas Sequences”
makalesinde; k —Jacobsthal-Lucas dizisinin rekiirans bagintisin1 tanimlamig karakteristik
denklemini ve Binet formiiliinii vermistir. Binet formilii yardimu ile k —Jacobsthal ve
k —Jacobsthal-Lucas dizileri arasindaki esitlikleri ispatlamistir. Ayrica k —Jacobsthal

Lucas dizisi i¢in geren fonksiyonu elde etmistir.

Falcon (2014), “On the k —Jacobsthal Numbers” isimli makalesinde k —Jacobsthal

dizisini

Jikn+1 = Jxn + kJgn-n =1



seklinde Jhala vd. farkli bir rekiirans bagintisi ile tanimladi. k — Fibonacci dizisine ait

ozellikleri bu yeni diziye uyguladi ve bu yeni diziyi Pascal liggeni ile iliskilendirdi.

Compos ve Ark. (2014), “On Some Identities of k —Jacobsthal-Lucas Numbers” isimli
makalesinde Horadam tarafindan tanimlanan Jacobsthal-Lucas dizisini k —Jacobsthal-
Lucas dizisine genellestirmistir ve bu dizi i¢in Binet formiilii, Catalan ve D’ocagne

0zdesligi ve geren fonksiyonlarini bulmustur.

Srisawat ve ark. (2015), “On the k —Jacobsthal Numbers by Matrix Methods” isimli
makalesinde k —Jacobsthal S ve W martislerini tanimlamislardir. Bu matrisleri
yardimiyla k —Jacobsthal sayilarinin bazi o6zelliklerini ve Binet Formiillerini elde

etmislerdir.

Uygun ve Eldogan (2016(a)), “Properties of k —Jacobsthal and k —Jacobsthal Lucas
Sequences” makalesinde k —Jacobsthal dizisini {jj ,}ny Olarak, k —Jacobsthal-Lucas
dizisini {cy n}neny olarak tanimlamistir. Daha sonra bu dizilerin 6zelliklerini ve bazi

onemli iligkilerini vermistir. Geren fonksiyonlarini géstermistir.

Uygun ve Eldogan (2016(b)), “k —Jacobsthal and k —Jacobsthal Lucas Matrix
Sequences” isimli makalesinde matris dizilerini tamimlamistir ve k —Jacobsthal matris

dizisini {Ji n}nenile gostermistir.
neN, k > 0 olmak {izere;

kZ)

Jensz = K + 2in-1i Jeo = (¢

Seklinde, k —Jacobsthal Lucas matris dizisini ise {Cy, ,, }ney ile tanimlamustir. neN, k > 0

olmak iizere;

k% + 4 Zk)

Cinvz = Clin + 261 Ceo = (74 %)

dir. Bu iki matris arasindaki iliskileri veren bazi 6zdesliklere yer vermistir.



Ozkan vd. (2017) ¢alismalarinda, Fibonacci ve Lucas say1 dizisinin yeni bir ailesini
tanimlayarak bu sayi dizilerinin yeni bir¢ok 6zelliginin yaninda bu say1 dizileri ile bilinen

Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki mevcut iligkinin de ispatlanmasini saglamislardir.

Ozkan vd. (2017) ¢alismalarinda, k —Lucas say1 dizisinin yeni bir ailesini tanimlayarak
bu sayi dizilerinin yeni bir¢ok 6zelliginin yaninda bu say1 dizileri ile bilinen Lucas sayilari

arasindaki mevcut iliskinin de ispatlanmasini saglamislardir.

Yang ve Zang (2018) calismasinda; iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilarini

tanmimlamuglar ve bu say1 dizilerinin 6zellikleri gostermislerdir.

Ozkan vd. (2018) calismasinda; 2 —Fibonacci polinomlarini tanimlamiglar ve bu

polinomun bilinen Fibonacci ile iliskisini vermislerdir.

Yadav, A. K. (2019) c¢alismasinda, Gauss Jacobsthal polinomunu tanimlamis.

Ozelliklerini ve bilinen say1 dizileri ile iliskisini gostermistir.

Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas polinomlarii tanimlamak, bunlarin bilinen polinom
aileleri ile iliskilerini arastirmak, rekiirans iliskileri ile verilen Gauss k —Fibonacci
polinomlari, Gauss k —Lucas say1 dizileri ve polinomlarin1 tanimlamak, Gauss
k —Jacobsthal ve Gauss k —Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini ve polinomlarini tanimlamak
ve tanmimlanan bu say1 dizilerinin 6zelliklerini arastirmak, yapilan ¢alismanin temel
amacin olusturmaktadir. Tanimlanacak olan rekiirans iliskileri yeni say1 dizileri olarak
bilinen Gauss aileleri arasinda baglantinin kurulmasi ve boylece sayilar teorisi ile matris
teorisi arasinda bir bag kurmaktir. Kurulacak iliskinin sayesinde yeni say1 dizilerinin
ozelikleri arastirilirken ayn1 zamanda Gauss sayi1 dizileri polinomlarinin tiirevlerinin de

ozellikleri hakkinda bilgi edinmis olunur.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Fibonacci Sayilari

2.1.1. Tamm

Fibonacci sayilari, Fy = 0, F; = 1 olmak {izere
Foyo=By + Frp1,m 20

bagintisiyla verilir.

Omegin, n >0 icin baz1 Fibonacci sayilarini {Fn-o =1{0,1, 1,2, 3, 5, 8,
13,... } seklinde verebiliriz.

Fibonacci sayi dizisinin karakteristik denklemi
x2—x—-1=0

seklindedir ve kokleri

dir.

Buradan, Fibonacci say1 dizisinin genel terimini

Fn=A<1+\/§> +B<1_\/§> =A()™ + B(B)"

2 2
olur.

Fibonacci say1 dizisinin Binet formiili

am — B"
g P
a—

dir (Koshy, 2001).



2.1.2. Teorem
n = 1igin

Fi+F+F;+ -+ F, =Fpp— 1
dir (Koshy, 2001).

Simdi, Fibonacci sayilart ile ilgili bazi 6nemli 6zdeslikler verelim.

1. n € Z* igin
2?;01 Fs2 = B
2. n € Z* icin
n-1 _
F2_,, n tek ise
EFs_ 1 = F2 1 . .
a1 — 1, n cift ise
s=0
3. n € Z* igin
n-1
F52—1 =Fp2Fp1 + 1.
s=0
4, n € Z* icin
F, = (-1)"E,
5. m,n € Z* igin

Fn—2Fmar-1 — Fan-1Fmsr—2 = (_1)m+r_2Fn—r
(Koshy,2001).

Fibonacci sayilarin elde edilisinde 6nemli olan Q — matrisini verelim.

Fibonacci matrisi Q,

=i o)



seklinde bir matristir (Koshy, 2001).
2.1.3. Teorem

n = 1icin

dir (Koshy, 2001).

2.1.4. Teorem

n = 1 olmak tizere Fibonacci dizisi i¢in Cassini 6zdesligi;
Fp1Fpoy — Ef = (D)™

seklindedir (Koshy, 2001).

2.2. Fibonacci Polinomu

2.2.1. Tamim
Fy(x) = 0 ve F;(x) = 1 i¢in Fibonacci Polinomu,

FE(x) = xFp_q(x) + F_3(x), n = 2
seklinde tanimli bir polinomdur.

Fibonacci polinomunun karakteristik denklemi

A2—Ax—1=0
dir ve bu denklemin kokleri,
X+ Vx?+4 Xx—Vx?+4
a= — ve S = —

elde edilir. Buradan, Fibonacci polinomunun Binet formiili



_ @) - )
@) — F)

E,(x)

seklinde yazilir (Koshy,2001).

2.2.2. Teorem

n = 1 olmak iizere Fibonacci dizisi i¢in Cassini 6zdesligi
Fro1 () Fpe1(0) = FZ(x) = (=D

seklindedir (Koshy, 2001).
2.3. Lucas Sayilari

2.3.1. Tamim
Lucas sayilari, Ly = 2, L; = 1 i¢in
Lp-L, 1+Lp_,,n=>2
bagintisiyla tanimlanir ve karakteristik denklemi
x2—x—-1=0

dir. Karakteristik denklemin kokleri
1 1
a=§(1+\/§)veﬁ =§(1—\/§)

elde edilir.
Binet formiilii

Ly=a™+ p"
dir. Negatif indisli Lucas sayilar

L_, = (_1)nl‘n
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bagintisiyla elde edilir (Koshy, 2001).
Lucas dizisinin baz1 6zdeslikleri asagida verilmistir.

1. n € Z* icin ardisik Lucas dizisinin toplami

n-—1

Li =Lpyy — 1.

i=0
2. n € Z* i¢in,
n

-1
ZL% =Ly 1L, +2
—

i
dir.
3. m,n € ZF igin,

Lyy1Llm tLpLlym—1=5Fpin
dir (Koshy,2001).
2.3.2. Teorem
n = 1icin

Ly_1+4 Lpis = SE,

dir (Koshy, 2001). =
2.3.3. Teorem
n =1 icin

LnLpyy = Langr + (=1

dir (Hoggatt, 1965). m
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2.3.4. Tanim

R = B _21] veQ = H é] olmak tizere,

A Y| -l B
seklindedir (Ozkan, 2017).
2.3.5. Teorem
n > 1 i¢in,
Lp_1Lpsi — I3 = 5(=1)"1

dir (Koshy, 2001).
2.4. Lucas Polinomu

2.4.1. Tamim

Lo(x) = 0 ve L;(x) = 2 olmak iizere Lucas Polinomu,
Lp(x) = xLp_1(x) + Lp_5(x)

seklinde tanimli bir polinomdur.

Lucas polinomunun karakteristik denklemi

A2—Ax—1=0
ve bu denklemin kokleri,
Xx+Vx?+4 X—Vx2+4
avaeﬁ =

elde edilir.

Boylece, Binet formiilii
12



Ln(0)=a"(0)+ B(x)
seklinde yazilir (Koshy, 2001).
2.4.2. Teorem
n = 1igin,
Ly () Ly (x) — L24(x) = (x? + ) (-1

esitligi vardir (Koshy, 2001).
2.5. Jacobsthal Dizisi

2.5.1. Tanim
Jacobsthal dizisi, J, = 0, J; = 1i¢in
Jn=Jn-1+2fp2,n>1
seklinde taniml1 bir say1 dizisidir.
Jacobsthal dizisi; {J,,}men = {0, 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85, ...} seklindedir.
Jacobsthal dizisinin Binet formiilii

an_ﬁn

a—p

Jn

seklindedir ve burada a = 2, = —1 dir.
Jacobsthal dizisinin matrisi

e

=
Il

E (z)]dir (Tereszkiewicz, A., Wawreniuk, I, 2015).
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2.5.2. Teorem
n = 1 igin,
]n—l]n+1 _]121 = Zn_l(_l)n_l

esitligi vardir (Koshy, 2001).

2.6. Jacobsthal Polinomu

2.6.1. Tanim

n =2, Jo(x) =0veJ;(x) =1 olmak iizere
Jn(x) = Jno1(x) + 2x)p_»(x)
seklinde tanimli bir polinoma Jacobsthal polinomu denir.

Jacobsthal polinomunun Binet formiilii

a(x) — B (%)

x) =
G Te ey e
seklindedir. Burada a(x) = 22 ve g(x) = 1222 gy,

2 2

Jacobsthal polinomunun matris temsili;
n>1veQ= [1 z(ﬂveP= [1 (1)] icin
o=l 5L
dir (Tereszkiewicz, A., Wawreniuk, I, 2015).
2.6.2. Teorem
n = 1i¢in,
Jn-1()Jns1(x) = J7(x) = ()" (=D

esitligi vardir (Koshy, 2001).
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2.7. Jacobsthal-Lucas Dizisi

2.7.1. Tanim
Jacobsthal-Lucas dizisi, j, = 2, j; = 1ig¢in

Jn =Jn-1t2jp-2,n>1
seklinde tanimli bir say1 dizisidir.
Jacobsthal-Lucas dizisi; {j,,}neny = {2,1,5,7,17,31, ...} seklindedir.
Jacobsthal-Lucas dizisinin Binet formiilii

jn = o+ B"

seklindedir ve burada a = 2,8 = —1 dir.

Jacobsthal-Lucas dizisinin matrisi

]n+1 2]71 ] .
3n , ncift
U R VA TAY
311 jn+1 Zjn ] n tek
Jn 2jp-1l’

dir. Burada F = [1 3] ve E = [i ﬂ dir (Tereszkiewicz, A., Wawreniuk, I, 2015).

2.7.2. Teorem
n = 1 igin,
Jn-1Jn+1 _]1% = 2n—132(_1)n+1

esitligi vardir (Koshy, 2001).
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2.8. Jacobsthal-Lucas Polinomu

2.8.1. Tamim
jo(x) = 0 ve j;(x) = 1 olmak iizere

Jn(x) = jnoq1 () + 2xjp_p(x),n = 2
seklinde tanimli polinoma Jacobsthal-Lucas polinomu denir.

Jacobsthal-Lucas polinomunun Binet formiilii

Jn() = a™(x) + B (x)

seklindedir ve burada a(x) = by e B(x) = LoVIHX dir (Tereszkiewicz, A.,
Wawreniuk, 1, 2015).
Jacobsthal-Lucas polinomunun matris temsili;
1 2x 1+4x 17..
n=>1veQ = [ ] VER = [ 2]1(;1n
O"R = 1 Zx] [1 + 4x 1]

dir (Tereszkiewicz, A., Wawreniuk, I, 2015).
2.8.2. Teorem
n = 1 igin,
Jine1 () jne1 (%) — j2(x) = (22)""132(1 + 8x) (—1)"*?

esitligi vardir (Koshy, 2001).
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3. MATERYAL YONTEM

Bu bolimde, Gauss Fibonacci, Gauss Lucas say1 dizileri ve Gauss Jacobsthal, Gauss
Jacobsthal-Lucas dizileri, k—Fibonacci, ki—Lucas, k—Jacobsthal, k—Jacobsthal-Lucas Say1

Dizilerinin yeni bir ailesi ve bu ailelerin polinomlar1 verilmistir.

1777 — 1855 yillarinda yasamis olan ve “Matematikcilerin Prensi” olarakta anilan Carl
Friedrich Gauss en iinlii matematik¢ilerden biridir. Bir¢ok alanda bilime katkist olan
Gauss, bunun gostergesi olarak kendi ismiyle anilan say1 dizisi ve halkas1 vardir. Ayrica,
cebirde, sayilar teorisinde, istatistikte kalkiiliisde, geometride, jeolojide ve astronomide

uygulama alani bulan kesifler yapmustir.

Herhangi a, b € Z ve i = v—1 olmak iizere a + bi bigimindeki sayilar Gauss tamsayilari

olarak adlandirilmis ve Z[i] ile gosterilmistir. Yani,
Z[i] = {a + bi:a,b € Z,i = V—1}
dir.
3.1. Gauss Fibonacci Say1 Dizisi
3.1.1. Tanim
n=>2veGF,=iveGF, =1ig¢in
GF, = GF,_1 + GF,_,

seklinde tanimli say1 dizsine Gauss Fibonacci say1 dizisi denir.
Gauss Fibonacci say1 dizisinin birkag terimini asagidaki sekilde verebiliriz:

{GE} o ={i, ,L14+i,2+i,3+2i,5+ 3i,8+ 5i,13 + 8i}
dir (Giirel, E., 2015).

Gauss Fibonacci dizisinin Binet formiilii ise;
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GF‘I‘L+1 = P + i

seklindedir ve burada a = Hf , = ——dir.
3.1.2 Teorem
n = 1 olmak iizere
GF,_,GF, ., — GE2 = (-1)"(2 — i)
dir (Giirel, E., 2015).

3.2. Gauss Lucas Sayi Dizisi
3.2.1. Tamim

n=>2veGLy=2—iveGL(x) =1+ 2iigin
GL, =GL,_1 +GL,_,
seklinde tanimli say1 dizsine Gauss Lucas say1 dizisi denir.
Gauss Lucas say1 dizisinin birkag¢ terimini agsagidaki sekilde verebiliriz:
{(GLYS_y ={2—i,142i,3+i,4+3i,7+4i,11 + 7i,18 + 11i}
dir (Giirel, E., 2015).
Gauss Lucas dizisinin Binet formiilii ise;

GLpy, =a™+ B +i(a™ 1+ pm 1

olur. Burada a = 1+2‘/§ B = %ﬁ dir.
3.2.2. Teorem
n = 1igin
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GLy_1GLnyy — GI2 = 5(=1)"1(2 — i)
dir (Girel, E., 2015).

3.3. Gauss Jacobsthal Say1 Dizisi
3.3.1. Tamm

Gauss Jacobsthal say1 dizisi, GJ, = %, GJ; = 1 olmak tlizere

Glnt1 = GJn +2G)-,n 21
seklinde tanimli bir say1 dizisidir (Asc1, M., Giirel, E. 2013).
Gauss Jacobsthal dizisinin Binet formiilii

an _ lgn .an—l _ ﬁn—l
G]Tl‘l'l = a — ﬁ + l a —

a=2B=-1dir.
Gauss Jacobsthal dizisinin matrisi

o =lgn G

) 1 2 1+i 1]
dir. Burada Q = 1 0] ve P = 1 i| dir (As¢1, M., Giirel, E. 2013).
2
3.3.2. Teorem
n = 1icin

Gn-1Glnsr — Gl = 2" 2(=D" (3 = D)

dir (Giirel, E., 2015).
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3.4. Gauss Jacobsthal Polinomu
3.4.1. Tammm

n > 1ve GJy(x) = éve GJ,(x) = 1 icin
Gn+1(x) = G (X) + 2xGJp—1(x)
seklinde tanimli say1 dizsine Gauss Jacobsthal polinomu denir.
Gauss Jacobsthal sayi dizisinin birkag terimini asagidaki sekilde verebiliriz:
(Gl )0 = {%, 1+4ix,1+2x +ix, 1+ 4x + (1 + 2x)ix, 1 + 6x + 4x? + (1 + 4x)ix}

dir (Yadav, A. K., 2019).

Gauss Jacobsthal polinomunun Binet formiilii ise;

a’(x) = ) i) - BT ()

Gl =0 —p0 T T e -8
seklindedir ve burada o = TN g = IVITY gy
3.4.2. Teorem
n = 1igin

GJn-1(0)GJns1(x) = GJ7(x) = (=D)"2"2x"7H(2 + x — )
dir (A. K. Yadav, 2019).

3.5. Gauss Jacobsthal-Lucas Say Dizisi
3.5.1. Tamm

Gauss Jacobsthal-Lucas dizisi, Gj, = 2 — é Gj, =1+ 2iigin

Gjn+1 = Gjn +2Gjp1,n 21
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seklinde tanimli say1 dizisidir (Asg1, M., Giirel, E., 2013).
Gauss Jacobsthal-Lucas dizisinin Binet formiilii
Gjne1 = a + " +i(a"™ + ")
seklindedir ve burada ¢ = 2, f = —1 dir.
Gauss Jacobsthal-Lucas dizisinin matrisi

Gjn+2 Gjn+1]

R =[Gz G
¢ Gjn+1  Gjn

5+i 1+2i

. 2 r :
d|r.BuradaQ—[1 0 ve R_I1+2i 2_%

l dir (As¢1, M., Giirel, E. 2013).
Gauss Jacobsthal-Lucas say1 dizisinin birkag terimini asagidaki sekilde verebiliriz:

i
{GjnYo0 ={2— 5 1+20,5 40,7 450,17 + 74,31 + 1743

dir (M. Asc1, E. Giirel 2013).
3.5.2. Teorem
n = 1 olmak iizere
Gjn-2Gin+z — Gjz = 9(=D"(3 — 1)
dir (Giirel, E., 2015).

3.6. Gauss Jacobsthal-Lucas Polinomu
3.6.1. Tammm

Gauss Jacobsthal-Lucas polinomu, Gj, = 2 — é GJ; =1+ 2ix i¢in
Gjn+1(x) = Gjn(x) + Zijn—l(x)rn =1
seklinde tanimli polinom dizisidir (Asci, M., Giirel, E. 2013).
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Gauss Jacobsthal-Lucas polinomunun Binet formiilii

Gjn+r = a™(x) + f(x) + i(@™ ™ (x) + B (X))

1+v1+8x

2 H

B(x) = —dir (Aser, M., Giirel, E. 2013).

seklindedir ve burada a(x) =

Gauss Jacobsthal-Lucas polinomunun matrisi

np o Gjn+2(x) Gjn+1(x)
¢ T_[Gjn+1(x) G jn (%)

1+4x+ix 14 2xi

. _1r 2 _ :
dlr.BuradaQ—[1 ol Ve T—l 1+ 2xi 2_;

l dir (Ase1, M., Giirel, E.
2013).
Gauss Jacobsthal-Lucas say1 dizisinin birkag terimini agsagidaki sekilde verebiliriz:
(G Yoo =1{2— %, 1+ 2ix, 1+ 4x +ix, 1+ 6x + (1 + 4x)ix, 1 + 8x + 8x2
+ (1 + 6x)ix}
dir (Asc1, M., Giirel, E. 2013).
3.6.2. Teorem
n = 1icin
Glin-2(X)Gjnsa(x) = GjF(x) = (=1)" 12" 2" 1 (2 + x — ) (1 + 8x)
dir (A. K. Yadav (2019)).
3.7. k —Fibonacci Dizisi
3.7.1. Tanim

k —Fibonacci dizisi i¢in Binet formiili;

W ,_

" (E)k

(am+1 _ 'Bm+1)k—r(am+2 _ 'Bm+2)r
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1+/5

seklindedir. Burada n,k,m,r e Nn=mk+r, k #0,0<r<kve a=
g =L dir.
k = 2,3 i¢in baz1 degerler asagidaki gibi verilebilir.

(F10  =1(1,1,1,2,4,6,9,15,25,40,64}

(F®0  =1(1,1,1,1,2,4,8,12,18,27,45}
Bilinen Fibonacci sayi dizisi ile k —Fibonacci dizisi ile arasinda iliski

B = (B T (Fps)'

bagintisi ile verilir (EI-Mikkawy, M. ve Sogabe, T., 2010).

3.7.2. Teorem

k,m €{1,2,3...} i¢in, bilinen Fibonacci say1 dizisi ile k —Fibonacci dizisi arasinda
asagidaki bagintilar vardir (EI-Mikkawy, M. ve Sogabe, T., 2010).

. - i (k— 1\ Lk - k-
i 2D ) F = CDRE RS

mk+i (m—-1)(k—1)
covk-1 (k=1 nto (k=1) B .
- Zi=o ( i )ka+i - FmF(m+2)(k—1) = Fn(Fin+2) L
_ k E P . "
i, Y0 Fas = P [(Frs)® — (B)*] = Pt [F((m)+1)k - Frslk)] "

3.8. k — Lucas Dizisi
3.8.1. Tamim

k —Lucas dizisi i¢in Binet formiilii;
(k) 1 m+1 m+1\T [, m myk-r
Ly = (@™ + ™) (@™ + ™)

" W)k

bagintistyla tanimlanir. Buradan, k,m,r e NNn=mk +r, k#0,0<r <k ve
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=95 i,
2

k = 2,3 i¢in, baz1 degerler asagidaki gibidir.
(LIP30 = (4,2,1,3,9,12,16,28,49,77,121}
(L0 = (8,4,2,1,3,9,27,36,48,64,112}
k —Lucas dizisi ve bilinen Lucas dizisi arasindaki bagint1 asagidaki gibidir.
L9 = ) (Ln1a)”
(Ozkan, 2017).
3.8.2. Teorem

k —Lucas dizisi ve bilinen Lucas dizisi arasinda asagidaki bagintilar vardir.

2
i LD = Lyl

i. 1P =12

(Ozkan,2017).

3.8.3. Teorem

k € {1,2,...} ve k —Lucas say1 dizisi i¢in

) k) _ ;&
Lnk+k—1 + Lnk+k - Lnk+k+1

dir (Ozkan, 2017).
Ispat.
19+ 1% = (L) L) ] + [ )]

= (Ln+1)k_1[Ln + Ln+1]
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= (Ln+1)k_1Ln+2

_®

nk+k+1 B

3.8.4. Teorem

2 —Fibonacci ve 2 —Lucas sayi dizileri arasinda

2L

(2) (2) ()
om—q1 T Ly, = 5(F +F7 ]

2n+1 T fon—1
iliskisi vardir (Ozkan,2017).
ispat.
2150 1 + L) = 2(La) (Ln-y) + (Ln)?

=Ln(2Lp—1 + Ly)

= Ly(Ln-1 + Lp+1)

= L,5F,

= 5Fyy

=S5(FyFpi1 + FuFyq)
=5FEX, +E2 ). =

3.8.5. Teorem

2 —Fibonacci ve 2 —Lucas say1 dizileri arasinda

@ _ ;@ 2
F4n+1 - L2n+1F2n

esitligi vardir (Ozkan, 2017).
Ispat.

2
F4(n.)|-1 - FZnF2n+1
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= Fon[FuFne1 + FoFa]
= FonFu[Fpe1 + Fp-al
= FonFalnia

= FyLnFyLnyq

= (F)?LnLnyy

_ ;@
=FE, Lyny, ™

3.9. k —Jacobsthal Dizisi

3.9.1. Tanim
k —Jacobsthal dizisinin Binet formuilii;
r(lk) — 3ik(a{m _ ﬁm)k—r(am+1 — BN =mk +1
bagntisiyla verilir. Burada n,k,m,r e N, n=mk+r, k#00<r<k vea =2 ve

B = —1 dir. F matrisi F = H g] seklinde olmak iizere, k —Jacobsthal say1 dizisinin

matris yardimiyla ifadesi

k-1pn _
n F'=

(k) (k)

kn+1 2] kn ]

(k) (k)
kn 2] kn—-1

ile verilir. k —Jacobsthal dizisinin bazi terimleri Tablo 3.1 de verilmistir;

Tablo 3.1 /% (x) dizisi igin bazt degerler

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
@ 0 0 0 0 0 0
) 1 0 0 0 0 0
@ 1 1 0 0 0 0
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k —Jacobsthall say1 dizisinin bilinen Jacobsthal say1 dizisi ile iligkisi
1) = Un) " U)o m = mk + 7 (3.1)
esitligi ile verilir. Burada n, k,m,r € N, n = mk +r ve k # 0 dur.
Bu esitlikte k =1, m=nver =0 ahnlrsa],(ll) = J, olur.
3.9.2. Teorem

n, k > 2 olmak lizere

I (1 B L i o
dir.
Ispat.
],Eﬁ)ﬂ ,E'fﬂ,t_z - ( ,E'fllt_l)z = UK Untd UN Unse—2) = U8 Ynse-1)?
= UK 2 Unsthnst-2 = Unse-1)?)
= 121k_2((]n+t]n+t—2 — Unse-1)?)-
t =1 i¢in;

= JH?(Un+tSn-1 — Un)?)
= JRE A (=nr2nt,
t#1, t =m,(m € N) igin;
= Ji 2 (Un+mlnsm-2 = Unsm-1)%)

_ 12k-2,7(2) @)
_]721 2(’2n+2m—2_]2n+2m—2

=0.m
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3.10. k —Jacobsthal Polinomu
3.10.1. Tanim

k —Jacobsthal polinomu i¢in Binet formiilii;

a™(x) — B (x)
a(x) = B(x)

am+1(x) _ lgm+1(x)
a(x) — B (x)

JE @) = ( ) ( )"

bagintistyla tamimlanir. Burada n,k,m,r e NNn=mk+r, k+#0,0<r<k ve
1+v14+8 1-v1+8
a(x) = % B(x) = 2

ifadesi

dir. k —Jacobsthal polinomunun matris yardimiyla

(k) (k)
() Jrnar ()

]r]f (X)an kn+k+1 kn+k
iy J0 I8 (0

1 2

seklindedir. Burada Q = [ 1 0

]veP > H (1)] dir.

k —Jacobsthal polinomunun bazi terimleri Tablo 3.2 de verilmistir;

Tablo 3.2, (k) (x) polinomu i¢in bazi degerler

k=1 k=2 k=3 k=4
5 () 0 0 0 0
900 1 0 0 0
189 1 1 0 0

9 1+ 2x 1 1 0

k —Jacobsthal polinomu ile bilinen Jacobsthal polinomu arasindaki iligki

@) = U@ Una ()T, = mk + 7 (3:2)

esitligi ile verilir. Burada n, k,m,r € N, n = mk +rve k # 0 dur.
28



Bu esitlikte k = 1, m = n ve r = 0 alinirsa ]7(11) (x) = Jn(x).
3.10.2. Teorem

n, k > 2 igin,

2 2k—-2 —1 n 2 n—1, =1
e OS2 = (Jhema () = {1 IV L2

dir.
Ispat.
I, s 2 = (18,01 0) = (5 Vs @) VS Vs i—20) = U5 (Vs ims )Y
= U002 Unte -2 = (Jnrem1 ()
= J2200 (Unat @ nse-2(0) = (Jnree1 ()
t =1 icin;
= J22(0) (U (o1 () — (Jn())*)
= J2-2(x) ()" (22",
t #1, t =m, (m € N) icin;
= J252(0) (Unsm nsm-200) = Unam1(0))

= J2 () U 2z () = J5 2mez ()

=0.m
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3.11. k —Jacobsthal-Lucas Dizisi
3.11.1. Tamim

k —Jacobsthal-Lucas dizisinin Binet formiili;
jr(lk) — (am + Bm)k—r(am+1 + ﬁm+1)r’ n=mk+r

seklinde tanimlanir. Burada n,k, m,re N, n=mk+r, k#0,0<r <k, a=2 ve

5 2

g=-1 olir.E:[1 "

] olmak iizere k —Jacobsthal-Lucas sayr dizisinin matris

yardimiyla ifadesi

[ (k) Zj(k) 1
| 3" k?,:’)l (’,‘;;l ,  ngift tamsay1
jk—lE‘n — 4 . kn 21kn—1:
% j(k) zj(k)
LS” k?lj)l . (’,‘5‘ ,  ntektamsay
| Jkn zjkn—l_

seklindedir. k —Jacobsthal-Lucas dizisinin baz1 terimleri Tablo 3.3 de verilmistir;

Table 3.3 jr(lk) dizisi i¢in baz1 degerler

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
i 2 4 8 16 32 64
i 1 2 4 8 16 32
9 5 1 2 4 8 16
{9 7 5 1 2 4 8
i 17 25 5 1 2 4
i 31 35 25 5 1 2

k —Jacobsthal-Lucas say1 dizisinin bilinen Jacobsthal-Lucas dizisi ile iligkisi
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N = () T ()" = mk + 7 (33)
esitligi ile verilebilir. Burada n,k,m,r € N, n = mk + r ve k # 0 dur.

3.11.2. Teorem

n, k = 2 olmak tizere,

(k) (k) (k)
Jkn+tkn+e-2 (Jkn+t 1

)2 _ { jrzlk_z(_l)n+1322n_1r t=1
0, t#1

dir.
ispat.
]lgﬁ)-l-tjlglrct)-l-t 2 (JIEIT(L)-I-L“ 1) = U DGR Ynse-2) = U Ynae-1)?
= U5 D ?Un+tin+t-2 = Unee-1)?)
= j2* % ((nstin+e-2 = Unae=1)?)-
t = 1igin;

_]nk 2((.]n+1]n 1 (jn)z)

—]nk Z(x)( 1)n+1322n 1

t+1, t=m,(mEe€N)igin;
= ]nk 2((.]n+m]n+m 2 (in+m—1)2)

_ 2k-2.;(2) .(2)
= Jjn 2(]2n+2m 2 ~ Jan+am—2

=0.m
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3.12. k —Jacobsthal-Lucas polinomu
3.12.1. Tamim
k —Jacobsthal-Lucas polinomunun Binet formiilii;
j? () = (@™(@) + B ()F T (@™ (%) + B ()T
seklinde tanimlanir. Burada n,k,m,r e NNn=mk+r, k#0,0<r <k, a(x) =

1+v;+8x ve B(X) — 1—\/22L+8x

dir. k —Jacobsthal polinomunun matris yardimiyla ifadesi

(k) (k)
ik (X)Q"R = Jin+k+1(®)  Jiergr (%)
Jn+1 F .(k) .(k)

Jien+k () Jrensr—1(X)

1 2

seklindedir. Burada Q = [ ¢

] VeR = [1 +14x ;] dir.

k —Jacobsthal-Lucas polinomunun bazi terimleri Tablo 3.4 de verilmistir;

Tablo 3.4 jr(lk) (x) polinomu i¢in baz1 degerler

k=1 k=2 k=3 k=4
e 2 4 8 16
ey 1 2 4 8
79 1+ 4x 1 2 4
i) 1+ 6x 1+ 4x 1 2
i 1 + 8x + 8x2 1+ 8x + 16x2 1+ 4x 1
jék)(x) 1+ 10x + 20x? 1+ 10x + 24x? 1+ 8x + 16x? 1+ 4x

k —Jacobsthal-Lucas polinomu ile bilinen Jacobsthal-Lucas polinomu arasindaki iligki

00 = GO Umar (), = mk + 7 (3.4)
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esitligi ile verilir. Burada n, k,m,r € N, n = mk + r ve k # 0 dur.

Bu esitlikte k = 1, m = n ve r = 0 alinirsa j,(ll) (%) = jp(x).
3.12.2. Teorem

n, k > 2 olmak iizere Cassini 6zdesligi:

(k) (k) (k) 2 2k=20) (=)™ 2x)" (1 +8x), t=1
]kn+t(x)]kn+t—2(x)_(]kn+t—1(x)) :{(])n D)™ ) .

seklindedir.

Ispat.

(k) (k) (k) 2
Jen+tdkn+t—2 — (]kn+t—1)

= G5 @t c G GE -2 00) = GE @1 (0))?
= G5 0)? Gt =2 () = (jnrema ()
= 257200 (st @nre—2 () = (nse-1(0)”)
t =1 icin;
= j2K200) (Gt o1 () = (jn (1))
= JZ2(0) (=DM (20" (1 + 8x).
t#1, t=m,(m € N) igin;
= J22(0) (UramOnam—200) = (nemes (1))

= ji* 2 (x) (1'2(31)+2m—2 (x) — jz(fz)+2m—2 (x))

=0.m
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3.13. Gauss k —Fibonacci Dizisi
3.13.1. Tanim

Gauss k —Fibonacci dizisinin Binet formiilii;

r0 (5, (525 (Y5 (55V\ N ]
s e () e ()]

V5 (5-v5\\ .., V5 (54V5\ \ .
(5 () )+ (5 () )]

seklindedir. Burada n,k,m,r e NNn=mk+r, k+ 0 dir. Gauss k —Fibonacci

dizisinin k = 2,3 igin baz1 terimleri
(6FP}={-1,i,1,i+1,20,3i + 1,40 +3,7i +4,..)

{GFn(3)} ={—i,—1,i,1,i+1,2i,2i — 2,4i — 2,7i — 1, ...} dir (Tas, S. 2019).
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4. ARASTIRMA VE BULGULAR

Bu boliimde, Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas polinomlarini tanimlayip, bunlarin bilinen
polinom aileleri ile iliskileri gosterilecektir. Rekiirans iligkileri ile verilen Gauss
k —Fibonacci polinomlari, Gauss k —Lucas say1 dizileri ve polinomlari, Gauss
k —Jacobsthal ve Gauss k —Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini ve polinomlar1 tanimlanacak

ve tanimlanan bu say1 dizilerinin 6zellikleri gosterilecektir.

4.1. Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas Polinomu

4.1.1 Tanim

Gauss Fibonanacci polinomu GF, (x) = 1, GF,(x) = x + i olmak tizere
GFpyq(x) = XGF(x) + GFr_q (%),

seklinde tanimli polinom dizisidir.

Gauss Fibonacci polinomunun Binet formiilii

a" ) (a(x) + ) = M) (BX) + 1)

GRax) = a0 — B

seklindedir. Burada a(x) = HTXZH ve B(x) = X_szﬂ dir (Ozkan, E., Tastan, M.,

2020).
Gauss Fibonacci polinomunun matrisi, n > 1 olmak tizere

_ GFn+1(x) GFn(x)
IO = GE @) P

seklindedir. Burada gf,(x) = [(1) 8] vegfi(x) = [x —1|_i (1)] dir (Ozkan, E., Tastan,
M., 2020).

4.1.2. Teorem

n = 1i¢in,
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GFF (%) — GFE_1(x) = (x% + 2ix) Fyp_1 (x)

esitligi vardir.

Ispat.
GF? 1 (x) = Fpp(x)(x + 20) — GE*(x)
GFZ_ (x) = Fpp_2(x)(x + 2i) — GFZ(x)
GF?1(x) — GFF_1 (%) = Fpp () (x + 20) — Fop_5(x) (x + 2i)

= (x + 20) (F2n (%) = Fan—2(x))

= (x + 20)xF,p_1 (%)

= (x2 + 2ix)Fyp_q (x). m
4.1.3. Teorem
n > 1 igin,

GFr1(0)GF,oy (x) — GEZ(x) = (-1D™(2 — ix)
bagntisi vardir.
Ispat. Tiimevarim yontemi ile;
n = 2 i¢in;
GF3;(x)GF;(x) — GF2(x) = (x> + 1+ ix)(1) — (x + i)?
=x2+1+ix—x%—-2ix+1
=2—ix.

n = k i¢in dogru olsun;
GFe1(0)GF 1 (x) — GFZ(x) = (-1)*(2 — ix).

n=k+1icin;
GFi2(X)GF(x) — GFy1 (%) = GFiyp(X)GFi(X) — GFieyq (X)GFipq (%)

= (GF(x) + xGFi41 (X)) GFi (X) = (XxGF (x) + GFie—1(X)) GFriq (%)

36



= (GF(x) + x(xGFy, + GFy_1(%))GFy(x) — XxGF, (%) GFjp1 (X) — GFy_y(%)GFpyq(x)
= (2% + 1)GF2(x) + xGF,(x) (GFy_1(x) — GFyy1(x)) = GF—y (%) GFpy1 ()

= (x% + 1)GF2(x) — x2GFZ(x) — GF—1 (%) GFyy1 ()

= GF2(x) — GFy_1(%)GFyq (%)

= (=1)(6Fies1 (X)GFe1 () — GFE(x) )

= (-D)(-D*@2 - ix)

= (D12 —-ix).m

4.1.4 Tanim

Gauss Lucas polinomu , GL; (x) = x + 2i, GL,(x) = x? + 2 + ix olmak iizere
GLpy1(x) = xGL(x) + GLy1(x),n > 2

seklinde tanimli bir polinom dizisidir.

Gauss Lucas polinomunun Binet formiilii;

GL,(x) = a" () (a(x) + D) + B ) (B() + 1)

x+Vx2+4 x—Vx2+4

> ve B(x) = > dir.

seklindedir. Burada, a(x) =

Gauss Lucas polinomunun matrisi, n = 1 olmak iizere,

_ GLn+1(x) GLn(x)
9D =1 6100 Gluy()

x + 20 2—ix ]

seklindedir. Burada glo(x) = S i 204 ix?—x ve glilx) =

2 . . .
X" +2 + x x+ 21] dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2020).
x + 2i 2 —ix

4.1.5. Teorem
n > 2 igin;
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GF,(x) = Fy(x) + iF,_1(x)
dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2020).
Ispat. Tiimevarim yontemi ile
n = 3 i¢in;

GF3(x) = xGF,(x) + GF,(x) = x? + 1 + ix = F3(x) + iF,(x)

dir. n = 3 i¢in ispat dogrudur.
n = k i¢in dogru olsun.

GF(x) = Fie(x) + iFj_1 (x).
n = k + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

GFri1(x) = Fryq(x) + iF ()
= x(F(x) + iF—1 (%)) + (Fr_1 (%) + iFr_»(x))
= xFi (%) + xiF_1(x) + Feq (%) + iF_(x)
= xFi (%) + Fe—1(x) + i(xFy—1 (x) + F—2(x))
= Fe41(x) + iF(x)
=GFy(x). m
4.1.6 Teorem
n > 2 icgin;

GLy(x) = Ly(x) +iLl,_41(x)

dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2020).
Ispat. Tiimevarim yontemi ile
n = 3 i¢in;

GL3(x) = xGLy(x) + GL;(x) = x3 + 3x + ix? + 2i = L3 (x) + iL,(x)
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dir. n = 3 i¢in ispat dogrudur.
n = k i¢in dogru olsun.

GLi(x) = Li(x) + iLy_1(x).
n = k + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

GLypy1(x) = xGLp(x) + GLk_1(x)

= x(Li(x) 4+ iLp_1(x)) + (L1 (x) + iLy_5(x))
= %L (%) + xiLy_1 () + Ly_1 () + iLy_5 (%)
= Lps1(x) + il (x)
= GLpy,(x). m
4.1.7 Teorem
n > 0 icin;

GE2(x) + GFf1(x) = Fop(x)(x + 20)

olur (Ozkan, E., Tastan, M., 2020).
ispat.

GEZ(x) + GF2,1(x) = (x + 20)Fpp (x)
= (F(0) + iFp1(0))? + (Fpy1 () + iF (X))
= F2(x) + 2iF, () Fp_1(x) + i2F7_1 (x) + FF 1 (%) 4 2iF 41 () F, (%) + i*FZ(x)
= Frp1(0) = Fg_1 (0) + 205, () (Fp-1 () + Fry1 ()
= (Frs1(0) = Foe1 (0)- (Fry (6) + Fpog () + 2iF, (%) Ln (%)
= xF () Ln (x) + 20F, (x) Ln (x)
= Fo ()L () (x + 20)

=Fn(x)(x+2i)m
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4.1.8. Teorem
n = 1 igin;
GLp(x) = GFpyq1(x) + GFr_1(x)

dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2020).
ispat:
GLp(X) = Lp(x) + iLp_q(x)

= (Fo100) + Foo1(0) + i(F () + Frp ()

= Fnpa(6) + Foq (%) + i, (X) + iF,_5(x)

= Fp1(x0) + i, (x) + Fpo (X)) + iF, 5 (x)

= GFp (X)) + GFy_q(x). m

4.1.9. Teorem

n = 0 olmak tizere;

GLpy1(X) + GLy_1 (x) = (x* + 4)GE, (x)
esitligi vardir (Ozkan, E., Tagtan, M., 2020).
ispat.
GLypy1(6) + GLy_1 (X) = Ly () + il (X) + Lyy_q (%) + il (%)
= (Far2(0) + Fu(0)) + i(Fasr (0) + Foet () + (Fu(0) + Foep (1) + i(Foea (1)
+Fp-3(x))
= Fryp(X) + iFp 1 (%) + By (%) + iF 1 () + By (%) + iFp 1 () + Fp_p(x) + iFy_3(x)
= GFpi2(%) + GE(x) + GE,(x) + GF,_5(x)
= (XGFpy1(x) + GFy(x)) + 2GF,(x) + GF,_,(x)
= x(xGF,(x) + GFp_1(x)) + 3GF,(x) + GF,_,(x)

= x2GE,(x) + xGF,_;(x) + GF,_,(x) + 3GE,(x)
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= x2GFE,(x) + GE,(x) + 3GE,(x)
= (x> +4)GE,(x). m

4.1.10. Teorem

n > 1 igin,

GLpy1(X)GLy 1 (x) — GLE(x) = ()" (x* + 4)(2 — ix)
bagintis1 vardir.

Ispat.
n = 2 igin;
GL3(x)GL,(x) — GL3(x) = (—1)?>"1(x%2 + 4)(2 — ix)
(3B +3x+ix2+20)(x+20)— (x2+2+ix)? = (1% +4)(2 — ix).
n = k i¢in dogru olsun;

GLgy1(0)GL_1(x) — GL%((x) = (D (x? +4)(2 — ix).

n=k+1,
GLis2(X)GLE(x) — GL2 1, (x) = (—1)F*2(x% + 4) (2 — ix)

GLiy2(X)GLE(X) — GL2 1 (%) = GLyyy(X)GLi(X) — GLyiq (X)GLysq (%)
= (GLx(x) + XGLy 1 (X)) GLi (%) — (XGLi(X) + GLy_1(x)) GLyeyr (%)
= (GLi(x) + x(XGLy + GLy_1 (%)) GLy(X) — XGLy (%) GLyy1 (%)

— GLy—1 (%) GLyy1 (%)

= (%% + DGLE(x) + XGLi (%) (GLy—1 (X) — GLyy1 (%)) = GLy_1 (%) GLyy1 (%)
= (x2 + 1)GLA(x) — x2GL4(x) — GLj—_1(x)GLy11 ()
= GL2(x) — GLj_1(x)GLy11 ()
= (=1)(6Lip1 ()GL-1 (1) = GLE(x)) = (- D (=D (x? + 4)(2 - ix)

= (=D**2(x2 + 4)(2 — ix) m.
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4.2. Gauss k —Lucas Say1 Dizisi

4.2.1. Tanim
Gauss k —Lucas dizisinin Binet formulii;

GLZ{) = ((@™ + ™) + l-(am—l + Bm—l)k—r((am+1 + Bm+1) +i((@™+ ™))"

_1+/5

seklindedir. Buradan,k,m,r e Nn=mk+r, k#0ve « .

veﬁzl‘?ﬁ.dir.

Gauss k —Lucas dizisinin matris temsili, n > 0 olmak tizere;

(k) ®)
k-1 L = GLkn+1 GLkn
GLa gl = iy (k)
GLkn GLkn—l
GL GL ..
olur. Burada, gl,, = GZH GL " ].(Ozkan, E., Tastan, M. 2021).
n n-—1

Gauss k —Lucas sayi1 dizisinin bazi terimlerini Tablo 4.1. de verilmistir;

Tablo4.1G L;") dizisi i¢in baz1 degerler

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6

GLY  2-i 3 — 4i 2—-11  —-7-24i  -38-41i  —117 —44i
GLY® 1420 4+3i 11 + 2i 24— 7i 41— 38i 117 + 44i
GLY  3+i -3+40  —2+110  7+24i 38 + 41i —44 +117i
GLY)  4+3i  1+7i —11-2i -24+7i —41+38  —117 —44i

3

Gauss k —Lucas say1 dizisinin bilinen Gauss Lucas dizisi ile iliskisi

k —
GLY = (GLy)* " (GLins1)"

(4.1)

esitligi ile elde edilir. Burada n,k,m,r € N, n=mk+r ve k # 0 dir (Ozkan, E.,

Tastan, M., 2021).
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Bu esitlikte k = 1, m = nve r = 0 alinirsa GLELI) = GL, olur.
4.2.2. Teorem

Gauss k —Lucas dizisinin Cassini 6zdesligi;

LY, .GLH) @5

kn+tY ¥ kn+t-2 kn+t—1

)2 _ { GLE2(=1)™*15(2 — D), t=1
0, t#1

dir (Ozkan, E., Tastan, M. 2021).

ispat.

GLgck7’3+tGL§cl;L)+t—2 - (GLgckn)H—l)z

= (GLY ' GLny ) (GLY 'GLlnyp ) = (GLE M GLyy e 1)?
= (GL)?(GLnt¢Gluyi—2 — (GLypyr-1)?)
= GL?((GLypytGLlnte—z — (GLnye—1)?)
t=1;

= GL{?((GLn+1GLp—1 — (GLn)?)

= GLA2(—1)"*15(2 — ).

t+1, t=m,

= GLY?((GCLntmGLnim-2 — (GLpym-1)?)
= GLy? (GL(2213+2m—2 - GL(2273+2m—2)

=0.m

4.3. Gauss k —Lucas Polinomu

4.3.1. Tamim

Gauss k —Lucas say1 polinomu Binet formiilii;
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GLY (x) = (a™(x) + BT (X)) + ix(a™ 1 (x) + BT 100N (@™ (x) + BT ()
+ ix(@™(x) + B™(x))"

seklindedir. Burada n,k,m,r € N,n = mk +1, k # 0 ve a(x) = 2 ve g(x) =
x—Vx2+4 .
T . dir.

Gauss k —Lucas polinomunun matris temsili, n > 0 olmak tizere

GLE 1 () gla(x) =

gck73+ 1(%) GLg;) (x)
GLG () Glig 1 ()

GLpp1(x)  GLp(x)
GLy(x)  GLp_1(x)

Gauss k —Lucas polinomunun bazi terimleri Tablo 4.2 de verilmistir.

seklindedir. Burada, gl,,(x) = ] (Ozkan, E., Tastan, M. 2021).

Tablo 4.2 GLglk) (x) polinomu i¢in baz1 degerler

k=1 k=2 k=3 k=4
6L (%) 2 4 8 16
GLP (x) X+ 2i 2x + 4i 4x + 8i 8x + 16i
GLP(x)  x*+2+ix  xP—4+4ix  2x*—8+8ix 4x% — 16 + 16ix

GLP ) P +3x+ix?+20 23 +3id+4i 13— 120+ 6ix? -8 2x° — 24x + 12ix? — 16i

Gauss k —Lucas polinomunun bilinen Gauss Lucas polinomunun ile iligkisi

GLY (%) = (GLn ()7 (GLyny1 (X))" (4.2)

esitligi ile verilir. Burada n,k,m,7 € N, n = mk + r ve k # 0 dir (Ozkan, E., Tastan,
M., 2021).

Bu esitlikte k = 1, m = n ve r = 0 alinirsa GL( ) = = GL, olur.
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4.3.2. Teorem
Gauss k —Lucas polinomunun Cassini 6zdesligi;

GLE2(x)(—1)™1(x2 4+ 4)(2 — ix), t=1
0, t+1

6L, CIGLE, () — (61, ) =]
dir (Ozkan, E., Tastan, M. 2021).
Ispat.
k) K K 2
GLkn+t(x)GL$c73+t—2 (x) — (GLgc73+t—1(x)) =
= (GLE ()G Lnee () ) (GLE () GLpre—a () ) = (GLE (0 GLyr (1))
i 2
= (GL’T(L 1(x))2(GLn+t(x)GLn+t—2(x) - (GLn+t—1(x)) )
2
= GL%Lk_Z(x)((GLn+t(x)GLn+t—2(x) - (GLn+t—1(x)) )
t=1,
= GIZ2(x) (GLyps1 () GLy_1 (%) = (GLy(0))")
= GI2F2(x) (=)™ (x2 + 4)(2 — ix).
t+1, t=m;,
= GI22(x) (GLpym () GLgm—2(0) = (GLyim-1(0))")
= GLE 2 (x)(GL(2273+2m-z(x) - GL(2213+2m—2 (x))
=0.m
4.4. Gauss k —Fibonacci Polinomu
4.4.1. Tamim

Gauss k —Fibonacci polinomunun Binet formiilii;
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00 = (G g )
* “aﬁl? - ﬁé? +ix “;E,’g - g(x)l (x))ﬁm(x)]k_r
(EDLD P,
e = |
seklindedir. Burada n,k,m,r € Nyn=mk+71, k #0, a(x) = x+\/;cm ve Blx) =
g+ dir.

2

Gauss k —Fibonacci polinomunun matris temsili, n = 0 olmak {izere;

) 9
GE, x) GE X
GEX1()gfa(x) = [ v . ]
GP;cn+k(x) GF;cn+k—1(x)

GFn+1(x) GFn(x)
GFR(x)  GFp1(x)

Gauss k —Fibonacci polinomunun bazi terimleri Tablo 4.3 de verilmistir;

seklindedir. Burada gf, (x) = ] dir (Ozkan, E., Tastan, M. 2021),

Tablo 4.3 GFn(k) (x) polinomu i¢in bazi degerler

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6

GE™ (x) 0 0 0 0 0 0

0
GE™ (x) 1 0 0 0 0 0
GE™ (x) x+i 1 0 0 0 0
GFP ()  xt+1+ix x+i 1 0 0 0

3
GF4(k)(x) 3+ 2x+ix?+i x2—1+42ix x+i 1 0 0
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Gauss k —Fibonacci polinomunun bilinen Gauss Fibonacci polinomu ile iligkisi

GEX (%) = (GFp (1))* 7 (GFpy1 ()" (4.3)

esitligi ile verilir. Burada n, k,m,r € N, n = mk + r ve k # 0 dir (Ozkan, E., Tastan,
M., 2021).

Bu esitlikte k = 1, m = n ve r = 0 alinirsa GFn(l) = GE, olur.
4.4.2. Teorem
GE® (%) igin;

i GE () = GR(x)GF,_5(x) = (-1)™1(2 — ix)

2(n

i.  GE(x) + GEZ (%) = Fon (%) (x + 20)
dir (Ozkan, E., Tastan, M. 2021).
ispat.
Gy () = GFZ_ (x).
GFr_1 — GR(X)GFy_5(x) = —(GF,(X)GF,_(x) — GF7_y),
= —(-D)"2 - in),

= (-D)"™'Q2 - ix). =

GEZ (x) + GF2., = GEA(x) + GFZ, ().
GE2(x) + GF21(x) = (Fy(x) + iFp_y (00)2 + (Fyq (x) + iE, (x))?

= FZ2(x) + 2iF,(X)F—1 (%) + izF,f_l(x) + Fr%+1(x) + 2iF 41 (0)Fy (%) + 27 (x)
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= Fre1(0) = F7_1() + 2iF, () (Fro1 (%) + Frpq (%))
= (Fue1(0) = Feq (). (Fr (0) + Frmg (%)) + 20F, () Ly (%)
= xF (x) L (x) + 2iFy (x) Ly (%)
= F () Ly () (x + 21)
= Fyp () (x + 20). m
4.4.3. Teorem
Gauss k —Fibonacci polinomunun Cassini ézdesligi;

2 2k-2 neoy _
F,g?ﬂ( )GF,EnH ,(x )_( Fk(n+t (x )) {gF ) (=D™(2 - ix), §¢11

dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
Ispat.

GF® (0GFE, (0 - (6FE, ()’
= (GE T ()G Pt CO)GET (1) GFpar—2(x)) = (GEH(0) G- (%))
= (GRS () (CFr e (O GFpip—2(X) — (GFrie-1(x))?)
= GE 2 () ((CFpst (1) GFpip—2(x) = (GFpie-1(2))?).

t = ligin;

= GEH2(x)((GFn41(x)GFno1(x) — (GF(x))?)

= GEX2(x)(—1D)™(2 — ix).

t#1, t =m, (m€eN—{1}) icin;

= GE () (GFram () GFnym—2(x) = (GFpim-1(x))?)

= GEZ2(x)(GEZ),. _,(x) — GEZ., . (x))
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=0.m
4.5. Gauss k —Jacobsthal Say: Dizisi
4.5.1. Tanim

Gauss k —Jacobsthal say1 dizisinin Binet formiili;

® am_’Bm .am—l_ﬁm—l k=7 am+1_ﬁm+1 .am_ﬁm r
GJ, -—l( p— +i " l ( - +i a—ﬁ)

seklinde tanimlanir. Burada n,k,m,r e N, n=mk+r, k#0,0<r <k, a=2 ve
14+i 1

B=-—1dir. P = [ 1 i l olmak tizere, Gauss k —Jacobsthal say1 dizisinin matris
2

yardimiyla ifadesi

) (%)
G G
G]r’f_lQnP A [ ]kn+k+1 ]kn+k ]

(k) (k)
G]kn+k G]kn+k—1

seklindedir. (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

Gauss k —Jacobsthal say1 dizisinin bazi terimleri Tablo 4.4’ de verilmistir;

Tablo4.4G ],Sk) dizisi i¢in baz1 degerler

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
U R T
T N
Gy 1+ 1 % _% _é 1_16
Gy 3+ 1+i 1 % _% _é
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Gauss k —Jacobsthal say1 dizisinin bilinen Gauss Jacobsthal dizisi ile iligkisi

61 = (GJm)* " (Glms1)" (4.4)

esitligi ile verilir. Burada n, k,m,r € N, n = mk + r ve k # 0 dir (Ozkan, E., Tastan,
M., 2021).

Bu esitlikte k = 1, m = n ve r = 0 alinirsa G],Sl) = GJ, olur.

Gauss k —Jacobsthal dizisi ile Gauss Jacobsthal dizisi arasindaki iliski asagidaki teorem

yardimiyla gosterilebilir:
4.5.2. Teorem

kmeNvek 0

GI®), 1 = G = (G ms)* — (Gl)n = mk + 7

dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
ispat.

(4.1) esitligi kullanilarak
I, 1ye = GIS) = [(GIm) ™ (Glms1)*] = [(GJn)* " (GJms1)°]

= (G]m+1)k - (G]m)k- u

k = 2,3,4 i¢in Gauss k —Jacobsthal say1 dizisinin bilinen Gauss Jacobsthal dizisi ile

iliskisi;

i. 6P =qJ2

i. 6%, =612 +26/P

2n+1 2n-1’
i. 673 =63,

iv. GJS = GJ2G)n1,

3n+1

V. GJ5, = GlnGlRs,.
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Vi, GI = GI) + 265
vii. Gy = G,

(4) _ 3
VIII. G]4n+1 =GJ;,GJns1,

ix. G, =GJ2GJZ,,,

X G =GJnGJ3,,,

Xi. GG, = GIG) +26]5) .
Not: GJ%)(x) = 0; k = 1,2, ...(Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
45.3. Teorem

k,n € N i¢in Gauss k —Jacobsthal dizisinin genellestirilmis denklemi

k)  _ Ay *)
G]kn+1 = G]kn + 2G]kn—l

dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

ispat.

Glin + 26y = GJ% + 2(GJn 1 GJKTY)
= GJN M (GJn + 2GJp1)
= G5 Glnsa
= G]Ig:l)-l-l' u

4.5.4. Teorem

G],(lk); Gauss k —Jacobsthal sayi1 dizisi i¢in Cassini 6zdesligi,

k) (k) (k) 2 (GJERF2(-=1)™(3 —i)2"?, t=1
Clin+tGlkn+e-2 — (G]kn+t—1) - {0 /n ( ) t£1

dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
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Ispat. (4.1) esitligi kullanilarak;

G ) G x) —(¢G (k) z = (G k—lG G k—lG —(G k—lG 2
]kn+t ]kn+t—2 ]kn+t—1 —'( ]ﬁ ]n+t)( ]n ]n+t—2) ( ]n ]n+t—1)

= (G]r]f_l)z(G]n+tG]n+t—2 - (G]n+t—1)2)

= G]%k_z((G]n+tG]n+t—2 - (G]n+t—1)2)-

= GJF*2((GJps1Gln-1 — (GJ)?)
= GJ2*2(-D)"(3 —i)2"2.
t#1, t=m,(me N);
= GJE*2((GJnsmGlnsm-2 = Glnsm-1)?)
= GJE (G ez = G)Shms

=0. g

4.6. Gauss k —Jacobsthal Polinomu

4.6.1. Tamim

Gauss k —Jacobsthal polinomunun Binet formiili;

G0 = a™(x) — ") bix a™ 1l (x) - ﬁm'l(x)]k_r [am”(x) - B (x) b ix a™(x) - ﬂm(X)) '
a(x) = B(x) a(x) = B(x) a(x) = B(x) a(x) = B(x)

14+V1+8x
> ve

seklinde tanimlanir. Burada n,k,m,r e Nn=mk+r, k #0, a(x) =

1-v1+4+8x

dir. Gauss k —Jacobsthal polinomunun matris yardimiyla ifadesi

B(x) =

GIKIT(xX)E™S = [ ’EZ)"'kﬂ(x) Gll?r?—i-k(x) ]

(k) (k)
Clin+k ) Glrpap—1(X)
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seklindedir. Burada E ve S matrisi E = [ 1 0] veS = 4 i| dir (Ozkan, E,
2

Tastan, M., 2021).
Gauss k —Jacobsthal polinomunun bilinen Gauss Jacobsthal polinomu ile iliskisi

GIn () = (Gm O T (G () (45)
esitligi ile elde edilir. Burada n, k,m,r € N, n = mk + r ve k # 0 dir.

Bu esitlikte k =1, m =n ve r = 0 alinirsa G],(ll) = GJ,, olur (Ozkan, E., Tastan, M.,
2021).

Gauss k —Jacobsthal polinomunun bazi terimleri Tablo 4.5 de verilmistir;

Tablo 4.5 G],(Lk) (x) polinomu i¢in baz1 degerler

k=1 k=2 k=3 k=4
@ 7 & 7 o u -
6/, () 1 ! = N
657 1+ix 1 % _%
615 14 2x + ix 1+ ix 1 %

Gauss k —Jacobsthal polinomu ile Gauss Jacobsthal poilnomu arasindaki iligki asagidaki

teorem yardimiyla gosterilebilir:
4.6.2. Teorem
k,m € N ve k + 0 igin,

[(Glma1 () = (Gl (O] = [G gy 1 (6) = GIS2 (0], = mk + 7
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dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

Ispat. (4.5) esitligi yardimiyla;
Gl omse = Gl = [GIm)* (s ) ] = [(6Jm)*°(GJns1)°]

= (G]m+1)k - (G]m)k- u

k = 2,3,4 i¢in Gauss k —Jacobsthal polinomunun bilinen Gauss Jacobsthal polinomu

asagidaki bagintilar vardir;

i GIP () = G2,
i GJZ, (X)) = GJp (%) Glpsr (),
ii.  G/2, () =GP + 2652 (),

Gz
iv.  GJS(x) = G (),

Vo GISD () = GIE ()G (%),

vi.  GJ2 00 = G1(0)6]2 . (%),

vii. 620 = P ) + 22612, (%),
vii. P ) = 6JE (),

X, GJor(X) = GI3(X)Glnsq (%),

X, G, () = GJ2(0)GJ2, (),

Xi. I 5 (0) = Gl ()63 (),

xi. G/ @) = (P00 + 226/ ().

Not: GJ%(x) = 0; k = 1,2, .... (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
4.6.4. Teorem

k,n € N i¢in Gauss k —Jacobsthal polinomunun genellestirilmis denklemi

615 () = % @) + 2x67%) | (%)

kn+1

seklindedir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
54



ispat. (4.5) esitligi kullanilarak;
GG () + 2G] ), (%) = GJE(x) + 2x(G o1 (X)GIET2(2))
= GIE () (G (%) + 2xGJpy (x))
= GJE (%) G a1 (x)
= Gl ().

4.6.5. Teorem

G],gk) (x); Gauss k —Jacobsthal polinomu i¢in Cassini 6zdesligi;

GIZ2(x)(—D)m2m 2x™ 12 +x —1i), t=1

2
G GG = (e @) = { o

seklindedir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

ispat. 69, CIGI%, e, () — (62, (0)’

= (G Gnee () (GIE ) G20 ) = (GG -1 ()2
= (GJ5 ()* (Gl e () Gyt () = (Gnae—s ()

= G2 2(2) (GJnae () Gnre—2 () = (Glnsee1(0))
t=1;

= GJZK2(2) (61 () Gl s () — (GJn (1))

= GJ2F2(x)(—1)"2" 2x (2 + x — D).

t+1, t=m,(meN);
= G2 2(20) (G () Gnam—2(6) = (Glpsmr ()
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= G2 2@ Gamrzm-2®) = Glgnyam-—2(0)
=0.m
4.7. Gauss k —Jacobsthal-Lucas Say Dizisi
4.7.1. Tanim
Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisinin Binet formiili;
Gin? = [(@™ + ™) + i(@™ ™ + DT [(@™ 4 ) +i(a™ + BT

seklinde tanimlanir. Burada n,k,m,r e NNn=mk+7r, k #0, a =2 ve f = —1dir.

Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisinin matris yardimiyla ifadesi

. (k) . (k)
Gjk-1Q"R = Glensksr  Cin+k
In | gi® Gi®

Jkn+k Jkn+k-1

) , o 1 2 5+i 1+2i] |
seklindedir. Burada Q ve R matrisi Q = [1 O] VeR = 142i 2-1% dir (Ozkan, E.,
2

Tastan, M., 2021).
Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisinin bazi terimleri Tablo 4.6 da verilmistir;

Tablo4.6 G j,gk) dizisi i¢in baz1 degerler

k=1 k=2 k=3 k =4 k=5 k=6
() _p 0 13 47 16l o 101 1121 495 611
Glo 2=3 74 gl g g 32! 64 8
w“ ; 31 11 73 57 641 41 1323 313
Gh” 142 3450 4 2! 4 gl 16 8 16 32
© 54 19 13 349 477 341
4+21 4+211 4+81 6 41
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Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisi ile bilinen Gauss Jacobsthal-Lucas dizisi arasindaki
iliski
G = (Gjm) " (Gimr)" (4.6)

esitligi ile verilir. Burada n, k,m,r € N, n = mk + r ve k # 0 dir (Ozkan, E., Tastan,
M., 2021).

Bu esitlikte k = 1, m = nve r = 0 alinirsa Gj,(ll) = Gj,(x) olur.
4.7.2. Teorem

Gauss k — Jacobsthal-Lucas dizisi ile bilinen Gauss Jacobsthal-Lucas dizisi arasindaki
iliski

[(Gims1)® = Gm)¥] =[G, 1y — GIa]
seklindedir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

Ispat. (4.2) esitligi yardimiyla;
k K kK k=0 y s
Gigmsnk = Gime = [(Gjm)* ™ Gms )] = [(Gm) ™ (Gfms1)"]

= (Gjm+1)k - (Gjm)k- u

k = 2,3,4 ve n € N i¢in Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisi ile bilinen Gauss Jacobsthal-

Lucas dizisi ile iliskisi;

i Gféill = GjnGjns1,
il Gj? + G + G, = Gnaa,
iv. G =224 2(-2)" +1,

2 2 2
V. G]Z(n)ﬂ = G]( S+ ZGJZ(n) 1

vi. 6j8 =¢j3,
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vii. 673n+1'_ GjiGln+1,
Vi, GjS, = GjnGjZiy,

3n+2

iX.  Gjs, = Gjsy + 2655

3n+1 3n—-1
X. G](4) Gjr,

Xi.  Gighy = Gj3Glna,

xii. Gj¥  =Gj2Gj2,,,

Xiii. G]4n+3 = Gj,Gj3,1,

. 4 4 4
xiv.  GiY =GP + 265 .
seklindedir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
4.7.3. Teorem

k,n € N i¢in Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisinin genellestirilmis denklemi

Gitwhs = Gl +2Gjn,
seklindedir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
Ispat.
(4.6) esitligini kullanarak;

Glen + 2Gjin-y = GIf + 2(Gjn-1GJE™)
= Gjx " (Gjn + 2Gjn-1)
= G "Gjnt1
= G]I?r?—l-l

4.7.4. Teorem

(k) (x); Gauss k —Jacobsthal dizis i¢in Cassini 6zdesligi (n, k = 2)

58



(k) () (k) 2 (GjF2(=1)"9(3 — i), t=1
GlrnstGlense—2 — (GJkn+t—1) = { 0 Jn ( ) A

dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

ispat.
2
Gl G s = (Giiyee) = (GG Cre—2) — (K Glnae—r)’
::(67£_1)2(67n+t6jn+t—2 _'(Gjn+t—1)2)
= G ((Gjn+tGinte—2 = (Glnse-1)?)-
t=1,

a Gjrzlk_z((GerlGjn—l - (Gjn)z)
= Gj*2(=1)"9(3 — ).
t#1, t=m,(mé€N);

= Gjr%k_z((Gjn+mGjn+m—2 - (Gjn+m—1)2)
_ i2k— .(2) .(2)
= Gji 2 (Glaram—2 — Glonszm—2
=0.m
Tanimlar ve teoremler yardimiyla agsagidaki genellestirmeler elde edilir:
G k) =G k—tG t
]nk+t ]n ]n+1
ve
(k et s
Glngre = GIK Gl

nk+t

t =0,1,..,k — 1 (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
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4.8. Gauss k —Jacobsthal-Lucas Polinomu
4.8.1. Tamim

Gauss k —Jacobsthal-Lucas polinomunun Binet formiili;

GjY = [(a™(x) + B™(x)) + ix (@™ (x) + BT [(@™ (%) + B (%))
+ ix(am(x) + Bm(x))]

1+V1+8x
> ve

seklinde tanimlanir. Burada n,k,m,r e Nn=mk+r, k #0, a(x) =

B(x) = 1V Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisinin matris yardimiyla ifadesi
(k) (k)
np — Glien+ier1 ) Gligip (%)
n+1 (X)Q (k) (k) '
Clren+k () Glgyr—1(X)

1 2

seklindedir. Burada Q ve T matrisi Q = [ 10

1+4x+ix 14 2xi]
ve T = | dir

1+ 2xi 2—%

(Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisinin bazi terimleri Tablo 4.7 de verilmistir;

Tablo 4.7 Gj, )(x) polinomu igin bazi degerler

k=1 k=2 k= k=4
“ S 5 13 47 (I
Gjo~ (x) 2 g 2 8" 16

x+2
Gi® )  1+2ix 1 4x+1—5+(E—2)' E+ﬁ+( Y 13 )i
1 +(4x__)i g T T 2 "4 g
5 1 15

@ 1+ 4x —8x%+2x+1+(—=+8x — —15x2+ (-2 + 15x
Gj, (%) —4x2 4+ 1+ 4ix 2 4

+ix

+ 2x2)i + 8x2)i
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Gauss k —Jacobsthal-Lucas polinomu ile bilinen Gauss Jacobsthal-Lucas polinomu

arasindaki iliski

GO (%) = (Gjm ()T (Gimsr (), (4.7)

esitligi ile verilir. Burada n, k,m,r € N, n = mk + r ve k # 0 dur.

Bu esitlikte k = 1, m = n ve r = 0 alinrsa Gj (x) = Gj,(x) (Ozkan, E., Tastan, M.,
2021).

4.8.2. Teorem

Gauss k — Jacobsthal-Lucas polinomu ile bilinen Gauss Jacobsthal-Lucas polinomu

arasindaki iligki

[(Gimar G = (Gm (K] =[G 196 (X) — Glpnd ()]
seklindedir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

Ispat. (4.7) esitligi yardimiyla;
G 10k () = GiS () = [(Gm (D)) (G ()] = [(Gm (DI (Gmar)°]

= (Gjm+1(0))* = (Gjm(x))*. m

k=234 ve neN igin Gauss k —Jacobsthal-Lucas polinomu ile bilinen Gauss

Jacobsthal-Lucas polinomu ile iligkisi;

i GiE®) =GR,
i, G2, (0 = Gjn(0)Glns (%),

i, 6j?,, () = 6P ) + 2x6/2 (%)

iv. G (x) = Gid(),
V. é%m—%M%Mw
Vi. 3n+2 (x) = G]n(x)G]n+1(x)
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vii, 6/, = i @) + 22658, (%)

Viii. (4)(x) = Gjr (%),
X G, (0 = G0 G (%),
X, GiW,(0) = GR()GjZ41 (),
Xi.  Gii s (1) = Gjn(0)Gj3 (),
Xii.  Gji,(0) = Gis () + 2xGj ., ().

seklindedir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
4.8.3. Teorem

k,n € N i¢in Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisinin genellestirilmis denklemi

,Eflll(x) = G]k )(x) + ZxG]kn 1)
seklindedir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).

Ispat.

(4.7) esitligini kullanarak;

G () + 22Glir 1 () = G () + 22(GJno1 ()G (1))
= Gix () (Gjn (%) + 2XGjin_1 (%))
= Gjx 1 () Gjins1(x)
= Gl (). ®

4.8.4. Teorem

(k) (x); Gauss k —Jacobsthal-Lucas polinomu i¢in Cassini dzdesligi (n, k = 2)

2 _(Gjak? PP 2+ x - D)1+ 8x), t=1
G0 I 200) = (611 0) = [ D Grx=n@+oo, t=

dir (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
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ispat.

G, DG,y () = (G, ()
= (GiX T ()G st ) (G () Gfipae—2(6)) = (GjX T (X) G g1 (x))?
= (G5 2 (Gt O Gnse—2 () = (Glnre-1 (1))
= G2 2(0) ((Gjnre (I Gnse—200) = (Gjnre- (1)),
t=1,
= G 2 () (GJns1 ()G Jnoa () — (G () )
= GjF2(x) (=)™ 12" 2x™ 1 (x + 2 — i) (1 + 8x).
t+1, t=m,(meN);
= GJ7 200 (CJnsm () Gntm-20) = (Ginpm-1(0))")

= Glnk z(x)(sz(i)Jer ,(x) — G]2(31)+2m—2 (x))

Tanimlar ve teoremler yardimiyla asagidaki genellestirmeler elde edilir:

GI%,,(0) = GJEH ()G, (3)

ve

i, (x) = Gt ()Gl sy ().

t =0,1,..,k — 1 (Ozkan, E., Tastan, M., 2021).
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5. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada, Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas polinomlari, Gauss k —Fibonacci
polinomu, Gauss k —Lucas say1 dizisi ve polinomu ve Gauss Jacobsthal ve Gauss
Jacobsthal-Lucas dizilerinin ve polinomlarinin yeni bir ailesi olarak Gauss k —Jacobsthal
ve Gauss k —Jacobsthal-Lucas dizisi ve Gauss k —Jacobsthal ve Gauss k —Jacobsthal-
Lucas polinomu tanimlandi. Bu yeni ailelerin Binet formiilleri, matris temsilleri ve
bilinen ailelerle iliskileri verildi ve bilinen ailelerin sagladig1 teoremlerin yeni aileler i¢in

de saglandig1 gosterildi ve ispatlar1 yapildi.

Oneri olarak Gauss aileleri igin tanimlanan bu yeni aileler baska say1 dizilerine uygulanip

onlarinda ozellikleri incelenebilir.

64



KAYNAKLAR

Abd-Elhameed, W. M., and Zeyada, N. A. (2017)., ““A generalization of generalized Fibonacci and
generalized Pell numbers, International Journal of Mathematical Education in Science
and Technology, 48(1), 102-107.

Asci, M., Gurel, E. (2013)., Gaussian Jacobsthal and Gaussian Jacobsthal Lucas Polynomials,
Notes on Number Theory and Discrete Mathematics, , 19(1), 25-36.

Berzsenyi, G. (1977)., Gaussian Fibonacci numbers, The Fibonacci Quarterly,15, 223-236.

Bolat, C., Kése, H. (2010)., On the Properties of k-Fibonacci Numbers, Int. J. Contemp. Math.
Sciences, 22(5), 1097-1105.

Berger, E., Bryant, R., Griffiths, P., (1983), Gauss denklemleri ve izometrik yerlestirmelerin
katiligi, Duke Math. J. 50(3), 803-892. MR 714831, https://doi.org/10.1215/S0012-
7094-83-05039-1.

Catalani, M. (2002) “Identities for Tribonacci-related Sequences”, Cornell University”, Library,
1-6.

Catarino, P. (2018)., “’Bicomplex k-Pell quaternions’’, Computational Methods and Function
Theory, 1-12.

Catarino, P. (2018)., “’k —Pell, k —Pell-Lucas and modified k —Pell sedenions’’, Asian-
European Journal of Mathematics, 1950018.

Campos, H., Catarino,P., AireS,A.P., Vasco, P., Borgers, A. (2014)., On Some Identities for k-
Jacobsthal Lucas Numbers, int.Journal of Math. Analysis, 8(10),489-494.

Cerin, Z. (2007)., Sums of Squares and Products of Jacobsthal Numbers, Journal of

Integer Sequences, (10),7.2.5.

Craven, T., Csordas, G., (1983)., The Gauss-Lucas Theorem And Jensen Polynomuals,
transactions of the american mathematical society 278(1,) July 1983.

65


https://www.ams.org/mathscinet/search/authors.html?authorName=Berger%2C%20Eric
https://www.ams.org/mathscinet/search/authors.html?authorName=Bryant%2C%20Robert
https://www.ams.org/mathscinet/search/authors.html?authorName=Griffiths%2C%20Phillip
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=714831
https://doi.org/10.1215%2FS0012-7094-83-05039-1
https://doi.org/10.1215%2FS0012-7094-83-05039-1

Demir, F. B., Tuncer T., Kocamaz, A. F., (2019)., Lojistik-Gauss Harita Tabanl1 Yeni Bir Kaotik

Siirli Optimizasyon Yontemi, Anatolian Journal of Computer Sciences, 4(1), 47-53.
Deveci, O., Artun, G. (2019). On the Adjacency-Jacobsthal numbers, Communications in

Algebra, 47(11), 4520-4532. DOI: 10.1080/00927872.2018.1541464

Falcon, S., Plaza, A. (2007)., On the Fibonacci k-numbers, Chaos, Solitons & Fractals, 32(5),
1615-1624. doi:10.1016/j.chaos.2006.09.022.

Gould, H. W. (1981)., “A history of the Fibonacci Q-matrix and a higher-dimensional problem”,
Fibonacci Quarterly, 19(3).

Harman, C. J. (1981)., Complex Fibonacci Numbers, The Fibonacci Quart., 19(1), 82-86.
Hoggat, V. E. (1969)., Fibonacci and Lucas Numbers, MA: Houghton Mif _in, Boston,

Horadam, A.F. (1963)., Complex Fibonacci Numbers and Fibonacci Quaternions, American
Mathematics Monthly, 70, 289-291.

Horadam, A.F. (1996)., Jacobsthal Representation Numbers, The Fibonacci Quarterly, 215, 141-
144,

Jhala, D. Sisodiya K., Rathore, G.P.S. (2013), On Some Identities for k-Jacobsthal Number, Int.
Journal of math. Analysis,7(12),551-556.

Jhala, D., Rathore, G.P.S., Sisodiya, K. (2014). Some Properties of k-Jacobsthal Numbers with
Arithmetic Indexes, Turkish Journal of Analysis and Number Theory, 2 (4), 119-124.

Jhala,D. and Rathore, G.P.S, 2014,Some Properties of the k-Jacobsthal Lucas Sequence,

International Journal of Science and Engineering Technology, (IJMSET), 1(3), 87-
92.

Jordan, J. H., (1965)., Gaussian Fibonacci and Lucas Numbers, Fibonacci Quart., 3315-318.

Kalman, D., Mena, R. (2003)., The Fibonacci Numbers-Exposed, Mathematics Magazine, 76,
167-181.,

66



Kayacelik, D., (2019)., Gauss ve gauss kobalans polinomlart iizerine, Yiiksek Lisans Tezi Mustafa

Yilmaz Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.

Kilig, E. (2006), Genellestirilmis k-Basamak Pell Sayilarinin Karakterizasyonu, Doktora Tezi,

Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.

Koshy, T., Fibonacci and Lucas numbers with Applications, A Wiley-Interscience Publication,
2001.

Lee, G-Y., Lee, S-G, (1995)., A Note On Generalized Fibonacci Numbers, The Fibonacci Quart.,
33 273-278.

Mikkawy, M. and Sogabe, T. (2010)., A new family of k-Fibonacci numbers, Applied
Mathematics and Computation, 215, 4456-4461.

Mikkawy, M. and Sogabe, T. (2010)., “A New Family of k-Fibonacci Numbers”, Applied
Mathematic and Computation, 215, 4456-4461.

Ocal, A.A., Tuglu, N., Altinisik, E., (2005)., On the representation of k-generalized Fibonacci and
Lucas numbers, Applied Mathematics and Computation. 170(1), 584-596.

Ozkan, E. (2003)., 3-Step Fibonacci Sequences in Nilpotent Groups, Applied Mathematics and
Computation, 144, 517-527.

Ozkan, E., Altun, 1., Goger, A. (2017)., On Relationship among A New Family of k-Fibonacci, k-
Lucas Numbers, Fibonacci and Lucas Numbers, Chiang Mai Journal of Science, 44,
1744-1750.

Ozkan, E., Tastan, M., (2020), On Gauss Fibonacci Polynomials, Gauss Lucas Polynomials and
Their Applications, Communications in Algebra, 48(3), 952-960.

Ozkan, E., Aydin, H., Dikici, R. (2003)., 3-Step Fibonacci Series Modulo m, Applied
Mathematics and Computation, 143(1), 165-172. DOI: 10.1016/S0096-
3003(02)00360-0

67



Ozkan, E., Tastan, M., (2021), On Gauss k-Fibonacci Polynomials, Electronic Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 9(1), 124-130.

Ozkan E., Tastan M, (2020)., A New Families Of Gauss k-Jacobsthal Numbers And Gauss k-

Jacobsthal-Lucas Numbers And Their Polynomials, Journal of Science and Arts, 4(53),

Ozkan, E., Aydin, H., Dikici, R. (2003)., 3-Step Fibonacci Series Modulo m, Applied
Mathematics and Computation, 143(1), 165-172. DOI: 10.1016/S0096-
3003(02)00360-0

Ozkan, E., Tastan, M., (2019)., k-Fibonacci Polynomials in The Family of Fibonacci Numbers,
Research & Reviews: Discrete Mathematical Structure, 6(3),19-22.

Ozkan E. Tastan M. (2021)., On a new family of gauss k-Lucas numbers and their polynomials,
Asian-European Journal of Mathematics, 13,1-15.

Ozkan E. Tastan M., Aktas A.(2021)., On the new families of k—Pell numbers and k—Pell-Lucas
numbers and their polynomials, Journal of Contemporary Applied Mathematics,11(1),
16-30.

Ozkan E. Tastan M., (2020)., Catalan Transform Of The k-Jacobsthal Sequence, Electronic
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 8(2), 70-74.

Ozkan E., Tastan M., Giingdr O., (2020)., Catalan Transform of The k-Lucas Numbers, Erzincan
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 13, 145-149.

Ozkan E., Tastan M. (2019), k-Fibonacci Polynomials in The Family of Fibonacci Numbers,

Research & Reviews: Discrete Mathematical Structures, 6(3), 19-22.

Pethe, S., Horadam, A. F., (1986)., Generalized Gaussian Fibonacci Number, Bull. Austral. Math.
Soc. 33(1), 37-48.

Srisawat, S., Sriprad, W., Sthityanak, O., (2015)., On the k-Jacobsthal Numbers by Matrix
Methods, Science and Technology Rmutt Journal, 5(1), 70-76.

68



Stakhov, A. and Rozin, B. (2006) “Theory of Binet formulas for Fibonacci and Lucas p-numbers”,
Chaos, Solitons & Fractals, 27 (5), 1162-1177.

Szynal-Liana, A., & Wioch, 1. (2016) “’The Pell quaternions and the Pell octonions’’, Advances
in Applied Clifford Algebras, 26(1), 435-440.

Stakhov, A. P., (2006)., Fibonacci Matrices, A Generalization of The Cassini Formula, and A
New Coding Theory, Chaos, Solitons and Fractals, 30 56-66.

Stanimirovic, P.S., Nikolov, J., Stanimirovic, I. (2008)., A generalization of Fibonacci and Lucas
matrices, Discrete Applied Mathematics, 156, 2606-2619.

Tereszkiewicz, A., Wawreniuk, I. (2015)., Generalized Jacobsthal polynomials and special points
for them, Applied Mathematics and Computation, 268, 806-814.
DOI:10.1016/j.amc.2015.07.002

Tastan, M., Ozkan, E., (2020)., Catalan Transform of The k—Jacobsthal Sequence, Electronic
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 8(2), 70-74.

Tastan M., Ozkan E. (2021)., Catalan Transform of the k-Pell and k-Pell-Lucas Sequence, Notes
on Number Theory and Discrete Mathematics, 27(1), 198-207.

Tas, S., (2019)., A new family of k£ —Gaussian Fibonacci numbers, J. BAUN Inst. Sci. Technol.,
21(1), 184-189.

Uygun, S., Zorgelik, A. (2018)., Bivariate Jacobsthal And Bivariate Jacobsthal-Lucas Matrix
Polynomial Sequences, J. Math. Comput. Sci., 3, 331-344.
https://doi.org/10.28919/jmcs/3616

Uygun, S. ve Eldogan, H., 2016(a), k-Jacobsthal and k-Jacobsthal Lucas Matrix Polynomial

Sequences, International mathematical Forum,11(3), 145-154.

Uygun, S. ve Eldogan, H., (2016(b))., Properties of k-Jacobsthal and k-Jacobsthal Lucas
Sequences,Gen.Math.Notes,36(1), 34-47.

69


https://doi.org/10.28919/jmcs/3616

Uygun, S., Eldogan, H. (2016)., k-Jacobsthal and k —Jacobsthal Lucas Matrix Sequences,
International Mathematical Forum, 11(3), 145 — 154.

Yazar 1., Yavuz, H. S., Cay, M. A. (2009)., Bba Yonteminde Tanima ve Gauss Fonksiyonlari
Kullanilarak Yiiz Tamma Verimliliklerinin Karsilastirilmasi, 5. Uluslararast Ileri

Teknolojiler Sempozyumu (IATS’09), 13-15 Mayis 2009, Karabiik, Tirkiye.

Yilmaz, N., Tastan, M., Ozkan, E., (2021)., A New Family Horadam Numbers, Electronic Journal
of Mathematical Analysis and Applications, 10(1) Jan. 2022, 64-70.

Yilmaz, M., (2017)., Gauss Balans ve Gauss Kobalans Sayilar1 Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi

Mustafa Yilmaz Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.

Yuan, Y., Zhang, W. (2002)., Some Identities Involving the Fibonacci Polynomials, The
Fibonacci Quart., 40, 314-318.

Vajda, S. (1989)., “Fibonacci & Lucas numbers and golden section”, Ellis Horwood, Chichester.

Wioch, 1. (2008)., “’On generalized Pell numbers and their graph representations’,
Commentationes Mathematicae, 48(2), 169-175.

70



