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OZET
GECIS SARTLARI ICEREN SINIR DEGER PROBLEMLERI iCiN

Cavusgoglu, Semih
Doktora, Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali
Tez Damsmani: Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
Aralik 2022, xii4+99 sayfa

Klasik sonlu fark yonteminin tek aralikli diferansiyel denklemleri ¢ozmek igin
tasarlandigini biliyoruz ancak bu yontemin gecis sartlar1 da denilen iki aralik
arasindaki ilave gecis sartlarini da igeren iki aralikli diferansiyel denklemlere nasil
uygulanabilecegi acik degildir.

Bu tezde, bu yontem sadece sinir deger kogullarini saglayan degil, ayni zamanda
ek iletim kogullarini da saglayan gecis problemlerine uygulandi. Sonlu Farklar
metodunun 6nerilen modifikasyonunun uygulanabilirligini ve etkinligini gostermek
i¢in elde edilen sonlu fark ¢oziimleri, gercek ¢oziimlerle grafiksel olarak kargilagtirildi
ve ¢oziimlere kargilik gelen hatalarin analizi de tablolarda sunuldu. Elde edilen
sonuclar, bu tezde gelistirilen ve onerilen gelistirilmis Sonlu Farklar metodunun

uygulanabilirligini, etkinligini ve giivenilirligini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu Farklar Metodu, Gegis Sarti, Sinir Deger Problemi,
I¢ Tekil Nokta.
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ABSTRACT
FINITE DIFFERENCE METHOD FOR BOUNDARY VALUE PROBLEMS
INVOLVING TRANSITION CONDITIONS

Cavusoglu, Semih
Doktoral Thesis, Division of Analysis and Functional Theory
Advisor: Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
December 2022, xii+99 pages

We know that the classical finite difference method is intended for solving one-interval
differential equations, and it is not clear how to apply this technique to two-interval
differential equations that satisfy additional conditions of interaction between these
two-intervals, the so-called transmission conditions.

In this thesis we have adapted this method to two-interval differential equations
satisfying not only boundary value conditions, but also additional transmission
conditions. The modified Finite Difference Method was applied to some illustrative
two-interval boundary-transmission problems. To demonstrate the applicability and
efficiency of the proposed modification of Finite Difference method the obtained
finite-difference solutions are compared graphically with the exact solutions, and the
corresponding error analysis is also presented in tables. The obtained results show
the applicability, efficiency and reliability of the proposed modified Finite Difference
Method, developed in this thesis.

Keywords: Finite Difference Method, Transition Condition, Boundary Value

Problem, Interior Singular Point.
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SIMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Aciklamalar
Cla,b] :  [a,b] arahiginda siirekli fonksiyonlar uzay:
C™(a,b): [a,b] araliginda n. mertebeden siirekli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar uzayi
h :  Adim uzunlugu
detA : A matrisinin determinanti
AT : A matrisinin transpozesi
2T Az : A matrisinin quadratik formu
D, : [lleri sonlu farklar
D_ : Geri sonlu farklar
Dy : Merkezi sonlu farklar
x; »  Grid (1zgara) noktasi
| o], p-uorm
|z ||y : l-norm
| z ]2 : 2-norm ya da Oklidyen norm
|  |loo : Maksimum-norm
RN*N: Reel degerli N x N boyutunda kare matrisler uzayi

7 : Yerel kesme hatas:

o(h?) :  p. mertebeden yerel kesme hatasi

E : Global hata

Kisaltmalar Aciklamalar
ADD : Adi Diferansiyel Denklem
MSF : Merkezi Sonlu Fark
MMH : Mutlak maksimum hata
SEFM : Sonlu Farklar Metodu
SDP : Swmir Deger Problemi
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1. GIRIS

Fizik, miihendislik ve doga bilimlerinin diger dallarinin bir¢ok problemi adi
veya kismi diferansiyel denklemler igin sinir deger problemlerine indirgenebilir.
Ornegin, klasik mekanik, elektromanyetik teori, kuantum mekanigi ve kuantum
fiziginde siir deger problemlerine oldukga sik rastlanmaktadir. Dogada gergeklegen
fiziksel olaylarin incelenmesi, fizik alaninda bilimsel gelismelere yol agmistir. Bu
tiir fiziksel stireclerin dogasini anlamak icin baglangic ve sinir deger problemlerini
¢ozmek gerekir.

Farkl fiziksel durumlari modelleyen ikinci mertebeden diferansiyel denklemler, ¢egitli
sinir kosullariyla birlikte uygulamali matematik ve fizikte ortaya cikar. Ikinci
mertebeden diferansiyel denklemler igin siir deger problemleri (SDP), Newton'un
soguma yasasl, bozunma niifus artigi, akiskan ve kati mekanigi, malzeme bilimleri,
kinetik, termodinamik diren¢ ve indiiktor devreleri, akigkanlar dinamiginde
Navier-Stokes  denklemlerini, kati mekaniginde biharmonik denklemleri,
elektromanyetikte Maxwell denklemlerini, potansiyeller i¢in Laplace denklemleri
vb. gibi doga bilimlerindeki bir¢ok problemin matematiksel modeli olarak ortaya
gikmigtar.

Fizik alanindaki bu bilimsel ¢aligmalarin matematik biliminin gelismesinde ¢ok biiytik
etkisi olmugtur. Bu nedenle teorik ve uygulamali matematik acisindan diferansiyel
denklemler icin sinir deger problemlerinin incelenmesi biiyiik énem tasir. Bununla
birlikte, diferansiyel denklemler i¢in bir simir deger ve/veya baslangig degerle birlikte
verilen bu denklemlerin bu kadar genis uygulamalari olmasina ragmen, genellikle,
gercek ¢oztimi bulmak ¢ok zor hatta miimkiin degildir. Ciinkii gercek ¢oziimleri
olan sadece birkag tiir diferansiyel denklem vardir. Ayrica, gercek ¢oziimleri analitik
yontemlerle elde edilemeyen veya elde edilmesi ¢ok zor olan veya gercek ¢oziimleri
bulunsa bile kullanimi pratik agidan uygun olmayan diferansiyel denklemler de
vardir. Bu nedenle yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasi biiyiik bir 6nem arz etmektedir.
Bu amacla yaklagik ¢oziimler elde etmek i¢in giiniimiize kadar pek ¢ok sayisal analiz
yontemi gelistirilmigtir. Bdylece ylizyilin ortalarindan sonra, Taylor Seri Agilimi
yontemi, Ac¢ik Euler yontemi, Runge-Kutta yontemi, Sonlu Elemanlar yontemi,

Diferansiyel Doniigiim yontemi, Adomian Ayrisma yontemi vb. gibi cesitli sayisal



yontemler, diferansiyel denklemler icin baglangic ve sinir deger problemlerinin
yaklagik ¢oziimleri igin geligtirilmistir. Bu yontemlerin her birinin uygulanabilirligi,
diferansiyel denklem tipleri, gerektirdikleri bilgisayar kapasiteleri ve hassasiyet
acisindan birbirine gore avantajlar1 ve dezavantajlart mevcuttur. Bu yontemlerden
biri de, basit gsemas1 olan ve genig siniftaki diferansiyel denklemlere uygulanabilen
Sonlu Farklar metodudur. Sayisal uygulamalarda sonlu fark tekniklerinin ortaya
cikisi, 1950°lerin baglarinda olmasina ragmen bu yontemler el ile islem yapmaya
uygun olmadigindan dolay1 gerekli ilgiyi o yillarda gérmemistir. Daha sonra geligen
bilgisayar teknolojisiyle birlikte genig ve yaygin kullanim alani bulmustur. Bunun
yaninda analitik iglemlerin bilgisayar ortaminda yapilabilmesi sayisal analiz
metodlarinda bilgisayar kullanilmasini zorunlu hale getirmektedir. Bu da sayisal
analiz ile ilgili metotlarin gelisimine neden olmustur. Sonlu Farklar metodunun
(SEM) ana fikri, diferansiyel denklemlerde yer alan adi ve kismi tiirevleri, yaklagik
sonlu fark ifadeleriyle degistirerek cebirsel bir denklem sistemine doniigtiirmektir.
Problemin ¢oziimii, denklem sisteminin ayrik noktalardaki c¢oziimleridir. Genel
olarak iki noktaya dayatilan standart sinir kosullari Dirichlet, Neumann ve Robin
tipidir. Ancak uygulamali matematikte ve diferansiyel denklemle modellenen fizikte
kargilagilan problemler birkag standart sinir kosullar: ile agiklanamaz. Bu sebeple,
verilen sinir kogullarinin yalnizca tanim kiimesinin ug noktalarini degil, ayni1 zamanda
i¢ tekil noktasini da igeren yeni tiirdeki simir deger problemleri (SDP) incelenmigtir.
Bu tir problemlere simir deger gecis problemleri veya kisaca gegis problemleri denir.
Klasik SFM, i¢ tekil noktalarda gecis kosullar1 icermeyen problemleri ¢ozmek igin
tasarlanmigtir. Bilindigi gibi klasik SFM gegig sartlari igeren iki-aralikli problemlere
direkt olarak uygulanamaz. Dogal olarak, gecis problemlerini ¢ozmek klasik
SDP’lerden ¢ok daha zordur.

Bu tez calismasinda, yalmizca siirekli SDP’leri degil, ayni zamanda bazi i¢ tekil
noktalarinda ek gecis kogullarini igeren problemleri ¢ézmek icin klasik SFM’nin yeni
bir modifikasyonunu gelistirilerek iki aralikli sinir deger problemlerine uygulanmigtir.
Tez sekiz bolimden olugsmaktadir. Bolim 1’de tez konusunun bilimsel énemini
kisaca agiklamaktadir. 2. Boliimde yontemin arka plani tartismaktadir. Boliim 3’te

bazi gerekli tanimlar ve kavramlar verilmigtir. 4. ve 5. Boliimlerde Sonlu Farklar



Yonteminin tanimlar: ve temel 6zellikleri agiklanmigtir. Boliim 6’da Sonlu Farklar
yonteminin tutarlilik, stabilite, yakinsama ve hata analizi anlatilmigtir. Boliim 7 'da
hem bir aralikli hem de iki aralikli sinir deger problemleri Sonlu Farklar Yontemi
kullanilarak ¢oziilmiig ve elde edilen sonuclar gercek c¢oziimlerle karsilagtirilmigtir.

Bolim 8’de ise bu tezde elde edilen sonuclar tartigilmaktadir.



2. LITERATUR OZETi

Cesitli sinir kosullarina sahip ikinci mertebeden diferansiyel denklemler, bilim ve
miihendislikte meydana gelen analitik veya sayisal olarak ¢oziilebilen dogrusal ve
dogrusal olmayan bir¢ok problemden biridir. Optimal kontrol, kirig sapmalari, 1s1
akigi ve cegitli dinamik sistemler dahil olmak tizere bir¢cok miihendislik alaninda
ikinci mertebedenden diferansiyel denklemler igin smir deger problemleriyle
kargilagilmaktadir . Béyle simir deger problemini (SDP) ¢ozmek igin sayisal analiz
literatiiriinde bir¢ok yazar ¢ok sayida yontem kullanarak hizli bir sekilde daha yiiksek
dogruluk elde etmeye galigmigtir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004; Ashyralyyev ve
ark., 2012; Ashyralyev ve Agirseven, 2013; Ashyralyev ve Prenov, 2014; Beros ve
ark., 2021; Pandey, 2018). Cesitli sayisal teknikler arasinda sonlu farklar yontemi
yaygin olarak kullanilmaktadir ancak yiiksek dogruluk elde etmek icin daha fazla
hesaplama gerektirir .

Sonlu farklar yontemi, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiine uygulanan ilk
yaklagimlardan biridir. Bu yontem muhtemelen ilk olarak 1768’de Euler tarafindan
kullanilmigtir. Bu alandaki ilk makale ise Courant ve ark. (1928) galigmasidir. Bu
caligmada sonlu farklar aracihigiyla baz1 matematiksel fizik problemlerinin ¢éziimi
verilmigtir. Laplace denkleminin bes noktali yaklagimi aracihigiyla yaklagik bir
¢Oziimiinii tamimlamak igin Dirichlet ilkesinin ayrik bir analogu kullanilmistir ve
ag genigligi sifira yaklagirken analitik ¢oziime yakinsama arastirilmistir. Karigik
baglangic-sinir deger problemleri i¢in, sonraki donemde, 6rnegin, Crank ve Nicolson
(1947) tarafindan ortiikk yontemlerin kullanimi da kurulmustur. Genel baglangig
deger problemleri ve parabolik problemler i¢in sonlu farklar teorisi, daha sonra,
Douglas, Lees, Samarskii, Widlund ve digerleri tarafindan verilen Onemli
katkilarla birlikte, Lax denklik teoremi ve Kreiss matris lemmalarinda stabilite
kavraminin kullanilmasi ile 1950’1ler ve 1960’larda daha da geligsmigtir. Miithendislik
uygulamalarindan bagimsiz olarak, 1960’larin ortalarinda matematik literatiiriinde,
Rayleigh-Ritz prosediirii ve parcali dogrusal yaklagim fonksiyonlar: ile sonlu fark
semalarinin ingasi ve analizi konu edinilen bir dizi makale ortaya c¢ikt1 (Céa, 1964;
Dem’yanovich, 1964; Feng, 1965; Friedrichs, 1962; Friedrichs ve Keller, 1966; Oganejan,
1963, 1966). Sonlu fark yontemleriyle ilgili ayrintil bilgilere (Iserles, 2008; LeVeque,



2007; Li ve ark., 2017; Morton ve Mayers, 2005; Strikwerda, 2004; Tamme, 1968)
kaynaklarinda yer verilmigtir.

Bickley ve ark. (1961) "On finite-difference methods for the numerical solution of
boundary-value problems" makalelerinde bir sinif sinir deger problemleminin sayisal
¢ozlimiint sonlu farklar yontemini uygulayarak ele incelemiglerdir. Bu galigmada
ozellikle, eliptik tipteki kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in fark diizeltme
yonteminin uygulanabilirligi ve yakinsakligi incelenmigtir. Tamme (1968) "Solution
of a nonlinear boundary value problem for a second-order ordinary differential

equation by the method of finite differences" makalesinde

I

k(@)y] = flz.y,9), a<z<p

’ ’

k(a)y (o) = gily(a)], —k(B)y (B) = paly(B)]

tipindeki sinir deger probleminin yaklagik ¢oziimleri bulunmugtur.

Daha sonraki yillarda tekil noktalara sahip sinir deger problemlerinin Sonlu Farklar
Yontemi ile ¢Oziimii arastirilmaya baglanmistir.  Bu konularda bircok yazar
tarafindan makaleler yazilmigtir (Chawla ve Katti, 1982, 1984; Doedel, 1979; Doedel
ve Reddien, 1984; Gebeily ve Abu-Zaid, 1998; Jamet, 1970; Kumar, 2002, 2003; Li
ve ark., 2017; Roul ve Goura, 2020; Singh, 2008).

Jamet (1970) '"On the convergence of finite-difference approximations to
one-dimensional singular boundary-value problems" makalesinde orijinde tekilligi
olan 2. mertebeden lineer bir adi diferansiyel denklemi ele alinarak, bu tekilligin
dogasina gore, ya iki noktali sinir deger problemi ya da tek noktali sinir deger
problemi dikkate alinmig ve sonlu fark semalari ile hata analizi ve monoton yakinsama
yapilmigtir.

Yakovlev (1977, 1980) tarihli "Finite Difference Method for solving the first boundary
value problem for a second-order ordinary differential equation" ve "Finite-difference
method for solving the first boundary-value problem for a second order nonlinear
ordinary differential equation with a divergent principal part" makalelerinde ikinci

mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemlerini incelemistir.



Makalesinde verdigi teoremlerle
F(l.a Y, yla y”) =0

tipindeki ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerinin

sinir sartlar1 altinda ¢ozilebilirligi ve yakinsakligi i¢in gerekli sartlari ispatlamigtir.
Strygina (1978) "Note on the convergence of the finite-difference method for nonlinear
boundary-value problems" baglikli makalesinde, lineer olmayan sinir kogullarina sahip
birinci dereceden adi diferansiyel denklemlerin lineer olmayan bir sistemi igin bir
esdeger operator denklemi olugturmustur ve Vainikko'nun yoéntemini ve kendi
sonuclarii kullanarak yonteminin yakinsak oldugunu gostermistir.

Doedel (1979) 'Finite difference collocation methods for nonlinear two point
boundary value problems" baslikli makalesinde bir sinif dogrusal olmayan iki noktali
sinir deger problemlerini ¢dzmek icin sonlu fark yontemini uygulamistir, ayrica
iiniform aglar tizerinde bir yakinsama analizi vermistir. Bu analiz, bir HB Kelley
teoremine ve yazarin onceki bir makalesine dayanmaktadir. Belirli bir 6rnek ayrintili
olarak verilmis ve bazi sayisal hesaplamalarin sonuglar1 dahil edilmigtir.

Chawla ve Katti (1982) "Finite difference methods and their convergence for a class
of singular two point boundary value problems" baglikli makalesinde baz1 tekil iki
noktali sinir deger problemleri i¢in ti¢ noktali sonlu fark yaklagimlarinin yapisini ve

yakinsakligini

(x*y) = f(z,y),
y0)=A, y(1)=B,0<z<1

probleminde tartigmigtir.
Chawla ve Katti (1984) "A Finite-difference Method for a Class of Singular Two-point

Boundary-value Problems" makalelerinde tekil iki noktali sinir deger problemi igin



i¢ noktali bir sonlu farklar yontemi uygulamigtir. Bu makalede
" 2 !/
y o+ oy +flay)=0

tipindeki diferansiyel denkleminde ve 3 (0) = 0, y(I) = a smir kosullarindan olusan
sinir deger problemi merkezi fark yaklagimlariyla incelemigtir.

Doedel ve Reddien (1984) tarihli "Finite difference methods for singular two-point
boundary value problems" baslikli makalelerinde bazi tekil iki noktali sinir deger
problemleri i¢in yiiksek mertebeden dogru sonlu fark yontemleri aragtirilmigtir. Bu
yontemler, tahmin edilen ¢oziimiin davranigina uyum saglamak i¢in olusturulmustur.
Kararlilik ve yakinsama teoremleri sayisal deneylerin sonugclari ile birlikte verilmigtir.
Fack ve ark. 1987 tarihli "Some finite difference methods for computing eigenvalues
and eigenvectors of special two-point boundary value problems' baglikh

makalelerinde

’

y +(a—p(x)y =0, plr)=p(—z)

diferansiyel denklemi icin iki noktali sinir deger problemlerinin 6zdegerlerini ve
ozvektorlerini hesaplamak i¢in dogrudan sayisal entegrasyon yontemleri tartigilmigtir.
Elde edilen sonuclar 6nceden tiiretilen sayisal verilerle ve mevcut kesin degerlerle
kargilagtirilmigtar.

Katti ve ark. (1996) tarihli ve "On the convergence of finite difference methods for
a class of two-point boundary value problems with periodic boundary conditions"

baglikli makalelerinde,

y + f(r,y) =0, 0<z <1,

y(0) = y(1), ¥ (0) =y (1)
bigiminde smir deger problemleri i¢in ti¢ noktali iki parametreli bir sonlu fark

yontemleri ailesinin (f'nin bir degerlendirmesine dayal) ayrintili bir yakinsama analizi

sunulmustur.



Gebeily ve Abu-Zaid (1998) tarihli "On a finite difference method for singular

two-point boundary value problems" baglikli makalelerinde yazarlarin amaci,

1

w(z)

(p(@)y) +a@)y(x) = f(z), =€(0,1)

/7

lim p(z)y () = 0
y(1) = 0

tipinde olan ikinci mertebeden iki noktali sinir deger problemlerinin ¢éziimii igin
sonlu farklar yontemi uygulanmistir ve tek tip normda yontemin yakinsama oranini
elde ederek yakinsama hizinin verilerin 6zelliklerine bagimliligini gostermistir.
Kumar (2002), " A three-point finite difference method for a class of singular two-point
boundary value problems" makalesinde tekil iki noktali sinir deger problemlerini
¢ozmek i¢in tek tip aga dayali ti¢ noktali sonlu farklar yontemini aragtirmistir. Bu

calismada

/

y +ay + f(ry) =0, 0<a<1, y(0)=0, y(1)=a

bi¢imindeki sinir deger problemi i¢in —oo < % < 4 kosgulu altinda mevcut yontemin
o(h?) yakimsak yaklagimlar sagladigini gosterilmistir.
Kumar (2003), "A new finite difference method for a class of singular two-point

boundary value problems" baglikli makalesinde

(@y) = flz,y)
y(0)=A, y(l) = B, 0<a<l

tekil iki noktali sinir deger problemi sinifi i¢in tek tip aga dayali yeni bir ii¢ noktali
sonlu fark yontemi sunmusgtur. Ayrica bu ¢aligmada tiniform aga dayali yontemin
o(h?) yakimsak yaklagimlar sagladig1 gostermistir.

Singh (2008)," On the convergence of second-order finite difference method for

weakly regular singular boundary value problems" makalesinde 1985 yilinda Chawla



ve Katti tarafindan geligtirilen ikinci mertebeden sonlu farklar yontemi uygulanarak

(p(x)y) = f(z,y), 0<z <1

biciminde verilen diferansiyel denklemin p(z) = 2%, 0 < by < 1 6zel durumunu

y(0)=A4, y(1)=2B
veya

y(0) = A, ay(1) + By (1) =~

siir kogullart altinda incelemigtir ve genel negatif olmayan p(x) fonksiyonu igin ve
oldukga genel kogullar: saglayan f(x,y) fonksiyonlar: i¢in yontemin ikinci dereceden

yakinsaklig1 gosterilmistir.

Son yillarda gecis sartlar: iceren sinir deger problemlerine ilgi daha da artmigtir.
Mukhtarov ve Yakubov (2002) "Problems for Ordinary Differential Equations with
Transmission Conditions" makalesinde yazarlar agirlikli Sobolev uzaylarinda
diferansiyel operatér denklemi icin sinir deger gecis problemlerinin bazi spektral
ozelliklerini aragtirdilar.

Mukhtarov ve Aydemir (2015), 'Eigenfunction expansion for Sturm-Liouville
problems with transmission conditions at one interior point" makalesinde simir
kogullar1 ve iki tamamlayici gegis sarti ile birlikte bir Sturm-Liouville denkleminden
olusan 6zel tip siireksiz sinir-deger probleminin 6zfonksiyonlarinin tamlik 6zellikleri
incelenmigtir.

Olgar ve Mukhtarov (2017) "Weak eigenfunctions of two-interval Sturm-Liouville
problems together with interaction conditions" baglikli makalelerinde gegis sartlari ile
birlikte iki ayrik aralikta bir Sturm-Liouville denkleminden ve Ozdeger
parametresine bagl sinir kosullarindan olusan yeni tip bir sinir-deger probleminin

zayif ¢oziimlerini incelemigler.



Allahverdiev ve Tuna (2019) "Eigenfunction expansion for singular Sturm-Liouville
problems with transmission conditions" baglikli makalelerinde gecis sart1 igeren tekil
bir Sturm-Liouville problemi i¢in bir spektral fonksiyonun varligin1 gostermisler.

Son yillarda Sonlu Farklar Metodunun gegis sartlar1 iceren iki aralikli sinir-deger
problemlerinin yaklagik c¢oziimlerini bulmak i¢in uygulanmasi Mukhtarov ve
Cavugoglu tarafindan galigilmaya baglanmigtir. Muktarov ve ark. (2019) "Numerical
Solution of One Boundary Value Problem Using Finite Difference Method" bagliklh
makalelerinde gecig sartlari igeren sinir deger problemlerinin SFM ile ¢6ziimiini
caligmiglar daha sonraki yillarda ise Cavusoglu ve ark. (2021) 'Finite difference
method for approximate solution of a boundary value problem with interior singular
point", Mukhtarov ve ark. (2021) "Development of the Finite Difference Method
to solve a new type Sturm-Liouville problems", Cavusoglu ve Mukhtarov (2021)
"A new finite difference method for computing approximate solutions of boundary
value problems including transition conditions', Cavusoglu ve Mukhtarov (2022)
"Modified Finite Difference Method for Solution of Two-interval Boundary Value
Problems with Transition Conditions", Cavusoglu ve Mukhtarov (2022) "A New
treatment of the finite difference method for 2-Interval Sturm-Liouville problems",
Cavusoglu ve Mukhtarov (2022) "Generalized Finite Difference Method for solving
two-interval Sturm-Liouville problems with jump conditions" baglikli makalelerinde
iki aralikli, bir tekil noktaya sahip, gecis sartlari igeren siireksiz simir deger

problemlerinin SFM ile ¢oztimiinii aragtirmiglardir.
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3. MATRISLERLE ILGIiLi TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

Diferansiyel denklemler sonlu yaklagimlari ile lineer denklem sistemine, yani matris

denkleme doniigtiiriliir. Sonlu fark denklemlerinin yakinsaklik, kararlilik ve stabilite

analizlerinde 6zel matrislerden faydanilmakt

adir.

Tez ¢aligmamizin bu boliimiinde bu matris tiirlerinden ve ¢oziimiini aradigimiz 6zel

sinir deger problemlerinin tanimlarindan kisaca bahsedecegiz.

3.1. Katsayilar Matrisi

a1 + 1929 + a1373 + .. . g AINTN b1
2121 + a9 + a93X3 + ...+ anTN bg
as31T1 + a32T9 + a33T3 + ...+ asNT N bg
aN1x1+aN2x2+aN3x3+...—i—aNNxN bN
Bu, n tane x1,x2,%3,...,zy bilinmeyenli denklem sistemidir. a;; ve b; 6gelerinin

gercek sayilar oldugu varsayilir. Matrisler, denklem sistemlerini temsil etmek igin

kullanigh araglardir. Boylece, yukaridaki lineer denklem sistemi su sekilde yazilabilir:

ai; a2 Az ... QN 1 by
a1 Qg2 Q23 ... Q2N T2 by
a31 aAzz a3z ... G3N xs3 b3
a1 an2 4ang ... QNN TN by
Sonra bu matrisleri sirasiyla A, x ve b ile gosterirsek denklem basitce Az = b

bi¢iminde yazilir.
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3.2. Simetrik Matris

Eger bir A = (a;;) matrisi AT = A sartim saghyorsa bu matrise simetrik matris
denir. Burada AT matrisi A'nin transpoze matrisi diye adlandirilir ve A7 = (a;;)

esitligi ile tanimlanir.

3.3. Pozitif Tanimli Matris

Her sifirdan farkli x vektort igin
zT Az >0

sart1 saglaniyorsa A matrisi pozitif tanimhidir denir. Ayrica

n
!l Ax = Z a; A
ij=1

ifadesi ise quadratic form olarak adlandirihr (Kincaid ve ark., 2009).

3.4. Regiiler Matris

Bir A kare matrisi igin det A # 0 gart1 saglaniyorsa A matrisi regiiler matris olarak

adlandirilir. Her regiiler matrisin tersi mevcuttur (Kincaid ve ark., 2009).

3.5. Tridiagonal Matris

Uygulamalarda, genellikle katsay1r matrisinin 6zel bir yapiya sahip oldugu denklem
sistemleri ortaya ¢ikar. Bu sistemleri 6zgti algoritmalar kullanarak ¢ozmek genellikle
daha iyidir. Bunun bir 6rnegini, tridiagonal matrisi tanimlayalim.

Tamm 3.5.1. A = (a;;) kare matrisinin, | ¢ — j |> 1’1 saglayan tiim (¢, j) ¢iftleri icin
a;; = 0 ise bu matrise tridiagonal matris denir.

Boylece, i. satirda sadece a;;—1, a;; ve a;;41 0’dan farkh olabilir (Kincaid ve ark.,

2009).
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Tridiagonal bir A matrisi agik olarak asagidaki gibi yazilabilir:

aiy a12 0 0 0 0 0
a21 92 a93 0 0 0 0
0 as2 ass Qs34 0 0 0
A — 0 0 43 44 0 0 0
0 0 0 0 -+ an—aN—2 GN—2N-1 0
0 0 0 0 -+ an-1N—2 GAN—1N-1 AN-1N
0 0 0 0o --- 0 aN,N-1 anN,N

3.6. M-matris

Tamim 3.6.1. (M-matris) Bir A = (a;;) € RY*Y matrisi verilsin. Asagidaki kogullar

saglanirsa A’ya M-matris denir.
. Z%jlgln aijSO
o A~! ters matrisi mevcuttur

e AT1>0

Lemma 3.6.2. A = (a;) € RN matrisi bir M matris olsun. O halde her
1=1,2,...,N icin ay; >0 saglanir.

Teorem 3.6.3. (M-Matris kriteri) i # j i¢in a; < 0 olan A = (a;;) € RV*N
kare matrisini alalim. Bu durumda A’nmin M-matris olmasi i¢in gerek ve yeter kogsul

Ae > 0 olacak bicimde e > 0 vektoriiniin mevcut olmasidir. Bu durumda,

I lloo

A o e
| loo= ming(Ae)

esitsizligi saglanir (Volker, 2021).
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3.7. Matrisin Ozdegerleri

A € C kompleks sayist ve n X n tipinde A matrisi verilsin.
Axr =z, z € C"

egitgizligini saglayan x # 6 vektorii mevcut ise o halde A kompleks sayisina A
matrisinin 6zdegerleri denir ve bu durumda z’e, A matrisinin A 6zdegerine uygun
ozvektorit denir (Ascher ve ark., 1994).

Biliyoruz ki, eger A kendine-eglenik (veya Hermityen) bir matris ise, o zaman
o A’'nin 6zdegerlerinin tiimii gercek sayilardir.
o Farkl 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri diktir.

o A’nin 6zvektorleri C"’nin bir tabanini olugturur.

3.8. Ikinci Mertebeden Adi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

I reel araliginda tanimh
agy’ +ary +asy = f(@), (3.8.1)

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemi ele alalim. Burada a9 # 0,
ay, ag ve f, I araliginda siirekli kompleks fonksiyonlardir. Eger f = 0 oluyorsa
bu denkleme homojen denklem degilse homojen olmayan denklem denir.
Eger
& + d +
ap— t+a— +a
0 da? Ydr T

ikinci mertebeden diferansiyel operatorinii L ile gosteririsek (3.8.1) denklemi

Ly=f
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formunda yazilabilir.

L operatérii ¢, ¥ € CH(I) ve c;,cy € C olmak iizere

L(cip+ o)) = 1 Lp + co L)

sartin1 sagladigr igin (3.8.1) denklemine lineer diferansiyel denklem denir. Aksi
belirtilmedikge, ele aldigimiz tiim diferansiyel denklemler ve operatorlerin lineer
oldugunu kabul edecegiz.

Lineer homojen denklemlerin temel bir 6zelligi, denklemin ¢oztimlerinin herhangi bir

lineer birlesiminin de bir ¢6ztim olmasidir. Buna siiperpozisyon ilkesi denir.

Simdi (3.8.1) denkleminin tiim terimlerini ag’a bolersek, ¢ = aor=2veg= £
olmak ftizere
y' +ala)y +rx)y = g(@) (3.8.2)

denklemi elde edilir (Al-Gwaiz, 2008).

3.9. Regiiler ve Singiiler Diferansiyel Denklemler ve Singiiler Nokta

Eger her z € I i¢in ag(z) # 0 oluyorsa (3.8.1) denklemine I araliginda regiler
denklem denir. Diger taraftan en az bir ¢ € [ igin ag(c) = 0 oluyorsa (3.8.1)
denklemine singiiler denklem denir.

Ayrica burada ¢ € I noktasina ise denklemin singiiler (tekil) noktasi denir (Al-Gwaiz,

2008).

3.10. Baslangi¢ Deger Problemi

Lineer denklemler igin varlik ve teklik teoremine gore, eger g, r ve g fonksiyonlarinin
timii [ araligi tizerinde siirekli ise ve xy € I da bir nokta ise, o zaman herhangi iki

¢ ve n sayist igin, (3.8.2) denkleminin

/

y(zo) =& v (mo) =1 (3.10.1)
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kosullarim1 saglayan ¢oziimiinii bulma problemine basglangi¢c-deger problemi denir.
(3.8.2) denklemi homojen olsun (yani g = 0) ve de bu homojen denklemin I = [a, b]
araliginda lineer bagimsiz iki ¢oziimii y;ve yo olsun. Bu iki ¢oziimiin lineer birlegimi,
yani

Yy = a1y + 2y, (3.10.2)

ifadesine ¢; ve ¢y keyfi sabitler oldugunda, (3.8.2)in genel ¢6ziimii denir. ¢; = ¢o = 0
oldugunda, homojen denklemin bir ¢oziimii olan y = 0’1 elde ederiz. Bu ¢oziime de
trivial(agikar) ¢oztim denir. Eger (3.10.1) baglangi¢ degerlerinde £ =n =0 alinirsa
teklik teoremine gore trivial ¢oziim tek ¢oziimdiir.

Eger y,(z), homojen olmayan (3.8.2) denkleminin herhangi bir ézel ¢oziimi ise, o

zamarl

Yy =yp(x) + a1yr + 2y

(3.8.2)’nin genel ¢oziimudur (Al-Gwaiz, 2008).

3.11. Sinir Deger Problemi

(3.8.2) denkleminin, I = [a,b] araliginin @ ve b ug noktalarinda

ary(a) + azy'(a) + azy(b) + auy' (b) =&,

, , (3.11.1)
Bry(b) + Boy (b) + Bsy(a) + fay (a) =7

bi¢iminde sartlarini saglayan ¢oztimlerinin aranmasi problemine sinir-deger problemi
denir. Burada a; ve f;, S0, | a; |> 0 ve S0, | B |> 0 kosullarinin saglayan
sabitlerdir.

(3.11.1) smur kogullar & = n = 0 oluyorsa homojen, ag = oy = 53 = 4 = 0 oluyorsa
ayrilmig sinir kosullar1 adini alir.

(3.11.1)’deki katsayilarin 6zel bir se¢iminden elde edilen bir diger 6nemli homojen

kosul c¢ifti,
y(a) =y(), y(a) =y (b), (3.11.2)

ile verilir. Bu 6zel siir kogulu periyodik sinir kogullar1 olarak adlandirilir (Al-Gwaiz,

2008).
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3.12. Sinir Deger Kosullar:

Literatiirde genel olarak asagidaki bi¢imdeki sinir kogullar1 daha yaygin olarak

aragtirilmigtir.

e Dirichlet Stmir Kogulu:

bigimdeki sinir kogularina Dirichlet Sinir Kogullar: denir.

e Neumann Simir Kogulu:

bigimdeki sinir kogularina Neumann Sinir Kogulu denir.

« Robin Siir Kosulu:

xiy(a) +x2y'(a) = A

x1y(b) +x2y (b)) = Ag

bi¢imdeki simir kosularina Robin Sinir Kogulu denir.
Dirichlet, Neumann ve Robin sirasiyla birinci tip, ikinci tip ve ti¢linct tip sinir

kosulu olarak da adlandirilir.

o Karigik Sinir Kogulu:
Karigik smir kosulu, simirin bazi boliimlerinde Dirichlet simir kosullarinin
ongoriildiigii, digerlerinde Neumann sinir kogullarinin mevcut oldugu durumlari

ifade eder. Buna gore tipik bir karma siir kosulu

yla) = A



bicimindedir.

e Cauchy Sinir Kogulu:
Genelde Cauchy sinir kogullari, verilen bir noktada y fonksiyonunun degeri
ve y tiirevinin degerinin belirlenebildigi ikinci mertebeden adi diferansiyel

denklemlerde kullanilir:

Burada a bir sinir veya baglangic noktasidir.

3.13. Normlu Uzay/Vektor Normu

Tanmim 3.13.1. V reel ya da karmagik vektor uzayi, v,w € V ve « sabit olsun. O
zaman bir norm, asagidaki ozelliklerle || . || ile gosterilen V' iizerinde tanimlanan

gercek degerli bir fonksiyondur. Her v,w € V i¢in
(i) [[v]>0,v+#0ise

(ii) ||av ||=|a || v], @ € R veya C

(i) [ v+wl[<[ vl + [ wl

kogullarim1 saglayan || . || fonksiyonuna V' uzay1 iizerinde bir norm ve (V| . ||)

ikilisine ise normlu uzay denir.

R™ veya C"-de tanmimh
“ 1
[ lly= Q[ ), p>1 (3.13.1)
i=1
normuna p-norm denir. Ozel olarak p = 1 icin

lz = | (3.13.2)
=1
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normuna l-norm ve p = 2 i¢in
“ 1
lafla= O @i ) (3.13.3)
i=1
normuna ise Oklidyen veya 2-norm denir. Ayrica

| z ||co= max | z; | (3.13.4)

1<i<n

normuna da maksimum norm denir (Ascher ve ark., 1994).

3.14. Sturm-Liouville Denklemi

L operatorii

Ly = dd[L' (M@ji) +q(z)y

bi¢iminde olmak iizere, A\ parametresine bagimh
Lu+ Mp(x)u =0, =z € (a,b)
diferansiyel denkleminden ve

aqu(a) + azu'(a) = 0, |og|+|as|>0

Bru(b) + o' () = 0, |Bi|+|B2]>0

bigiminde smir kogullarindan olusan probleme Sturm-Liouville problemi denir.
Burada oy, g, B1 ve P reel sayilardir.

Genelde p(x) fonksiyonu siirekli diferansiyellenebilir, ¢(x) ve p(z) reel degerli siirekli
fonksiyonlar olarak kabul edilir, ayrica Vo € [a,b] i¢in p(z) # 0, p(z) # 0 oldugu
da kabul edilir. Bu sartlar saglandigi durumda verilmis Sturm-Liouville problemine
Regiiler Sturm-Liouville problemi denir. Regiiler olmayan Sturm-Liouville

problemlerine ise Singiiler Sturm-Liouville problemi denir. A\ parametresi ise
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kompleks sayidir. Bu parametreye spektral parametre veya ozdeger parametresi

denir (Al-Gwaiz, 2008).
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4. STANDART SONLU FARKLAR METODU

Bu bolimde, Sonlu Farklar Metodu ile ilgili olan temel tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.

4.1. Birinci Tiirevin Sonlu Fark Yaklasimi

Sonlu farklar yontemi, araligi sonlu alt araliklara bolerek ve i¢ diigiim noktalarindaki
tirev ifadelerini uygun farklarla degistirerek diferansiyel denklemin cebirsel
denklemler sistemine dontstiiriilmesine dayanir. Bu sonlu bir cebirsel denklem
sistemi verir.  Yaklagik ¢oziim ile gercek c¢Oziim arasindaki hata, diferansiyel
operatorden fark operatoriine gidilerek yapilan hata ile belirlenir. Bu hataya
ayriklagtirma hatasi veya kesme hatasi denir. Kesme hatasi terimi, yaklagimda bir
Taylor serisinin sonlu bir boliimiiniin kullanildigi anlaminda kullanilir.

Herhangi bir sonlu fark semasinin temelindeki ana kavram, bir x € R noktasinda
diferansiyellenebilir bir y fonksiyonunun tiirevinin tanimi ile ilgilidir.

/ ylx+h) —y(z)

y () = lim

tlrev i¢in iyi bir yaklagim

VI ) 5 . s y(z+h)—y(z)
oldugu igin ve h, 0’a yaklagtiginda sag taraftaki %

sagladigr gortliir. Ashinda, bu yaklagimda yapilan hata h sifira yaklastiginda azalir.
Eger y fonksiyonu z’in komsulugunda yeterince diizgiinse, bu hatayi bir Taylor

acilimi kullanarak 6lgmek miimkiindir.

Teorem 4.1.1. (Taylor Serisi) y fonksiyonunun z civarinda ikinci mertebeden siirekli

tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. O halde h — 0 igin
y(z + h) = y(x) + hy (z) + o(h?) (4.1.1)

asimptotik esitligi saglanir.

Burada o(h?) terimi, yaklagim hatasimin h? ile orantili oldugunu gésterir.

(4.1.1) esitligi geregi xo noktasimin yeterince kiigiik (zq,xo + h) sag komgulugu igin
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oyle bir C' > 0 sayis1 meveuttur ki, Va € (g, 2o + h) igin

| y(a +h) —y(x)

- —y'(z) [<Ch

esitsizligi saglamir. Benzer sekilde, = noktasinda 3 niin birinci dereceden geriye
dogru fark yaklagimi goyle tanimlayabiliriz:

h > 0 olmak tizere h — 0 i¢in

y(x —h) =y(x) = hy (z) + o(h?)

esitligi geregi xy noktasimin yeterince kiiciik (xg — h, zg) sol komgulugu igin 6yle bir
C > 0 sayis1 meveuttur ki, Vo € (xg — h, o) igin

ye —h) —y(x)

| PERV i (w) < Ch

esitsizligi saglanir.

Yaklagimin dogrulugunu artirmak icin, x —h ve x+h noktalarini hesaba katarak,
merkezi  fark  yaklasima adi verilen  tutarh  bir  yaklasim = da
tanmimlanabilir.  y  fonksiyonunun x civarinda tigiinci mertebeden siirekli

tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. O halde

y(@+h) = y(z) + hy'(x) + By (2) + Ly (€*)

y(e —h) =y(x) — hy'(z) + 3" (z) — 24" (€)

esitlikleri en az bir £ € [z, 2 + h] ve en az bir £~ € [x — h, z] i¢in saglanir. Bu iki

ifadeyi taraf tarafa ¢ikarirsak

yle +h) -yl —h)
2h

! h2 1"
=y (o) + gy( (&)

esitligini elde ederiz. Burada & € [z — h,x + h| . Boylece yeteri kadar kiigiik hy > 0

ve her h € [0, hg] igin
(///)
ol 1806
s€lz,z+ho] 6
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olmak tlzere
y(x +h) —y(x —h)

_ < 2
et V(@) < Ch

esitsizligi elde edilir. Bu ise y icin ikinci dereceden hassas bir yaklagim tanimlar.

Uyar: 4.1.2. Yaklagimin mertebesi y fonksiyonunun diizginligi ile ilgilidir. Eger
y fonksiyonu ikinci mertebeden tiirevlenebilir y € C? [z — h,x + h] ise, o zaman
yaklagim sadece birinci mertebeden "hassas'tir, y € C®[z — h,x + h] oldugunda

ise yaklagim ikinci dereceden "hassas" olur (Frey, 2008).
4.2. TIkinci Tiirevin Sonlu Fark Yaklagimi

Lemma 4.2.1. y'nin  [z,z+ hy], araliginda dordiinci mertebeden siirekli
tiirevlenebilir bir fonksiyon (y € C*[z,z + ho] ) oldugunu varsayalim. O halde,
her h € [0,hg] i¢in dyle bir C' > 0 sabiti vardir, dyle ki:

| y(x +h) — 2y(z) + y(z — h)
h2

—y' (z) |< Ch%. (4.2.1)

(z+h)=2y(z)+y(z—h)

02 diferansiyel orani, x noktasinda y’nin ikinci

esitsizligi saglanr. ¥

tlrevinin ikinci dereceden bir yaklagimidir.

Ispat. Sonucu elde etmek icin Taylor agihmlarindan elde edilen

’ h2 1" h3 1" h4 "

y(@ +h) = y(@) + hy (z) + Ty (2) + gy( )(z) + ﬂy( (&)
!/ h2 1 h3 11 h/4 "

y(e —h) =y(z) = hy'(2) + Sy (x) = gy( )(z) + ﬂy( (&)

formiillerinden yararlanilir. Burada &% € [z, 4+ h] ve £ € [x — h,z]” dir. Son iki

esitlikten

B — B . W2 o
sleh) Qy}ff)+y(x ) =y () + 359 (©)

esitligi elde edilir. Burada & € [x — h,z + h| 'dur.
Boylece (4.2.1) esitsizliginden C' sabiti
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(////)
ol 16
s€[x—ho,z+ho] 12

bi¢iminde elde edilmig oldu. []

Uyary 4.2.2. Hata tahmini, y fonksiyonunun diizgiinliigine baghdir. Eger y
fonksiyonu ti¢linci mertebeden siirekli tiirevlenebilir ise, o zaman hata yalnizca

h diizeyindedir (Frey, 2008).

4.3. Ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler icin Sonlu Fark

Yontemi

[a, b] arahginda tammh

y +p)y +q(x)y = f(x), z€lab] (4.3.1)

bi¢iminde ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemden ve z = a ve x = b ug

noktalarinda verilen

yla) =, y(b) =5 (4.3.2)

siir kosullarindan olugan smir deger problemini gozontne alalim. Burada p(z),
q(z) ve f(x) [a,b] tlizerinde tamiml ve siirekli fonksiyonlardir. «, /3 reel sabitlerdir.
Bu problem i¢in tek tip bir ag iizerinde basit bir fark semas1 gosterelim.
(4.3.1),(4.3.2) problemini ayriklagtirmak igin, [a,b] tamm aralig [zo, 1], [21, 22],. . .,

[n_1, xy] bigiminde N tane egit araliga boliniir.
[a,b] = [xo,21] U [21,22] U ... U[xy_1,2N] (4.3.3)

bi¢iminde yazilir. Burada

b—a

a=x0<x; <..<zy=b x;i=a+ih, h= (4.3.4)

bi¢giminde ifade edilir. Taylor serisini agilimindan,

a4 ) = () + 1 (5 + o (@) +
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y ¢coziimiuniin x noktasindaki tiirevleri igin

y(wi +h) —y(x:)
h

Diy(z) =

ileri sonlu fark yaklagimi,

D_y(x)

Q

geri sonlu fark yaklagimi ve

y(r; +h) —y(r; — h)
2h

Doy(z) =

merkezi sonlu fark (MSF) yaklagimi gibi farkli sonlu fark yaklagimlarindan yararlanilir

(bakiniz Sekil.4.1).

lleri Sonlu Fark

Geri Sonlu Fark

1
Merkezi S?nlu Fark

b P —

Y

Sekil. 4.1: Birinci mertebeden tiirevin sonlu fark yaklagimlar:

(4.3.1), (4.3.2) smur deger probleminde birinci ve ikinci tiirev ifadelerinin yerine

y(w; +h) —y(x; — h)
2h

Y (x) ~ 5 (Doy(e) + Dy(a)) = (4:3.5)
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ve

1 y(x; +h) —2y(x;) +y(x; — h
V(@) % 1 (Dayle) —~ D_y(a)) = L2 TI@ R
bigiminde sonlu fark yaklagimlarini yazalim. Tim xg, zq,--- ,zny grid noktalarinda

y(x) icin sonlu fark ¢oziimini y; = y(z;) ile tammlayalim ve (4.3.1), (4.3.2) siur

deger probleminde (4.3.5) ve (4.3.6) ifadelerini yerine yazarsak

y(xi +h) —2y(z;) +y(z; — h)
72

+p(xi)y($z’ + h)Q—h?/(l"i —h)

+q(x)y(x) = flx), i=1,2,...,N -1

+ (4.3.7)

esitliklerini elde ederiz. y; = y(x;) gosteriminden yararlanmirsak

i1 — 2y + Yo i1~ Yie
Yit1 Y Y 1+p<x')y+1 Yi—

% i 5% +q(zi)yi = f(23),

i=1,2...,N—1

yazabiliriz. Boylece yo, y1, Y2, .., yn degiskenlerine gore agagidaki lineer cebirsel

denklem sistemini elde ederiz.

( _ %hp2-> Yic1 + (=24 h2q;) yi + (1 + %hpi) yir1 = h2f ()
i=1,23 .. N—1.

(4.3.8)

(4.3.2) sir gartlarindan

Yo yn =B

I
e

esitliklerini buluruz.
(4.3.8) sistemindeki her bir denklem z; ; , x; ve x;;; olmak tizere ii¢ digim
noktasindaki ¢oziim degerlerini igerir.

Elde edilen bu lineer cebirsel denklem sistemi

AY =B (4.3.9)
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bi¢iminde matris formunda yazilabilir. Burada A matrisi

—2+h% 1+ ihp 0 0 0
1— %hpg —2+ R 1+ %hpg e 0 0
A =
0 0 1 oo 1+ Lhpyoo 0
0 0 0 + 1=3ihpy_1 =2+ hPqn-a

bigiminde (N —1)x (N —1) boyutunda tridiagonal matristir. Y ile B vektorleri

ise
Y1 h2f (1) = (1 - %hpl) o
Y2 W2 f (22)
v — Ys3 ve B — h?f (r3)
YN—2 R f(zn-2)
IN=1 ) (nC1yxa W2 (an-) = (1 N %hpl) B (N—1)x1

bigimdedirler. (4.3.9) cebirsel lineer denklem sistemi tridiogonaldir ve Crout veya

Cholesky algoritmasi ile ¢oziilebilir (Burden ve Faires, 1997).
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4.4. Tkinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Liouville Normal

Formu

Ik olarak, Sturm-Liouville probleminin en basit bi¢imini, yani

—y +qlx)y = Ny (4.4.1)

denklemini ele alalim. Bu denklem Liouville Normal Formu diye adlandirilir. Bu

denklemi y(a) = y(b) = 0 smur kogullar ile alalim.

4.5. Metot A: Temel Merkezi Farklar

Temel yontemde
a = o< <...<zxy_1<zxny=0b
olmak tizere

h—
ri=a+1ih ve h= a

bi¢cimindedir.
Eger u; = u(x;), ¢ = q(x;) ve u; = u’ (2;) gosterimlerinden yararlanirsak
wo U1+ 20U — Ui

—Uu. X

(2 h2

yaklagik esitligini elde ederiz. Sonlu fark kullanilirsa (4.4.1) denkleminden

—Uio1 +2U; = Ui

h2 + quZ‘ = )\Ul, (2 = 1, 2, ce N — 1) (451)

sonlu fark denklemi elde edilir. Burada kullandigimiz U;, denklemin gergek ¢oziimii
olan wu;’ye karsihik gelen sonlu fark gemasinin ¢oziimiine karsilik gelmektedir.

Up =0, Uy = 0 simur kogullarimin da dahil edilmesi ile (4.5.1) denklemler sistemi

KU =AU (4.5.2)
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matris formunda yazilir. Burada

1
Uy
Us
U=\ (4.5.4)
Un-1
ve
2 -1 0 0O 0 0
1 2 -1 0 0 0 @
0 -1 2 -~ 0 0 0 %
T = . Y S |ve Q= _ (4.5.5)
o o o .-~ -1 2 -1 qN-_1
0O 0 0 0 -1 2

Boylece (4.4.1)’in 6zdegerleri ve Ozfonksiyonlarma K matrisinin 6zdegerleri ve
ozvektorleri ile yaklagilir.

Teorem 4.5.1. (4.4.1)'in k. 6zdegerini A\, K matrisinin k. 6zdegerini A,(CN) ile

gosterelim. O halde sadece ¢ fonksiyonuna bagh 6yle bir C' sabiti vardir ki
N — AN < Ck*R?, (k=1,2,--- N —1)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Ispat, Keller yakinsama teoreminden kolayca elde edilir (Pryce, 1993). O

4.6. Metot B: Numerov Yontemi

Numerov'un (veya Cowell’in) yontemi, sabit adim boyutlu bir ag igindir. Bu,

(4.4.1) bigimindeki diferansiyel denklemler igin gecerli olan, ortiik fark diizeltmenin
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dordiincii dereceden bir yontemidir. Bu durumda

Ui +2U; — Uiy n

h2 (¢ —NU; =
= 21 (@i1 — MUzt +2(gs — VUi — (giv1 — MUz, (4.6.1)
i=1,2,... N-1

°

denklemleri elde edilir. y(a) = y(b) = 0 simr kogullarindan Uy = Uy = 0 olarak
bulunur. O halde
KU = AMU (4.6.2)

bi¢giminde matris-denklem bulunur. Burada

il

1
= [ —=T
12

ve T ve @, (4.5.5) ile tamimhi matrisleridir. Burada M simetrik pozitif tanmimh
olmasiyla birlikte K ve M tridiagonaldir. Sabit & icin elde edilen 6zdegerler icin o(h?)
yaklagimi elde edilir. Ancak K genellikle simetrik degildir, bu da ¢oéziim siirecini
biraz yavaglatir. Bununla birlikte, 7" ve M degismeli ve ) koésegen oldugundan,

problem simetrik fakat seyrek olmayan
M'KU = \U (4.6.3)

problemine egdegerdir ve 6zdegerleri bulmak i¢in (4.6.2) siradan 6zdeger probleminde

oldugu kadar verimli bir gekilde bundan faydalanilabilir (Pryce, 1993).

4.7. Sturm - Liouville Denklemleri i¢in Yakinsama Teorisi

Sonlu fark yontemleri, bir Sturm-Liouville problemini

KU = AMU (4.7.1)
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bigiminde matris 6zdeger problemine indirger. Adim araligi h sifira yaklagirken
(h — 0) ayrik ¢oziimiin nasil gergek ¢oziime yakinsadiginin analizi, kesme hatalarma
dayanir. Asagidaki H.B. Keller yakinsama teoremi geregi, eger kesme hatalar
kiigiikse, o zaman K ve M’nin dogru bi¢cimde olmasi kosuluyla iyi bir 6zdeger

yaklagimina ulagilabilir (Pryce, 1993).

Teorem 4.7.1. K, M simetrik ve M pozitif tanmimli matrisler olmak {izere,
Sturm-Liouville Problemi, (4.7.1) matris 6zdeger problemi denklemiyle
yakinlagtirilsin. O zaman, wu Ozfonksiyonuna karsilik gelen gercek problemin her

bir A 0Ozdegeri i¢in, (4.7.1) matris 6zdeger problemi mevcuttur ki

[ M7 lafl 7 |l

Il

| A=A |<

egitsizligini saglayacak bigiminde A Ozdegeri mevcuttur. Burada wu, wu'nun ag

noktalarindaki u(x;) degerlerinden olugan vektor ve r,

r=Ku— \Mu

esitligi ile tammh w'nun kesme hatalarimn vektoridiir. Ayrica || r |2 ve || u ||2
aligitlmig Oklid vektor normudur. || M1 || ise M ~V’in en biiyiik 6z degerine karsihik

gelen matris normudur (Keller, 1965).
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5. GECIS SARTLARI ICEREN SINIR DEGER PROBLEMLERININ
SONLU FARKLAR METODU ILE COZUMU

Gegis sartlari, coziimlerin ve bunlarin tiirevlerinin i¢ noktalarda sol ve sag sinirlarina
dayatilir ve genellikle "gecis sartlar1" veya "iletim kogullar" olarak adlandirilir. Bu
tiir problemler genellikle cesitli fiziksel transfer problemlerinde ortaya cikar. Gegis
sartlarma sahip sinir deger problemleri (SDP), modern teknoloji, mithendislik ve
fizigin ihtiyaclari nedeniyle son yillarda 6nemli bir aragtirma alani haline gelmistir.
Ozellikle ek gecis sartlarm iceren klasik olmayan smir deger problemleri, farkl
dielektrik ozelliklere sahip ferromanyetik ortamlarda, titregsen katlanmig zarlarda,
elastik ¢oklu yapilardaki problemlerde, genel olarak ortamin diizgiin olmayan veya
siireksiz Ozellikleri ile iligkili olan 1s1 ve kiitle transferinde, mekanik sistemlerin
titresimlerinde vb. gibi fizikte karsilagilan farkli problemlerin modellenmesinde

siklikla goriilir (bakimiz Sekil.5.2).

Farkli levhalarin birlesim noktasi tizerinde temsili gecis noktasi

GegisNoktasi

[/

Y

: O ®

\ Gegig Noktasi /
Sinir degerleri

Sekil. 5.2: Gegis sartlarinin modellenmesi

Sinir-deger-gegis probleminin ¢alismasinda karsgilasilan matematiksel problemlerin
¢ogu, standart sinir deger problem cercevesi i¢inde standart tekniklerle ¢oziilemez.

Bu konuda kapsaml literatiir olmamasina ragmen, son yillarda doga bilimlerinin
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cesitli alanlarinda ortaya c¢ikan yeni tip klasik olmayan diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oztimlerinin sonlu farklar yontemi ile ¢oziillmesine artan bir ilgi vardir.

Bu boliimde icerisinde tekil nokta ve bu nokta etrafinda gecis sartlar1 barindiran
iki aralikli sinir deger problemlerinin sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oztimlerinin
bulunmasi igin geligtirdigimiz algoritma ile algortimayi igeren yeni tip sonlu farklar

yonteminden bahsedecegiz.

5.1. Gegig Kosullar Iceren Simir Deger Problemi

Daha 6nce standart sonlu farklar yéntemiyle ¢oztimiinden bahsettigimiz (4.3.1) ikinci
mertebeden sinir deger problemini ele alalim. Burada (4.3.2) ifadesine simir deger
kogullar1 denildigi bilinmektedir.

Burada gecis sartlarinin tanimindan bahsedecegiz.

y' +p(@)y +ql@)y = f(x), z€a,c)U(c (5.1.1)

x = a ve x = b u¢ noktalarinda sinir kogulari

yla) = o, y(b) =0 (5.1.2)

bigiminde tamimlamigtik. z = ¢ tekil nokta olmak iizere [a, b] tamm araliginin orta

noktasi v e z € [a,c) U (¢, b] olarak tammlarsak
y(c—0) =my(c+0), y'(c—0) =ny(c+0) (5.1.3)

kosullarim gegis kogulu olarak tamimliyoruz. Burada p(x), ¢(x) ve f(x) , [a,c)U(c, D]
araliginda strekli fonksiyonlar p(c +0), ¢(c£0) and f(c£0) sonlu sir degerleri ve
a, B, m,n gercel sabitlerdir.

[a,b] tamim aralign © = c¢ tekil noktasina gore [a,c) ve (c,b] bigiminde ayrik iki
araliga ayrihyor. Burada [a,c), x = ¢ noktasinin sol araligi (c, b] sag arahigi olarak
adlandirilir.

y(a) ve y(c—0) sol araligin ug noktalari, y(b) ve y(c+0) sag araligin ug noktalaridir.
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Sol aralikta
a=T9o <1 <...<xN <C,

zi=a+ih, i=1,23,.,N—1 (5.1.4)

grid noktalar1 elde edilir.

y(x;) = y; olmak fiizere, sonlu fark semasi yardimiyla

(1 - %hpz‘> Yio1 + (=2+ h%q) yi + (1 + %hpz') Yir1 = I f ()
(5.1.5)
1<i<N—1 =123 .. N—1

cebirsel denklemleri ile
lineer cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Burada A katsayilar matrisi N x N

boyutunda tridiagonal matristir.

Benzer sekilde sag aralikta

<INt < Tnyo < ...<xony =D,

(5.1.6)
h—
@i=c+ih, i=N+1,N+2 ... 2N, h=-°F
grid noktalar1 elde edilir.
y(x;) = y; olmak tizere, sonlu fark gsemasi yardimiyla
(1 - %hpz) Yio1 + (=2 + 1Pq) yi + (1 + %hpi) Yiyr = h2f ()
(5.1.7)

N+1<¢<2N.

cebirsel denklemleri elde edilir. Boylece

By = by
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lineer cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Sag taraf katsayilar matrisi B de N x N
boyutunda tridiagonal matristir.

Simdi ise x = ¢ singiiler noktasindaki gecis sartlarini inceleyelim.

y(c—0) =my(c+0) (5.1.8)

gecig kosulu i¢in « = ¢ noktasinin sag ve solunda en yakin degerler alinarak

y(xn) = my(zni1) (5.1.9)

denklemi elde edilir. Ayrica

y'(c—0) =ny'(c+0) (5.1.10)

gecis kosulu i¢in birinci mertebeden tiirev i¢in merkezi sonlu fark formiiliinii kullanarak

y(an) —y(@n-2) _ y(@n+s) — y(enn)

o = o (5.1.11)

ifadesi elde edilir. (5.1.9) ve (5.1.11) ifadelerini diizenleyerek

yn —myn41 =0

(5.1.12)
YN—2 — YN — NYNn+1 + nYynyz =0

olmak tlizere

Gy=0

bigiminde lineer denklem sistemi elde edilir. Sistemin katsayilar matrisi G, 2 x N
boyutunda bir matristir.
Son olarak (5.1.5), (5.1.7) ve (5.1.12) sonlu fark a¢ihmlarindan elde edilen A, B, G

katsayilar matrisleri ile by, by matrisleri uygun sekilde birlegtirilerek

Ay =10 (5.1.13)
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sistemi elde edilir. Elde edilen lineer denklem sistemi Matlab, Octave, Mathematica

gibi matematik aracglar1 yardimiyla coziilebilir.

Uyar: 5.1.1. Standart sonlu farklar yonteminde problemin tanim araligit N araliga
bolindiiginde elde edilen denklem sisteminin katsayilar matrisi (N — 1) x (N — 1)
boyutunda tridiagonal matris olacag: bilinmektedir. Ancak geligtirdigimiz standart
olmayan sonlu farklar yontemimizde katsayilar matrisi N x N boyutunda olup

tridiagonal matris degildir.
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6. SONLU FARKLAR YONTEMININ TUTARLILIK, STABILITE,
YAKINSAMA ve HATA ANALIZi

Bir sinir deger problemini ¢ézmek i¢in Sonlu Farklar Metodu uygulandiginda, sayisal
¢Oziimiin kesin ¢oziimle kargilagtirilmasi ve hatanin ne kadar kiiciik oldugunu bilmek

¢ok onemlidir.

6.1. Yerel Kesme Hatasi

Yerel kesme hatalari, orijinal diferansiyel denklem ile grid noktalarindaki sonlu fark
yaklagimlar: arasindaki farklar: ifade eder. Yani, yerel kesme hatalari, sonlu fark

yaklagiminin gergek ¢oziime ne kadar iyi yaklagtigini 6lcer.

y =f(z) (6.1.1)

yla) =, yb) =5 (6.1.2)

sinir kosgullar: ile ele alalim. Smir kosullar1 iki farkli noktada verildiginden bu
problem iki noktali sinir deger problemi olarak adlandirilir. Ancak bu basit denklem
i¢in sonlu fark yontemlerini incelemek, tiim bu tiir analizlerin temel 6zelliklerinden
bazilarin, ozellikle global hatanin yerel kesme hatasiyla iligkisini ve bu baglantiy1
kurarken kararliligin kullanimini ortaya c¢ikaracaktir. Yy, Y7, Ys, ..., Yy degerlerinden
olugan bir grid fonksiyonunu hesaplamaya calisacagiz. Burada Y;, y(z;) ¢oziimiine

yaklagimimizdir. (4.3.6) esitligi (6.1.1) denkleminde yerine yazilarak

1

elde edilir. ¢ =1,2,..., N—1 degerleri ve (6.1.2) siur kogullar1 (6.1.3) denkleminde

yazilarak

AY =B (6.1.4)
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lineer denklem sistemi elde edilir. Burada Y = [Y},Ys,..., Yy o, YN,l]T vektorudr.
[k énce, gercek ¢oziim olan y(x)’e gore ayrik Y3, Ys, ..., Yy o, Yy_1 degerlerindeki
hata ile ne demek istedigimizi agikliga kavusturmaliyiz. ¥;'nin y(z;)’ye yaklagmasi
gerektigi i¢in, Y; — y(z;) noktasal hatalar kullanmak dogaldir.

Y vektorii

y(x1)
YA, _ y((.fg)
y(@n-1)
gercek ¢oziim vektori olmak tizere
E=Y-Y

hata vektortiniin bilesenleri her grid noktasindaki hatalar: igerir.
Simdi amacimiz, E hata vektoriintiin, h sifira giderken kesme hatasimin o(h?)
oldugunu gostererek, bu vektortin biyikligi tizerinde bir sinir elde etmektir. Bu

vektorin biytkligini ol¢gmek igin

IE lloo= max |Eil= max |¥i—y(z)|

maksimum normunu kullaniyoruz.

Yerel kesme hatasim hesaplamak i¢in, (6.1.3) denkleminde Y sonlu fark ¢éziimii
yerine y(x;) = y; gercek ¢oziimiini yazalim. Genel olarak y(z;) gergek ¢oziimiinii
(6.1.3) denklemini tam olarak saglamayacaktir ve bu tutarsizlik, 7; ile gosterdigimiz

yerel kesme hatasidir.

1 .
T = ﬁ(yifl —2y; + Y1) — flz), 1=12,...,N—1L (6.1.5)
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Tabii ki pratikte y(x;) gercek ¢oziiminin ne oldugunu bilmiyoruz. Taylor serisi

acilimlarindan,

"

T =y <xi>+112h2y<””><xi>+o(h4) — () (6.1.6)

elde edilir. (6.1.1) diferansiyel denklemi kullamlarak

1

T, —
12

h2y") (x;) + o(h?) (6.1.7)

bulunur.  y")(z;) bilinmemesine ragmen h’ dan bagimsiz fonksiyondur ve h
sifira yaklagitken 7; = o(h?) 'dir. Eger 7;'yi ¢ bilegenlerine sahip vektor olarak

tamimlarsak, o zaman

A,

T=AY — B (6.1.8)

esitligini elde ederiz. Buradan

AY =B+1 (6.1.9)

olur. Burada Y gercek coziim vektorudir (LeVeque, 2007).

6.2. Global Hata

Yerel hata 7 ile global hata E =Y — Y arasmnda bir iligki elde etmek icin, (6.1.4)
denkleminden (6.1.9) gikarirsak,
AE = —71 (6.2.1)

elde edilir. Denklem sisteminin matris formundan yararlanirsak
1 .
ﬁ(Ei—l —2E;+ Eip1) = —7(%), i=1,2,...,N =1

denklemleri elde edilir. Sinir kogullar: ise Uy = a, Uy = 3 olur.

E():EN:O
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(6.2.1) sistemini
sinir deger probleminin

sinir  deger  kosullar1  ile ayriklagtirilmig  hali  olarak  yorumlayabiliriz.

7(z) & k%YW oldugundan iki kez integral alarak global hata i¢in

!

~ 1 2 1 1 2 1" 1 !
E(z) ~ Y T h (y (a) +z(y (a) —y

()

vaklagik degeri bulunur. Bu durumda hata o(h?) bigimindedir (LeVeque, 2007).

6.3. Kararlihik

Yukaridaki global hata argimani tamamen inandirici degildir, c¢iinkii fark
denklemlerini ¢ozmenin temeldeki diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine iyi bir yaklagim
sagladig varsayimina giiveniyoruz. Kanitlamaya ¢aligtigimiz tam olarak bu varsayim

oldugundan, akil yiiriitme olduk¢a dongiiseldir. Bunun yerine,
AMEM = —rh (6.3.1)

formunda yeniden yazacagimiz (6.2.1) ayrik sistemine dogrudan bakalim. Burada
h st simgesi, h ag araligina sahip bir 1zgara tizerinde oldugumuzu gosterir.
Bu, 1zgaray1 iyilestirdikce bu miktarlarin degistigini goriiriiz. Ozellikle, A" matrisi
h = b_T“ oldugu durumda (N — 1) x (N — 1) boyutunda matristir. Boylece h

sifira yaklagirken matrisin boyutu biiyiir. Bu matrisin tersi (A")~! olsun. (6.3.1)

sistemini ¢ozersek

EM = —(AM~h (6.3.2)
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esitligini elde eder ve normunu alirsak

TE* | = (A"
< AT
elde ederiz. 7" = o(h?) oldugunu biliyoruz.
Yeterince kiiciik tiim A icin
I@Aan < (6.3.3)
esitsizligi saglanir. Boylece
IE* |l<C | (6.3.4)

elde ederiz ve || E" | en az 7" kadar hizh sifira gider. Bu, dogrusal simir deger

problemleri i¢in agagidaki kararhlik taniminin elde edilmesini saglar.

Tanim 6.3.1. Dogrusal bir sinir deger problemleri icin sonlu farklar yonteminin
ARUR = p"  biciminde bir matris denklemleri dizisi verdigini varsayalim (Burada
h, ag genigligidir).

Eger yeterince kiiciik tiim h icin (h < hg igin diyelim ) (A")~! mevecut ise ve
h’den bagimsiz oyle bir C' sabiti varsa ki

| (A"~ || O, tiim h < hg (6.3.5)

olsun, o halde yontem kararhidir denir (LeVeque, 2007).

6.4. Tutarhlik

Tanim 6.4.1. Eger bir problemin ¢oztimiinde kullanilan sonlu farklar yontemi
h—0icin || 7" ||— 0 (6.4.1)

kosulunu saghyorsa diferansiyel denklem sinir kosullar: ile tutarhdir denir.
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Bu basitce, problemin mantikli bir gekilde ayriklagtirilmasina sahip oldugumuzu
gosterir. Tipik olarak bazi p > 0 tamsayilar i¢in || 7" ||= o(hP) esittir ve yontem

tutarhdir (LeVeque, 2007).

6.5. Yakinsaklik

Teorem 6.5.1. (Siir-Deger Probleminin Coziimiintin Varhg ve Tekligi )

1"

y' = f(z,y.y)
(

cny(a) + ey (a) = ci3 (6.5.1)

cany(b) + 022?/(5) & Con)

sinir deger problemi igin
1. fveonun f,, f,ve f, kismi tiirevleri D = [a, b] x R x R bélgesinde siireklidir.
2. D bolgesinde | f, [> 0, | f, |[< M ve f, < M saglanr.
3ol |+ e |>0, | co |+ |e|>0,]cin |+ e |>0veciicin <0< eorco

sartlari saglaniyorsa (6.5.1) denkleminin [a, b] araliginda tek ¢oziimii vardir (Kincaid

ve ark., 2009).

Tanmim 6.5.2. x1,29,...,xx grid noktalarinda Y = (y1,Y2,---,yn) ile sonlu fark
¢oztimini ve § = (y(z1),y(x2), ..., y(zy)) ile gergek ¢oziimu gosterelim .
E=(y1 —y(@1),y2 = y(aa),. . yn —ylaw) =Y =7 (6.5.2)

vektoriine global hata vektorii denir. Genellikle bu hata icin kabul edilebilir bir
maximum deger bulmak gerekir. Bu deger genelde || E ||= max | yi —y(z;) | sonsuz

normu veya (p > 1) olmak {izere

1
P

| B = (z 45— () P (o — >)

p-norm i¢in hesaplanir. Burada h; := max (i1 — x;) bigimde tanimlanmaktadir.

X
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Eger h sifira giderken ( h — 0 ), || E ||, sifira yaklagiyorsa , sonlu farklar metodu
yakimsaktir denir. Dahasi, eger C' > 0 iken || E ||,< Ch%q > 0 oluyorsa sonlu

farklar metodu ¢. mertebeden kararlidir denir.
Tanim 6.5.3. Eger }Lir% | E ||= 0 saglamyorsa sonlu farklar metodu yakimsaktir denir.
—

Teorem 6.5.4. Tkinci mertebeden (4.3.1)- (4.3.2) lineer smir deger probleminin (4.3.8)
sonlu fark ¢oztimi gergek ¢oztimiine yakimsaktir (Kincaid ve ark., 2009; Yizengaw,

2017).

Ispat. Biz simdi, h sifira yaklagirken (4.3.1)- (4.3.2) smir deger probleminin FDM
¢Oziimiiniin gergek ¢ozlime yakinsakligini gosterecegiz.
(4.3.5) ve (4.3.6) formillerinin kullanarak, 7 = (y(x1),y(z2),...,y(xn)) gercek

¢oziimintn asagidaki lineer denklem sistemini sagladig1 gosterilebilir.

y(@i1) — 2y(xi) + y(@ia) hjy@) y(@ir1) —y(@iz1)
h? 12

2h
h? . _
gy( V(i) + qy(z) = f(z), 1<i<N

(fz) + pi

Diger taraftan

Y = (y1,9s, ..., yn) sonlu fark ¢oziimii

i1 — 2y + Yo i+1 — Yi— :
Yi+1 hy2+y 1+pz‘y+12hy 1+Qiyz’:fi, I <i<N (6.5.3)

lineer denklem sistemini saglar. Bu denklemleri birbirinden ¢ikararak

Eii1 —2E;,+ F;_ Eiin—FE;i_ ,

-~ T B St qB=hf, 1<i<N (6.5.4)
h? 2h

denklemini elde ederiz. Burada E; global hatadir ve E; := y(z;) — y; bigiminde

tammhidir, h%f; ise = x; grid noktalarindaki yerel kesme hatasidir ve f;’ler

1 1

o (////) ) - (///) )
fi D (&)*—6y (m:)
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bigiminde tanimlanir. (6.5.4) denkleminin her iki tarafin1 h? ile carpar ve ardindan

ilgili terimleri toplayarak,
h ) h 4
Lt opi | B+ (2+ W) Bi = (1= 5pi | By = W', (6.5.5)

elde edilir. E hata vektorinin biyikligini tahmin etmede , bazi 6zel p degeri icin
| E |lp, p> 1 normunu kullanmak gerekir.

Fakat biz, || E ||o sonsuz normunu kullanacagiz ¢iinkii, bu norm grid fonksiyonlarim:
6lgmek i¢in kullanilir ve kolayca tahmin edilir .

Boylece (6.5.5) denklemini

h h
2+ hQQi)Ei =(1- §pi>Ei+1 —(1+ §P1)Ei71 + hifi

bi¢giminde yazabiliriz. Sonug olarak

h h
|2+h2qi||Ei|§|1—51%||Ei+1|+|1+§pi||Ei|+h4\fi|

h - h ~ z
L= 2pi 1 B o+ 114 o I B oo+ | F s

esitsizligi elde edilir. Burada || f ||oc= max | fi | yararlanilmigtir. Bu esitsizlikten
<i<n

hemen su sonug ¢ikar:

~ h h - -
M+W%WEM§Ql—fH+H+2m0HEM+WHNM- (6.5.6)

q(z) < 0 oldugundan, h > 0 sayisim yeterince kiigiik segersek, tim i = 1,2,..., N
degerleri ic¢in
h h
1 — —P; 1 —Pi |— 2
[ 1= |+ 1145

ve

esitliklerini buluruz.
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Sonug olarak, yeterince kiigitk h > 0 degeri i¢in (6.5.6) denkleminden

|4 [l E o< P2 1] £ [l (6.5.7)
elde edilir. )
IS lloo
2, Ve
gosterirsek
| E ||lse< Ch? (6.5.8)

egitsizligini elde ederiz. Boylece sonlu fark semasi tutarlidir, ayriklagtirma dogrudur

ve gergek ¢ozlime yakinsar.

Sonug olarak, sonlu farklar metodunun yakinsak ve 2. mertebeden dogru oldugu
gosterilmis oldu . [J

Bu ifadenin sonucu olarak su teoremi verebiliriz.

Teorem 6.5.5. (Sonlu Farklar Yonteminin Temel Teoremi) Bir sonlu fark semas:
tutarh ve kararl ise yakinsaktir.

Ispat. Eger h — 0 iken | E* || — 0 oldugu gosterilirse yéntemin yakinsaklig:

ispatlanmig olur.

(6.3.5) ve (6.4.1) ifadelerini kullanarak,

TE" | = |l @A)~ "
< AT
< Cm™|—=0

esitsizligini elde ederiz. Bu ise teoremin ispatini tamamlar. []

Tutarlilik genellikle kontrol edilmesi kolay kisimdir. Kararhihigi dogrulamak zor
kisimdir. Az 6nce tartigilan lineer sinir deger problemi i¢in bile, bu matrisler A sifira

giderken (h — 0) buytdugii i¢in (6.4.1) kogulunun nasil kontrol edilecegi hig agik
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degildir. Diger problemler icin kararliligin uygun bir sekilde nasil tanimlanacag bile
net olmayabilir. Gorecegimiz gibi, farkli problem tiirleri igin birgok farkh kararhlik

tanimi vardir (LeVeque, 2007).

6.6. 2-Normda Kararhlik

Boliimiin bagindaki SDP’ye donersek, kararliligi ve dolayisiyla ikinci dereceden
kararliligi nasil dogrulayabilecegimizi gorelim. Kullanilan teknik, hangi normu
dikkate almak istedigimize bagldir. Burada 2-normunu ele alacagiz ve A katsayilar
matrisinin = 6zvektorlerini  ve  Ozdegerlerini  acikga  hesaplayarak kararlilig:
gosterebilecegimizi gorecegiz.

A matrisi simetrik oldugundan A’nin 2-normu, spektral yaricapina esittir.

[A[l2 = p(A) = max | A, |

1<p<m
A~! matrisi simetriktir ve A~! ’in 6zdegerleri basitce A'nin 6zdegerlerinin tersidir,

yani

A7 2 = p(A™") = max [ A" |=(min | A, [)7

1<p<m 1<p<m

O halde tek yapmamiz gereken A katsayilar matrisinin 6zdegerlerini hesaplamak
ve bunlarin h sifira giderken sinirh olduklarini gostermektir. Elbette, h degistikge,
dikkate almamiz gereken sonsuz bir A, matrisleri setimiz var, ancak bu matrislerin
yapisi ¢cok basit oldugu icin, her A;,’in 6zdegerleri i¢in genel bir ifade elde edebiliriz.
Daha karmagik problemler icin bunu yapamayabiliriz, ancak genellikle analizin
miimkiin oldugu model problemler géz 6éniinde bulundurulur.

Simdi belirli bir A = m{f—l degerine odaklanacagiz ve gosterimi basitlestirmek igin
iist simge h’yi birakacagiz. Daha sonra A matrisinin A 6zdegerleri su sekilde verilir:

2

Ap = ?(Cos(pﬂ'h) — 1), p=12,...,m. (661)

Ap O0zdegerlerine karsilik gelen ozvektorleri , j = 1,2,...,m olmak tlizere u” = u?
simgesi ile gosterirsek

P = sin(pmjh) (6.6.2)

u; =
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oldugu goriilir. Bu, AuP? = A\,uP i esitliginde yerine yazilarak dogrulanabilir. Au?

vektortintn j. bilegeni igin

1

(Au?); = o5 (ufy =205 + ujy)
= ,;(sin(m(j —1)h) — 2sin(pmjh) + sin(pr(j + 1)h))
= ];(sin(pﬂjh)) cos(pmh) — 2sin(pmjh) + sin(pmrjh) cos(prh)
= )\pu§

esitligi elde edilir. (6.6.1)’den, A'nin en kiigiik 6zdegeri i¢in

2
A= ﬁ(cos(wh)—l)
2 =1 50 1 44 6
asimptotik egitligi elde edilir. Bu acikca h sifira giderken simirlandirilmistir ve bu

nedenle yontemin 2-normunda kararl oldugunu goriiyoruz. Ayrica bundan
h hy—1 Ry Lk
1™ l2 < (A" 2l 2 ~ —5 [l

hatasini elde ederiz. 7/' &= £ h%u"™) (z;) oldugunda [|7"||2 = 5h2([u™ |2 =SR2 |2

olmasi beklenir. (6.6.2) 6zvektoriiniin, kargilik gelen j—; diferansiyel operatoriiniin

ozfonksiyonu ile yakindan iligkili olduguna dikkat edelim.
uP(z) = sin(prz), p=1,2,3,...,
ozfonksiyonlar1 ve p = —p?n? 6zdegerleri icin
d2

(@) = (1)

esitligi saglanmir. Bu fonksiyonlar ayni zamanda w?(0) = u”(1) = 0 smur kogullarim
saglar ve dolayisiyla c% operatoriiniin [0, 1] araliginda «(0) = u(1) = 0 homojen

sinir kogullarini saglayan 6zfonksiyonlaridir. Taylor serisinden yararlanirsak h — 0
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icin

1 1 1
A = e (—2p27r2h2 + ﬁp47r4h4 + .. )

= —7?h? 4 o(h?)
asimptotik egitligini elde ederiz (LeVeque, 2007).

Simdi ise verilen bir problemin SFM ile ¢oziilebilirligi, sonlu fark ¢oztimiiniin varhigi
ve tekligi ile ilgili birkag¢ teorem verelim.
Ikinci mertebeden

F(z,y,y,y ) =0 (6.6.3)

adi diferansiyel denklemini

y(0) =y(1)=0 (6.6.4)

smir deger kogullari ile ele alahm. F(z,y,p,r) fonksiyonunu yeterli mertebeden
surekli tiirevlenebilir olarak aliyoruz.  (6.6.3)-(6.6.4) probleminin sonlu fark

denklemleri

— Vi1 Yiv1 — 2y + yi—l)

Yi+1
F(‘ri)yia & 2% ) h2

=0 i=1,2-,N (6.6.5)

bi¢iminde elde edilir. Burada x; = ih, h = % ve yo=yn =0 'dir.

Teorem 6.6.1. 0 <z <1, —c0 <y, p, r < oo olmak fizere
kabul edelim ki
F.(x,y,p,r) >m >0

‘ Fp(xaoapa O) ’S Ma

y(rip1) — 2y(x;) + y(oi-
| Fyfayop, W) 22 ),y

F.(z,y,p,r) <0.

sartlar1 saglansin. (6.6.5) diferansiyel denklem sistemi 2 < 7} ve

lim max |y(x;) —v:i |=0 (6.6.6)

hi—~0 1<{<N
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sartlar1 saglanirsa ¢oziilebilirdir. Ancak, eger y(x) € C*([0,1]) (k = 3,4) ise o halde

max | y(x;) —y; |< ChF—2

1<i<N

esitsizligi saglanir.
Ispat. Ispat icin bakiniz (Yakovlev, 1977). O

Teorem 6.6.2. Dirichlet simir kogullari ile verilen 5" (z) = f(z) diferansiyel denklemi

icin merkezi sonlu farklar yontemi
3
[Elloe < [[Ell2 < Ch>

ile yakinsaktir.

Ispat. Sonlu farklar yonteminden, sonlu farkin katsayilar matrisi A € RW-1x(N-1)

tridiagonaldir, dolayisiyla A'min 6zdegerleri

bicimindedir. A~'in ézdegerlerinin /\i olduguna ve A~ Vin de simetrik olduguna
J
dikkat edersek,
1 h? h? 1

1A ]2 =

B = <
min [ A | 201 —cos(nh))  2(1— (1= EE 1 (rayiai4..)) 7

esitsizligi elde edilir.
[A™ oo < VN = 1] A7

esitsizligini kullanarak,

VN -1
1Bl < A ol Tlloo < VA =TI A |2 Aol Tlloo < ~—5—Ch?* < Ch

elde edilir (Li ve ark., 2017). O

Uyarr 6.6.3. Sonlu Farklar metodunda katsayilar matrisinin 6zvektorleri ve

ozdegerleri Sturm-Liouville 6zdeger problemi dikkate alinarak elde edilebilir. Kolayca
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gosterebiliriz ki

y = y=0,y0)=y(1)=0

Sturm-Liouville 6zdeger probleminin 6zdegerleri,
M= —(km)%k=1,2,3,...
bigimindedir ve bunlara kargilik gelen 6zfonksiyonlar ise
yr(x) = sin(kmz).

bigimindedir (Li ve ark., 2017).
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7. SONLU FARKLAR METODUNUN UYGULANMASI

7.1. Sonlu Farklar Metodunun Uygulamalari

Ornek 7.1.1. 11k once tek-aralikli
zy +2 —xy =€, xell,3 (7.1.1)

y(1H) =2, y3)=-1 (7.1.2)
sinir deger problemini ele alalim. Bu problemin ger¢ek ¢oziimiintin

et (x — 3) — 4e® ! — 6T — e%(z — 1) + 2e(e3 + 2e2 + 3)

= 7.1.3
y 2(et = 1)x ( )
oldugu kolayca gosterilebilir. Problemin [1, 3] araligindaki grid noktalar
2 =14+ih, i=0,1,...,N
seklinde yazilir. Buradan o = 1, 2y = 3 elde edilir. ' ve 3y tiirevleri
1 Yi+1 — Yi—
Y(x) ~ 5 (Dyy(r) + D_y(x)) = = —— (7.1.4)
2 2h
ve
1 Yir1 — 2 + Yie
y'(@) ~ o (Dsy(r) = D-y(2)) = = 2 1 (7.1.5)

merkezi sonlu farklar formilleri yardimiyla yeniden yazihir. Burada D, y(x) ve
D_y(z) sirasiyla y(z) 'in ileri ve geri sonlu farkini gosterir.
r = x; ve y; = y(z;) bigimde gosterilerek, (7.1.4) ve (7.1.5) tirev agilimlar (7.1.1)

probleminde yazilarak problemin

(l'i — h)yl-,l — (2 + hQ)QZ’ZyZ + (.TZ + h)yi+1 = h2€xi, (716)

i=1,2,...,N—1
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sonlu fark semasi elde edilir. Artik yy,ys, ..., yn_1 degiskenlerine gore lineer cebirsel

denklem sistemine sahibiz. (7.1.6) cebirsel lineer denklem sistemi

Ay=1»

tridiagonal matris-vektor formunda yazilabilir. Burada N = 50 secersek

—(2+n¥)z; T+ h 0 0 0
z9—h —(2+ h?)zy To+ h 0 0
. 0 r3—h —(2+h*)zz - 0 0
0 0 0 oo —(24 M1y magt+h
0 0 0 comg—h —(2+ KDz

h?e*t — 2(xy — h)
n
h?emz
Y2
h2e®s
y g y3 N b prn
h2ev48
Yas
YN-1

h2e™ + (249 + h)

matrisleri elde edilir. Bu sistemin ¢6ztimii Matlab/Octave programi yardimiyla elde
edilir. (7.1.1)-(7.1.2) smur deger probleminin sonlu fark ¢oziimleri ile (7.1.3) gergek
¢oztimu grafiksel olarak karsilagtirilmigtir (bakiniz, Sekil.7.3, Sekil.7.4, Sekil. 7.5 ve
Sekil.7.6).
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& SFM Cozimi

— Gercek Cozim

Sekil. 7.3: (7.1.1)-(7.1.2) smur deger probleminin N=8 i¢in SFM-¢6ziimii ve gergek ¢oziimii

2
& SFM Cézimi
= Gercek Cozim
1 L
0 L
qF
2 L
1 1.5 2 25 3

Sekil. 7.4: (7.1.1)-(7.1.2) sir deger probleminin N=16 i¢in SEM-¢6ztimii ve gergek ¢oziimii
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& SFM Cozimi

— Gercek Cozim

Sekil. 7.5: (7.1.1)-(7.1.2) siur deger probleminin N=32 i¢in SEM-¢6ztimii ve gercek ¢oziimii

& SFM Cézimi
= Gercek Cozim

Sekil. 7.6: (7.1.1)-(7.1.2) sir deger probleminin N=64 i¢in SEM-¢6ztimii ve gergek ¢oziimii

o4



Agagidaki MMH ¢izelgesinde yontemin yakinsaklik analizi i¢in farkli N degerlerine

ait gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim arasindaki maksimum mutlak hata hesaplanmig

olup, N degeri biiytdikce MMHnin sifira yaklastigi goriilmektedir. Bu da bize

yontemin gergek ¢oziime yaklagtigini yani yakinsak oldugunu gostermektedir.

Cizelge. 7.1: (7.1.1)-(7.1.2) siur-deger problemi icin MMH tablosu

N &b £ floe N h £ floe

4 2 0.046856 128 s 0.000047501
2 2

8 2 0.012013 256 o2 0.000011876

6 & 0.0030277 512 5 0.0000029690

32 & 000075960 1024 & 0.00000074225

64  Z  0.00018998 2048 2z 0.00000018556
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Ornek 7.1.2. Standart sonlu farklar metoduyla ¢ozdiigiimiiz
vy +2y —ay=¢*, x€ 1,3]

iki aralikli sinir deger problemini ele alalim. x = 1 ve x = 3 siir degerleri olmak

uzere

sinir deger problemini x = 2 tekil noktasi etrafinda
y(2—-0)=3y(2+0), 2/(2—-0)=1¢'(2+0) (7.1.7)

gegis sartlar ile ¢ozelim. Eger N = 32 segersek ve (7.1.7) gecis sartlarina uygularsak

sirasiyla,
y(2—0)=3y(2+0) (7.1.8)
gecig sart1 igin
Y16 — 317 =0 (7.1.9)
denklemini,
29/ (2—-0) =4 (2+0) (7.1.10)

gecis sartini birinci mertebeden tiirevin merkezi sonlu fark agilimina uygularsak da,

Y16 — 914) _ Y19 — Y17
2h 2h

ol
esitliginden
2y14 — 2y16 — Y17 T Y19 =0 (7.1.11)

denklemini elde ederiz. Boylece iki denklemli cebirsel denklem sistemi elde ederiz.
Bu sistemin her denkleminin z; ; , x; ve z;,1. adh ii¢ diigiim noktalarinda

¢oztim degerlerini igerdigine dikkat edelim. (7.1.6) sistemine (7.1.9) and (7.1.11)
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denklemleri eklenerek,

(2 + (4 + 2)h)yir + (=4 +2((22; + 1)* = 2)P?)y; + (2 — (42i + 2)h)yi1 =0,
i=1,2,...,15

Y16 — 3y17 = 0,

2y14 — 2y16 — Y17 + Y19 = 0,

(24 (42; + 2)h)yi 1 + (=4 +2((22; +1)% = 2)h)yi + (2 — (42 + 2)h)yipa = 0,

i=18,...,31

denklem sistemi elde edilir.

My =B

formunda lineer denklem sistemi elde edilir. Burada M matrisi denklem sisteminin
katsayilar matrisi olup artik tridiagonal degildir. Sekil.7.7, Sekil.7.8, Sekil.7.9 ve
Sekil.7.10 numarali grafiklerde (7.1.1)-(7.1.2) ve (7.1.7) gegis probleminin sonlu farklar

yontemi ile elde edilen yaklagik ¢oziimler ile gergek ¢oztimler karsilagtirilmigtir.

3 -
& [1,2) araiginda SFM ¢ozimu
£ (2,3] araliginda SFM ¢6zimi
o [1,2) araliginda gercek ¢c6zim
= (2,3] araliginda ¢dzim

ar & \n__/‘
&%

Sekil. 7.7: (7.1.1)-(7.1.7) smur deger gegis-probleminin N=8 i¢in SFM-¢6ztimi ve gergek
¢Ozumiu
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3 -
£ [1,2) araliinda SFM ¢dzimi
£ (2,3] araliginda SFM ¢dzimi
24 [1,2) araliginda gercek ¢ozim
m— (2,3] araliginda gercek ¢oziim
1F &
i)
0 e
o
&
o
qF o
&
L
-3
2t
3 L L L ;
1 15 2 2.5 3

Sekil. 7.8: (7.1.1)-(7.1.7) smur deger gegis-probleminin N=16 i¢gin SFM-¢éziimii ve gergek
¢Ozumiu

3 -

£ [1,2) aralifinda SFM ¢ézimi

£ (2,3] araliginda SFM ¢dzim
X ] [1,2) araliginda gergek ¢dzim

= (2,3] araliginda gergek ¢ozlim
¥
1F @
o ]
e ]
or %
- ]
L]
&
qF &
e
&
- ]
Lo
]
o]
2k
3 L L L )
1 1.5 2 25 3

Sekil. 7.9: (7.1.1)-(7.1.7) smur deger gecis-probleminin N=32 i¢in SFM-¢6zimu ve gergek
¢Ozimu
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3 -
&% [1,2) araliginda SFM ¢éziumi
£ (2,3] araliginda SFM ¢dzimi
ok [1,2) araliginda gergek ¢dzim
3% = (2,3] araliginda gergek ¢ozlim
A%
£
1 W
o
%
153
3
0 ]
,#
\'.*,,‘
h
g
%
: :\\\j\-—/
2k
3 L
1 1.5 2 25 3

Sekil. 7.10: (7.1.1)-(7.1.7) simr deger gegis-probleminin N=64 i¢in SFM-¢oziimii ve gergek
¢Ozuimu

Agagidaki MMH cizelgesinde yontemin yakinsaklik analizi i¢in farkli N degerlerine
ait gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim arasindaki maksimum mutlak hata hesaplanmig
olup,N degeri biiytidiikge MMHnin sifira yaklagtirgt gortilmektedir. Bu da bize

yontemin gergek ¢oziime yaklagtigini yani yakinsak oldugunu gostermektedir.

Cizelge. 7.2: (7.1.1), (7.1.2), (7.1.7) smur-deger-gegis problemi i¢cin MMH tablosu

N h IE T
8 2 0.69141
16 = 0.33075
32 2 0.16166
64 2 0.078916
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Ornek 7.1.3. Tkinci mertebeden

y' —2@e+ 1)y + (e +1)2-2)y=0, ze[-11], (7.1.12)
diferansiyel denkleminden ve x = —1 ve x = 1 ug noktalarinda tanimlanan

smir kogullarindan olugan sinir deger problemini gézoniine alalim. (7.1.12), (7.1.13)
denkleminin gercek ¢oziimiintin

3 2
y:§&+*%x+n (7.1.14)

oldugunu kolayca gosterebiliriz.
Simdi ise (7.1.12) denkleminin [—1, 1] araliginda, (7.1.13) smir kosullarina gore sonlu
fark ¢oziimiinii bulahim. Basit olmas: icin tek tip kartezyen i1zgarasini kullanacagiz.

N =32 alirsak h = % = % igin
x;=—1+1dh, i=0,1,...,32

dir. Ozellikle 7o = —1, 23, = 1 olarak aldik.

Merkezi sonlu farklar (MSF) hesabimin birinci ve ikinci mertebeden tirev ifadeleri

Y(@) ~ 3 (Doyle) + D_y(e))

ve

1

y'(z) = o (Dyyle) — D-y(z))

bigiminde ifade edilir. Burada Dy y(x) ve D_y(x) y(x) fonksiyonunun sirasiyla
ileri sonlu farklar ve geri sonlu farklar ifadeleridir. MSF y6ntemini (7.1.12) diferansiyel

denklemine x = z; tipik grid noktalarinda uygularsak ve y; = y(z;) yazarsak,
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(2 + (4 + 2)R)yioq + (=4 + 2((2x; + 1) — 2)h?)y;+

(7.1.15)

+(2— (4z; +2)h)y;y1 =0, i=1,2,...,31
sonlu fark gemasim elde ederiz. (7.1.13) smur kogullarmdan yg = 0 ve yz2 = 3
degerleri de yazilinca her bir ¢ = 1,2,...,31 noktalar igin vy, vy2, ..., Y31

degiskenlerine gore lineer cebirsel denklem sistemine sahip oluruz. Elde edilen

(7.1.15) lineer cebirsel denklem sistemi

My=10

bi¢iminde bir tridiagonal matris-vektor formunda yazilabilir. Bu denklem sistemi

MATLAB, Octave ya da Mathematica gibi matematik yazilimlar: kullanilarak kolayca
¢oziilebilir. Boylece elde ettigimim SFM ¢oztimleri ile (7.1.14) gergek ¢oziimi grafiksel
olarak kargilagtirdik (bkz. Sekil.7.11, Sekil.7.12, Sekil.7.13, Sekil.7.14).

Yontemin yakinsaklik analizi icin SFM ¢oztimleri ile gergek ¢oztimiiniin MMH tablosu

yapilmigtir (bkz. Tablo. 7.3).

3 -
© SFM Cozimu
mm Gergek G6zim
25 F
2 L
15
Q
1 o
05 f °
[}
4
0 Gy L
-1 05 0 0.5 1

Sekil. 7.11: (7.1.12)-(7.1.13) smur deger probleminin N=8 i¢in SFM-¢6ziimii ve gergek
¢Ozumu
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3 -
© SFM Cézimi
m Gercek Cozim
25 F
2 L
15
1 3
05|

0 Q=S =

Sekil. 7.12: (7.1.12)-(7.1.13) simir deger probleminin N=16 i¢in SFM-¢oziimi ve gergek
¢Ozuimu

3 -
© SFM Cdzimi
m Gergek G6zim
25 F
2 L
15
1 3
05 F
0 Q@@= 9="""" L
-1 0.5 0 05 1

Sekil. 7.13: (7.1.12)-(7.1.13) smur deger probleminin N=32 i¢in SFM-¢6ziimii ve gergek
¢Ozimu
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© SFM Cozimi

m Gergek C6zim

Sekil. 7.14: (7.1.12)-(7.1.13) smur deger probleminin N=64 i¢in SFM-¢6ziimii ve gergek
¢OzUmu

Agagidaki MMH cizelgesinde yontemin yakinsaklik analizi icin N’in farkli degerlerine
kargilik gelen yaklagik ¢oziim ile gergek ¢oziim arasindaki maksimum mutlak hata
hesaplanmig olup, N degeri biiyiiditkce MMH nin sifira yaklagtigi gortilmektedir. Bu

da bize yontemin gercek ¢oztime yaklagtigini yani yakinsak oldugunu gostermektedir.

Cizelge. 7.3: (7.1.12)-(7.1.13) smur-deger problemi icin MMH tablosu

N h £ Jloo N h I E Jlc

4 2 0.64464 128 e 0.00057676
8 2 0.17501 256 5o 0.00014415
6 2 0.038225 512 = 0.000036035

32 & 0.0092668 1024 & 0.0000090086

64 2z 0.0023117 2048 Wig 0.0000022521
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Uyary 7.1.4. Sekil 7.11, 7.12, 7.13, 7.14)’te (7.1.12), (7.1.13) probleminin gercek
¢Ozlimil, sirasiyla N = 8,16, 32,64 icin sayisal SFM ¢oziimleri ile kargilagtirdi. Bu
grafik gosterimlerden, N 1zgara noktasi sayisi arttikca SFM coziimleri ile gercek

¢oziim arasindaki hatanin azaldigi gortilebilir.

Ornek 7.1.5. Ikinci mertebeden diferansiyel denklemden olusan

y' —2Qe+ 1)y + (e +1)2-2)y=0, z€[-1,0)U(0,1] (7.1.16)
iki aralikli SDP’yi ele alalim.Denklemimiz x = —1 ve = 1 ug noktalarinda
y(-1)=0, y(1)=3 (7.1.17)

sinir kogullarina sahiptir. Simdi ise

y(0—0) = 2y(0+0), 3'(0—0) =3y (0+0). (7.1.18)

(7.1.12)-(7.1.13) smur deger probleminin (7.1.18) gegis sartlar1 altinda sonlu farklar

yontemiyle ¢oztimiine bakalim.

Coziim arahgim N = 64 segerek (7.1.18) gegis sartlarini uygulayalim. yss degeri,
x = 0 tekil noktasinin solunda yer aldigi ve en yakin noktasi oldugu igin, 3o
noktasmi y(0 — 0) olarak belirledik. Benzer sekilde ys33 degeri x = 0 in saginda ve
en yakin nokta alarak, ys3 noktasini y(0 + 0) ile tanimladik.

y(0—0) =2y(0+0)

gecig kosulu igin

Yz2 — 2y33 = 0

denklemini,

y'(0—0)=3y'(0+0)
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gegig kosulu igin ise birinci mertebeden tiirevin merkezi sonlu fark agilimi (4.3.5)

denklemi kullanarak

Y30 — Y32 — Y33 + 3y3s = 0

denklemini elde ederiz. Boylece iki denklemli

Y2 — 2y30 = 0,
(7.1.19)

Y30 — Y32 — Y33 + 3y3s = 0

cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu sistemin her denkleminin z; ; , x; ve ;41
adli i¢ digim noktalarimda ¢oztim degerlerini icerdigine dikkat edelim. (7.1.19)

denklemlerini (7.1.15)denklem sistemine eklersek,

My=1>

formunda bir lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi MATLAB/Octave
ya da Mathematica gibi matematik yazilimlar1 yardimiyla ¢oziilebilir. Sekil.7.15,
Sekil.7.16, Sekil.7.17 ve Sekil.7.18’de (7.1.16)-(7.1.18) siir deger gegis probleminin

sonlu fark c¢oziimleri ile gercek ¢oztimi grafiksel olarak kargilagtirilmigtar.

&% [-1.0) arahiginda SFM ¢ézimi
% (0,1] arahiginda SFM ¢ézimi
25}k [-1.0) araliginda gercek ¢ozim

= (0,1] aralifinda gercek ¢czim

05F &

Sekil. 7.15: (7.1.16)-(7.1.18) sir deger gegis-probleminin N=8 igin SFM-¢6ziimii ve gergek
¢Ozumu
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3 -
# [-1,0) araliginda SFM ¢ozUmu
# (0,1] araiginda SFM ¢éziml
25 F [-1,0) arahiginda gergek ¢6zim
= (0,1] araliginda gercek ¢ozlim
2 -
15F
1 -
&
&
o
05 F oy
e
&
2
o0& L L L ;
-1 -05 0 05 1

Sekil. 7.16: (7.1.16)-(7.1.18) smr deger gegis-probleminin N=16 igin SFM-¢oziimii ve
gercek ¢Oziimii
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25

0.5

0

Sekil. 7.17: (7.1.16)-(7.1.18) smur deger

gercek ¢Ozlimii

25

Sekil. 7.18: (7.1.16)-(7.1.18)

gercek ¢Oziimi

&

&% [-1,0) araliginda SFM ¢6zim(
£ (0,1] araiginda SFM ¢ézUml
[-1,0) araliginda gergek ¢6zim

= (0,1] araliginda gercek ¢oziim

£ [-1,0) araliginda SFM ¢6zumi
& (0,1] araliginda SFM ¢6zUml
[-1,0) araliginda gergek ¢éziim

= (0,1] araliginda gercek ¢ozlim

gecig-probleminin N=32 i¢in SFM-¢6zliimii ve

sinir deger gecis-probleminin N=64 i¢in SFM-¢oziimii ve

67



Agagidaki MMH ¢izelgesinde yontemin yakinsaklik analizi i¢in farkli N degerlerine
ait gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim arasindaki maksimum mutlak hata hesaplanmig
olup, N degeri biiytdikce MMHnin sifira yaklastigi goriilmektedir. Bu da bize

yontemin gergek ¢oziime yaklagtigini yani yakinsak oldugunu gostermektedir.

Cizelge. 7.4: (7.1.16)-(7.1.18) simir-deger-gegis problemi i¢cin MMH tablosu

N h £ Jloo
8 2 1.7634
16 Z 0.57588
32 2 0.23828
64 = 0.10978
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Ornek 7.1.6. 1ki araliklh SLP’yi gz éniinde alalim.

" / 1 1
y +ay + (sz + §)y =0, z€[-2,0)U(0,2] (7.1.20)
Sturm-Liouvile diferansiyel denklemi x = —2 ve z = 2 ug noktalarindaki verilmig
y(=2)=0, y(2)=3 (7.1.21)

sinir kogullar1 ve x = 0 ortak u¢ noktasindaki
y(0—0)=3y(04+0), %'(0—-0)=2y(0+0) (7.1.22)

gecis sartlarindan olusan siir  deger gegis problemi i¢in  SFM-nin nasil
uygulanabilecegini gosterelim.
[k olarak (7.1.20)-(7.1.21) smur deger probleminin (7.1.22)gecis sartlar1 olmadan

¢oziimiine bakalim. Kolayca gosterebilecegimiz

2

3 l—x
Yy = ZQT (_q; + 2) (7123)

fonksiyonu (7.1.20) denkleminin [—2,0) U (0, 1] araliginda ve (7.1.21) smur kogullar
altindaki gercek c¢oziimiidiur. Basit olmasi i¢in ¢+ = 0,1,...,49 noktalar igin
h = 0,06 alarak x; = —2 + ih tek tip kartezyen 1zgarasim kullanacagiz. (7.1.21)
sinir kosullarina gore zy = —2, x5y = 2 oldugunu biliyoruz.

y vey fonksiyonlar: icin

1

Y (@) ~ 3 (Dyy(a) + D_y(z) (7.1.24)
() ~ 7 (Dyy(x) — D_y(z) (7.1.25)

merkezi sonlu farklar agihmlar1 (7.1.20) denkleminde yerine yazilir. burada D, y(z)
ve D_y(x) sirasiyla y(x)’in ileri ve geri sonlu fark formiilasyonudur.

MSF ifadesini (7.1.20) diferansiyel denklemine x = x; tipik bir 1zgara noktasinda
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uygulayarak ve y; = y(x;) ile ifade ederek,
(4=2hx)yi1+(=8+((z;)*+2)h*)yi+(44+2hx)yiss = 0, i=1,2,...,49. (7.1.26)

sonlu fark denklemleri elde edilir. Yani yi,4s,...,ys9 degiskenlerine gore lineer

cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Lineer cebirsel denklemler sistemi (7.1.26)
Ay=1b (7.1.27)

tridiagonal matris denklemi biciminde ifade edilebilir. Burada A matrisi ve y ile b

vektorleri agagidaki egitliklerle tanimhidir.

—8 + (2% + 2)h? 4+ 2hx, 0
4 + 2hzxo —8+ (23 4+ 2)h* --- 0
A 0 4 + 2hx; 0 |
0 0 s =8+ (x4 2)h?
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Y1 0
Y2 0
y=1 v |> b= 0
Yas 0
Y49 —3(4 + 2hx49)

Sistemin ¢6ziimiit MATLAB-Octave kullanilarak elde edildi. Elde edilen sonlu fark
¢oztimleri (7.1.23) gergek ¢oziimiiile garfiksel olarak karsilagtirild: ( bakiniz Sekil.7.19,
Sekil.7.20, Sekil.7.21 ve Sekil.7.22).

© SFM Cozimi
m Gercek COzlm

Sekil. 7.19: (7.1.20)-(7.1.21) sir deger probleminin N=8 i¢in SFM-¢6ziimii ve gergek
¢Ozumu
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© SFM Cézimi
m Gercek Cozim
4 F
3 b
2 L
1 3
0 L
-2 1 0 1 2

Sekil. 7.20: (7.1.20)-(7.1.21) simir deger probleminin N=16 i¢in SFM-¢oziimi ve gergek
¢Ozuimu

5 -
© SFM Cdzimi
m Gergek G6zim
4 3
3 o
2 o
1 L
0 L
-2 1 0 1 2

Sekil. 7.21: (7.1.20)-(7.1.21) smur deger probleminin N=32 i¢in SFM-¢6ziimii ve gergek
¢Ozimu
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© SFM Cozimi

m Gergek C6zim

Sekil. 7.22: (7.1.20)-(7.1.21) smur deger probleminin N=64 i¢in SFM-¢6ziimii ve gergek
¢Ozuimu

Asagidaki MMH cizelgesinde yontemin yakinsaklik analizi i¢in farkli N degerlerine
ait gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim arasindaki maksimum mutlak hata hesaplanmig

olup, N degeri biiytidiikce MMH nin sifira yaklagtigr goriillmektedir.

Cizelge. 7.5: (7.1.20)-(7.1.21) smur-deger problemi i¢cin MMH tablosu

N b £ Jloo N h £ Jloo

4 2 0.067625 128 e 0.000061007
8 g 0.015996 256 3 0.000015250
6 = 0.0039296 512 = 0.0000038124
322 000097613 1024  2;  0.00000095310
64 2 0.00024413 2048 2o 0.00000023827

Uyary 7.1.7. Sekil.( Sekil.7.19, Sekil.7.20, Sekil.7.21 ve Sekil.7.22)’te gercek ¢oztim
(7.1.23), sirasiyla N = 8, 16, 32 ve 64 i¢in sayisal SEM ¢oziimleri ile kargilagtirildi.
Bu grafik gosterimlerden, N 1zgara noktasi sayist arttikgca SFM ¢oziimleri ile kesin

¢Oziim arasindaki hatanin azaldigr goriilebilir.
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Ornek 7.1.8. Diferansiyel denklemden olusan asagidaki iki aralikl SLP’yi géz 6niinde

alalim.
" ! 1 2 1
y +xy + (Zx + Q)y: 0, xe€[-2,00U(0,2]
diferansiyel denklemi x = —2 ve x = 2 u¢ noktalarindaki

sinir kogullarina ve

y(0—0)=3y(0+0)

’

/ (7.1.28)
y (0—0)=2y (0+0)

gecis sartlarma sahiptir. Ilk olarak (7.1.20)-(7.1.21) denkleminin (7.1.28) gecis sartlar

igeren gercek ¢oziimii

4—22

2 (04 2), 7 [-2,0)

3 4—12
TOeT(?)x +4), x €(0,2]

bi¢iminde elde edilmigtir.
Simdi gegig probleminin ¢oziimiini aragtiracagiz. Eger N = 32 secersek, (7.1.28)
gecis sartlarindan

y(0—0) =3y(0+0)

sart1 i¢cin x = 0 singiiler noktasinin sag ve sol komsgulugunda
Y16 — 3417 =0 (7.1.29)

denklemi ve
y'(0—0) =2y(0+0)
sart1 ise

Yic — Y14 _ 9 (y19 - yl?)
2h 2h
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denklemi elde edilir. Boylece

Yia — Y16 — 2417 + 2419 = 0 (7.1.30)

fark denklemi elde edilir. Bu sistemin her denkleminin z; | , x; ve z;;; adh g
diigiim noktasindaki ¢oziim degerlerini igerdigine dikkat edin. Problemin [—2,0)

araligi icin ¢ = 1,2, ..., 15 noktalarinda
(4 — 2ha;)yiy + (=8 4 ((23)* + 2)h?)y; + (4 + 2hx;)y;p1 = 0 (7.1.31)
denklemini, (0, 2] araligi ve i = 1,2, ..., 15 noktalar: igin
(4 — 2hay)yia + (=8 + ((x:)* + 2)h*)yi + (4 + 2hz)y;1 = 0
denklemi ve x = 0 singiiler noktasinin sag ve sol komsulugunda ise

—3y17=0
Y16 — IY17 (7.1.32)

Y14 — Y16 — 2Y17 + 2919 = 0

denklem sistemleri elde edilir. Bu sistemin her denkleminin z; 1 , x; ve x;11.
ti¢ diigtim noktasindaki ¢oziim degerlerini igerdigine dikkat edin. (7.1.31) denklem
sistemine (7.1.32) denklem sistemi ekleyerek 1 < ¢ < 14 ve 17 < i < 31 i¢gin

cebirsel denklemlerin

Yo=10
| , 1 , .
<1 — thi> Yi—1 + (—2 +h Qi) Yi + (1 + 2h]9z‘) Yipr =h*f (z;), 1 <i <14
Y16 — 3Yy17 =0
Y14 — Y16 — 2Y17 + 2Y19 = 0
1 , 1 ) .
(1 — 2hpi> Yi—1 + (—2 +h Qi) Yi + (1 + thi) Yiy1 = P f (z;), 17 <i < 31
Yz2 = 3
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ile birlikte
My =B (7.1.33)

lineer denklem sistemi elde edilir. Burada M elde edilen denklem sisteminin
32 x 32 boyutunda katsayilar matrisidir ve artik tridiagonal degildir. Lineer cebirsel
denklem sistemi matris-vektor formunda yazilip MATLAB/Octave kullanilarak
kolayca ¢oziilebilir. Elde edilen sonuclarin grafiksel gosterimi agagida Sekil.7.23,
Sekil.7.24, Sekil.7.25 ve Sekil.7.26 verilmigtir.

10
&% [-2,0) araliginda SFM ¢dzimi
o £ (0,2] araliginda SFM ¢6zimu
[-2,0) araliginda gergek ¢ozim
8r = (0,2] aralifinda gergek ¢cozim
&
6k L]
]
4 -]
o) f]
&
o
2 .
o+
e ]
0 L
-2 1 0 1 2

Sekil. 7.23: (7.1.20)-(7.1.28) smur deger gegig-probleminin N=16 i¢in SFM-¢6ziimii ve
gercek ¢ozlimii
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10
o % [-2,0) araliyinda SFM ¢6zimi
# (0,2] araliginda SFM ¢6zim(
* [-2,0) araliginda gergek ¢6zim
8r o = (0,2] araliginda gercek ¢ézim
-]
&
6 F
]
-]
-
4 L
o
a #
o*
2f &
*
*
e ]
0 -* L L L J
2 “ 0 1 2

Sekil. 7.24: (7.1.20)-(7.1.28) smr deger gegis-probleminin N=32 igin SFM-¢oziimii ve
gercek ¢Ozlimii

10
ﬁﬁ # [-2,0) araliginda SFM ¢ézimi
-] # (0,2] araliginda SFM ¢ézimi

ﬁ“ [-2,0) araliginda gergek ¢6zim

8r “ = (0,2] araliginda gergek ¢éziim
&
&
&
&
er @
oF
]
)
*
4F £
£
oF
]
i
o
2F ":“.
&
#'J
of
osZ . . . ;
2 1 0 1 2

Sekil. 7.25: (7.1.20)-(7.1.28) smur deger gegig-probleminin N=64 i¢in SFM-¢6ziimii ve
gercek ¢Oziimi
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& [-2,0) araliyinda SFM ¢ézUmu
% (0,2] araliginda SFM ¢6zim(
[-2,0) araliginda gergek ¢6zim

= (0,2] araliginda gergek ¢ézim

Sekil. 7.26: (7.1.20)-(7.1.28) smur deger gegis-probleminin N=128 igin SFM-¢6ztimii ve
gercek ¢Oziimii

Agagidaki MMH cizelgesinde yontemin yakinsaklik analizi i¢in farkli N degerlerine
ait gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim arasindaki maksimum mutlak hata hesaplanmig
olup, N degeri biiytidiitkge MMHnin sifira yaklagtigi goriilmektedir. Bu da bize

yontemin gergek ¢oziime yaklagtigini yani yakinsak oldugunu gostermektedir.

Cizelge. 7.6: (7.1.20)-(7.1.28) sinir deger-gegis problemi igin MMH tablosu

N b Bl N h £ floe
4 3 2.5858 32 2 0.55334
8 2 1.7106 64 2 0.29347
16 1.0080 128 = 0.12946143
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Ornek 7.1.9.

Y 42y +4ey =0, xe[-1,00U(0,1] (7.1.34)
Sturm-Liouville denkleminden x = —1 ve z = 1 ug noktalarindaki
y(-1)=2, y(1)=0 (7.1.35)

sinir kogullarindan ve x = 0 gecis noktasinda
y(0—0)=2y(0+0), ¢'(0—0)=3y'(0+0) (7.1.36)

gecis sartlarmdan olugsan problemi gézoniine alalim. Once (7.1.34)-(7.1.35) problemini

(7.1.36) gegis sartlar olmadan ele aliyoruz. Bu halde problemin gergek ¢oziimii

2414 2¢ _ 2
y=—2 7 =¢) (7.1.37)

_ed
csc (le—f) e2rt2

bigiminde bulunur. Basitlik olmasi agisindan N = 50 olmak tizere h = 0,04 igin
x; = —144h,i=0,1,...,50 tek bicimli kartezyen 1zgarasim kullanacagiz. Ozel
olarak o = —1, x50 = 1 elde edilir.

y vey tirevlerinin merkezi sonlu fark (CFD) yaklagim su sekilde tanimlanir:

y() ~ 3 (Doyle) + D_y(e)) (7.1.38)
V(@) ~ 3 (Dayla) — D_y(a). (7.1.39)

D y(z) ve D_y(x), y(x) nin ileri sonlu farkini ve geri sonlu farkini belirtir.
x = x; tipik bir grid noktasinda (7.1.34) diferansiyel denklemine MSF uygulayarak
ve y; = y(z;)’yi ifade ederek,

(1—h)yioy + (=2 4+ 4h%eda)y; + (L+ W)y =0, i=1,2,...,49.  (7.1.40)
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sonlu fark denklemleri elde edilir. Yani yi,4s,...,ys9 degiskenlerine gore lineer

cebirsel denklem sistemi bulunur. (7.1.40) dogrusal

tridiagonal matris-vektor formunda yazilabilir.

Ay=1>
Burada
—2 + 4h2etn 1+h 0
1—h —2 + 4h2ee2 1+h
0 1—-~h —2 + 4h2et®s
A=
0 0 0
0 0 0
Y1 —2—h
Y2 0
Y3 0
y=1 : |, b=
Yar 0
Yag 0
Ya9 0

cebirsel denklem sistemi

(7.1.41)
0 0
0 0
0 0
—92 + 4h2etTas 1+ h
1—nh —2 4 4h2etwa0

Bu sistemin ¢oziimii MATLAB-Octave kullanilarak bulunabilir. Elde edilen sayisal

FDM ¢oziimleri, gergek ¢oziimle grafiksel olarak kargilagtirihr (bkz. Sekil. 7.19,

Sekil.7.20, Sekil.7.21 ve Sekil.7.22).
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2
o SFM Gozimi
— Gercek Cozim
15F
1 b
05|
0 3
-0.5 .
-1 0.5 0 05 1

Sekil. 7.27: (7.1.34), (7.1.35) smir deger probleminin N=10 i¢in SFM-¢éziimii ve gergek
¢Ozuimu

2
O SFM Cézimi
—— Gergek Cozim
15
1 o
05 F
0 L
-0.5 k
-1 0.5 0 05 1

Sekil. 7.28: (7.1.34), (7.1.35) sir deger probleminin N=>50 i¢in SFM-¢6ztimu ve gergek
¢Ozimu
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o SFM Gozimi

— Gercek Cozlm
15F
1 b
05|
0 3

-0.5 .
-1 0.5 0 05 1

Sekil. 7.29: (7.1.34), (7.1.35) sinr deger probleminin N=100 i¢in SFM-¢oziimii ve gergek
¢Ozuimu

2
O SFM Cézimi
—— Gergek Cozim
15
1 o
05 F
0 L
-0.5 k
-1 0.5 0 05 1

Sekil. 7.30: (7.1.34), (7.1.35) smur deger probleminin N=500 i¢gin SFM-¢éziimii ve gergek
¢Ozimu
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Ornek 7.1.10. Iki aralikh SLP’yi ele alalim.
Y+ 2y +4e*y =0, xe[-1,0)U(0,1] (7.1.42)
iki aralikli SDP’i x = —1 ve = 1 ug noktalarindaki
y(-1)=2, y(1)=0 (7.1.43)
sinir kogullarina ve

y(0 —0) = 2y(0 +0), 5'(0—0) = 3y'(0 +0) (7.1.44)

gegis sartlarma sahiptir.  Simdi (7.1.42)-(7.1.44) smur deger gegis problemini
inceleyecegiz. N = 49 secer ve (7.1.44) gegis sartlarim (7.1.42)-(7.1.43) denkleminde
uygularsak,

You — 2y25 =0 (7.1.45)

ve

Yoo — Y24 — 3Y25 + Y27 = 0 (7.1.46)

bigiminde iki ek cebirsel denklemimiz olur. (7.1.40), (7.1.45), (7.1.46) lineer
denklemlerin cebirsel sisteminin ¢éztimit MATLAB/Octave kullanilarak bulunabilir.

Elde edilen sonuglarin grafik gosterimi agagidaki (7.31)de verilmistir.

(izelgedeki degerler yardimiyla adim uzunlugu azaldikca hatanin azaldigini gosterdik.

Simdi (7.1.34) probleminin yakinhgimi inceleyecegiz. (7.1.38) denkleminden
W2 f Nl E lloo min | qa; | (7.1.47)

elde ederiz. (7.1.47)’den, kesme hatasinin maksimum mutlak hatasi

| E ||co min | gz; | bigimindedir.

| E ||so= 0.0027852
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-15 . L
-1 05 0 05 1

Sekil. 7.31: (7.1.34)-(7.1.36) gegis probleminin N=49 i¢in SFM-¢6ztimii ve gergek ¢oziimii

ve

min | qz; |= 4e*in = 0.00023945

oldugu i¢in

| E ||oc min | qx; |= 0.00023946

ifadesini elde ederiz. Bu deger maksimum kesme hatasina yakindir.
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Cizelge. 7.7: (7.1.34)-(7.1.36) smur deger-gegis problemi i¢cin MMH tablosu

N h | E o
10 0.2 0.10745
50 0.04 0.011064
100 0.02 0.0027852
500 0.004 0.00011167
1000 0.002 0.000027918
Ornek 7.1.11.
y —2@ -1y +(z-12-1y=0, z€[-1,1] (7.1.48)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini
y(=1)=0, y(1)=2 (7.1.49)
sinir deger kogullari ile ele alalim. Denklemin gercek ¢oziimii
y=ex@ V(g4 1) (7.1.50)
oldugu kolayca gosterilebilir. Problemin [—1, 1] araligindaki grid noktalar

2 =1+4ih, i=0,1,...,N

seklinde yazilir. Buradan zo = —1, 2y = 1 elde edilir. v ve y" tiirevleri
, 1
y(@) % 5 (Dsy(a) + D_y(x)) (7.151)
ve
1
y'(z) = - (Dyy(e) — D-y(x)) (7.1.52)
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merkezi sonlu farklar formilleri yardimiyla yeniden yazihir. Burada D, y(x) ve
D_y(x) sirasiyla y(z) ’in ileri ve geri sonlu fark agilimim gosterir.
r = x; ve y; = y(x;) bicimde gosterilir. Burada N = 32 segersek (7.1.51) ve (7.1.52)

tiirev agilimlar (7.1.48) probleminde yazilarak

(2+2h (2 — D) yia + (4420 (2 —1)* = 1))y + (7.1.53)
+(2 =2k (z; — 1)) yir1 = 0,

i=1,2,...,31

bigiminde sonlu fark semasi elde edilir. Artik yq, 99, .. ., y31 degiskenlerine gore lineer

cebirsel denklem sistemi elde ederiz. (7.1.53) cebirsel lineer denklem sistemi
Ay=1>

tridiagonal matris-vektor formunda yazilabilir. Burada

—44 212 (21— 1)° = 1) 2 —2h (2, — 1) 0 0
2+ 2h (25 — 1) —4+ 21 (22— 1)°=1) - 0 0
A:
0 0 o 0 2—2h (23— 1)
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Y1 0
Y2 0
y=1 vy3 |, b= 0
Y30 0
Y31 4h(xg — 1) — 4)

bigimde elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiit MATLAB-Octave kullanilarak elde edildi
ve elde edilen sayisal SFM ¢oziimleri, gergek ¢oztim ile grafiksel olarak kargilagtirildi

(bakiniz, Sekil.7.32, Sekil.7.33, Sekil.7.34 ve Sekil.7.35).

2 -
© SFM Cozimi
m Gergek G6zim /
[*] o

o

Sekil. 7.32: (7.1.48)-(7.1.49) smur deger probleminin N=8 i¢in SFM-¢6ziimii ve gergek
¢OzUmiu

Agagidaki MMH cizelgesinde yontemin yakinsaklik analizi i¢in farkli N degerlerine
ait gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim arasindaki maksimum mutlak hata hesaplanmig
olup,N degeri biiyiidiikce MMHnin sifira yaklastigi goriilmektedir. Bu da bize

yontemin gergek ¢oziime yaklastigini yani yakinsak oldugunu gostermektedir.
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© SFM Cozimi

m Gercek Cozim

Sekil. 7.33: Problem (7.1.48)-(7.1.49) siir deger probleminin N=16 i¢in SFM-¢oziimi ve
gercek ¢Ozlimii

2 -
© SFM Cdzimi
m Gergek G6zim

Sekil. 7.34: Problem (7.1.48)-(7.1.49) sinir deger probleminin N=32 i¢in SFM-¢6ziimi ve
gercek ¢Oziimi
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0 SFM Cozimi

m Gergek CozUm

Sekil. 7.35: Problem (7.1.48)-(7.1.49) siir deger probleminin N=64 i¢in SFM-¢oziimi ve

gercek ¢Oziimi

Cizelge. 7.8: (7.1.48)-(7.1.49) sinir-deger problemi icin MMH tablosu

N h £ Jloo N h LE oo

8 2 0.076421 128 s 0.00027872

16 2 0.018014 256 2 0.000069687
32 & 00044654 512 =5 0.000017421
64 2 00011158 1024 2= 0.0000043552
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Ornek 7.1.12.
Yy =2 -1y +(z—-1)2-1)y=0,2¢[-1,1] (7.1.54)
ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini
y(=1)=0, y(1)=2 (7.1.55)
sinir deger kosullar1 ve
y(0—0) =3y(0+0), ¢'(0—0)=2y'(0+0) (7.1.56)

gegig sartlar ile inceleyecegiz. N = 64 seger ve (7.1.56) gecis sartlarini uygularsak,
o zaman iki ek cebirsel denklemimiz olur. ys» degeri x = 0’a en yakin noktada
hesaplandigi ve = 0'mn solunda kaldigi i¢in, yss =~ y (0 — 0) ve benzer sekilde ys3
degeri x = 0’ a en yakin noktada hesaplandigi i¢in ve x = 0’1in saginda yer aldigi

i¢in, y33 ~ y (0 + 0) ile tammmladik. Béylece
Ys2 — 3ys3 =0 (7.1.57)
ve

Yso — Ys2 — 2ysz + 2y35 =0 (7.1.58)

esitlikleri elde edilir.  (7.1.54)-(7.1.55) denklem sistemlerine (7.1.57), (7.1.58)
denklemleri eklenerek,

MY =B

formunda bir lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer cebirsel denklem sisteminin

¢oziimii Octave kullanilarak elde edildi.
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& & #% [-1,0) araiginda SFM ¢ézimi
@ % (0,1] araliginda SFM cézimi
[-1,0) araliginda gergek ¢6zim
ar == (0,1] araliginda gercek ¢ézim
L
3 b

| -

&
=
2
[=]

0.5 1

Sekil. 7.36: Problem (7.1.54)-(7.1.56) smir deger gecig-probleminin N=8 i¢in gore
SFM-¢6ziimi ve gergek ¢oziimii

o
i
£
]

At
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Sekil. 7.37: Problem (7.1.54)-(7.1.56) smir deger gecig-probleminin N=16 i¢in gore
SFM-¢6zumii ve gergek ¢éziimii
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Sekil. 7.38: Problem (7.1.54)-(7.1.56)simr deger gegis-probleminin N=32 igin gore
SFM-¢6ziimi ve gergek ¢oziimii
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Sekil. 7.39: Problem (7.1.54)-(7.1.56) smir deger gecig-probleminin N=64 i¢in gore
SFM-¢6zumii ve gergek ¢éziimii
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8. TARTISMA ve SONUC

Bu ¢alismada; [a, c) U (¢, b] bigiminde iki aralikta ve x = ¢ i¢ tekil noktasinda gegis
sartlar1 igeren siir deger problemlerinin SFM ile elde edilen yaklagik ¢oztimleri
incelenmigtir. Bu galigmay1 standart SFM’den ayiran en 6nemli farklilik i¢ tekil
noktasinda gecis sartlar1 icermesidir. SFM’nin en temel 6zelligi, tanim araligimi N
tane ayrik araliga boliip problemdeki tirev ifadelerin yerine sonlu fark agilimlarini
yazmaktir. Elde edilen sonlu fark semasinda her bir grid noktasi i¢in birer denklem
elde edilir. Elde edilen bu denklemler lineer denklem sistemini olusturur. Burada en

karakteristik olan ise elde edilen katsayilar matrisinin 6zellikleridir. Bu o6zellikler;
o N ayrik aralik igin (N — 1) x (N — 1) boyutunda kare matris elde edilir.
o Elde edilen katsayilar matrisi tridiogonaldir.

Bu tezde caligilan yeni yontemde ise;

o Problemin sonlu fark yaklasiminda [a,c) ve (c¢,b] arahklarmmda iki farkl
baglangic deger problemi ve ¢ tekil noktasi etrafinda ise iki denklemli gecis

problemi olmak ftizere ti¢ farkli denklem sistemi elde edilir.

o Elde edilen denklem sistemlerinden elde edilen genisletilmis katsayilar matrisi

artik (N — 1) x (N — 1) boyutunda degil N x N boyutundadir.
o Katsayilar matrisi yeni tip bir matristir.

Ayrica yontemimizin 6ztinti olugturan y(c—0) = my(c+0), y'(c—0) = ny'(c+0) gegis
sartlarinda m = n = 1 alarak singiiler noktasi olmayan sinir deger problemlerinin

gercek ¢oziime yakin yaklagik ¢oziimleri de bulunabilmektedir.

Bu doktora tez calismasinda ister elde edilen sonuclar, ister geligtirilen yontem,
isterse de uygulama alanlar1 acisindan Sonlu Farklar yontemine énemli bir katk:
saglayacagi beklenmektedir. Bu yeni yontem daha genel sekilde verilmis sinir-deger
problemlerine de uygulanabilir. Ornegin sadece iki aralikh degil, genel olarak
¢ok-aralikli problemlere de uygulanabilir. Tezde bulunan sonuglar bir ¢ok fizik

problemine de uygulanabilir. Ornegin farkl fiziksel 6zelliklere sahip olan maddeler



arasindaki 1s1 transferi problemi, farkli dielektrik 6zelliklere sahip ferromanyetik
ortamlardaki siirecler vs. g¢ok-aralikli sinir deger problemleriyle modellenmektedir.
Bu tir problemlerin standart SFM ile c¢oziimiintin zorluklarnn karsisinda,

gelistirdigimiz algoritma ile ¢oziilebilir.
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