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1. GIRIS

1. GIRIS

Univalent fonksiyonlar teorisi, diger bir adi ile geometrik fonksiyonlar teorisi
kompleks analizin 6nemli bir dalidir. Bu teori; “Kompleks diizlemin her basit baglantili
bolgesi konform olarak birim disk lizerine resmedilebilir.” ifadesiyle yani Riemann
Doniisiim Teoremi ile daha da énem kazanmistir. Koebe’nin (Koebe 1907) 1907°deki
U={z€C:|z| <1} birim diskindeki birebir her f(z) =2z + a,z?+ asz> + -
dontlisiimiiniin resim boélgesinde, |w| < ¢ diski kapsanacak sekilde mutlak bir ¢ sabitinin
ve sadece z ye bagh olan |f'(z)| modiili tizerindeki sinirlarin varhigmi ispatladigi
caligmasi da bu teorinin gelismesinde 6nemli bir rol oynamistir. Daha sonraki birgok
matematik¢inin ¢alismalar1 da bu sinirlar1 belirleme iizerinde yogunlagsmistir. Boylece

tinivalent fonksiyonlarin siiflari ile ilgili problemler tizerindeki ¢aligmalar artmustir.

Bieberbach (Bieberbach 1916) tarafindan ortaya atilan “f € § fonksiyonu i¢in
n = 2,3, ... olmak tlizere |a, | < n esitsizligi saglanir” tahmini uzun siire matematik¢ilerin
calistig1 bir problem olmustur. Alan teoreminin bir sonucu olarak |a,| < 2 esitsizliginin
dogrulugu ilk olarak Bieberbach tarafindan 1916°da ispatlanmistir. Daha sonra Loewner
(Loewner 1917) 1923 te parametrik metod olarak isimlendirdigi kendi bulusuyla |a;| <
3 esitsizligini, 1955’te Schiffer ve Garabedian, Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a,| <
4 esitsizligini, 1968’de Pederson |ag| < 6 ve 1972°de Pederson ve Schiffer |ag| < 5
esitsizligini ispat etmistir. Bu tahminin genellestirilmis hali yillarca matematikgilerin
tizerinde calistig1 bir konu olmugtur. 1985°te nihayet L. De-Branges, Loewner teorisini

kullanarak biitin n = 2,3, ... igin |a,| < n esitsizliginin dogrulunu ispatlamistir.

Bieberbach tahminin ispatlanmasindan sonra bu konuyla ilgilenen matematikgiler
S smifinin degisik alt siniflari i¢in bir takim katsay1 bagintilar1 elde etmislerdir. Bu 6nemli

alt simiflardan biri de asagida ifade edilen bi-linivalent fonksiyonlarin sinifidir.

Hem tersi hem de kendisi tinivalent olan fonksiyona bi-linivalent fonksiyon denir.
Bi-iinivalent fonksiyonlarla ilgili ilk ¢alisma Lewin (Lewin 1967) tarafindan 1967
yilinda yapilmistir. Bi-linivalent fonksiyonlarin sinifin1 £ semboliiyle gostererek bu sinifa
ait fonksiyonlar i¢in ikinci katsaymmin |a,| < 1.51oldugu Lewin tarafindan

ispatlanmigtir. 1967 yilinda, Brannan ve Clunie (Brannan and Clunie 1980) her f € X
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i¢in |a,| < V2 oldugunu ortaya atmistir. Sonra 1969 da Netanyahu (Netanyahu 1969)
her f € X i¢in max|a,| =§ ve 1985’te Tan (Tan 1984) |a,| < 1.485 oldugunu
gostermislerdir. 1985 yilinda Kedzierawski (Kedzierawski 1988), Brannan ve

Clunie’nin |a,| < V2 konjektiiriinii bi-yildizil fonksiyonlar igin ispatlamistir. 1985 ve
1986 yillarinda Brannan ve Taha (Brannan and Taha 1986) a mertebeden bi-yildizil ve
bi-konveks fonksiyonlar i¢in a, ve a3 katsayilarmin sinirlariyla ilgili tahminler elde
etmistirler. Maalesef her n = 2,3, ... i¢in |a,| nin iist sinir1 bi-tinivalent fonksiyonlar igin
heniiz bulunamamaistir. Diger bir problem de bulunan smirlarin kesin olmayisidir. Son
zamanlarda bi-linivalent fonksiyonlarin cesitli alt simiflart icin katsayr tahminleri
problemi ile ilgili birgok calisma yapilmistir ve bu konu halen giincelligini

korumaktadir.

Deniz (Deniz 2013) ve Kumar ve arkadaglar1 (Kumar et al. 2013) subordinasyon
kullanilarak tanimlanan fonksiyon simiflari i¢in Brannan ve Taha’nin bulmus oldugu
sonuglart hem genellestirmis hem de daha 1yi list sinirlar elde etmislerdir. Son yillarda bi-
tinivalent fonksiyonlarin cesitli alt siniflar1 icin katsayr tahminleri Srivastava ve
arkadaslar1 (Srivastava et al. 2010), Frasin ve Aouf (Frasin and Aouf 2011), Xu ve
arkadaslar1 (Xu et al. 2012a; Xu et al. 2012b), Srivastavave arkadaglar1 (Srivastava et al.
2013), Caglar ve arkadaslar1 (Caglar 2013), Bulut (Bulut 2014), Hamidi ve Jahangiri
(Hamidi and Jahangiri 2014) tarafindan arastirilmistir.

Katsayilarm bir kombinasyonu olan |a; — ua%| mutlak degerinin {ist smirini
bulma problemi Fekete-Szegd problemi olarak isimlendirilmektedir. Bieberbach
(Bieberbach 1916) bu konuda ¢alisma yapan ilk aragtirmacidir. Bieberbach her iinivalent
fonksiyon i¢in |a; — a3| < 1 oldugunu gostermistir. Fekete ve Szegd (Fekete and Szegd
1933) bu problemi genellestirerek 0 < u < 1 olmak iizere |a; — pa3| igin kesin bir iist
sinir elde etmistir. Sonrasinda 0 < p < 1 olmak iizere |a; — pa3| icin Keogh ve Merkes
(Keogh and Merkes 1969) yildizil ve konveks fonksiyonlar i¢in kesin iist sinirlar
bulmusglardir. Son zamanlarda yalinkat fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 i¢in bu problem
birgok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Ote yandan bi-iinivalent fonksiyonlarin bazi
alt smiflar1 i¢in Fekete-Szegd problemi Zaprawa (Zaprawa 2014) tarafindan ele

alinmistir. Bi- iinivalent fonksiyonlarin alt siniflar1 i¢in hem katsay1 esitsizligi bulma hem
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de Fekete-Szego fonksiyoneli igin {ist sinir elde etme problemi halen aktif olarak

calisilmaktadir.

Ortogonal polinomlar, matematiksel istatistik, miihendislik, matematiksel fizik ve
olasilik teorisi gibi bir¢ok agidan son yillarda kapsamli bir sekilde incelenmistir. Hermite
polinomlari, Laguerre polinomlar1 ve Jacobi polinomlar1 gibi klasik ortogonal
polinomlar, uygulamalarda en yaygin karsilasilan ortogonal polinomlardir. Jacobi
polinomlarmin genel alt sinifi, Gegenbauer polinomlaridir ve bu smif Legendre
polinomlart ve Chebyshev polinomlarmi alt smiflar olarak igerir. Gegenbauer
polinomlari, son zamanlarda kompleks analizin bir alt dali olan geometrik fonksiyonlar
alaninda biiyiikk 6nem kazanmistir. Arastirmacilar, Gegenbauer polinomlar1 yardimiyla
birim diskte bi-iinivalent fonksiyonlarin yeni alt siniflarii tanimlayarak bu siniflar i¢in
la,|, las| ve Fekete-Szegd problemi olarak bilinen |a; — pa3| icin iist sinirlar elde

etmislerdir.

Bu tez calismasinda, literatiirde son zamanlarda bu konu ile ilgili yapilan
caligmalardan yola c¢ikilarak Gegenbauer polinomlar1 yardimiyla bi-linivalent

fonksiyonlarin iki yeni alt sinifi

22f'(2)
@ - S H

Ve

209" (w)
g(@) — g(-w)

< ¢ (@)

sartlar1 saglanirsa f(z) fonksiyonu Gy (d)f) siifina aittir denir.

2[zf'(2)]'
[f(2) = f(=2)]

< ¢ (@)

Ve

2[wg' (@)’

9@ — g ~H®
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sartlar1 saglanirsa f(z) fonksiyonu Ky (d)f) sinifina aittir denir. bigiminde tanimlanarak

bu simiflar i¢in katsay esitsizlikleri ve Fekete-Szegd problemi ele alinmaistir.

Bu amag dogrultusunda;
Literatiir bilgisinin verildigi giris boliimiinden sonra ikinci bolimde tezde dnemli yere
sahip olan ¢alismalar hakkinda bilgi verilen kaynak 6zetleri boliimii verilmistir. Materyal
ve yontem boliimiinde, tez boyunca kullanilacak olan temel tanimlara, 6nemli bazi teorem
ve sonuglara yer verilmistir. Bi-linivalent fonksiyonlarin ve Gegenbauer polinomlarin

tanimlarindan ve Ozelliklerinden bahsedilmistir. Arastirma bulgular1 boliimiinde,
yukarida tanimlanan Gy (d)f) ve Ky (d)f) simiflan icin katsayr esitsizlikleri ve Fekete-

Szego esitsizligi elde edilmistir.
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Gegenbauer polinomlari, son zamanlarda bir¢cok fonksiyon teorisyeni tarafindan
ilgiyi lizerine ¢eken bir sayisal aracgtir. Bunun baglica nedeni, bilim ve miihendislik
alanlarinda birgok gercek hayat uygulamasina sahip olmalaridir. Ayrica, geometrik

fonksiyon teorisi alanindaki uygulamalar1 da bir¢ok aragtirmaci tarafindan incelenmistir.

A. Amourah ve arkadaglar1 (Amourah et al. 2021a) Gegenbauer polinomlari

yardimiyla birim diskte analitik ve bi-linivalent fonksiyonlarin

zf'(z) wg'(w)
D) < ¢l (2) ) < pltw)
zf"(z) wg'' (w)
1+ f’(Z) < ¢){1(Z) ve 1+ W < d)ll(W)

seklindeki iliskileri saglayan iki yeni alt siniflarin1 tanimlamiglardir. Bu simiflar igin

katsay1 sinirlar1 ve Fekete-Szego esitsizlikleri elde etmislerdir.

A. Amourah ve arkadaslar1 (Amourah et al. 2021b) Gegenbauer polinomlari

yardimiyla birim diskte analitik ve bi-linivalent fonksiyonlarin

-1 u—1
o (f@Y o (gw)
@ ( —)  <el@ ve gwn(T=) <ot
subordinasyonlarini saglayan bir alt sinifin1 tanimlayarak, bu sinif i¢in katsay1 sinirlari ve

Fekete-Szego esitsizlikleri elde etmislerdir.

G. Murugusundaramoorthy ve T. Bulboaca (Murugusundaramoorthy and
Bulboaca 2022) Gegenbauer polinomlar1 yardimiyla birim diskte analitik ve bi-iinivalent

fonksiyonlarin

f(z)
(1—-v)z+vzf'(2)

gw)
<¢pl(z) ve A= + owg (W) < ¢t (w)
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sartlarin1 saglayan alt sinifin1 tanimlayarak, bu sinif i¢in katsay: sinirlar1 ve Fekete-Szego

esitsizlikleri elde etmislerdir.

A. Hussen ve A. Zeyani (Hussen and Zeyani 2023) Gegenbauer polinomlari

yardimiyla birim diskte analitik ve bi-linivalent fonksiyonlarin

'@\, (@D
A<1+ f,(z)>+(1 A)<f(z)><¢,(z)

Ve

wg'W\ . (wg W)\
(12 ()

sartlarmi saglayan yeni alt siniflarin1 tanimlayarak, bu siniflar i¢in katsayi sinirlar ve

Fekete-Szego esitsizlikleri elde etmislerdir.

T. Al-Hawary ve arkadaglar1 (Al-Hawary et al. 2023) Gegenbauer polinomlari

yardimiyla birim diskte analitik ve bi-linivalent fonksiyonlarin

u—1
(1-0)f'(@ +a(f'(@)° <@> < ¢i'(2)

V4

Ve

u—1
(1= 0)g' W) +o(g' (W)’ (#) < ¢fw)

subordinasyonlarini saglayan yeni bir alt sinifin1 tanimlamislardir. Bu sinif i¢in katsay:

siirlar ve Fekete-Szego esitsizlikleri elde etmislerdir.
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W. Al-Rawashdeh (Al-Rawashdeh 2024a) Gegenbauer polinomlar1 yardimiyla

birim diskte analitik ve bi-linivalent fonksiyonlarin

2f" @\ (zf' @D\,
(” f’(Z)><f(Z)> < 9i(2)

Ve

wg" W)\ (wg' W\,
(” 7w )(g(w)) < i)

subordinasyonlarini saglayan bir alt sinifin1 tanimlayarak, bu sinif i¢in katsay1 sinirlari ve

Fekete-Szego esitsizlikleri elde etmistir.

W. Al-Rawashdeh (Al-Rawashdeh 2024b) Gegenbauer polinomlar1 yardimiyla

birim diskte p-valent konvekse yakin fonksiyonlarin

1-a) zf"(2)\ «a zf"(z)
e (1 + o) >+I<1 + e —p> < ¢ (2)

kosulunu saglayan bir alt sinifin1 tanimlayarak, bu smif i¢in katsayr sinirlar1 ve Fekete-

Szego esitsizlikleri elde etmistir.
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3.1. Temel Kavramlar

Tanim 3.1.1 (¢ -komsulugu): z, € C ve € > 0 olmak {izere z, noktasinin & komsulugu
D(zy, ) = {z € C: |z — zy| < €} ile tanimlanan kiimedir. D(z,, €) kiimesine acik disk de
denir. D(zy,¢) = {z € C: |z — zy| < &} kiimesi ise kapal disk belirtir (Ponnusamy and

Silverman 2006).

Ozel durumda, orijin merkezli acik birim disk U ={z € C:|z| < 1} ile

gosterilecektir.

Tamim 3.1.2 (i¢ Nokta): Bir z € S noktas1 icin D(z, &) c S olacak sekilde bir € sayisi

mevcutsa, z noktasi S kiimesinin bir i¢ noktasidir denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tanim 3.1.3 (Acik Kiime): Eger her z € S noktasi S kiimesinin i¢ noktas1 ise S kiimesine

acik kiime denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tanim 3.1.4 (Kapah Kiime): Tiimleyeni acik olan S c C kiimesine kapali kiime denir

(Ponnusamy and Silverman 2006).

Tanim 3.1.5 (Baglantih Kiime): Eger SC MUN, SNM #0,SNN#@0veSNMnN
N = @ olacak sekilde ayrik ve agik M ve N kiimeleri bulunmuyorsa S € C kiimesine
baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Ornegin; C nin kendisi baglantilidir.

Tamm 3.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili olan kiimeye bolge denir (Ponnusamy and
Silverman 2006).

C hem agik hem de baglantili oldugundan bir bolgedir.
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Tanim 3.1.7 (Siireklilik): S c C olmak iizere f:S — C bir fonksiyon ve z, € S olsun.
Her € > 0 ve |z — zy| < 6 sartim1 saglayan her z € S i¢in |f(z) — f(z,)| < € olacak
sekilde § = &(zy, €) > 0 sayis1 varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir

(Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 3.1.8 (Egri): [a,b] € R olmak {lizere y:[a,b] —» C siirekli fonksiyonuna C
diizleminde egri (ya da yol) denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirasiyla egrinin baslangig

ve bitim noktalar1 denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 3.1.9 (Kapah Egri): Baslangi¢ ve bitis noktas1 ayni olan egrilere kapal1 egri denir.
y kapali egri ise y(a) = y(b) dir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 3.1.10:
a) Basit Kapah Egri: U¢ noktalarin ¢cakismasi harig, kendini kesmeyen egrilere basit
egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan egrisi denir

(Ponnusamy and Silverman 2006).

b) Diizgiin Egri: y egrisi [a, b] kapal araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger [a, b] kapali
araliginda y' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri denir (Ponnusamy

and Silverman 2006).
3.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve {inivalent fonksiyon kavramlari tanitilip bu fonksiyonlarla

ilgili baz1 tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 3.2.1 (Diferensiyellenebilme): A c C olmak iizere f: A — C bir fonksiyon ve

Zy, A min bir i¢ noktas1 olsun. Eger

i L8 — f(20)
m—-----

z-29  Z— Z
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sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir (veya
tirevlenebilir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z = z, noktasinda f(z)

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tanimm 3.2.2 (Analitiklik): f(z) fonksiyonu, z, noktasi ve bu noktanin uygun bir
komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir. Eger f(z) fonksiyonu bir S c C kiimesinin her noktasinda analitikse
f(z) ye S kiimesinde analitik denir. Tiim diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam

fonksiyon denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Ornegin; f(z) = sin z bir tam fonksiyon olup f(z) = arg z bir tam fonksiyon

degildir.

z=x+1iy olmak iizere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks degiskenli

kompleks degerli fonksiyonu analitik ise
Jdu v ou ov
a(x:)’)—a(x:}’) ve E(x’)/)__a(x’)/)

ile ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

Teorem 3.2.3 (Liouville Teoremi): Eger bir f(z) fonksiyonu tam ve sinirli ise bu

fonksiyon sabittir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan Cauchy-Tiirev formiilii

asagidaki gibidir.

Teorem 3.2.4 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali y ¢evresi i¢inde
ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir nokta olsun. Bu durumda

n=20,1,2..icin

[
F(z0) = 5 fy e

olur (Ponnusamy and Silverman 2006).

10



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu teoremin belirtmek istedigi en dnemli nokta sudur: f, bir bolgede analitik bir
fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de o bdlgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

[oe)

f@=) anz=2z), a

n=0

™M@

n!

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada

1. mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiliksek mertebeden tiirevi vardir diyemeyiz.

Tamim 3.2.5 (Ayrik Tekil Nokta): w = f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir U(z,, €) —
{z,} delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f fonksiyonu

i¢in z, noktasi bir ayrik tekil noktadir denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Teorem 3.2.6 (Laurent Teoremi): f(z) fonksiyonu A(R;; R,) halka bolgesinde analitik

ise bu bolgede a,, ve b,, kompleks sayilar olmak tizere

o8] (o8]

fG) =) ana =2+ Y

n=0 n=1

olur. Buna f (z) fonksiyonunun z, noktasinin delinmis bir komsulugundaki Laurent serisi

(ac1limi1) denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Teorem 3.2.7 (Maksimum Modiil Prensibi): f(z), A bolgesinde sabit olmayan analitik
bir fonksiyon olsun. Bu durumda |[f(z)|, A bolgesinde maksimum deger alamaz
(Ponnusamy and Silverman 2006).

Sonug¢ 3.2.8: A sirh bir bolge ve sabit olmayan f(z) fonksiyonu da bu boélgenin
smirinda stirekli ve iginde analitik olsun. Bu durumda |f(z)| maksimum degerini A

bolgesinin sinirinda alir.

Teorem 3.2.7’nin 6nemli bir sonucu olan Schwarz lemmasi asagidaki gibidir.

11
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Lemma 3.2.9 (Schwarz lemmasi): f(z), U birim diskinde analitik ve f(0) = 0 olsun.
Eger U birim diskinde [f(2)| < 1 ise |f'(0)] <1 ve |f(2)| < |z| olur. & € R olmak

iizere f(z) = e'®z fonksiyonu ile esitlik saglanir (Duren 1983).

Teorem 3.2.10 (Minimum Prensibi): f(z), A € C bolgesinde sabit olmayan bir
fonksiyon ve her z € A i¢in f(z) # 0 olsun. Bu durumda |f(2)|, A bolgesinde minimum

deger alamaz (Duren 1983).

Sonug¢ 3.2.11: A c C smurli bir bolge, f(z) sabit olmayan bir fonksiyon ve her z € A i¢in
f(z) # 0olsun. Ayrica f (z) fonksiyonunun A bdlgesinin i¢inde analitik, sinirinda siirekli

oldugunu kabul edelim. Bu durumda | f (z)| minimum degerini A bdlgesinin sinirinda alir.

Tamim 3.2.12 (Univalent fonksiyon): f(z), A c C bolgesinde tanimli bir fonksiyon
olsun. Her z;,z, € A igin z; # z, oldugunda f(z;) # f(z,) gerceklesiyorsa (veya
f(z1) = f(z,) olmasi sadece z; = z, olmasimi gerektiriyorsa) f(z) fonksiyonuna A

bolgesinde linivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir (Duren 1983).
Ornegin; f(z) = Z bir iinivalent fonksiyondur.

Eger f(z), z, noktasinin bir komsulugunda {inivalent ise f(z) ye yerel tinivalent

fonksiyon denir.

Teorem 3.2.13: Bir f(z) analitik fonksiyonunun z, noktasinda yerel {inivalent olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul f'(zy) # 0 olmasidir (Duren 1983).

f'(zy) # 0 sart1 f(z) fonksiyonunun iinivalentligi i¢in gerek sarttir fakat yeterli
degildir. Yani, f(z) fonksiyonu iinivalent ise f'(zy) # 0 dir. Tersi her zaman dogru
degildir. Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede {inivalent

olmas1 gerekmez.

Ornek 3.2.14: f(z) =z> fonksiyonu A= {Z: 1<|z|<2 0<argz< 3771}

bolgesinde yerel iinivalent olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergcekten f(z) = z2

12



3. MATERYAL ve YONTEM

fonksiyonu, A bolgesinde analitik ve her z, € A igin f'(z,) # 0 saglandigindan yerel

univalenttir. Fakat

5 5 5 5 25
fGatian) e isE) -1

oldugundan f(z) = z? fonksiyonu A bdlgesinde iinivalent degildir.

Eger A c C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel tinivalent ise, bu durumda z €
A noktasinda f'(z) tirevi, f nin yerel geometrik davranmisini belirler. |f'(z)| ve
arg f' (z) degerleri sirastyla yerel biiyiime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir.
Buna ilaveten, f: A € C — C analitik doniisiimiiniin Jacobian determinant1 Jf(z) =
|f'(2)|? ile verilmektedir. Jacobian determinantinin |f'(z)|? ifadesine esit oldugu
Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 3.2.12 *den analitik
fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel iinivalentlik i¢in

gerek ve yeter sarttir.

Tamim 3.2.15 (Konform doniisiim): Belli bir noktadan gecen iki diizgiin egri arasindaki
acinin bliylikliglinii ve yOniinii koruyan doniisiimlere bu noktada konform doéniisiim
denir. Eger bir f(z) fonksiyonu, bir A c C bélgesinin tiim noktalarinda konform ise f(z)

bu bolgede konformdur denir (Ponnusamy and Silverman 2006).
Ornegin; f(z) = z? déniisiimii C\{0} diizleminde konformdur.

Teorem 3.2.16: f(z) fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f'(z) # 0 sart1

saglaniyorsa, f (z) konformdur (Ponnusamyand Silverman 2006).

Bundan dolay1 bir bdlgede analitik ve iinivalent bir fonksiyon konformdur. En
onemli konform doniisiimlerden biri Mobius doniisiimiidiir. Bu doniisiim; a, b,c,d € C,

ad —bc #0veT:CU {oo} - T:C U {0} olmak iizere

az+b
cz+d

az+b
cz+d

T(z) = veya T(z) =

13
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bi¢iminde tanimlanir. Neden ad — bc # 0 olmalidir? Ciinkii z # w icin

az+b aw+b

cz+d cw+d
(ad — bc)(z —w)

“(cz+d)(cw + d)

T(z) —-T(w) =

esitliginden goriilir. Eger, ad — bc = 0 ise T(z) = T(w) olur. Bu da T’nin sabit olmasi
anlamina gelir. Ayn1 zamanda ad — bc # 0 alinmasi T’nin bire bir oldugunu gosterir.

Sabit fonksiyonun bire bir olmadig1 agiktir.

Teorem 3.2.17 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her D c
C (D # C) basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski {izerine resmedilir.
Ayrica, zy € D olmak iizere f(z,) = 0 ve f'(zy) > 0 sartlarin1 saglayan ve D bolgesini

U birim diski iizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir (Duren 1983).
3.3. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Analitik olarak, bir {iinivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip iken;
geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiirlir. Hem analitik hem de {inivalent
fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri yine basit baglantili bolgelere doniistiiriir.
Riemann doniigiim teoremine gore, bir keyfi basit baglantili bélgede tanimli f tinivalent
fonksiyonunun yerine U agik birim diskinde tanimli bir f iinivalent fonksiyonu
secilebilir. Bu fonksiyon i¢in f(0) =0, f'(0) =1 normalizasyon sartlar1 goz Oniine

alinirsa

f(z)=z+ Z a,z" (z€eU) (3.1)
n=2

biciminde olur. Burada (3.1) bi¢ciminde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis
analitik fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifi A ile gosterilir

Ve

A={f: VzeE€Uicinf(z) =z + Z a,z" seklindeki analitik fonksiyon

n=2
seklinde yazilir.

14
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Tanim 3.3.1 (§ Smifi): U birim diskinde tnivalent olan f € A fonksiyonlarin

olusturdugu sinifa § smifi denir ve
S ={f € A: Vz € Uigin f — linivalent}
seklinde gosterilir (Duren 1983).

S sinifina ait bazi1 fonksiyon 6rnekleri asagida verilmistir.
i w=f(2)= é fonksiyonu U birim diskini Re(w) > _?1 sag yart diizlemine
resmeder.
(i) f(2) =

resmeder.

Z
1-z2

fonksiyonu U birim diskini C — {(—00, _71] U (%, 00)} bolgesi lizerine

(iii) f(2) = (1_22)2 Koebe fonksiyonu U birim diskini € — (—00,_Tl] bdlgesi iizerine

resmeder.

Teorem 3.3.2: f € S olmasi durumunda asagidaki ifadeler dogrudur (Duren 1983):

(i) Eslenik alma: g(z) = f(2) = z + a,z* + --- ise g € § dir.

ii) Dondirme (Rotasyon): 8 € R olmak tizere
(i) y
g(z) = e‘igf(eigz) =z+ Z a,e!m Dz (zeU)
n=2

fonksiyonu § sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0 < r < 1 olmak lizere

g(z) =1 f(rz) =z + Z a, " 1zm (z € U)

n=2

fonksiyonu § siifina aittir.

15
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(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, € U olmak lizere

_ f (1Z-I-I_Z'ZOOZ) — f(20)
9@ = P )

(zelW

fonksiyonu § siifina aittir.
(v) Deger bolgesi doniisiimii: Y fonksiyonu f(U) da tinivalent ve y(0) = 0,y'(0) =1
kosulunu gercekleyen bir fonksiyon ise f € § dir.

(vi) Cikarilmis deger doniisiimii: w & f(U) olsun. Bu durumda

f(2)
g9(z) = i) (zeW

1 -1327
w

fonksiyonu § sinifina aittir.

(vii) n. kok dontistimii: Eger n = 2,3, ... ise
9@ = \f@) = z+ 22" + — (2nay — (n— Dad)z? ' + -, (z€U)
fonksiyonu § sinifina aittir.

Tamm 3.3.3 (P smfi): U birim diskinde p(0) = 1, Rep (z) > 0 sartlarin1 saglayan
p(z) =1+ Y., c,z" bicimindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory

sinifi veya P simifi denir (Duren 1983).

Ornegin; p(2) = g, z € U fonksiyonu P sinifina ait olup, U birim diskini sag

yart diizlem iizerine resmeden bir konform doniislimdiir. Ayrica P sinifina ait bir
fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez. Ornegin; f(z) = 1 + z?2 fonksiyonu P sinifina

ait olmasina ragmen {inivalent degildir.

Tamim 3.3.4 (2 simfi): U birim diskinde ¢(0) = 0 ve |¢p(z)| < 1 sartlarin1 saglayan
analitik fonksiyonlarn olugturdugu siif Schwarz fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir

ve {2 ile gosterilir (Duren 1983).
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Bunlara ilaveten, P sinifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasindaki 6nemli bag asagida

verilmistir:

1+¢(2)

[y (p(2) € )

r(2) €P < p(z2) =

P ve 2 smiflarinin tanimlarindan sonra, § sinifinin iki 6nemli alt sinifin1 asagidaki

bigimde verilmistir.

Tanim 3.3.5 (§* smifi): B c C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir w, noktasini her
w € B noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye w,
noktasina gore yildizil kiime (starlike kiime) denir. w, noktasi 6zel olarak orijin segilirse,
bu kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi verilir. Eger bir f
fonksiyonu U birim diskini w, noktasina gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna w, noktasina gére yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda, f fonksiyonu U
birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.

f € A olmasi durumunda y1ldizil fonksiyonlarin sinift §* ile gosterilir (Duren 1983).

Im
& =
f
/
|I '.I
\
o - \
/ —— Ia" [
—
/ - l
[ f
)
| i
- ' J—» Re
'
\ 0 Wy /
\\
[ o
¥ B e

Sekil 1: wy Noktasina Gore Yildizil Kiime
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Teorem 3.3.6: f € A olsun. Bu durumda

zf'(2)
f(2)

f(z)es' e EP

olur. Ayrica f(z2) =z+ Yrsa,z2" €S8* = |a,| <n (n=2,3..) ifadesi dogrudur

(Goodman 1983).

Yildiz1l fonksiyonlarin sinifini

S*:{fEcﬂ: VzEUiginRe<%>>0}

biciminde gosterebiliriz.

Ornegin; S sinifina ait fonksiyonlardan en &nemlilerinden birisi z € U olmak

lizere,

Z

k@) = a5z

2
seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon k(z) = 1 [(g) - 1] seklinde

de yazilabilir. Ayrica k(z) fonksiyonu
u(z) ===, g(z) = u*(2), k(z) = ;[g(z) — 1]
biciminde yazilirsa U birim diskini —co dan _Tl e kadar negatif reel ekseni ¢ikartilmig

kompleks diizlem tizerine konform olarak doniistiirdiigii goriilebilir. k(z) doniistimii

tinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde nemli rol oynar.

18
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Sekil 2: Koebe Fonksiyonu

zZ

Yukaridaki sekilden k(z) =

i = Z+Znnz" €S oldugu goriilebilir.

Ayrica Teorem 3.3.6 kullamlarak da z = re®® ve (0 < r < 1,0 < 0 < 2m) olmak iizere

b, zf'(z) £ <1+Z)_R 1+ ret
€ f(z) | \1—z) " \1-rei®
3 1—1r? >1+r
T 141r2—=2rcosf " 1—7r

>0

elde edilir. Buradan da k(z) € $* oldugu goriiliir.

Koebe fonksiyonunun dondiirmeleri (rotation), her z € U i¢in,

V4

kg(z) = A=ePp)e

bi¢iminde tanimlanir ve kg (z) fonksiyonlar1 § sinifina aittir. Bu doniisiim ile birim diskin

e

4

gorilintiisii +o0 dan 1s1n1 hari¢ kompleks diizlem olur. @ € (0,2] ve z € U olmak

a
[(ﬂ) — 1] fonksiyonu, “genellestirilmis Koebe fonksiyonu” olarak

lizere f(z) = L —

2a

adlandirilir ve § sinifina aittir.

Tanim 3.3.7 (€ simifi): B c C kiimesi verilsin. Her w;,w, € B i¢in w; noktasini w,
noktasina birlestiren dogru par¢asi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ye konveks kiime denir.
Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna
konveks fonksiyon denir. f € A olmast durumunda konveks fonksiyonlarin sinifi C ile

gosterilir (Pommerenke 1975; Duren 1983).
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Sekil 3: Konveks Kiime

Konveks fonksiyonlarin analitik ifadesi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.3.8: f € A olsun. O halde

zf"(2)
(z)eCe1+— eEP
/ 7@
olmasidir. Ayrica f@)=z+Yy,a,2"€EC = |ay| <1 (n=23..)

degerlendirmesi dogrudur (Pommerenke 1975; Goodman 1983).

Teorem 3.3.9 (Alexander Teoremi): f € A ve z € U olmak lizere g(z) = zf'(z)

olsun. Bu durumda f € C olmasi i¢in gerek ve yeter sart g € $* olmasidir (Duren 1983).

Yukaridaki tanimlardan anlasildigi tizere bu smiflar arasinda C € §* € S c A

seklinde bir iligki vardir.

Tamm 3.3.10: f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon olsun.
U birim diskinde f(z) = g(w (Z)) olacak sekilde bir w € 2 fonksiyonu varsa, f

fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir (Duren 1983).

Eger g tnivalent ise f < g © f(0) =g(0) ve f(U) S g(U) gerektirmesi
dogrudur.
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f nin g ye subordinasyonundan anlasilacak sey asagidaki sekille izah edilmistir.

Sekil 4: f < g Subordinasyonu
Subordinasyon prensibi (Lindeléf Prensibi): Eger f fonksiyonu birim diskinde
analitik, iinivalent ve g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon olmak
tizere g(0) = f(0) ve g(U) < f(U) ise, bu durumda U, diskinde her r < 1 igin
19" (0)] < 1f'(0)] ve g(U;) < f(U,) dir (Duren, 1983).
Ozellikle, eger f < g ise

max|f(z)| < max|g(z)| (r € (0,1))

|z|<r |z|sr
esitsizligi dogrudur. Ayrica,

p(z) EP o p(z)<g ve p(z) EN © Pp(2) <z

gerektirmeleri yazilir.
Tanim 3.3.11 (R sinif1): A smifinda

Re(f’(z)) >0 (zelW

sartint saglayan f(z) fonksiyonlarma R sinifindandir denir (Goodman 1983).
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1959 yilinda Sakaguchi, birim diskte simetrik noktalara bagl yildizil

fonksiyonlarin sinifin1 asagidaki sekilde tantmlamistir.

Tanim 3.3.12: S sinifinda

R { 22f'(2) }>0 (zew
e{———7— z

f(2) - f(=2)
sartin1 saglayan f(z) fonksiyonlara S simifindandir denir (Sakaguchi 1959).

2006 yilinda Wang ve arkadaslari, birim diskte simetrik noktalara bagl konveks

fonksiyonlarin sinifin1 asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tanim 3.3.13: § sinifinda

o {[ 2[zf"(2)]

) f(—Z)]’} 2 G

sartin1 saglayan f(z) fonksiyonlarina Cs sinifindandir denir (Sakaguchi 1959).

Univalentlik kriterlerinden en kolay ifade edilen ve ispatlananlardan biri asagidaki

Noshiro, Warschawski ve Wolff” un kriteridir:

» f fonksiyonu konveks bir D c C bolgesinde analitik ve her z € D igin Re f' (z) > 0 ise

f fonksiyonu D bolgesi lizerinde linivalenttir.

Tamm 3.3.14: Analitik bir f fonksiyonunun katsayilar1 yardimiyla tanimlanan
E(a,, az) = |ag — a3| fonksiyoneline Fekete-Szegd fonksiyoneli denir. Genel olarak
Fekete-Szego fonksiyoneli, 4 bir reel ya da kompleks say1 olmak tizere, E(a,,as;p) =
laz — pa3| olarak da bilinmektedir. Bu fonksiyonelin bir iist sinirmm bulunmasi
problemi analitik fonksiyonlar teorisinde Fekete-Szeg6 problemi olarak bilinir (Fekete-

Szegd 1933).

Fekete-Szego problemi ile ilgili asagidaki teorem bilinmektedir.
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Teorem 3.3.15 (Fekete-Szego problemi): Her f € S fonksiyonu igin

—2u
lag —pail <1421~k (0<u<1)

esitsizligi yazilir. Bu sinir (0,1) arahigindaki her u degeri i¢in kesindir (Duren 1983).
3.4. Bi-Univalent Fonksiyonlar

Tamm 3.4.1: Hem kendisi hem de tersi tinivalent olan fonksiyona bi-linivalent fonksiyon

denir.

Bir f fonksiyonun tersi 1 ile gosterilirse

ff@) =2

yazilir. Diger taraftan Koebe-Ceyrek teoremine gore her U diskinin f € § altinda
goriintiistiniin orijin merkezli % yaricaplt diski ihtiva ettigini biliyoruz. Boylece her f € §
fonksiyonu

@) =2 (zew

Ve

i) =w, (Wl <n(), r(H) =3)

olacak sekilde f~1 tersine sahiptir.

Budurumda f(z) = z + Y5, a,z" € § alinirsa, f ~1(2) = z + XYoo=, b, z" olacag

agiktir.
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Boylece

FFT W) = F71W) + aolf T WP + aslf TP + -

) o) 2 ) 3
=W+anwn+a2 W+anwn + as W+anwn + -
n=2 n=2 n=2

=w++ (az + bz)Wz + (b3 + 2a2b2 + ag)W3
+ (b4_ + 2a2b3 + azbzz + 3a3b2 + a4)W3 +

=gw)

olur. Buradan w’nin ayni dereceli kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse a, ile b, ler

arasinda

a,+b,=0 = b, =-—a,

bs + 2a,b, + a3 = 0 = by = 2a3 — a;

b, + 2a,bs + a,b,* + 3asb, + a, = 0 = b, = —5a3 + 5a,a; — a,
seklinde bagintilar elde edilir. Boylece
g=f"1tw)=w-—a,w?+ (2a% — az;)w? — (5a3 — 5a,a3 + a,)w* + - (3.2)
olarak yazilir. Burada f~1(w) € A dur.

§ smifinda bi-linivalent fonksiyonlarin olusturdugu sinif X ile gosterilecektir. Yani
Y ={f€S: Vz€ Uicin f1(z) € §}

seklinde yazilir.

Ornegin; f; = 1% fo(z) = =log(1 —12z) , f3(2) = %log (g) fonksiyonlart X

z b
¢ . ! g ] _z _ z2 _z
smifina ait olmasmna ragmen; g,(z) = ar * 92 (z2)=2z- < > 93 (z) = —

fonksiyonlari ise X smifina ait degildirler.
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3.5. Gegenbauer Polinomu ve Ozellikleri

Klasik ortagonal polinomlar, ortagonal polinomlarin 6zel bir sinifin1 olustururlar.
Bunlar matematiksel fizikte, kuantum mekaniginde ve ozellikle, yaklagim teorisi ve
niimerik integrasyonda bazi problemlerin ¢oziimiidiirler. Gegenbauer polinomlar1 da

ortagonal polinomlarin en 6nemlilerinden birisidir.

Gegenbauer polinomlar1 (Kim et al. 2012), Prfu‘v) Jacobi polinomlar1 cinsinden

v=u=/1—21,(/1> —%, A # 0) olmak lizere

e
r(zx)r(n+x+%) n

F(n+2)l“(?\+%) (7L+l }\—%)

Bi(D) = O

_ (m-1+22y v (@40 -1
=" )Zk=o—@+%)k ) (3.3)

seklinde tanimlanir. (3.3) numarali denklemden, B/*(1) nin reel katsayilarla derecesi n
olan bir polinom ve B2(1) = (n—1n+27\) oldugu sonucu ¢ikar, ayrica B(1) nin bas
katsayist 2”("+2_1) dir. Jacobi polinomunun tanimima gore, 1 > —2 vel# 0 olmak
2
lizere u = v=/1—2l i¢in
By(=D) = (=" Bi ()

dir.

Kim et al. (2012) ve Stein and Weiss (1971) calismalarinda, Gegenbauer

polinomunun iirete¢ fonksiyonunu

1

22 A=Dn _1rmen
T = Ba(Dt (3.4)
(1-21z+z2)2(1-1lz+V1-2lz+ 2)7“5 (2Dn

ile tanimlamistir ve (3.4) ile tanimlanan esitlik Jacobi polinomunun iireteg

fonksiyonundan elde edilebilir.
(3.4) esitliginden

1
(1-21z+z2)*

oHz) = = Yo BADZ", z €A, L€ [-11], A€ (T, +)\ {0} (3.5)

25



3. MATERYAL ve YONTEM

elde edilir.

(3.5) esitliginde A = 1 alinirsa Chebyshev polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu ve

A= % alinirsa Legendre polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir.

@7 (z) fonksiyonu i¢in Taylor-Maclaurin seri agilim1 asagidaki gibidir:
¢ (2) = z+ Bf(Dz* + B(Dz® + Bf(Dz* + -+ B}_,(Dz" + -, (3.6
burada,
B{() =1, B}()=2M, B =211+ D12 —21=2(1),12 -2 (3.7)
ve (1),, ifadesi

1, n=20
(’1)":{,1(,1+1)...(A+n—1), neN

ile tanimlanan Pochhammer semboliidiir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde, asagidaki bigcimde tanimlamis oldugumuz

Gs (d)f) ve Ks (d)f) siiflari i¢in elde edilen sonuglar ispatlariyla birlikte verilmistir.

1

Tanim 4.1: [ € (0,1] ve |l # = olmak iizere f € A fonksiyonu

V2
2zf'(2) 1
fo-rea < P@ 1)
ve
2wg’ (W) 2

subordinasyon sartlarini sagliyorsa f (z) fonksiyonu Gy ((]5{1) sinifina aittir denir. Burada

z,w € U, ¢pf ifadesi (3.5) ve g = f~ L ise (3.2) ile verilmistir.

1

Tamm 4.2: [ € (0,1] ve l # N

olmak iizere f € A fonksiyonu

Z[Zf'(z)]l 1
ey < @) (4.3)

Ve

2[wg’ W)’ A
B@-gwr < 9@ @4

subordinasyon sartlarini sagliyorsa f(z) fonksiyonu K ((]5{1) sinifina aittir denir. Burada

z,w € U, ¢pf ifadesi (3.5) ve g = f~Lise (3.2) ile verilmistir.
4.1. Gy (qbf) Fonksiyon Simif1 icin Katsay1 Esitsizlikleri

Teorem 4.1.1: f(z) € Gz(qbf) olsun. Bu durumda
A2

|a2| < \/W (4.5)
A%~
las| < AL(1 + AD) (4.6)

dir (Caglar et al. 2024).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Ispat: f(2) € Gz(qb{l) ve g = f~1 olsun. (4.1) ve (4.2) sartlarindan v(0) = 0 = v(0)

olacak sekilde v, v analitik fonksiyonlari vardir ve her z, w € U igin [v(2)| < 1, |[v(w)| <

1 dir. Buradan
2212 _ 42
Fo-ren - SL@)
ve

2ofr(w)

_ A
e = 21 (V@)

yazilabilir veya buna denk olarak

I#;((Z—)Z) =1+ B (Dv(2) + B (Dv?(2) + -
Ve
2 1}
#& =1+ B{(Ov(w) + B3 (Wv*(@) + -

olur. Burada z, w € U ve j € N olmak iizere

v(2) = 1z + cpz% + -
ve

v(iw) =diw + dyw? + -
oldugu bilinmektedir. O halde

gl < 1. [d; <1

dir.

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

Eger (3.1), (3.2), (4.11) ve (4.12) ifadeleri sirastyla (4.9) ve (4.10) esitliklerinde

yerine yazilirsa

1+ 2a,z 4+ 2a3z% + - =1+ B{(Deyz + [BF (Dey + BF(Dc?z? + -

Ve
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1-2a0 + (40,2 — 2a3)w? + -+ = 1+ B (Ddyw + [BF (Dd; + B (Dd? |w? + -

elde edilir. (4.14) ve (4.15) ifadelerindeki denklemlerin katsayilar karsilastirilirsa

2a; = Bf(l)cb
2a; = B} (Dc, + BE(D)c?

ve

—2a, = B}(Dd;,

4a,? — 2a; = B{(D)d, + BL(1)d?
elde edilir. (4.16) ve (4.18) denklemlerinden

c; =—d;

ve

2 B (2+a?)
a=="73

esitlikleri yazilir. Ayrica (4.17) ve (4.19) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
4a5 = B (D(c, + dp) + B3 (D(cf + d})

elde edilir. (4.21) de (c? + d?) ¢ekilip (4.22) de yerine yazilirsa

2 _ [BlO] €dy)
27 4B -8Bl

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

bulunur. Bu durumda (4.23) denkleminde her iki tarafin modiilii alinip (4.13) ve (3.7)

dikkate alinirsa

elde edilir.
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(4.17) den (4.19) ¢ikarilirsa

_ B O(ci-dD)+BiW(ca=d2) | 2

3 4 2
_ BO-ay+Bia)(ci-a?) | [l (cfrad) (4.24)
4 8 ’

sonucu elde edilir. Son olarak (4.24) esitliginde her iki tarafin modiilii alinip (4.13), (4.20)
ve (4.21) esitlikleri kullanilarak

las| < AL(1 + AD)

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonug 4.1.2: f(z) € Gx(¢7) olsun. Bu durumda

lax| <V2
ve
las| < 2

dir.

Sonug 4.1.3: f(2) € Gy (gbi) olsun. Bu durumda
2

V2
la,| 37
ve
3
las] SZ
dir.

1
la,| Sm
ve
5
|las| SE
dir.
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4.2. Gy ((,bfl) Fonksiyon Sinifi i¢in Fekete-Szego Problemi

Teorem 4.2.1: f(z) € Gy ((]5{1) olsun. Bu durumda u € R i¢in

(1 — pAl?
a2 —22A+DIZ—1)

h(w) =

olmak lizere

| . Al eger |h(w)| <-,
a3 _ﬂaz S

4AllR(W)|, eger |h(w|=

)

Rl

olur (Caglar et al. 2024).
Ispat: (4.23) ve (4.24) esitliginden

> B (D)(c; — dy)

as — pas = 2 + (1 - pay?
_ B0 —ds) (1= w[BIO] (e +dy)
4 4[B2 (D] - 8B()
| %, 0= u)[zBf(l)]zcz L - u)[zsf(l)]zdz
44 4 BrD]) -8B  4[BI(D] -8B

=570 (G +3) ez + (hG) ~3) ]

sonucu elde edilir. Burada

a-w[Bto]’
h( ) — — u [2 1 1
4[BL(D] -8BL(1)

dir. (3.7) ifadeleri (4.25) ve (4.26) da dikkate alinirsa

(1 — wAl?
A2 2020+ DIZ-1)

h(w) =

olmak lzere
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as - ua3 = 221 |(nGo + %) o + (h() - %) |

elde edilir. Burada her iki tarafin modiilii alinip (4.13) dikkate alinir ve gerekli islemler

yapilirsa

Al eger |h(w)| <

las — ua3l <
4l lh(W)|, eger |h(w)| =

)

R

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonug 4.2.2: f € G5 (¢1) olsun. Bu durumda u € R icin

1, eger |u—1|<-,

las — pazl <
2lu—1|, eger |u—1|=

N R DN]| -

dir.
Sonug¢ 4.2.3: f € Gy (d)i) olsun. Bu durumda u € R i¢in
2

1
| . = eger |u—1|<1,
as — pas| <

2 )
1 —
dir.
1
Sonu¢ 4.2.4: f € Gy <¢12> olsun. Bu durumda p € R i¢in
2
1 1—u
) g - 5 S 1!
v |

1_
- # , eger |TM| =1,

dir.
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4.3. K5(@7) Fonksiyon Simfi icin Katsayi Esitsizlikleri

Teorem 4.3.1: f(z) € Ky (d)f) olsun. Bu durumda

la,| < AWZAL
21 = Jla@z-az-12)]
ve
Al A%
<42
las| < 3 + 2

dir (Caglar et al. 2024).

(4.27)

(4.28)

Ispat: f(z) € GE(¢{1) ve g = f~1 olsun. (4.3) ve (4.4) sartlarindan v(0) = 0 = v(0)

olacak sekilde v, v analitik fonksiyonlari vardir ve her z, w € U igin [v(2)| < 1, |[v(w)| <

1 dir. Buradan

2zf1A]"  _ 42
Fo-rear — P @)

Ve

2wgr@)]”  _ 2
Be—scay = 01 (V@)

yazilabilir veya buna denk olarak

_2lef @F A A(TV0:2
F@)—f(-2)]' 1+ B (Dv(z) + B2 (Dv*(2) +
Ve

2[wg ()]’
[g(w)—g(-w)]’

=1+ B}(Dv(w) + B (Dv(w) + -

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

olur. Burada z, w € U ve j € N olmak tizere v(z) ve v(w) sirasiyla (4.11) ve (4.12) gibi

tanimlanir ve (4.13) sart1 saglanir.
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Eger (3.1), (3.2), (4.11) ve (4.12) ifadeleri sirasiyla (4.31) ve (4.32) esitliklerinde

yerine yazilirsa
1+4a,z + 6azz? + - = 1+ BE(Dcyz + [BE(Dey + BF(Dc?z% + -+ (4.33)
Ve

1—4a,w + (12a,% — 6a3)w? + - = 1 + Bf (Ddyw + [BF (Dd, + B (D)d?|w? + -
(4.34)

elde edilir. elde edilir. (4.33) ve (4.34) ifadelerindeki denklemlerin katsayilar

karsilastirilirsa
4a, = B} ()cy, (4.35)
6a; = B} (Dc, + BI(Dc2 (4.36)
Ve
—4a, = B}(Dd;, (4.37)
12a,% — 6a; = BH(Dd, + BF(Dd? (4.38)

elde edilir. (4.35) ve (4.37) denklemlerinden
1 = _d1 (439)
ve

2 B (2+a?)
a, = ————+=

” (4.40)
esitlikleri yazilir. Ayrica (4.36) ve (4.38) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
12a% = B (D) (c; + dy) + B (D(c? + d?) (4.41)

elde edilir. (4.40) da (cf + d%) ¢ekilip (4.41) de yerine yazilirsa
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2 _ Bl oty
2 4B O] -8BA0)

(4.42)

bulunur. Bu durumda (4.42) denkleminde her iki tarafin modiilii alinip (4.13) ve (3.7)

dikkate alinirsa

AlV2AL

lay| <
“ T @ -4z — a2

elde edilir.
(4.36) dan (4.38) ¢ikarilirsa

a, = B0+ BlOe-dy) | a2
12

_ BWedpspl(ci-ad) | [Bol (cf+a)
12 32

(4.43)

sonucu elde edilir. Son olarak (4.43) esitliginde her iki tarafin modiili alinip (4.13), (4.39)
ve (4.40) esitlikleri kullanilarak

I |<,11 +,1212
l=737T7,

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonug 4.3.2: f(2) € K5 (¢1) olsun. Bu durumda

| |<\/8
ap| < —
ve
jas] <
=17
dir.
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Sonug 4.3.3: f(2) € K5 (gbi) olsun. Bu durumda
2

| |<\/§
ap| < —
Ve
I |<11
41 =7g
dir.

1
Sonuc¢ 4.3.4: f(z) € Ks (d’f) olsun. Bu durumda
2

lay] < —
a < —
2 14
Ve
| |<19
4l =797
dir.

4.4. Ky ((,bfl) Fonksiyon Simfi i¢in Fekete-Szgeo Problemi

Teorem 4.4.1: f(z) € Kx (d)f) olsun. Bu durumda u € R i¢in

(1 — wAl?
12412 =222+ DIZ2 — 1)

h(w) =

olmak lizere

A ser [h(w)| < —

-, eger Wl <-—=,

las —pa2| <{ 3 1z
AAh(w)|, eger |h(W|=—,

12

olur (Caglar et al. 2024).
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Ispat: (4.42) ve (4.43) esitliklerinden

B () (c,—d,)
as — paj = 2L 4 (1~ p)a3

y) A3
_ Bl(e2=dy) | (1=pm[Bi Q)] (cptdz)
12 4G3[BAW)] -8B2 ()

¢ dy  A-w[BrD] e, N (1 - w[BID] 4,
12 1z 4(3[Bf(l)]2—8B§(l)> 4(3[Bf(l)]2—833(l))

=570 [(hG) + 35) 2 + () — 73 2]

(4.44)

sonucu elde edilir. Burada

2 2

_ (-w[BiO0)]
h(p) = ——2L
43[B{ 0] -8B} ()

(4.45)

dir. (3.7) ifadeleri (4.44) ve (4.45) da dikkate alinirsa

(1 — pAl?
12012 — 222+ DIz - 1)

h(u) =

olmak lizere

az ~ nad = 221 (h() + 75 ) 2 + (k) — 75 ) ]

elde edilir. Burada her iki tarafin modiilii alinip (4.13) dikkate alinip gerekli islemler

yapilirsa
A ser ()] < —
—, eger wl ==,
lag — pajl < 3 112
4R, eger |h(W|=—

12’

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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Sonug 4.4.2: f(2) € K (¢1) olsun. Bu durumda p € R igin

1 . 1
3 eger |1—ul<z,
|a3 —,ua%| < 2 1
SI1—ul, eger 11-pl=3,
dir.
Sonuc¢ 4.4.3: f(2) € K5 (qbi) olsun. Bu durumda u € R igin
2
1 y
o eger |1—pul<1,

|a3_ﬂa%|3 1
clL—ul eger |1-ul=1,

dir.
E

Sonuc¢ 4.4.4: f(z) € K5 (d)f) olsun. Bu durumda ¢ € R igin
2

1 § 1—py _1
—, eger |—| < -,
a5 — wa3| < RN

3 21 = . |1—,Ll>1
eger 7123

12
5
16 |’

dir
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5. TARTISMA VE SONUC

Tez calismasinda Oncelikli olarak bi-linivalent fonksiyonlarin tanimi ve seriye
acilimi gibi baz1 6zellikleri verilmistir. Daha sonra Gegenbauer polinomlar1 yardimu ile
bi-iinivalent fonksiyonlarin yeni Gy (d)f) ve Ky (d)f) alt smiflar1 tanimlanmis ve bu
smiflara ait fonksiyonlar i¢in |a,| ve |as| katsay: esitsizlikleri elde edilmistir. Ayrica,
Fekete-Szegd problemi olarak bilinen |a; — pa3| fonksiyoneli icin bir {ist smr

bulunmustur.

Yapilan bu calismada parametrelerin 6zel durumlart igin Gz(qb{l) ve Kz(gl){l)

smiflari i¢in yeni sonuglar elde edilmistir.
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