GAZIi UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERi ENSTITUSU

GEGENBAUER POLINOMLARININ SIFIR YERLERI
VE WRONSKIAN OPERATOR METODU

DOKTORA TEZi
(MATEMATIK)

Sedat CEVIKEL
(Ocak - 1997)



Bu tezin Doktora tezi olarak uygun oldugunu onaylanm.
M
Dog. Dr. 1. Baki YASAR

Tez Yoneticisi

Bu ¢aligma, jiirimiz tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda Doktora
tezi olarak kabul edilmigtir.

Sinav Jiirisi

Bagkan : 7,{)/?5/ Do, /Ju&/ﬂe 67!?& %///g(\r
@/»/.' o, Covad KARZ %ﬁ?

Uye
Uye ‘?/ﬁ»/n@r. Wéﬁ‘/” mER/ %%'M
" [f Rv fé;ﬁﬁ/%; %WW W AL (m\&ﬁ/l/\@mm
Uye ?/« o1~ . 9
¢ ( o "
Uye : Qng Dr. ,Z/‘/én Pote >//§/’¢' é@m

Bu Tez Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarma

Uygunda: P



GEGENBAUER POLINOMLARININ
SIFIR YERLERI VE WRONSKIAN OPERATOR METODU
(Doktora Tezi)

Sedat CEVIKEL

GAZi UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU
Ocak 1997

07/

Bu caligmada, diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri olan kompleks
degigkenli ortogonal .polinomlarmn sifirlar1 incelendi. Bu polinomlara kargilik
gelen holomorfik ve meromorfik f(z) fonksiyonlarimn Mittag-Leffler agilimi
kullamlarak polinomlarin sifirlar1 ile bunlarm Wf(z) = £(2).f"(z) - [f '(z)]2
seklinde tanimlanan Wronskian polinomlarimn sifirlar aragtirildi. f{z) nin L. ci
cesit Chebyshev polinomu ve 0<A<1 mertebeli Gegenbauer polinomu

oldugu durumlarda, sifir yerleri ve bu sifirlarin bulundugu bolgeler ayrintili

olarak aragtirilda.

Bilim Kodu : 403.06.01

Anahtar Kelimeler : Polinomlarin sifirlari, Mittag-Leffler agilimi, Wronskian
polinomu

Sayfa Adedi : 86

Tez Yoneticisi : Dog. Dr. I. Baki YASAR



ZEROS OF GEGENBAUER POLINOMIALS AND WRONSKIAN
OPERATOR METHOD
(Ph. D. Thesis)

Sedat CEVIKEL

GAZI UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
January 1997

ABSTRACT

In this thesis, the zeros of the orthogonal polynomials with complex
variable which appear in the solutions of the differential equations were studied.

The zeros of the holomorphic and meromorphic functions f(z) and the

Wronskian polinomials defined as Wf(z) = f(2).£(z) - [f(z)]° which
correspond to these polinomials were examined by using their Mittag-Leffler
expansions. In addition, the zeros and the regions of these zeros of the cases
where f(z) is a “Chebyshev polynomial of first kind” and a “Gegenbauer

polinomial of the order of 0 < A < 1” were discussed with some detail.

Science Code :403.06.01

Key Words :Zeros of polynomials, Mittag-Leffler expansion,
Wronskian polynomial.

Sayfa Adedi : 86

Tez Yoneticisi : Assoc. Prof. Dr. I. Baki YASAR



TESEKKUR

Bu tez c¢aligmam siiresince yardimlarimi esirgemeyen, calismamin
her asamasinda yol gosteren ve tavsiyelerde bulunan Saym Hocam
Dog. Dr. 1. Baki YASAR’a tecriibelerinden ve nerilerinden yararlandigim
G.U. Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimii Saym Hocalarima

tegekkiirlerimi ve saygilarimi sunarim.



SEMBOLLER LiSTESI

Anlam

: Sonsuz kez siirekli tiirevienebilir fonksiyonlar uzay:

: k yinc1 basamaktan siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar uzay1

:( 0 , 0 s veos 0 ] Gradiyent tiirev operatorii
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9% 9? o’
: (——~2—+~—2-+ +——2] Laplasiyen tiirev operatdrii.
0x] 0x; 0x;

: D bolgesinin sinir1.

: £(2) nin z; e € deki rezidiisii
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: P daki rasyonel fonksiyonlarin climlesi
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GIRIS

Bu tez ¢aligmasinda, diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinde ortaya
konan kompleks degiskenli polinomlarin sifir yerleri incelenerek ¢oziimlere
bazi kisitlamalar getirilmigtir. Bunun i¢in M. ABRAMOWITZ and LA.
STEGUN [1], K. DILCHER and K.B. STOLARSKY [2,3] ve M. MARDEN
[4] den biiyiik dlglide yararlanilmugtir.

Temel tanim ve teoremlerin yer aldigi Boliim 1°de, Viu=Au=0
Laplace denkleminin ¢dziim fonksiyonlarma yansiyan polinomlarin
ozelliklerine, kompleks degiskenli f(z) fonksiyonlar1 i¢in Mittag-Leffler
yontemi kullamlarak meromorfik ve holomorfik yapilara yer verilmigtir. Bu
yontem ile kismi terimlerden olugan polinomlarin yakinsakliklar1 incelenmistir

[5,6,7].

Boliim 2, [-n, n] araliginda singiilerligi igeren f(z) = m.cosecnz nin
Mittag-Leffler agilumindaki rasyonel terimlerin toplami olan f,(z) nin

stfirlarinin dagilimlarinin ve bir f(z) polinomunun sifirlari ile W-operatériiniin

f(z) tizerine etkisinden sonra olusan
Wi(z) = £(z) . £(2) - [f(2)]° (ze )
polinomunun sifirlarinn incelenmesini olusturmaktadar.

Buna yakin c¢aligmalardan, e* nin kismi toplamlarmin sifirlarma ait
caligmalar SZEGO [8] tarafindan yapilmig ve daha genis olarak A. EDREI,
E.B. SAFF and R.S. VARGA [9] tarafindan incelenmistir. Bunlar diginda,



exponansiyel polinomlarin yaklagim smifindaki sifir dagilumlarina ait
caligmalar yapilmigtir [10], [11] ve [12].

Fakat, “Mittag-Leffler agilimlar” kisitlamasinin sifirlar: hakkinda fazla
aragtirma yoktur. Dolayisiyla 2. Bollimiin ilk kismi, bdyle bir incelemeye
ayrilmugtir. Ikinci kisimda z = x +iy € € olmak iizere f(2) polinomu ve Wf(z)
polinomunun sifir dagilimlar iizerine yaklagimlari ve bazi kisitlamalara yer

verilmigtir.

W operatoriiniin, I inci g¢esit Chebyshev polinomuna ve O0<A <1
mertebeli Gegenbauer (Ultrakiiresel) polinomlara uygulanarak sifirlarinin

dagilimlarmin incelenmesi boliim 3’{in kapsamindadir.

Boliim 4°de ise sonug ve tartigmanin yer aldigs ve W nin, benzer
yapilar gosteren diger polinomlara uygulanabilirlii yorumlarina yer

verilmigtir.



BOLUM 1
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER
1.1. Kiiresel Fonksiyonlar
Uygulamal1 bilimlerde ¢ok kargilagilan Laplace denkleminin, kiiresel

bolgeler i¢in degisken ayrigim metodu ile belirlenen ¢oziim fonksiyonlari,

kiiresel fonksiyonlar olarak isimlendirilir.

Vu=0

1 8 ,0u 1 0 du 1 &u '
— | = —{ $in0— |[+—5—5——5=0 1.1
2 6r[r 6r]+r2sin9 69[8m969)+rzsin296(p2 (.0

denkleminin u(r,0,¢) = R(r) .Y(G,(p) seklindeki ¢6ziimii aragtirtldiginda
Voo YHAY =0 (1.2)
nindeki Y(G, (p) fonksiyonu kiire yiizeyi tizerinde smurli olabilir. Ozellikle,

Y(0, ¢+27) = Y(8,0)

IY(G,(p)I <o |, Y(n,(p)‘ < (1.3)

bagintisin1 tamamlar.



(1,2) denkleminin Lineer siirekli smirli ¢6ziim fonksiyonlari, kiiresel
fonksiyonlardir. Buradaki Y(O,(p) fonksiyonunun Y(G,(p) =0(0) (¢)
ayngimmdaki ®(¢) ¢bziimii, & +pd=0 denklemi igin (n= m?, meZ
olmak tizere) mevcut olup, lineer bagimsiz ¢oziimler cosm¢ ve sinme

fonksiyonlaridir.

©®(0) fonksiyonu,

_1_1(. d_®) ( p ) _ . .
S0 do sin0 + x—sinze ®=0 denkleminde GE[O,TC] icin

tanimlidir.

t =cosB ié:in X(t)l . =X(cos0) =@0) tanimlanarak X(t)

=

fonksiyonu igin assosiye Legendre fonksiyonlu

d dx 2
Et[(1—t2)—d;]+[x—ftzjx=o (-1<t<1) (1.4)

denklemi olusur ki bu sadece A=n(n+1) igin smrh ¢dziime sahiptir. m<n

oldugunda

X(t) = plm(t) = P{™(cosB) = &(6)

t=cos0 t=cos0

dir.



Buna gore coske ve sinke fonksiyonlarmi kapsayan kiiresel

fonksiyonlar sistemi yazilir. k =1,2,...,n olmak iizere

m=0 ign Y¥ =P,_(cos6)
m=1 ign Y ™(8,0) =P (cos6).cosp

Y9 (0,¢) = P (cosh).sing
(1.5)

m =k igin Y,(l“k) (9, ) = P,(lk) (cos0).coske

Y9 (6,0) = P (cosb) .sinke

sistemi elde edilir. Burada Y,(lm) kiiresel fonksiyonlar (2n+1) tane olup Lineer

kombinasyonlar1 A olmak {izere (1.5) sistemi

Yn(e,(p) = i (Anm cosm@+ B, sin m(p) P (coso) (1.6)

m=0

seklindedir. Bu durumda,

Yn(G,(p)= i C,.. Y™ (cos)

m=-n

Ay » m<0

kiiresel fonksiyondur, yleki C,, = { olmak iizere.
By » m>0



Y9 = p (cos6) Legendre fonksiyonlart (¢’ye bagli degil) olup

bunlara Zonal Fonksiyonlar denir.

Teorem 1.1.1. P,(x) Legendre polinomu (-1,1) araligmnda iginde n

Jx
tane sifira, k yinct basanmaktan ETPn(X) tiirevi de (n—k) tane (k < n) sifira
X .

sahiptir.

Ispat: (t2 —l)n fonksiyonu, (—1, 1) araliginin  ug¢ noktalarinda,

—(t2 -~ l)n fonksiyonu u¢ noktalar ve orjin noktasinda sifir degerini alir.

dt
2 n
a;(tz - 1) icin argllgm icinde en az iki sifir yeri vardir (Sekil 1.1).
J\y
]
/ \gtz-l)n
(Gl ~—
-/“%\\ //m> —>
! N = T
Sekil 1.1
dk
Dolayisiyla &T{—Pn(x) fonksiyonu (-1, 1) arabigmun i¢ kisminda (n-k) tane

stfira sahiptir.



Bu teoremin sonucu olarak P,(t) nin (~1,1) deki n sifir yeri olmast

nedeniyle kiire ylizeyi (u¢ noktalar dahil) n + 1 tane enine bolgelere
ayrilabildigini gorebiliriz. Bu bolgeler iginde P, (t) ler aymi igarete sahiptirler.

Simdi kiirenin iizerinde
gk sin ko
YR = sinke.[dt—k Pn(t)J : | (1.7)
t=cos9  (COS k@

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon ile biitiin kiire yiizeyi

1zgaralara bolliniir ki, bunlara Tessoral Fonksiyonlar denir. YK fonksiyonu

sabit igaretlidir.(1.1) in,

u(r,e,(p) =R(r) .Y(G,(p) ¢oziimii R(r)=r* dan a=n ve a=—(n+1)

degerlerine kargilik
u(r,0,0) =r". Y (8,0) (1.5"
u(r,8,0) = r ™V Y (g,0) (1.57)
seklini alir.

Burada (1.5') ¢6ziim fonksiyonu n yinci dereceden homogen harmonik
polinom olarak da adlandirilirlar.



1.2. Ortogonallik

Y, ve Y,, (1.1) denklemini saglayan iki kiiresel fonksiyon olsunlar.

A ———(sin9~a—)+ 10 (1.8)
% " sing 0O\ 00/ sin® 0 dg> '

operatérii icin dQ = sin@d0dg olmak fizere (kiire yiizeyi X ile gdsterilerek)

g Y, Ag, Y dQ= g {6;;1 66% +Si:26?$ 6;:}@ (1.9)
dir. Kiire ylizeyinde, -
du. 1 ou-
grad u= 20 o +gl—n—6% i,
ve
div A= —s—,ég[%(sme.Ae) + %}]
oldugundan
Ag o= V3 u=div (grad u) (1.10)

dir.



Bu durumda (1.9) ifadesi,

¥, 8, ¥ d02= [ grady, .grady, a0 (1.11)
% z

seklini alir. Buradan,

'U {YZ Mgy Y ~Y1A9,(pY2} dQ=0 ‘ (1.12)
p)

elde edilir ki bu Ag, operatdrii i¢in Green formilliidiir. A, A, farkli degerleri

igin

1=(hy ~2,) ,ngYz d0=0
ise

!:I Y,Y,dQ=0
dir. Yani,

dir. O halde Y; ve Y, fonksiyonlar ortogonaldirler.
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A=n(n+1) icin n yinci mertebeden 2n+1 kiiresel fonksiyon sistemi

mevcut oldugu bilinmektedir [5].

Yr(lkl) (6,(p) ve Y,(lkZ) (6,(p) iki kiiresel fonksiyon olmak {izere

HY k2 dQ = ,E J;Y k2 sin® do do

= _Encoskl(pcoskztpd(p. _Et Pl(lk‘)(cose).Pl(,kZ) (cos0)sin6.do

= fn cosk,p.cosk,p.do. J;iPr(lk‘)(t) Pr(lkZ) (t) dt

0 ,  ki#k,
2 (n+k)!
— . k = = 1.13
a0+l (nok) ° K1k =k=0 (1.13)

| a1 o Famka=0

dir. (1.5) deki kiiresel fonksiyonlarin ortogonal sisteminin 0<0<m,

0 < @ £ 27 bolgesindeki normu,

1!: !
J Y@ (e smeded(p— 2 (n+k)! (1.14)
0

N+l “®k (h—K)!

seklindedir (Burada gy =2, k> 0iging, =1).
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Kiiresel fonksiyonlar serisinde, genisletilmig f(9,<p) indis

fonksiyonunu diigtinelim.

f(0,0) = i i (A pm cOs M@ + By, sin mo) . PI™ (cos6)

n=0 m=0

o0

=2, Y,(6,0) | (1.15)

n=0

dir. Burada N

_ 2m (n+m)! _ 2, m=0
m =51 (p—m)t ° w7

(1.16)

seklindedirler.

Laplace denkleminin genel ¢6ziimii,

u(r,O,(P)= i (E\n Y, (9,(P)

n=0 a/ S

© a\n+1
u(r,B,(p)= Z (—) .Y, (G,(p)

(1.17)
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formunda ise, o taktirde bu ¢oziimler, sirasiyla i¢ sinir deger problemi ve dig

siir deger problemi igin ¢6ziimlerdir.

Yarigapi a olan kiire iizerine Ul; = f (6, (p) siur kosulu verilirse

£(0.0) = 2. Y. (6,9) (1.18)

n=0

olur.

(1.5) deki kiiresel fonksiyonlar sistemi tamdir. f (G,(p) e C? olup,
kiiresel fonksiyonlarin sonlu serisiyle ayn1 degere yakinsayabilir.

Kiiresel fonksiyonlarin olusturdugu denklemin, A # n{n+1) igin siurl
¢oziimleri yoktur. A=n(n+1) igin n yinci mertebeden kiiresel fonksiyonlar

sistemi (1.5) ile belirlidir.
1.3. Holomorfik ve Meromorfik Fonksiyonlar

Bir f(2), (z € €) kompleks degiskenli fonksiyonun bu yapilara karsilik
gelmesi, f(z) nin analitik olmasiyla ilgilidir. Bu tiir fonksiyonlar, uygulamali
bilimlerde 6nemli bir yer tutarlar.

f(z) nin tiirevinin bir z, noktasinda ve z, m bir komgulugunda da
mevcut olmasi, fonksiyonun z, da analitik olmasm, dolayisiyla bir D

bolgesinin her noktasinda analitik olan f(z) nin, bdlgenin tamamnda da

analitik oldugunu verir.
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Tamm 1.3.1. Bir D bélgesinin her noktasinda tlirevi mevcut olan f(z)
fonksiyonu bu bolgede Holomorfik Fonksiyonu ya da Analitik Fonksiyon

adin1 alir.
w(z) = u(x,y)+iv(x,y)

fonksiyonunun z, = x +iy, noktasinda

Cauchy-Riemann gartlarim saglamas: durumunda w(z) nin D bolgesinde

holomorf olmasini verir.

f(z) nin bagimsiz degiskeninin, verilmis bir noktaya yaklagmasi
durumunda sonsuz degerini alan fonksiyonlarla karsilasilir ki bu durumda,

CU{oo} = €, genisletilmis diizlem ele alinur.

Sonlu kompleks diizlemin her noktasinda analitik olan fonksiyon tam
fonksiyondur. Ornegin bir polinomun, bdlgenin her yerinde tiirevinin
bulunmasi, polinomu tam fonksiyon kilar. Eger f(z), bir z, € € de analitik

olmayip z, mn her komsulugunda analitik ise, z,, f(z) nin singiiler noktasidir.

Tamm 1.3.2. Bir D bolgesinde kutuptan bagka singiiler noktasi
olmayan f(z) fonksiyonuna Meromorf Fonksiyon denir. Yani singiiler

noktalar1 kutuplardan olusan fonksiyonlardir.
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f(z) nin ayrik singiiler noktas1 z, ise z, merkezli bir 0< lz—z0| <R
bolgesinde,
b1 b2 bn

f(z) = Q _ n ves o
(Z) g an(Z Zo) + Z— 274 +(Z—Z0)2 + +(Z—Zo)n+

seklinde yazilabilen Laurent serisi yazilabilir. Esas kismi en az bir yada sonlu
sayida terim igerirse by #0 (k= L 2,..., m) ve bj =0 (j =m+1,m+2,...)

olacak sekilde m > 0 sayis1 vardir ki o zaman f(z) nin Laurent serisi

o b b L
h, - Rt 1 2 4 =
(2) né:) an(Z ZO) * Z—Z -I-(z—zo)2 i +(Z'zo)m

olur. Bu durumda z,, f(z) nin m yinci mertebeden kutup noktasidir.

n
Tamm 1.3.3. f(z)=a,+az+a,z>+..+a,z" = ) a.z' fonksiyonunu
0 1 2 n & i Yy
1=

ele alalm. Kompleks diizlemin bir D bolgesindeki holomorf olan f(z)

fonksiyonunun z; € D civarmdaki f(z) =), f(")(zl).(z—zl)n/n! Taylor

n=0

aciliminda,

f(z;) =0, (z) = f(z)) = ...=0 ve £)(2) 2 0 ise

f(z) =(z—2;)° .£,(2) olurki z,’e £(2) nin p-kath sifir yeri denir.
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Teorem 1.3.4. Smirlt bir D bolgesinde f(z) holomorf ise f(z) nin D
deki sifir yerleri sonlu sayidadir.

Ispat: D bolgesinde holomorfik olan f(z) nin, bu bélgede sonsuz
sayida sifir yerinin oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Bolzano-Weierstrass
teoremi geregince bunlarin en az bir yigilma noktas1 vardir ki sifir yerleri ayrik

noktalar olmayacaktir. Bu bir ¢eliskidir (Ciinkii sifir yerleri ayrik noktalardir).

Ancak 0D {lizerinde sifir yerlerinin bir singiiler noktada yigilma
gosterecegine de dikkat edilmelidir.

Teorem 1.3.5. z,, f(z) nin p katli sifir yeri ise, bu durumda z,, ()

nin (p—1) katls sifirsdir.

1
Tanim 1.3.6. f(z) meromorfik fonksiyon ve e nin bir sifir yeri z,
ise, z, in bir yoresinde L holomorfdur ve = (z—2) ¢(2) yazlir.
> A1 f(z) f(z) 1

Bu durumda z,noktasina, f(z) nin p-kath kutup yeri denir. Bunlarda ayrik

noktalar olup sinirli bir bélgede sonlu sayidadirlar (Buradaki ¢(z) fonksiyonu
da holomorftur).

Teorem 1.3.7. z,, f(z) nin p-katli bir kutbu ise, bu durumda z,, f(z)
nin p + 1 katli kutbudur.
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1.4. Sifir Yerleri ve Kutup Yerleri Arasindaki iligki

Kompleks diizlemdeki z, merkezli C, ve C, ¢emberlerinin

olusturdugu halka {izerinde f(z) holomorf olsun. z € € noktasindan gegmeyen

bir ¢izgi ile gosterilen s6z konusu halkanmn smurn 0C,;U0C, =0C olsun

(Sekil 1.2). Bu durumda,

1 f(z)
a4y = 21tic (Z—Zl)n+1

dz

dir.

Q Ci

Sekil 1.2

z;, f(z) nin ayrk singiiler noktast olmak iizere bu noktann

yoOresindeki Z an(z—zl)nl Laurent agilmindaki negatif kuvvetlere sahip

n=—co
terimlerin ilkinin a katsayist Rez(f,z;) ile belirli olup, bu f(z) nin z; deki

rezidiisiidiir.

a_y= 51— ({ f(z) d(2).
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Za_lz +ag +a1(z-—zl)+a2(z_zl)2+_" olmak iizere,
—Z

z, basit kutup ise f(z) =

a_; = lim (z— zl) f(2)
YA ]

dir.

P(z) ve Q(z) holomorfik fonksiyonlar olmak tizere £(z) = P(z) / Q(2)

olmasi durumunda (z,,Q(z) in basit sifir1 ise)

] _(z—zl).P(z) ~ P(zl)
TP T Qfa)

=Rez(f,zl)

dir. Eger z,, k-katli bir kutup ise f(z) nin bu noktadaki rezidiisii

f(z) = . a“zk )k +ot (zi—lzl) +ag+a;(z—-2y)+...
—z

yazilabileceginden g(z) =(z- zl)k. f(z) nin Taylor agilimindaki (z— zl)k—1 in

katsayis1 f(z) nin z; deki rezidiisii olur ki

(k-1)
g V()
217 (k-1
(x-1)
Rez(f,Zl) = (k_l_l)!' 321(—1 [(Z_Zl)k f(Z)]z=zl

dir.



18

Teorem 1.4.1. f(z), D bolgesinde analitik fonksiyon ve C egrisi,
iizerinde singiiler nokta bulundurmayan Jordan egrisi olsun. C nin iginde kalan

sonlu sayidaki z,,z,,...,z, singiiler noktalarindaki rezidiiler toplam:

n

1
%é[ f(z)dz=k2=; Rez(f,zk)

Bu teorem ve tamimlar yardimiyla sifirlar ve kutuplarin sayisi

arasindaki iligki Teorem 1.4.2 ile verilebilir.

Teorem 1.4.2. f(z), D bélgesinde meromorf fonksiyon ve I, {izerinde
sifir ve kutup noktasi bulundurmayan D iginde kapali bir egri olsun. Bu
durumda f(z) nin I' igindeki sifirlarmn ve kutuplarmin sayis1 sirastyla S ve

K olmak iizere

f(z)
If( z)

dz=S-K

dir.

1

Ispat: Eger z;, f(z) nin o; kathi bir sifir1 ise z; noktas f(zz) nin tek

katli ve rezidiisli a; olan kutbudur.
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f(2) =(z—2z)". £;(2) ve logaritmik tiirev geregince

f(z) o f/(z)
f(z) ~ z-z; * f,(2)

dir. Burada f{(z) / f;(z), z, ybresinde holomorfiur.

Benzer tarzda z; , f(2) nin B, j-katlt bir kutbu ise o zaman f (z) / £f(2) nin

basit ve rezidiisii —f ; olan bir kutbu olur. Ciinkii

fj (Z)

f(z) =

oldugundan

f(z2) B fi(2)
f2) " z-z; §(2

dir. Bu durumda

f/(2)
mlj Ty =X o~ p;=5-K

dir.
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Sonug 1.4.2. Eger f(z), D bolgesinde holomorfik ise kutuplarmnm

say1s1 sifirdir. Yani,

1 ¢ ()
2mi ;- f(z) dz=$

olur ki bu da I" nin i¢ bolgesindeki sifirlarin sayisim verir.

1.5. Mittag - Leffler Metodu

Bu kesimde, Onceden belirlenmis kutuplarla bir meromorfik

fonksiyonu olugturabilmek i¢in Mittag - Leffler yontemi ele alinacaktir.

Bir holomorfik fonksiyon, ayrik singiileritelerinin ¢ogu kutuplarda ise,

bu taktirde s6z konusu fonksiyon meromorfiktir.

Eger z,, f(z) nin m yinci bir kutbu ise, zy m bir komsulugundaki z

igin f(z) fonksiyonu
f(2) = P(2) + g(2)

seklinde yazilabilir. Burada

P(z) = — B — By (1.19)
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ifadesi f(z) nin z, daki esas kismun olusturup, g(z) fonksiyonu da zyda

holomorfiktir.

Genel olarak z,,z,,...,z, ler meromorfik f(z) nin kutuplan ise

j=12,...,n olmak iizere z; igin f(z) nin esas kismi olan P; ve g holomorfik

oldugunda
n
f(2) = 2.P;(2) +¢(2) (1.20)
j=1
yazilabilir.

Kompleks sayilarin (z j) dizisi ve P(z) tipi fonksiyonlarin (Pj) dizisini
diigiinelim.

Zy,Z3,...,Z, kutuplari ve Py,Py,...P,,... esas kisimlariyla meromorfik f(z)

1
fonksiyonu bulunabilir. Sonlu z; ve p; ler igin problem agiktir. Buradan

n
f(z) = ZPj(z) fonksiyonu istenilen 6zellikte olacaktir.
1

Onceden belirlenmis esas kisimlar ve birgok sonsuz kutuplar ile daha
da genigletilmis bir inceleme yapilirsa meromorfik fonksiyon elde etmek
miimkiindiir.
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f(z) = P(2) / Q(2) rasyonel fonksiyonu, P(z) nin sifir yerleri harig,

kutuplarda holomorfiktir. Aym zamanda rasyonel fonksiyon meromorfik

Ozelligi tagir.

f(z) = cotannz  fonksiyonu meromorfik fonksiyon &rnegi olarak

verilebilir.

1
f(z) rasyonel fonksiyonu igin sifirlar ve kutuplar e nin de sifir ve

kutup yerleri sayilirlar.

Simdi, topolojik yapisindan s6z edelim. (X,d) bir metrik uzay olsun.
2% c X olacak gekilde 7 agik ciimlesi, diizgiin siirekli fonksiyonlarin ciimlesi

olsun. Z daki rasyonel fonksiyonlarmn ciimlesi R(%), meromorf fonksiyonlarin

ciimlesi M(%) olmak fizere
H(7%) = R(%) = M(%) (1.21)
bagmntisi vardir. (H(%), 2 daki holomorfik fonksiyonlar ciimlesidir).

Eger z,, f(z) nin bir kutbu ise f, €, uzayinda degerler alir ve
f(z) =0 dir. Bdylece M(%), €, da % iizerinde meromofik fonksiyonlar

ciimlesi olur.

M(%) daki (f;) dizisinin yaklasimlarmm incelenebilmesi igin M(%)

tizerinde bir topoloji tammlanmalidir. Holomorfik fonksiyonlarin H(%)
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topolojisinden M(7) daki ( f j) dizisinin f ye diizgiin yakinsadig1 s6ylenebilir.
Bu, €, uzaymin kompakt bir ciimlesinde yapilabilir. Dolayisiyla €, da uygun

bir topolojinin tanimlanmasina gereksinim vardir.
IN c C,, climlesi, z € € noktasinin komgulugunu igerir.

i) z# o ise € metriginde, z nin komsulugunu igeren ciimle INNC
dir.

ii) z=ow igin €, —IN, €’de kompakttir. Metrik topolojide € ye
yaklagim kisitlansa da yine metrik topoloji tanimlanabilir.

% {izerinde f(z), z, harig siireklidir ve lim f(z) =0 dir. Burada €,
757

daki topoloji ile f(z), % iizerinde €, uzayma gore siireklidir. Ozellikle 7 daki

f meromorfik fonksiyon €, topolojisiyle Z iizerinde siireklidir.

é= é(X, (E) climlesi, X metrik uzayndaki kompleks degerli siirekli
fonksiyonlarin climlesi olarak tanimlansin. Bu durumda 7 metrik uzayi
{izerindeki siirekli fonksiyonlarin ciimlesi € = 6(% ,(Ew) olarak € kompleks

uzayina genigletilebilir. Dolayisiyla kompakt climlelerde diizgiin yaklagimlarin

topolojisini verir.
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@(%,(Ew), M(7) kompakt ciimlesinde bir topoloji olsun. Béylece
M(Z) da f ye yakinsayan (fj) dizisi varsa M(%) da yalmz ve yalmz her

K < % kompakt ciimlesi iizerinde (f;) dizisi fye yakinsar.

Kompleks sayilarin bir dizisi (z j) , rasyonel fonksiyonlarin dizisi (p j)

olsun.

f =0 olmadik¢a f meromorfik fonksiyonun kutuplarmmn ciimlesi bu
limit noktasina sahip degildir.

lim lzj|=oo ya da lim ['—1—‘-]=0 dir (z; #0 ve V j igin).
Zj

Bu nedenle biitiin R > 0 i¢in ‘z j‘ <R olacak gekilde birgok z; vardur.
Genelligi bozmaksizin V z;#0 alnabilir. Ciinkii bazi z;=0 olursa

P,,P,,...,P, ... esas kisimlari ile z;,2,,...,Z,,... kutuplariyla f;(z) meromorfik

fonksiyonu bulunduktan sonra z, = 0 ve P, fonksiyonu i¢in

almabilir.
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Teorem 1.5.1. (Mittag-Leffler Teoremi) lim(lllzjl)=0 sartini

saglayan kompleks sayilarmn dizisi (z;) olsun. Vj igin rasyonel P; fonksiyonu

P.(z) = aj_m(j) + aj—m(j)” ook al (1.23)
! (z—zj)m(j) (z——zj)m(j)"I (z—zJ) '

olsun. h; ( = 1,2,...) polinomlar: igin Py,P,,... esas kisimlar ve z,z,,...

singiilaritelerinde meromorf fonksiyonu tanimlayan

()= 3. (P(2)~hy(2) (1.24)
i1
polinomu vardir.

Ispat: Vj icin P; rasyonel fonksiyonunun bir kutbu z; # 0 dadir. Bu nedenle

B (0, z JD lizerinde P; holomorfiktir. B (0, 'zj}) {izerinde Taylor agilimi

mevcut olan g; polinomu
gj(Z) = c?, +cf zZ+ c% 22+...
olsun. z € cl B (0, lzj‘/z) icin

o]

2, ciz"

n=n( j)+1

<1/23
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Ve

N R | j 2 J n(j)
hi(z) = cy+cjz+cy 2 oGy Z

olsun. Bu taktirde,
le(z) —hj(z)' <1/2 (V j>m i(;in) olacak sekilde B(0,R)
{izerinde

2. (r()-n,)

j=m+1

m
yakmsaktir ve B(O,R) iizerinde holomorfiktir. Fakat, Z(Pj(z)——h j(z)),

=1

B(0,R) tizerinde meromorfiktir. Bu sonlu toplam P, ,P,,...P,, esas kisimlar ile

Zy,Z3,...,Zy de kutuplara sahiptit. Bu durumda, Z(Pj(z)—hj(z)) sonsuz
=1

toplam B(0,R) iginde yalnizca Zi,Zy,-.-,Zy, Kutup noktalarina sahiptir.

m
Eger f, =), (P;~h;) ise, meromorfik fonksiyonlarm (f,,) dizisi,
2

kompakt ciimle iizerinde f = Z (Pj —h j) ye diizgiin olarak yakinsar. Bu da
j=1

ispat1 tamamlar.
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Sonug 1.5.2. lim(ll 'zj” = 0 olmak {izere (zj) dizisi ve (Pj) rasyonel

fonksiyonlar dizisi verilsin. Her g(z) tam fonksiyonu ve ortaya gikan (h j)

polinomlar dizisi i¢in

f(z) = il (P;-by)+g (1.25)
£

fonksiyonu meromorfiktir.

Ornek 1.5.3. Mittag-Leffler teoreminin bir 6rnegi olarak je Z deki

basit kutuplar ile bulunan meromorfik fonksiyon problemini ve j deki

Pi(z) =1/ (z - j) esas kismin ele alalim.

Her R>0 igin |4<R ile tamsayt olmayan =z igin

> Pi(2) = 2. 1/(z~j) serisi, diizgiin yakinsak degildir. Buna ragmen biiyiik

o e

j ler(j;tO) igin

———1.+—1.—|=————Z”=% i s%‘—
z—] ) (z—_])] J [_z_)_l J
J
. . . 1 1 . e g
dir. Bu durumda, [<R igin D |7—+=| serisi R>0 igin diizgiin
#0 (z—]) J

yakmsaktir, Mittag-Leffler teoremi geregince her jeZ (j=0) igin h (2)=1/]

secimi yapilir.



j# 0 tamsayis1 i¢in 1/ (z— j) esas kisimlarda gordiigiimiiz

L 1 11 e
—~ (— —~J LU ) B Ve
';& Z J A

z" J = \Z—j j z+]

)
< 2z
5 (2]

=1 \Z"—]

i
N |—
+

fonksiyonu meromorfiktir.

O taktirde,

i(Lg).. =
22577 (z-))

df1 (1 1B ° n2

—| o+ l—=+3]|=- =——

dz[z pez(; z—] ] jgw (z—-j)2 sin® nz
olur. Buradan

2

T
— tanmz) = den dolay1
dz(nco n) Sl olay

d < 1
—(n cotannz) =— Z
dz Fo (z- )’

1

=

J

28
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olur ki

< 2z

2_ 2
F1 2 7]

1
ncotanmz=—+ +c

dir. Baz1 ¢ sabiti i¢in degigim -z den z ye olup, ¢ =0 alinabilir. Bu durumda

1 9 2z
neotannz=—+ 2 2
j:l Z - J

elde edilir.
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BOLUM 2

RASYONEL YAKLASIMLARIN VE POLINOMLARIN SIFIR
DAGILIMLARI

2.1. Rasyonel Yaklasimlarin Sifirlar

Burada, [-n,n] aralignda singiilerligi iceren f(z)=mcosecnz nin
Mittag-Leffler agilimmndaki rasyonel terimlerin toplami olan f,(z) nin sifir

dagilimlar: incelenmigtir.

n = 1,2,3,.. i¢in A, (z), kompakt alt kiimelerde A(z) analitik
fonksiyonuna dﬁzgﬁn'yakmsayan, rasyonel yaklasimlarin serisi olsun. A (z)
nin stfirlari, ya A(z) nin sifirlarina ya da singiiler noktalarina ySnelmelidir
(Hurwitz’s Teoremi [4]). Fakat bu bize, sifirlarin reel kisimlarinmn veya

argiimentlerinin nasil dagildigini gostermez.

Buna yakin olarak yapilan incelemelerde e” nin kismi toplamlarinin

sifirlari ele alinmugtir [8], [11].

Ancak Mittag-Leffler Acilimlar1 kisitlamasmin sifirlar1  hakkinda
aragtirma yok denecek kadar azdir. Burada, cosec agilimi igin boyle bir yapiya

yer verilecektir. S6z konusu agilim,

f(z) = mcosecnz = ;i ((z—j)r:)

@2.1)

seklindedir.
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n l) m
Teorem 2.1.1. £ (z) = 2.2
mZ_:n( - m) 2.2)
nin sifirlari, herbir
~n+2k<Re(z) <-n+2k+2 , 0<k<n-1 (2.3)

seritinde n li ¢ifti olugtururlar. Kosekant fonksiyonunda hig sifir olmadigindan
(2.3) dik seritinde, f,(z) nin sifirlart n — oo iken bir sonsuzluk olugturur.

Burada, dncelikle f,(z) i¢in z=-n+2k+iy ,0<k<n-1 2.4)
olmak iizere reel eksen ve dikey ¢izgi lizerinde ¢aligilmigtir. Teoremin ispati

icin asagidaki yardime1 teoremlerden yararlanilacaktir.

Lemma 2.1.2. Eger x € IR ise, (2.2) de belirtilen f,(x) in higbir sifirt
yoktur. Ayrica,

x>n yada -n+2k<x<-n+2k+1 (0Lk<n-1) 2.5)

ise, (—1)"f,(x)>0 ve

x<-nyada -n+2k+1<x<-n+2k+2 (0<k<n-1) (2.6)

ise (-1)"f,(x) <0 gegerlidir.
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Lemma 2.1.3.k ve n tam sayilarii¢in 0<k <n olmak iizere
(-)"Im f,(-n+2k+iy) <0  (y>0) 2.7)
dir.
Lemma 2.1.2 ve Lemma 2.1.3. {in ispatlar1 [2] de verihnistir.

Teorem 2.1.1. in ispati: Ispat igin y > 0 oldugunu diigiinmek

yeterlidir. Lemma 2.1.3. den

Im fn(x+iy); i _(“_l)lnil_

dir.
m=-n (X+ m)2 + y2

(-1)™ Im £,(x +iy), pozitif terimlerden gok negatif terimlere sahiptir. Bdylece
S kompakt climlesinde herhangi bir x igin

()" Im f,(x+iy) <0 (y> y,(S) igin) 2.8)
dir.
0<k<n-1 ve y, yeterince biiylik segerek, dikdortgeni

R:—n+2k<x<-n+2k+2 (O<y<y0) olarak kabul edelim. (2.8) ve

Lemma 2.1.3 ile y > 0 durumunda R de (-1)" Im(z) < 0 dir. Bu durumda,

(—n +2k, —n+2k+ 1) {izerinde (-1)" Im(z) >0 ve
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(-n+2k+1, —n+2k+2) iizerinde (~1)" Im(z) <0 dir.

€>0 sayis1 igin, € yarigapli disk D, olmak {izere R, =R\D,

bolgesini alalm. (D, -n+ 2k, -n+2k+1 ve -n+2k +2 civarindadir).

K
z nin baglangici zy =(-n+2k)+&e2 olsun. R smurinda saat ibresi

yoniiniin tersi yoniinde hareket ettigimizi diisiiniirsek R nin i¢ kisminda
w=w(z) =(-1)"f,(2)
nin reel bir sifir1 vardir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.1.4. k belli bir tam say1 olsun. Eger n say1s1 yeterince biiyiik

ven=k+1 (mod2) ise, Bu durumda

2 1 1 2 1
;logn—;loglogn+§ < | yl < ;logn—%—loglogn+l

2
ve k>1 ise k(l————)<x<k
logn

k<-1 ise k<x<k(l+i)
logn

k=0 ise x=0

olmak iizere f, (x +1iy) , bir sifira sahiptir (herbir dikdortgende).
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Ispata gegmeden dnce agagidaki Lemma’lar: verelim.

Lemma 2.1.5. z = x+iy olmak {izere
a) (-1)"Ref,(2)= Re{(——l)“n / sinnz} —(x/ nz)(1+8(n))
b)  (-)"Imf,(2) = Im{(-)"x/sinnz} ~(y / n?)(1+ ()

dir. Oyle ki burada n — o iken 8(n) — 0 ve &(n) — 0 dur.

1
Lemma 2.1.6. Belli bir k € Z igin k—%5x5k+z olsun. Bu

durumda n=k+ lfmod 2)olmak lizere

2 1
a) yz(gjlogn—(;)loglognﬂ ise (-1)"Imf,(x+iy) <0,

2 1
b) y=(;)10gn-—[;)loglogn+% ise (—l)nImfn(x+iy)>0

dur.

Lemma 2.1.7. k 21 olacak sekilde belli bir k tamsay1 ve

Liod 2 |+ Loy < tiogd 2 |r1a
o logn 2=Y=7° logn osull

Burada n yeterince biiyiik ve n=k +1 (mod2) se¢imi ile
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a)x=k ise, (<1)"Re fn(x+iy) <0

2 . n .
b) x= k(l— lognj ise, (~1)" Re f,(x+iy) >0

Teorem 2.1.4 iin ispati:

sin n(x + iy) = sinnx.coshny +icosnx.sinhwy oldugundan

T sinmx.coshmy
e - = n ¢ . 2 . 2
STz sin” mx + sinh” my
ve (2.9)
i cosmx.sinhy
: =-n-— .
sinnz _sin? 7x + sinh? ©y

olup,

x=0 ise Ref,(z)=0
dir.
Simdi k>1 durumunu irdeleyelim. (k <-1 durumu simetrik olarak

ispat1 takip edecektir). Lemma 2.1.6 ve Lemma 2.1.7 den yararlanarak
tanimlanan dikdortgenin A, B, C ve D kése noktalar:
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(2.10)

seklindedirler. Bu durumda
AB iizerinde (~1)" Ref,(z) <0, CD iizerinde (-1)" Ref,(z) >0

BC iizerinde (-1)"Im £,(z) <0, DA iizerinde (-1)"Im f,(z) >0

olarak belirlidir. Fakat z, ABCD dikdortgenin sinrinda hareket ettiginde
(-1)"f,(z)nin argiimenti 2n ye artar. Dolayisiyla dikdortgenin i¢ kisminda

kesin bir sifir yeri vardir.
Teorem 2.1.8. n > 2 igin f,(z) nin sifirlary,

2 7
[Rezl<n |, |Imz|<-1—t-logn+-l—6

ile verilen dikdortgenin iginde yer alir. Eger n yeterince biiyiikse, (6rnegin
n=19.400) bu durumda ikinci esitsizlik
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2
lIm 7] < - logn
ile degistirilebilir..

Ispat icin 6nce agagidaki yardimci teoreme deginelim. Dolayisiyla

£ (z) nin sifirlarinin sinirlart belirlenmelidir.

Lemma 2.1.9. f,(x+iy) in sifirlart, (x Fn)* +y? < 4n? ile belitlenen

iki diskin D, kesisimindedirler. Burada D,
R= {z = x+iy| —n<x<n, —-+3.n<y< \@n} dikdortgeninin igindedir.

Ispat: Lemma 2.1.2. geregi

SR | L), ! @1

S\z—n+2m z-n+2m+1/ x+n

yazilabilir. Burada f,(z) nin sifirlar1 reel ve imajiner eksene gore simetriktirler.

{Re(z) >0, Im(2) < 0} geyrek dairesinde inceleme yapalim.

0<v<m/2 igin arg(z+n)=-v ve arg(z—n)=-v-o bagmtisina

bagli olarak
O<a<micgin —v—a< arg(z—n+j) <-—v (j = 0,1,2,...,2n) dir.

Buradan, arg(z+n)”' =v oldugundan
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2v<arg [(z—n+2m) (z—n+2m+1)]_l <2v+20.

dir.

(2.11) in terimlerinin bir ¢izgisi iizerinde orjine dogru yer almasi igin
2v+20.< v+ T esitsizligine gereksinim vardir. Yani, 2a+v<m dir. Egitlik
varsa -n, n ve z noktalari, sirasiyla o ve v agilar ile ikizkenar tiggenini
olugtururlar. Ozellikle z, -n den 2n uzakhigma sahiptir. Omegin z,
(x+n)? +y? =4n? gemberi tizerindedir. Eger esitlik yoksa, yani 2c.+v< 7 ise
o zaman z, sbzkonusu ¢emberin diginda yer alir. Lemma, simetrik olarak

dogrudur.

Teorem 2.1.8. in Ispati: Lemma 2.1.5 den

()._l( L2 1 )1
A =50 v k-1 z+k T z+k+1) O

(-)°x  1/2 172 &
n = — —
(1)) = +Z_n_1+z+n+1+k§ (apeoi(2) —apn(-2))  (2.12)

dir.
1/2 1/2 z .
Burada z—n—l+z+n—1=z2—(n+l)2 oldugundan
2 2 2
7 —x[(n+1) —-X —y]
Rel 2 |= 5 2 5 (2.13)
z* —(n+1) [(n+1) ~x2—y2] +4y?(n+1)
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ve

3 2, .2, .2
1“( z )—_:[ y[(n+1) +X +y] .14

2 2
2? ~(n+1) (n+1)2—x2—y2] +4y2(n+1)>
dur.
(2.13) nin sagindaki terimi g6z 6niine alalim

(n+1)%+x% +y?

£ (x):= 2.15)
T [(n~l—l)2 —x? —-y2]2 +4y*(n+1)
olarak tanimlansin. Ti:lrev alinirsa,
2x{4(n+1?|y? +(a+D*|-|x2 +y2 +(n+1)? 2
(;ixfy(x)= { [ ] [ ] } (2.16)

2
{[(n-l—l)2 —x? —y2]2 +4y*(n+ 1)2}
elde edilir.

N=n+l, A= 4N2(y2 +N2) —(x2 +y? +N2)2 olsun. Lemma 2.1.9 ile
z € D, c Dy olmak iizere x> <5N? —y? - 2N.\/4F——y~2 segimi yapilabilir.
Bu durumda A>8N2(y2+3N.{AN? -y —6N?) dir. 0<y® <3N’
oldugundan parantez i¢i pozitif ve A >0 dir. Dolayisiyla f,(x) in x=0 da

minimum oldugunu verir. O taktirde (2.14) ifadesi
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z -y
Im(zz—(n+1)2]s(n+1)2+y2 (.17)

olur. Ayrica Lemma 2.1.6 dan x = Re(z) i¢in

Im (("D n"J < e (2.18)

sinnz Tl—e?m
(2.12) deki sonsuz toplamli kisim i¢in m:= n+2k denilirse

Im a(z)= —y[3(m+ x)% —y? —1] /{(m+ x)2.[ (m+x)* - 1]2 +

+y°[3m+20)* +1] +y*[3(m+20? +2]+y°}

dir. 0<x<n ve m>n+2 oldugunda Im a,(z)<0 dir. 3(m-x)>>y?+1

olmasi halinde Im a_(~z) >0 dir. O zaman
Im (a,(2) —a,(-2)) <0
olur. (2.17), (2.18) ve (2.12) den

y 1 -
— . ———e ™ 2.19
(n+1)%+y? T © 2.19)

oldugundan Im f,(z) <0 dir.
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. 2 . 2
Sonug olarak, n >3 igin y = - log3n ve n>19400 i¢in y 2 - logn

kosullarinda teoremin ispat1 sayisal olarak gergeklenir [2].
Daha dnceki  3(m—x)? > y% +1 (2.20)

ifadesi ele alalim. Buna gore,

Im am(_z)zy.[3(m ;(2 Y 1] > -y (2.21)

dir. (2.21) i¢in m>n+2 olmas: halinde yapilan yanliglik y/x/g den daha
kiigiiktiir. Boylece

= 1
m X (ana(d-ann(-2) < 5 ¥ 2.22)

dir. Eger (2.20) yanlis ise

x2>[ _ YZ;ITZ[HH_@.(HQT

3 Y , 3
> n+1—zy >(n+1) —5(n+l)y

yazilabilir. Bu durumda, f(x), 0<x<n+1 igin biiyiitiilebilir. (2.15) den
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£,(x) > fy(\/(n+1)2——§—(n+l) yJ

3
1 2(1’1+l)2—5(n+l)y+y2

=4Y2 25 2 3 1.,
T (n+1) 4(n+1)y+4y

> —_—
>
olur ki (2.14) kullanilirsa
Im (——Z—~] <L 2.23)
22 —(n+1)%)" 4y '

elde edilir. Dolayisiyla,

m>n+2 vex <n, 3(m—x)% <y?+1den y> /11 olur. (2.23), (2.22), (2.18)
ve (2.12) den geregi, Im f,(z) < 0 dir.

Yaniy > 11 igin

1 1 e

>t 2 2.24
4y \[gyz nl—e"27ry (2.24)

durumunda Im £,(z) < 0 dir.



43

Sonug 2.1.10. Teorem 2.1.4 {i genisletmek miimkiindiir. Lemma 2.1.6

2
ve Lemma 2.1.7 ye bakarak, k(l - @) < x <k oldugu goz oniine alinirsa
-2 1 & loglogn +
y = logn——loglogn+c

2
olur. n yeterince biiylik segilirse ¢ = (;)logn = (.7288 alinabilir. Bylece y,

Teorem 2.1.4 deki sifir yerlerin imajiner kisimlart n — oo iken

2 1 2
Iyl —-(; loglogn— - loglogn+; logn) -0

olur.

Bu taktirde, Lemma 2.1.7 degistirilerek Re(z) =k ¢izgisinden, sifirlarin
uzakliklar1 daha iyi saptanabilir.

Sonug 2.1.11. Teorem 2.1.8 asagidaki gibi kesinlegtirilebilir. n>2

igin f,(z) nn sifirlan y=(2/mn).logn+(7/10), x=n ve y=—§-(n+2~x)

dogrulariyla smirlanmigtir. Bu da sifirlarn  imajiner kisimlari x=zxn

dogrularina yakindir demektir.

. . 09 . (_1)m+k .
Sonug 2.1.12. f,(2) igin £¥(2)=(k). > e dir

men (z— m) k+1
(-)™* £0(g), (k =2,4,6,... igin) ve (-1)"f,(z) yerine konulursa Lemma

2.1.2 dikkate alinirsa benzer ispat yapilabilir. Boylece f,(,k)(z)(k= 1,3,...);
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-n+j<x<-n+j+l1, (0 <j<2n- l) araliklarinin herbirinde reel bir sifira

sahiptir.

Ornegin f! (z), n tane ¢ift kompleks sifira sahiptir. (2.3) nin her
seritinde bir ¢ift oldugunu kabul edelim. k=2 igin £¥(z) nin kompleks
stfirlar1 daha az yayilma gosterir.

Z(F), F(z) meromofik fonksiyonun tiirevlerinin sifirlarinin ciimlesi
olsun. Eger z,, F(z) nin en yakm iki kutup noktasmna egit uzaklikta ise o

zaman z,, Z(F(z)) nin bir y1gilma noktast olur.

F(z)=f(z) i¢in Z(F) nin ygilma noktalarmm ciimlesi

1 "
Re(z) =—n+k+ 3» 0<k <2n-1 ile tanimlanan 2n dikey gizgisini belirtir.

Sonug 2.1.13. f(2); ay,a,,...,a, reel basit sifirlara sahip olsun. Buna

gore

F(2) = f(2).£(2) - (£(2))° 12 £1(2)
ST M) ) f2)

5 2y (2.25)

F 27bj | z-a

ifadesini gézoniine alalim. Burada b;, f'(2) nin sifirlaridir. Ayrica,

F(2), f,(2)= i (Z-_l)r:l

m=-n

fonksiyonuna benzerdir.
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f(z) =(z—n)(z—n+1) ...(z+n) olmak tizere

_(f@)* )
(f(z))> 12

B 1
(£(z))?

-[f(Z).f”(z) —(f'(z))z]

)y (2.26)

m=-n (Z— m)2

yazilabilir. Burada bu ifade

i ( 1 2 =n? csc?(nz) .27
m=—o \Z— 111

nin kesilmis Nﬁuag-LeMer acilimidr.

F(z) nin paymda yer alan f(z).f"(z)-—(f'(z))2 yapisi, polinomlarn

sifirlacinin dagilimlarinin incelendigi kesimde kullanilacaktir.
2.2. Polinomlarin Sifir Yerleri, W-Operatorii

Geometrik polinomlarin 6nemli bir kism, f(z) polinomlarin1 veren

Df(z) = £(z) nin sifir yerlerinin belirtilmesiyle iligkilidir.

D f(z) = f(2) ad; logf(z) olup, D diferensiyel operatériine benzer

sekilde
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W f(z):= f%(2) dizz—z— log f(2) (2.28)

ile tanimlanan operatérii gozoniine alalim.

f(z) f1(2)
Wi(z) = f(2).£(2) - [£(2)]* = ° (2.29)

f(z) f(z)

oldugundan W-operdrii ile bir f(z) polinomunun Wronskian’t adi verilen

W £(z) nin (2.29) ifadesini belirler.

Daha 6nce yapilan bu alandaki ¢aligmalarin ¢ogu, L lineer operatorii

kullamilarak Lf(z) ve f(z) nin sifir yerleriyle ilgili problemleri kapsamaktadir
[4].

Lineer olmayan bu tiir operatdrler, cebirsel diferensiyel denklemlerle
ugrasan uzmanlarin ilgisini ¢ekmektedir. Bu kesim, lineer olmayan W-

operatdrii yardimiyla P(z) polinomunun sifirlar1 ile WP(z) nin sifirlan

arasindaki iligkilerin ortaya konmasina ayrilmugtir.
W operatoriiniin 6zelliklerini verelim.

Lemma 2.2.1. g(z) ve h(z) kompleks degigkenli polinomlar olsunlar.

Buna gore

a) W(gh)=g? Wh(z)+h’>Wg(2)
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b) W(g“) =n.g*"2, Wg(2)
c) W(z—a)=-1
gecerlidir.Bunun ispati, W-operatoriiniin tanimindan kolayca goriilebilir.

Lemma 222. Eger f(z)=(z—0)"(z—0,)"...(z-0a;)™

b

m; € IN ise, bu durumda

Wi(2) = -{f(2)]? {ml.(z— o) +my. (z—ay) * .t m, (z- ak)—z}
dir.

Burada o, f(z) nin katli sifir1 oldugundan Wf(z) nin de kath sifir

yerleri oldugu sonucuna varilir.

Onerme 2.2.2". Eger f(z) nin tiim sifirlar1 kompleks diizlemde diiz bir
hat {izerinde ise, W f(z) nin basit sifirlar1 haricindeki sifirlarmmn higbiri bu hat

{izerinde bulunamazlar.

Ispat: o,,0,,...,0, larla birlikte z, aym dogrusal yapi iizerinde

bulunsun. O zaman 0 € [0,21t) oldugu yerde

z—o;=¢P; ,Bj€IR,B;#0 dirki

-2 0 .
g(z2)=2, mj.(z—aj) =e ) m;p2=B.e?® ,(B>0) dir.
=l =1
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f(z) yalnizca basit sifirlara sahipse, W f(z) nin reel sifirlar1 yoktur.

Teorem 2.2.3. Eger f(z) nin biitiin sifirlar1 reel ve [—1, 1] arali1 icinde
kaliyorsa, bu duurmda Wf(z) nin sifirlar1 birim ¢ember iizerinde ya da

i¢indedir.

Ispat: a;,a,,...,a, ler f(z) nin sifirlart olsunlar. oy =—1, oy, =1 ve

0;= arg(z—ocj) j=0,1,...,n+1 olsun.

f(z), reel katsayilara sahip oldugundan 6,<0,,; olmak {izere
incelemeyi fist yar1 diizleme kisitlayabiliriz. |7 >1 olsun. Bu taktirde, birim

gemberin z merkezi orjin digindadir. Dolayistyla 6,,; -6 <n /2 dir.

00<6;<0,; (j=12,....k) olsun.
-2
arg(z—oc~) =-20;
-2
—26n+15arg(z—(xj) <-20, ve |20,,,—20y|<m

-2
oldugundan, biitin m j(z—-oc j) kompleks sayilart orjinden gegen bir hat

{izerine diiger. O halde

Z milz—-a; ? #0 dir. Bu da ispat1 tamamlar.
j i
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Uyare: m, n € IN igin £, (z) =(z-1)"(z+1)" olsun. teorem 2.2.3 den
Wiy, o (2) =(z— )22 (z+1)%22 [m(z+ )2 +n(z- 1)2]
dir. Wf,, ,(z) nin basit olmayan sifirlari, késeli parantezin sifirlaridir. Yani,

n—m%¥2i.v/mn
m+n

m-—n
zz+2(
m+n

)z+1=0i9in Zy =

dir. Izol =1 oldugundan m =1 i¢in z, = Fi dir. Bu nedenle reel kismi rasyonel
olan biitiin noktalar Wf, ,(z) nin sifirlaridir (m,n eZt 1<;,1n) Bu da Teorem

2.2.3. i gok giiclii kilar.

Teorem 2.2.4. Eger f(z) nin sifirlars birim gember {izerinde ya da
icinde ise, bu durumda W f(z) nin sifirlar1 da orjin merkezli r=+/2 yarigaph

cemberin iginde ya da {izerindedir.

Bu teoremin ispati [3] de verilmistir. Bu teoreme gére Wf(z) nin bir

sifir, z=+/2 nin keyfi bir kapali komsuluguna diiser. n yeterince biiylik

alinirsa f(z) nin sifirlarinin modiilii 1 dir.

f(z) nin sadece reel basit sifirlara sahip olmas1 halinde, W f(z) nin
sifirlar1 reel eksene gok yakin olmayabilir. o.,...,a, ler f(z) nin sifirlan ve z

belirli iken eger 0 <§ ise Wf(z) # 0 dur.
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Lemma 2.2.5. f(z) nin yalmz reel sifirlar1 olsun. Bu durumda birbirine
yakin sifirlar1 arasindaki mesafeyi ¢ap kabul eden ¢emberler Wf(z) nin

stfirlarimi igermez.

Ispat: a; <a, <...<a, olmak iizere o, ler f(2) nin sifirlart olsunlar.

Cok katlilik ve 6; = arg(z— V4 j) olmasi dikkate alinarak @ist yar1 diizlemdeki z

leri gdzo6niine alalim. O zaman

0<91_<.92 S..SGJSOJ+1 S...39n<1t dir. Eger 9j=6j+1 ise

o; = oy dir. WH(2) nin o ; basit sifirt vardr.

0; <054 old’ugunu ve z nin C; gemberi igine diistiifiinii kabul edelim.

C; cemberi, loc j — 1) yi ¢ap kabul eder. O zaman

i . 4 m
0;+(n~0j) <7 dir. Boylece 05, —6; > 7 olur.

a;, 03,2 lerden olusan iiggen z noktasinda genig agiya sahip

oldugundan
b =arg((z-2)2) =28,  (i=12,...,n)

olsun. Bu durumda

""27C<(|)n S"'¢j+1 <¢_] S¢j—ls'--5¢1 <0
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ve

2
0;—0;,, >7 nin anlamy, biitiin (z-0;)  ler orjinden gegen diiz bir

hattin kenarmna diigtiiglini verir.
Boylece Lemma 2.2.2. ile Wf(z) # 0 dur.
2.3. Kesilmis Kismi Kesirlerin Acilimindaki inceleme

Burada f(z) nin sifirlarmnm diizgiince dizilmesi halinde Wf(z) nin

stfirlar1 incelenmistir. Lemma 2.2.2. den esinlenerek

n 1

ga(2):= (2 k)2 (n=12,..) (2.30)
nin
n? < 1
(Sin2 nz]= k=z~oo(Z—-k)2 (2.31)

Mittag-Leffler genislemesi ele alinacaktir. Yani, kesim 2.1 deki n/sinn z nin,

Mittag-Leffler genislemesindeki sifir dagilimlarinin kontrol edildigi metod
kullamlacaktir. Dolayisiyla kesim 2.1 deki f,(z) ye ait Teorem ve Lemmalar

g,(z) ye yansitilacaktir,
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n
Lemma 2.3.1. g (2)= ), ! (n=1,2,...) olsun. Bu

k=-n (Z - k)z
durumda,

a) Reg, (z) = Re(at2 / sin? nz) ~(2/n)(1+8(n))
b) Img,(2) = Irn(n2 / sin® nz) —(4xy /10%)(1+¢(n)

(Burada n — o iken 8(n) — 0 ve &(n) = 0) dur.

1 2
Lemma 2.3.2. k belirli bir tamsay1 ve k+§;<xsk+§ olsun. Bu

durumda yeterince biiyiik n icin
a)Eger y> (1/2n)(10gn+ 3) ise, Reg,(z)<0
b)Eger y=(1/2n)(logn+2) ise, Reg,(z)>0 dir.

Lemma 2.3.4. (2+log n)/2n <y<(3+logn)/2n olsun. Yeterince
bilyllk nve k=0, 1, ... i¢in

a)x=k+% ise, Img,(z)<0

1
b)x= k+-§+(k+l) logn/18n% ise, Img,(z)>0

gegerlidir.
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Teorem 2.3.5. k belirlenmis bir tamsay1 olsun. Eger n, k dan yeterince
biiyiik ise bu durumda gn(x + iy) fonksiyonu,

(1/2m)(2+logn) <|y| < (1/27)(3+logn)

k+1)1
ve k20 ise, k+l<x<k+l+(—i)—29—g£
2 2 18n

} 1 k.logn 1
k <-1 ise, k+2+ T <x<.k+2

ile belirtilen bélgelerin herbirinde bir ve yalniz bir sifira sahiptir.

Ispat: g,(z) nin pay: ¢ift fonksiyon oldugundan, sifir yerleri reel ve
imajiner eksene g6re simetriktirler. Bu nedenle k>0 ve y>0 durumu

g6zoniine alinmalidir. O zaman kse noktalari,

1 (k+1)logn (1)
A-—k+2+ T8n? i 5 .(2+10gn)

1 (k+1)logn (1)
B—k+2+ 802 +Hi{ 5o .(3+logn)

1 (1
C= k+§+1(51-t—).(3+logn)

1 .1
D= k+-2—+1(-2;).(2+10gn)
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ile tanimlanan dikd6rtgen igin
AB iizerinde Img,(z) >0 ,BC iizerinde Reg,(z) <0
CD fiizerinde Img,(z) <0 ,DA iizerinde Reg,(z) >0

dir. Sinir lizerinde z hareket ederken g,(z) nin argiimenti 2n ye artar. Stz

konusu dikdortgen iginde bir sifir yeri kesin olarak mevcuttur. Daha 6nce

2
verilen Lemma 232 deki k +% <x<k+ 3 aralift  yerine

1(k+1)logn

2 1lan? araligmma kisitlanirsa A ve B nin imajiner
n

k+53xsk+

kisimlar1 log(2n2n) ye yaklasirlar. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.3.6. gn(x+iy) nin sifirlari,

x| < n, Iyl < 5%(4 +log n) ile tanimlanan bdlge igindedir.

ispat: Teorem 2.2.3. den |z < n kistlamasini gozoniine alalm. Eger,

y2y, =(log50n)/(2n) ise Reg,(z) <0 oldugunu gostermek gerekir.

(3.30) ve (3.31) den
g,(2) = LA i ( L1 ) (2.32)
n sin? 1z koan (z-—k)2 (z+ k)2

dur.



55

1 _(x—k)z—yz—-i?.y(x—k)
(Z—-k)2 B [(x—k)2+y2]2

oldugundan

2
Reg,(z) =Re 22 _ Z {[(k x)? —y? s (k +x) —-yzz} 2.33)

Sin“ 7z kent | [(k x)2+y2] [(k+x)2+y2]

dir. (2.33) deki toplama

© 2 2
szz’“g—”"”2+'&+”’”1}

P T

diyelim. Belli x ve y ler i¢in

(t-x)> —y?
f(t) = 2.34
[(t—x)2+y2]2 ( )

fonksiyonu x <t<x+y+/3 igin artmakta ve x+ yV3 <t icin azalmaktadr.
Aymi zamanda g(t) = f(t) ile tanimlanan fonksiyon —x <t <—x+y~/3 i¢in
artmakta —x + y\/§ <t i¢in azalmaktadir. Boylece,

s= 3 10+ Se)> ?f(t)dt+ Tecwats | Ig(t)dt+ Tatat

k=n+1 k=n+1 a+l b+l

dir.



Burada a=x+y+/3 ve b=-x+y+/3 dir. Buradan

at
f(t)dt < f(x+ y\/g) = __1_2_
a 8y
b {
JJ g(t)dt < g(—x+y43) = —5
b 8y

olur o zaman,

n—x n+x 1
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(2.35)

s> ?[f(t) +g(t)|dt - 4}1’2 =

dir.

n-x n+x

+ —_—
(n-x)%+y%> (+x)>*+y> 4y

2n

2

n

+ = >
(n-%2+y> (n+x2+y> (0 —-x®+y2) +4x2y? /(n? —x> +y?) ~ 2xy

olurki z=n%-x2+y?, z=2xy i¢in minumum yapilabilir. Boylece,

dir. |7 < n kisitlamas1 igin

n n

=
2xy 2y /nz —y2

1
> =
n

(2.36)

(2.37)
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\5n
2

n

Buy= N icin dogrudur. (2.36) ve (2.37) den y > igin

4
> —_—
Sz (2.38)

bulunur.
Boylece, b+1<n (2.35) terimi S igin integral tahmini, x <n ile

gsn 1 1 1
T 2xy 8y? 2y 8y?

dir.
1 1

. 1 .
h(y):E—EF olsun. h(y),OSySE i¢in artar, - <y i¢in azalir.

Simdi ispatin devami igin agagidaki kisitlamadan yararlanalim.

f(z) , a i reel sifirlarina sahip bir polinom olsun.

(—ISal <o, £...L0, < 1) .d=min{aj+l —ozjij=l,2,...,n——1} olsun.

3d
Bu durumda [Im 7] < £4— seriti W f(z) nin bir sifirm tagimaz.

3 5
Buna gore, £< y icin h(y) = 0488 dir. Ayrica ysgkmtlamam

ile
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11
§2——=—-1>

4 ..
o 108> 50 (n=5 i¢in)

3
dir. 3{% <y < n aralimdaki y ler i¢in (2.38) saglanur.
Diger yandan,

o, sin?(nx) +sinh2(1ty)(28in2(1tx) ~ 1)

Re =7
* nz [sinz(nx) +sinh?(ny)| ?

sin

ve y 2y, olmak iizere biitiin x ler i¢in

2 ' sk 2 —2my)?
Re .“2 <2 l+.smi1 (my) =4n2(1_+f“—);"e
sin“ nz sinh*(my) (l_e—Zny)

=2 ny

<4n 2 e 2™
1
(“ﬁ)
dir.
1.52
n>10 igin Re ——5— <40e™>™ (2.39)

SN~ WZ
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4 1
dir. 40e*™ S% oldugundan yz—z—;logSOn olur. n>10 i¢in log50 <4 dir.

Teoremin ispatidir.

k
Sonug 2.3.7. —n<k<n iken 2n + 1 dereceli ve sifirlars o olan

polinom f(z) olsun. Bu taktirde n> 1 igin W f(2) nin sifirlari,

IYl 4+10gn)

seriti icerisinde bulunur.

Burada x € I igin P(x) > 0 seklindeki polinomlarin sifir yerlerinin reel
eksene olan uzakliklari ele almmustir. Dolaysiyla [-11] araliginda diizgiin

dizilmis, yalmzca reel sifirlara sahip polinomlara deginilmistir.

Bu incelemeyi belli klasik ortogonal polinomlar gibi diger polinom
siniflarma aktarmak miimkiindiir. Bu nedenle Chebyshev ve Gegenbauer

polinomlarina uygulanmasi Boliim 3 de verilmistir.
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BOLUM 3

BAZI OZEL POLINOMLARIN VE WRONSKIAN’LERININ
SIFIRLARI

Ozel fonksiyonlarin incelenmesinde esitsizliklerin iki ilgili sufi

dikkate alinir. Bunlar
[P(x)]? = P(x).P"(x) 20 (—o0 < x <o) (3.1)

Laguerre esitsizligi olup, biitiin P(x) polinomlarmin reel sifirlarini elde etmek

i¢in kullanilir. Digeri de,

[P,(x)]* -, (x).Py(x) 20, xel (3.2)

esitsizligidir. Bu da uygun I araliklarinda klasik ortogonal polinomlarin degisik
{P,(x)} dizilerinin ortaya konmasmda nemli rol oynar [15], [20].

(3.1) esitsizligi kullamimi, kesim 2.2 de, &6zellikle stfirlarin, gergek
eksenden uzakliklar1 ve dagilimlarinin incelenmesinde verilmisti. Oyleki P(z)

nin reel sifirlara sahip bir polinom olmasi, (3.1) in birinci tarafindaki

gosteriminin sifirlari, bu agamada
lIm(z)| < —L(4 +logn)
2% &

esitsizligini saglayan reel sifirlarnin [-1, 1] araligindaki dagilimi ele alinmagti.
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Sifirlarin biraz bozulmast durumunda da benzer sonuglar elde
edilmisti.

Bu kesimde ise bazi 6zel fonksiyonlarin sifirlarina deginilecektir. S6z
konusu P(z) nin, 0 <A <1 mertebeli Gegenbauer polinomu ve birinci tip

Chebyshev polinomu oldugu durumlar incelenecektir.

Burada kullamilacak temel yapi, kesim 2.2 de verilen Wf(z) ile

Lemma 2.2.1, lemma 2.2.2 ve Teorem 2.2.3 dir.
2 d?
Wf(z) =[£(2)] =y log f(z)

yapist kullanilarak m; € IN, j=1,2,....,k olmak iizere f(z) polinomu igin

Wi(z) = —[f(Z)]Z- g mi-(z‘ O‘i)_z

oldugu teorem 2.2.3 ile verilmisti. f(z) nin reel sifirlarimn [-1, 1] aralifinda
yer almasi, Wf(z) nin sifirlarinin birim ¢ember iizerinde ya da iginde yer

aldigun biliyoruz.

Simdi bunlari, 6zel polinomlara uygulayalim.
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3.1. Chebyshev polinomlar: ve W T, (z) nin Sifir Yerleri

n yinci dereceden birinci ¢egit Chebyshev polinomu

n

T,(x) = cos(n.cos“l x) =" _[
2

seklinde tanimlidur.

z = cos0 olmak iizere T,(z) = cosn® nin sifirlart

2k -1
oy =C0S— =T, k=1,2,...,n
olup o ’lar -1 ve 1 ug noktalarmna dogru toplanarak dagilim gosterirler. Aym

zamanda W T, (z) nin sifirlarinin reel eksene gok yakin oldugu gériilebilir.
Teorem 3.1.1. n > 2 i¢cin WT,(z) nin sifirlari,

A= (%).(logn —% loglogn + 1)

B, =(1+An)1/2

y2 %2
olmak iizere ~—5+—5 =1 elipsiiginde bulunur.
n n



ispat: z=x+iy=cos0 igin WT,(z) yi olusturalim.

Tn(cose) = cos(n@)

sinn®
Tn(COSG) =n. <in®
6 8] H e
T,;’(cose)=_n2'°°?(n )_l_n.COS sin(n6)
sin® sin30
Oldugundan
.ncosb | . sine]
) 250

in0
(3.2) deki {sin(ZnO) ~-2n %J terimini inceleyelim.

0=a+ipf;a, P IR olmak lizere
sin0 = sina.coshf +i.cosa.sinh 8

cos0 = cosa.cosh B —i.sina.sinh f§

Z=cos0 oldugunda B > 0 iken

sin? au.cos® o+ sinh? a.cosh? B _ sinh? B.cosh? B

|tan@]? =

(cos2 o+ sinh? B)2 - sinh* B

63

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Bu taktirde
|tan@| < coth B (3.9)

Diger taraftan,

|sin(2n9)|2 = sin?(2n0).cosh?(2np) + cos?(2nat) .sinh?(2np)
> ( sin*(2nat) + cos?(2na) .sinh? (ZnB))

[sin(2n8)| > sin h(2np) (36)
WT,(z) #0 olabilmesi igin
sinh(2np) > 2ncoth (3.7)
olmalidir. Yani

(eznB - e"an) (eB - e“B) > 4n(eB + e"B) (3.8)

0=%(logn—%loglogn+%) alarak (65—6_3)225 y1 kullanirsak B =,

olmak iizere

3 1 loglogn 9/10) 2 .
—u3)l1-= > 2n 1/2n
(1 u )(l 2" logn +logn T (u +u )

2
2nB _ 9/5 n

Togn n 2 3 icin kabul edilmigtir).

yazilabilir (Burada u=e
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O halde
B= l(logn—lloglogn+i) 3.9
2 2 10
dir.

B =0 icin sinhf ve coshp nin Mac-Laurin agilimlar1 yazilirsa,

31 3!
sinh = B._1+%[32 .(1+§BZ T B4+...)]

<B. 1+%[32.cosh|3]

z=cos0 oldugundan |z* = cosh? B —sin? & dir. Lemma 2.2.4. nedeniyle |/ < 1

sintrlamasindan coshp < +/2 almabilir.
. 1o f [Py
sinhB < B| 1+ V2 |<B 1+B
dir.

sinh 3 Z%(logn——-zl-loglogn+l) (3.10)

oldugu, b=logn— (log log n) /2+ -1% iken
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Lp(isLret)<d(bsd)
n.b.(1+4n2b <3 b+10

3
2

ile ispatlanir. Ancak bu n 2 6 igin —- < 3 ifadesi i¢in saglanur.

n

Sonug olarak V > 0 igin

2 2

y X
=1 3.11
sinh2B+cosh2[3 3-11)

elipsi tanimlanmug olur.

Burada her nokta ze (C\[—l, 1] olacak gekilde s6z konusu elips

tizerinde yer alir. (3.11) elipsinin diginda yer alan z noktasi i¢in (3.10) korunur.

O zaman n2>6 icin (3.9) ve (3.10) dan WT,(z)#0 dir. Ispat

tamamlanmig olur.
Yapilan bu inceleme U,(z)=sin[(n+1)6]/sin® seklinde tamimlanan
2. gesit Chebyshev polinomu igin de yapilabilir. (3.2) ile verilen WT,(z) =0

olmast

z.T3,(z) = 4n?

yi vereceginden U, (z) = sin[(n+1)0] /sin® (z= cos6) igin

z.U,, (z2) =2n egitligini verir.
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Sonug 3.1.2. n> 2 igin WT,(z) nin sifirlars,

1 1
|y| <3 (logn— ) loglogn + 1) seritinde bulunur.

Teorem 3.1.1 ve sonug 3.1.2; n = 20 i¢in WT,(z) nin sifirlan1 yaklagimlarins,
u¢ noktalarda +0.9849 +i (0.01293) ve imajiner eksendeki iki sifir1
+i (0.1568) olarak bulunabilir.

3.2. Gegenbauer Polinomlari ve Sifirlari

n yinci dereceden f(z) polinomunun sifirlari, T,(z) polinomunun
sifirlarina yakin ise Wf(z) nin sifirlarrm WT,(z) nin sifirlarina yakin kabul
etmek uygundur.

Bu kesimde f(z) nin Gegenbauer polinomu olmasi ele alinacaktir.

Legendre, Laguerre, Hermit ve Chebyshev gibi baz1 6zel polinomlar
icin ortaya konan sonuglarin genellestirilmesiyle Gegenbauer polinomlar: gibi
yeni polinomlar tanimlamak miimkiindiir [13], [14].

=
Tamm 3.2.1. Legendre polinomunun (1-2zt+t?)" iireten

fonksiyonunda t" nin genigletme katsayisi olarak bilinen CX(z) polinomsal
fonksiyonuna, n yinci dereceden ve A ymci mertebeden Gegenbauer

Polinomu denir.

lt|<1,|zd<1 ve ?»>—-21- olmak lizere
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(1-22t+12) " = i CMz2).t" (3.12)

n=0
dir.
C}(2), genisletilmis kuvvet serisi olup,

(n/2] -
CH2)= 2. (-1 ml“OS(.}r;:!L.?n—-nzl)m)!

m=0

(2z)"%™ | (3.13)

Bu polinomlarin ortogonallik 6zelliginden dolay1,

1

NS ' ) I(n+22)
~Il (1-22)72.Ch(2).CL(2) dz=2" ) 20 D) O

(3.14)

dir. Indirgeme bagntilar1 olarak

a) (n+2)Cr (2)=2(A+n+1)z.C*(2)—(2A+1n).CX(2)
b) n.CM2)= 27\..(Z.Cf;+l(z) — Cﬁfﬁ(z))
) (n+23)CA(2) = 20.(CH(2) - 2.C¥1(2))

d) n.CA2)=(n-1+21)zC* -2(1-22)C¥1(2)

e) % Cr(z) =21. CMl(2) (3.15)



yazilabilir [14].
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Simdi, C*(z) ve WC*(2) nin sifirlart igin nce su yardimer teoremleri

verelim.
Lemma 3.2.2.
-ISIS]S.Bz S...SBnSI N Z=X+iy
ve
(2k—1)
d; = max <, Bk —cos PR
olsun. Bu taktirde
2 1
F(2)=),——=5=#0
k=1 (Z" Bk)
olmak iizere
d
2+ H‘
. . N
2.sinhp.sinh(2np) > 4n+8 5 5-cosh?(np)
( d ) (sinhp)
]

dir. (Burada z = cos(o.+ip) = cosa.coshp — isina.sinhf = x +iy).

(3.16)

(3.17)
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(Zk—l)n olmak tizere f,(z) = > ——1—-7
2n i (z-ouy )

seklinde tamimlanan polinom ile kargilagtiralim. Lemma 2.2.2, (3.1) ve (3.2)

Ispat: F,(z) yi o, = cos

den

.cosO i
£ (2) = n.cos [ nsmG

6~ sin(ZnG)J (3.18)

2sin30.cos? nd
yazilabilir.
R, (z)=F,(z)-f,(2)

olsun. (3.18) den

n.cosO [ 2 ( )

_ 100 o )
F,(z) = cosG\n'Sme+nsm 8.cos?(n6)R ,(z) |- sin(2n6)

2sin30.cos? nd’

(3.19)
dir.

Simdi (3.19) daki koseli parantezin sifirdan farkli oldugunu

gosterelim. Bunun igin

2 P S 9
—cose(nsm6+nsm 0.cos (n9).Rn(z)J (3.20)

|sin(2n6)| >

nin dogrulugunu aragtirmaliyiz. (3.6) dan
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|sin(2n9)| > sinh(2np)

dur.
lcos6l? = cos? a..cosh? B +sin? at.sinh? B
= sinh? B + cos? o > sinh? B
oldugundan
|1/ cosB| < |1/ sinh f| (3.21)
dur.

(3.19) dan (3.20) ve (3.21) genisletilirse

2

sinh(2np) > B[n.lsin@l + %Isinel3 .|cos(n9)|2|Rn(z)|] (3.22)

olur. R (z) yi

ZZ—ock _Bk

(Z_Bk)z(z_ak)z

Rn(z) = ki-:l (Bk _ak) (3'23)

seklinde yazabiliriz.
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Sifir yerlerinin reel eksene simetriklifinden y > 0 olarak alabiliriz.

IBk——aklsd , lz—ocklzlx—onk+iy|2y

d
|2z-onk — Bkl < 2|z-—ak|+||3k —akl < Iz—akl.(2+;) R

|z By|= I(Z‘“k)“(ﬁk “O‘k)l 2|20ty |-d > |Z~ak|'(1_%)

d
2+ H
. y
dir. Bu d da, D, = ,d= - Imak ii
u durumda, D, ( d]z léri(a)scn{ﬁk O} O lizere
¥
L -3 83
IRn(z)lsd.Dl.Z lz—a,|” <n.d.D.y (3.24)
k=1
yazilabilir. |z =|cosO| < 1 ve lsina] > |sinh | oldugunda
cos’>a.cosh?p+sin®a.sinh?p<s1  dir. 0<a<w, PB=0  olmasi

y =—sina.sinhf < 0 ifadesini verir ki yani sina. 2 0, sinhf§ > 0. O halde

sina 2> sinhf (3.25)

dir. Bu durumda,
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lsin6* = sin® o.cosh?p + cos® a..sinh?p
= sin? o+ sinh?p

(sin? a+sinh2p)*?

sina arttikea, (B=0) ifadesi artar.

sin® ot.sinh®p

. . 32
sin6P (sin? a+sinh?p)>” L2 V2

= 3.26
|y|3 sin® au.sinh3p smh3B (3.26)
dir.
lcosn@l? = cosh?np — sin® na < cosh? n.p (3.27)
ile (3.3), (3.25) den
[sinn6| = (sin® o+ sin® h) " <(2sin*a) " <2 (3.28)
dir.

Sonug olarak, (3.24), (3.26), (3.28) den ayrica (3.22) in kabulu ile
sinh(2np) > 5 [«/_2—.n+2\/§d.D.cosh2(n|3) .(sinhB)—S]

dir. Dolaysiyla (3.17) nin dogrulugu ispat edilmis olur.
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2k-D=n

m T sk] stfirlarina sahip n yinci

Teorem 3.2.3. f(z), By = cos[

dereceden bir polinom olsun.(Burada ¢ < 1.6 olmak {izere ||3k| <1, |ek‘ <c/n,

k=1,2,...,n) dir. Bu durumda n > 0 igin W f(z) nin sifirlar,

1/4
1
A, = max {(15 3) : ~},
n n

B, =(1+A2)"
y2 X2
olmak lizere “—+—5 =1 elipsi i¢inde bulunur.
n n

Ispat: y <0 yan diizlemi ve sinhf>0 olmasi gbzdniine alinarak

W f(z) nin sifirlarinin olmadigim g6sterecegiz.

1/4
sinhp > max {(15 %) , 1} (3.29)

n

olmalidir. Bu ifadedeki terimleri tahmin edelim. (3.4) ve (3.25) ile

ly|= sinc.sinhp > sin® (3.30)

elde edilir. Teorem 2.2.3 ile |7 <1 konumuna dikkat edecek olursak d S%

(c <1.6) ve n>20 olmak fizere



bulunur. y > <~ igin

250 *

(3.29) yardimyla (B 2 0 igin ﬁ nin da azaldigini diigiiniirsek)

sth_ Al/n

1 1
] inh(D

20B o —2vn 1
olur. e?®® <e™¥® /sinh(l) < 3000 dir.
Bu durumda, & =(2.5).1077 olmak iizere
: 1 —4nB) ,2nB 1 2nf
sinh(2nB) = 5 (1-eP).e>" 2 (1-8)e

dir. € <(1.1)1077 kabulii ile

cosh? (np) = %(14— e"znﬁ)z.e2nB < %(1 —g)e?"P
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(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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drr. (3.32) tekrar ele almirsa

e? sinhp > n.e2Vn/sinh(D) ()32 5 ) Q2 20/ sinh(1) (90) 32

45
> 5 n
oldugunda
1+¢)(1-
sinh4[5215( 9=y 4
(3}
29

ye esit olan (3.17) hipotezi elde edilir. Ispat tamamlanur.

Lemma 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 ispatlarmdaki n’nin daha uygun se¢imi

Teorem 3.2.3 deki “15” sabitesini genigletebilir. Yani c=1.6 olmas: sarti
degisebilir. A, deki v1/n, c lizerinde daha kiigiik bir simirlama ile daha

saglikli niimerik sifat kazanabilir.

Sonu¢ 3.24. 0<A<1ven=>20i¢in W Cﬁ nin sifirlari,

157 ¥4
An=(7:;') , an‘“"'Ai olmak tizere
2 L2
%2—""% =1 (z =X+ iy) elipsi igindedir.
n n
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ispat: Teorem 3.2.3 deki c sabitesini belirleyelim. C(2) nin B, sifin

(k+x—1 ) (kn
CcOS 7 | < By <cos

n+ai Il+?\,)’ (k= 1,...,n i(;in)

araligindadir [1].
- 2k -1 k+A-1
dy =[cos on )OS\ T
12 kAl ,(k+x—1 2k_1)
—2lsm[ 20 FTara ST oir on
<ok [Zr_ 2nh—2kA—1n+2
=T ()
dir. Bu durumda

—n<-n+A<20A-2kA—n+A<n(2A-1)-A<n

oldugundan

A T n T T
< inl ——— | < n— < —
d, __2.s1n[2 2n(n+?»)]”zsm4n <o

yazilabilir. Benzer tarzda
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elde edilebilir. Boylece ¢ sabitesinin segimi ¢ =12t- seklinde yapilabilir. (Ayrica

T

5 < 1.6 dir) Sonug olarak her n>1 i¢in

C=

V4
(EE) >A/l/n

2n
olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Bu sonug, dzellikle U,(z) ikinci gesit Chebyshev polinomunu ve
P, (z) Legendre polinomunu igerir. Ciinkij,

Cl(2=Uy(2) ve CY(z)=P,(2)

dir.
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BOLUM 4
SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢aligmada, diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerine kargilik gelen

polinomlarin ve W-operatérii ile meydana gelen Wf(z) polinomlarmin sifir

yerleri incelenerek f(z) ile W f(z) arasindaki iliskiler ortaya kondu.
Bazi kisitlamalar getirilerek, sifir yerlerinin bolgeleri saptandi.

Singiilerligi iceren f(z) nin Mittag-Leffler agilimindaki rasyonel
terimlerin toplamu olan f,(z) nin sifir dagilimlan ve f(z) ile Wf(z) igin

asagidaki sonuglar elde edildi.

a) f(z) nin iki ardisik sifir arasindaki minimum uzaklik d ise Wf(z)

. 3
nin stfirlar1 igin Imajiner kisimin mutlak degeri —{%d den kiigiik degildir.

b) f(z) nin sifirlan z; =-1+(j/n) (j= 0,1,...,2n) olarak tammli ise o
zaman W f(z) nin sifirlarinin imajiner kisimlar1 n — oo iken asimtotik olarak

Flogn/(2nm) dir. Bu sonug n? /sin? z nin seriye agilimimn bir yerden sonra

kesilmis oldugunu verir.
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c) Eger f(z) nin sifirlan reel eksenden gok uzak degilse W f(z) nin
sifirlar da reel eksene yakindur.

d) a(,0;,...,0, reel basit sifirlara sahip bir £(z) polinomu icin

£(2) £(2) - [(£(2)))

Fz) = (z) £(z)

seklinde tanimli meromorfik fonksiyonu

D= Y !

m—n (z—m)?

ile tanimlanan fonksiyona uyarlandi. Sonugta, z=x+iy, x in sézkonusu

kisitlama aralifi igin n — oo iken

(yl ( )Iogn

siurlamasma sahip, g, () nin sifirlarina deginildi.

Gegenbaur polinomlari igin asimtotik yaklagim

n
. T(n+2) cos[(n+7&)e—?»§]

Ci(cos6) =2 OB - +0(n*?) (3.35)

seklindedir. Oyle ki VA #0,~1,~2, ... ve 0< 0 < igin gegerlidir [21].
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1
A= ) i¢in 6zel olarak Legendre polinomunun yaklasim formiilii elde

edilir.

1 T
1/2 COS Il+”2“ —Z

P,(cos0) = (%)

(3.36)

Ayrica A yinci1 mertebeden Chebyshev polinomu igin

cos[(n +A)0-7 %]

T*(cos6) = (3.37)

sin* 0
seklinde tanimlidir.

Ikinci gesit Chebyshev polinomu

sin[(n+ 1) 9]

U, (cosB) = p

=T.(2) (3.38)

olup WTMz) ve WU,(z) lerin sifirlar1 ayr1 bir ¢aligma konusu olarak ele

alinabilir.

Dolayisiyla I bir reel aralik olmak iizere x €I igin P(x)>0 tipi
esitsizlik ele almarak z € € i¢in P(z) nin sifirlariin reel eksene olan uzaklig1

aragtirilmig oldu. Yani reel sifirlara sahip polinomlar: ele almig olduk.
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Klasik ortogonal polinomlar gibi diger polinom sifirlar1 ile béyle bir
caligma icine girmek miimkiin olabilir. Neticede reel olmayan sifir yerlerine

sahip polinomlarin Wronskianleri {izerinde aragtirma yapmak ilging olabilir.

Ozel olarak klasik ortogonal polinomlar smifindaki Chebyshev ve
Gegenbauer polinomlarmma uygulanarak, diger polinomlar {izerinde de
galigabilirlizi olgusu kazandirildi. Ornegin CX(z2) ve WCX(2) nin etiidii
CY%(z) =P (z) Legendre polinomlarma ve CL(z2)=U,(z) ikinci gesit
Chebyshev polinomlarina da yansidigi sSylenebilir.

Sonugta, f(z) ye karsilik gelen Wf(z) nin ya da Wf(z) ye karsihk
gelen f(z) lerin bu yapiarmnin aragtirilmasi, smir deger problemlerinin
kogullarinin belirlenmesine 151k tutacagindan, ¢aligmalarin bu yonde devam

acisindan, 6nemini daha da artiracaktir.
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