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OZET

ARSLANTURK, Reyhan. Gelistirilmis Alt Denklem Metodu ile Lineer Olmayan
Evrim Denkleminin Gezici Dalga Coziimlerinin Olusturulmasi, Yiksek Lisans Tezi,

Ardahan, 2025.

Diferansiyel denklemler; fizik, miihendislik ve biyoloji gibi ¢esitli disiplinlerde
ortaya ¢ikan problemlerin modellenmesi ve analizi agisindan temel bir aractir. Ozellikle
lineer olmayan evrim denklemleri, karmagik yapilar1 nedeniyle analitik ¢coziimleri zor
elde edilen denklemler arasinda yer almaktadir. Bu nedenle, s6z konusu denklemlerin
analitik ¢oziimlerinin cesitli yontemlerle arastirilmasi, hem teorik hem de uygulamali
bilimler agisindan biiyiik 6nem tasimaktadir.

Bu tez calismasi, diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine yonelik yoOntemlerin
incelenmesini konu almakta olup toplamda bes boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde,
lineer olmayan evrim denklemlerine iliskin temel kavramlara ve bu denklemlerin ¢6zim
yaklagimlarina dair genel bir ¢ergeve sunulmustur. Ayrica, baz1 6rnekler tizerinden temel
tanimlamalara yer verilmistir. Ikinci boliimde, lineer olmayan dalga ¢dziimlerinin dnemli
bir smifin1 olusturan soliton kavrami ele alinmis; solitonlarin teorik temelleri, fiziksel
anlamlar1 ve uygulama alanlar1 hakkinda literatiire dayali bir 6zet sunulmustur. Ugiincii
bolimde, Sharma Tasso Olver-Burgers tipi diferansiyel denklemlerin tarihgesi ve bu
denklemlerin matematiksel 6nemi tizerinde durulmustur. Dordiincii boliimde, alt denklem
metodu ile gelistirilmis alt denklem metoduna iliskin kuramsal agiklamalar yapilmis; bu
yontemlerin  ¢ozlim siirecindeki rolii ve wuygulanabilirligi detayli bigimde
degerlendirilmistir. Besinci bdliimde, lineer olmayan Sharma Tasso Olver-Burgers
denklemlerine s6z konusu metotlar uygulanmis ve gezici dalga ¢6ziimleri elde edilmistir.
Bu ¢6ziimler Mathematica yazilimi araciligiyla analiz edilerek 3 boyutlu, 2 boyutlu ve
kontur grafikler araciligiyla gorsellestirilmistir. Sonug boliimde ise, elde edilen bulgular
yorumlanmis; uygulanan metotlarin avantajlart ve smrhiliklan tartisilmistir. Ayrica,
metotlarin lineer olmayan evrim denklemlerinin ¢oziimiindeki potansiyeli genel hatlariyla
degerlendirilmistir.

Anahtar Sozciikler: Alt Denklem Metodu, Gelistirilmis Alt Denklem Metodu, Lineer

Olmayan Evrim Denklemi, Sharma Tasso Olver-Burgers Denklemi
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ABSTRACT

ARSLANTURK, Reyhan. Generation of Traveling Wave Solutions of the
Nonlinear Evolution Equation with the Improved Sub Equation Method, Master’s Thesis,
Ardahan, 2025.

Differential equations are fundamental tools for modeling and analyzing problems
arising in various disciplines, including physics, engineering, and biology. Nonlinear
evolution equations, in particular, are among those whose analytical solutions are difficult
to obtain due to their complex structure. Therefore, investigating analytical solutions of
these equations using various methods is of great importance for both theoretical and
applied sciences.

This thesis examines methods for solving differential equations and consists of
five chapters in total. The first chapter presents a general framework for the fundamental
concepts of nonlinear evolution equations and their solution approaches. Fundamental
definitions are also provided through examples. The second chapter discusses the concept
of solitons, which constitute an important class of nonlinear wave solutions. A literature-
based summary of the theoretical foundations, physical meanings, and application areas
of solitons is presented. The third chapter focuses on the history of Sharma Tasso Olver-
Burgers type differential equations and their mathematical significance. The fourth
chapter provides theoretical explanations for the sub equation method and the improved
sub equation method, and the role and applicability of these methods in the solution
process are evaluated in detail. The fifth chapter applies these methods to the nonlinear
Sharma Tasso Olver-Burgers equations, and traveling wave solutions are obtained. These
solutions are analyzed using Mathematica software and visualized using 3D, 2D, and
contour plots. In the conclusion, the findings are interpreted, and the advantages and
limitations of the applied methods are discussed. Furthermore, the potential of the

methods in solving nonlinear evolution equations is evaluated in general terms.

Keywords: Sub Equation Method, Improved Sub Equation Method, Nonlinear Evolution

Equation, Sharma Tasso Olver-Burgers Equation
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

u(x,t) Bagimli degisken

U, U ‘nun zamana gore tiirevi
u, u’nun x’e gore tlirevi
c Dalga hiz1

C Sabit say1

n Dengeleme terimi

a Maksimum genlik

g Yer ¢ekimi

h Derinlik

Kdv Korteweg-de Vries
STO Sharma Tasso Olver

STOB Sharma Tasso Olver-Burgers
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GIRIS

Bilimsel arastirmalar, tarih boyunca matematik, fizik, biyoloji, optik ve kimya gibi
bir¢ok alanda derinlemesine yiiriitiilmistiir. Ancak bu alanlarin ¢ok boyutlu yapist, teorik
bilgilerin insanlik yararina somut uygulamalara doniistiiriillmesini uzun ve zorlu bir siireg
haline getirmistir. Lineer olmayan evrim denklemlerinin kesfi, bilimsel anlayistaki
belirsizlikleri  biiyiik 6l¢tide gidermis ve bu denklemler, fiziksel olgularin
modellenmesinde genis bir kullanim alani bulmustur (Younas vd., 2024). Doganin lineer
olmayan yapisi, birgok bilim insan1 tarafindan evrenin sirlarin1 ¢g6zmenin anahtar1 olarak
kabul edilmektedir. Bu nedenle, karmasik sistemlerin incelenmesi lineer olmayan evrim
denklemleri tizerinden yiiriitiillmekte olup bir¢ok fiziksel olgu bu denklemler araciligiyla
matematiksel olarak ifade edilmektedir (Younas vd., 2023). Son yillarda, lineer olmayan
evrim denklemlerinin analizi yogun ilgi gérmiis ve dnemli arastirma kaynaklarinin odagi
haline gelmistir. Bu denklemler, lineer olmayan fiber optikler, yiiksek genlikli dalga
hareketleri, akiskan dinamigi, plazma fizigi ve kati hal parcaciklarinin hareketleri gibi
pek cok bilimsel alandaki deneysel ¢alismalarda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu tiir
modellerin analitik ¢oziimlerinin elde edilmesi, sistemlerin temel 6zelliklerini ve gizli
dinamiklerini anlamada kritik bir 6neme sahiptir. Lineer olmayan evrim denklemleri ile
ifade edilen yapilar, ¢éziimleri ve 6zellikleri incelendikge sistemlerin davranislar1 daha
net ve kapsamli bir bigimde anlagilabilir hale gelmektedir (Ismael vd., 2023).

Lineer olmayan evrim denklemlerinin g¢oziimlerine yonelik arastirmalar, bilim
diinyasinda 6nemli bir ivme kazanmis, 6zellikle Mathematica ve Maple gibi sembolik
hesaplama yazilimlariin yaygin kullanimiyla bu siire¢ hizlanmistir. Bu yazilimlar,
karmasik cebirsel ve diferansiyel islemleri otomatik hale getirerek lineer olmayan evrim
denklemlerinin analitik ¢6ziimlerine daha hizli ve etkin bir sekilde ulasilmasini
saglamaktadir. Bu gelismeler, hem teorik analizler hem de pratik uygulamalar agisindan
onemli bir ilerleme saglamistir (Yomba, 2005). Bu dogrultuda lineer olmayan evrim
denklemlerinin analitik ¢oziimlerine ulagsmak amaciyla birgok arastirmaci tarafindan
cesitli ileri diizey analitik metotlar gelistirilmistir. Bu metotlar, genellikle lineer olmayan
evrim denklemlerinin  uygun doniisim teknikleri kullanilarak adi diferansiyel

denklemlere doniistiiriilmesini gerektirir. Elde edilen analitik ¢6ziimlerin dogrulugu ve



etkinligi, bu doniisiimlerde kullanilan parametreler ve katsayilar gibi 6nemli faktorlere
baghdir. Bu faktorler ayni zamanda modellerin gercek diinya uygulamalarindaki
performansi agisindan kritik bir dneme sahiptir (Murad vd., 2023).

Lineer olmayan evrim denklemlerinin gezici dalga ¢oziimlerinin incelenmesi, lineer
olmayan sistemler ve miihendislik siire¢lerinin dinamiklerinin i¢ mekanizmalarinin
anlasilmasinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Son yillarda, bu denklemlerin analitik

cOziimlerini elde etmek amaciyla birgok metot gelistirilmis ve literatiire kazandirilmistir

(Roshid vd., 2017). Gelistirilen bu metotlar arasinda (1/ G’)-agilim metodu (Yokus vd.,

2020), alt denklem metodu (Durur vd., 2020), tanh-coth metodu (Naowarat, 2023), sine-
Gordon agilim metodu (Wazwaz, 2005) ve Kudryashov metodu (Akbari, 2017)
bulunmaktadir. Bahsi gegen metotlarin her biri, lineer olmayan evrim denklemlerinin
belirli tiirlerine yonelik ¢oziimler sunmakta olup heniiz tiim lineer olmayan evrim
denklemlerini kapsayan birlesik bir metot gelistirilmemistir. Dolayisiyla, literatiirde farkli
problemlere yonelik ¢6ziimler sunmaya devam eden gesitli metotlar 6nemini
korumaktadir (Wang vd., 2008). Bu baglamda Sharma Tasso Olver-Burgers (STOB)
denklemi, matematiksel ve fiziksel siireclerin modellenmesinde genis bir uygulama alani
bulmus olup bu denklemin ¢éziimleri iizerine yapilan ¢aligsmalar literatiirde 6nemli bir yer
tutmaktadir. Ornegin, Zhengwu Miao ve arkadaslar1 ¢oklu tek dalga, yumru ve iiggen
periyodik dalgalar arasindaki etkilesimleri incelemistir (Miao vd., 2021). Wang, Tang ve
Lou (2004) Burgers ve Sharma Tasso Olver denklemlerinin soliter dalga ¢oziimlerindeKi
fisyon ve fiizyon siireclerini Hirota’nin dogrudan metodu ve Backlund doniigiimii
aracilifiyla analiz etmislerdir.

Bu tez calismasi, lineer olmayan STOB denkleminin analitik ¢éziimlerini elde
etmek icin alt denklem ve gelistirilmis alt denklem metotlarinin uygulanmasini
kapsamaktadir. Caligmanin asil amaci bahsi gecen metotlar aracilifiyla cesitli gezici
dalga ¢ozlimlerinin elde edilmesinin yani sira bu ¢dziimlerin matematiksel ve fiziksel
ozelliklerinin detayl bir sekilde incelenmesidir. Tez kapsaminda arastirma problemimiz,
STOB denkleminin alt denklem ve gelistirilmis alt denklem metotlari ile ¢oziilerek farkli
dalga formlarina sistematik olarak ulasilmasi ve bu yapilarin analitik sekilde
incelenmesidir. Arastirmamizin temel sorulart “Alt denklem ve gelistirilmis alt denklem
metotlarini kullanarak ¢oziilen STOB denklemi ile hangi tiir analitik dalga yapilar1 elde

edilebilir ve bu yapilarin fiziksel karsiliklar1 nelerdir?” seklindedir. Hipotezimiz sudur:



“Alt denklem ve gelistirilmis alt denklem metotlari, STOB denklemine uygulanarak tanh,
coth, tan, cot gibi hiperbolik ve trigonometrik fonksiyonlar i¢eren soliton, periyodik,
belirli noktalarda siireksizlik gosteren (tekillik barindiran) bir yap1 ve rasyonel ¢6ziim
bigimlerini ortaya g¢ikarmaktadir.” Arastirmada izlenen ydntemsel yaklasim iki ana
asamadan olusmaktadir. ilk asamada, STOB denklemi uygun bagimsiz degisken ve dalga
dontigiimleri ile ¢oziim tretimine uygun forma donistiiriilmiis; ardindan alt denklem
metodu uygulanarak hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel fonksiyonlar igeren gezici
dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Ikinci asamada ise, ¢dziim uzaymi zenginlestirmek
amaciyla gelistirilmis alt denklem metodu uygulanmis ve bu metotla elde edilen analitik
¢oziimler {i¢ boyutlu, iki boyutlu ve kontur grafiklerle detayli sekilde analiz edilmistir.

Tez kapsaminda elde edilen coziimler, literatiirdeki diger metotlardaki sonuglarla
karsilastirilmistir;  kullanilan metotlarin  analitik  ¢6ziim tretmedeki etkinlikleri
degerlendirilmis ve s6z konusu metotlara iliskin avantajlar ile sinirliliklar kapsamli bir

bicimde detaylandirilmistir.



1. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez ¢alismasinda ele alinan temel matematiksel ve fiziksel kavramlar
ile bunlarin dayandigi teorik altyapi ayrintili olarak sunulacaktir. Calisma, 6zellikle lineer
ve lineer olmayan evrim denklemleri gerg¢evesinde sekillenmekte olup bu tiir
denklemlerin kavramsal ve yapisal Ozelliklerinin acgik bir sekilde ortaya konmasi,
ilerleyen boliimlerde yapilacak ¢6ziim ve analizlerin anlasilabilirligi agisindan biiyiik
onem tasimaktadir. Tezin odak noktalarindan biri olan STOB denklemi, Burgers
denkleminin bir genellemesi niteliginde olup dogrusal olmayan terimler, viskozite etkileri
ve dalga c¢oziimleri gibi temel fiziksel siiregleri modellemektedir. Bu baglamda, STOB
denklemi iizerinden elde edilen ¢6ziimler yalnizca matematiksel agidan degil aym
zamanda akigkanlar mekanigi, plazma fizigi ve fiber optik gibi alanlardaki uygulamalari
acisindan da dikkate deger sonuglar sunmaktadir. Caligsmada kullanilan ¢6ziim yontemleri
arasinda alt denklem ve gelistirilmis alt denklem metodolojileri 6ne ¢ikmaktadir. Bu
yontemler, denklemlerin karmagik yapisini sistematik bicimde sadelestirerek analitik
cozlimlerin elde edilmesine imkan tanimakta, ayn1 zamanda farkli parametrelerin ¢6ziim
tizerindeki etkilerinin ayrintili bir sekilde incelenmesine zemin hazirlamaktadir. Elde
edilen analitik ¢oztiimler, Mathematica yazilimi kullanilarak ii¢ boyutlu, iki boyutlu ve
kontur grafiklerle gorsellestirilmis; bu sayede ¢6ziim tiplerinin dalga profilleri, sekilleri
ve parametre bagimliliklar1 daha somut bir sekilde ortaya konmustur. Sonug olarak, bu
boliimde lineer ve lineer olmayan evrim denklemlerine dair teorik temel, ¢alismada
kullanilan yontemlerin iglevselligi ve elde edilen ¢oziimlerin matematiksel-fiziksel
yorumlar1 kapsamli bir sekilde ele alinmaktadir. Boylece, ilerleyen boliimlerde sunulacak

analizlerin biitiinsel baglam1 olusturulmaktadir.



1.1. TUREV

f (x) fonksiyonu, [p,q] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. x e[p,q] ve
y=f (X) olacak sekilde, X =X, noktasindaki tiirev asagidaki limitin degeri olarak

tanimlanir:;

() = lim 2= T (6),

Bu ifadede, limitin varligi, fonksiyonun X = X, noktasinda tiirevlenebilir oldugunu ifade
eder (Dikici, 2022).
Iki degiskenli bir fonksiyon olan f = f (X, y) i¢in bu sonuglar kolayca genellestirilebilir.

Fonksiyonun x ’e gore kismu tiirevi su sekilde tanimlanir.

f(x+hy)-f(xy)

OX h-0 h

Bu tanimda y sabit tutulur ve tiirev x degiskenine gore alinir.
Benzer sekilde, fonksiyonun y ’ye gore kismu tiirevini elde etmek igin,

X sabit tutulur ve tiirev y degiskenine gore alinir.

q:“m f(x,y+h)—f(x,y)_
h

8y h—0
Bu ifade y’de ki ¢ok kiigiik bir degisimin f 'nin degerinde nasil bir degisiklige yol

actigini gosterir. Yani fonksiyonun y ’ye gore degisim hizi tanimlanir (Isah, 2024).

1.2. DIFERANSIYEL DENKLEM

Diferansiyel denklemler, dogal olaylarin matematiksel olarak modellenmesinde
temel bir aractir. Doganin isleyisini belirleyen yasalarin biiyiik bir kismi degisim
oranlarini igerir; bu oranlar matematikte tiirevlerle ifade edildiginden, ortaya diferansiyel
denklemler ¢ikar. Bu nedenle diferansiyel denklemler, yalnizca fizik ve miithendislikte
degil; kimya, biyoloji, astronomi, ekonomi ve sistem bilimleri gibi farkl disiplinlerde de
yaygin olarak kullanilmaktadir. Baska bir deyisle, diferansiyel denklemler doganin dilidir
(Krantz, 2020). Fen ve miihendislik bilimlerinde diferansiyel denklemler ¢ok sayida

problemin matematiksel ifadesini olusturur. Roket ve uydu hareketlerinden elektrik



devrelerine, 1s1 yayilimindan titresimlere, kimyasal reaksiyonlardan niifus artigina kadar
genis bir uygulama alanina sahiptir. Her ne kadar bu modeller ¢esitli varsayimlar ve
basitlestirmeler sonucu gercegin idealize edilmis bi¢imlerini yansitsa da, elde edilen
diferansiyel denklemler gii¢lii bir uygulama degerine sahiptir (Ross, 1984). Bu baglamda
mithendislik ve fen bilimlerinde problemlerin ¢o6ziimii, oncelikle bu problemlerin
matematiksel bir dile aktarilmasiyla baslar. Gergek hayattaki fiziksel bir sistem,
matematiksel bir model ile ifade edilir; bu model iizerinde yapilan islemler sonucunda
matematiksel ¢oziim elde edilir ve son asamada bu ¢6ziim fiziksel terimlerle
yorumlanarak sistemin davranisi anlasilir. Bu siireg, fiziksel sistemin matematiksel bir
modele doniistiiriilmesi, bu modelden matematiksel ¢oziimiin elde edilmesi ve son
asamada ¢Oziimiin fiziksel terimlerle yorumlanmasi adimlarindan olusur; yani
modelleme, ¢oziim ve yorumlama asamalarin1 kapsar. (Kreyszig, 2020). Sonug olarak,
diferansiyel denklemler yalnizca karmasik siirecleri degil, en basit fiziksel olgular1 da
aciklamada etkili modeller sunar. Akiskanlarin hareketi, elektrik akimi, 1s1 yayilimi,
sismik dalgalarin yayilimi ve popiilasyon dinamikleri gibi siireclerin incelenmesi
diferansiyel denklemler bilgisi gerektirir. Bir fiziksel siireci tanimlayan diferansiyel
denklemler, o siirecin matematiksel modeli olarak kabul edilir ve en basit denklemler dahi
onemli fiziksel sonuglar saglayabilir (Boyce vd., 2017). Bu baglamda, diferansiyel
denklem temel olarak asagidaki sekilde tanimlanabilir.

Bilinmeyen bir fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevlerini iceren denklemler
diferansiyel denklem olarak tanimlanir. Bagka bir deyisle, bir veya birden fazla bagiml
degiskenin bir fonksiyonu ile bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tilirevleri
arasindaki iliski diferansiyel denklem olarak ifade edilir. Bir denklemde belirli bir
degiskene gore tirev islemi uygulaniyorsa, bu degisken bagimsiz degisken olarak
adlandirilir; tiirevi aliman degisken ise bagimli degisken Olarak tanimlanir (Demiray,

2014).
1.3. ADI DIFERANSIYEL DENKLEM

Diferansiyel denklemler, dogada, miihendislikte ve toplumsal siireglerde
gbzlemlenen dinamik sistemlerin davranislarin1 agiklamak ve 6ngérmek icin kullanilan
en temel matematiksel araglardan biridir. Elektrik devrelerinde akim ve gerilimin

degisimi, sarkaclarin hareketi, niifus artisi, bulasici hastaliklarin yayilimi, kimyasal ve



niikleer reaksiyonlar gibi ¢ok sayida olgu bu denklemler araciligiyla
modellenebilmektedir. igerdigi bagimsiz degisken sayisina gore ikiye ayrilan diferansiyel
denklemlerden, yalnizca tek bir bagimsiz degisken igerenler adi diferansiyel denklemler
olarak adlandirilirken, birden fazla bagimsiz degisken igerenler kismi diferansiyel
denklemler seklinde tanimlanir (Rice, 1993). Adi diferansiyel denklemler, sistemlerin
degisimini ¢ogunlukla zamana bagl olarak ifade eder ve bu yoniiyle gercek yasam
problemlerinin matematiksel olarak modellenmesinde 6nemli bir rol istlenir. Lineer
yapilarda analitik ¢oziimler klasik yontemlerle elde edilebilirken, lineer olmayan
yapilarda ¢6ziim siireci cok daha karmasik hale gelir. Bu nedenle farkli analitik teknikler
gelistirilmis ve lineer olmayan denklemlerin ¢oziimlerinde dnemli katkilar saglamistir.
Analitik ¢ozlimlerin yetersiz kaldigr durumlarda ise sayisal yontemler devreye girerek
denklemlerin yaklasik ¢coziimlerini sunar. Bu ¢oziimlerin giivenilirligi, ¢cdziimiin varligi,
teklik ve kararliligr dikkate alinarak degerlendirilir (Li, 2022). Tarihsel agidan
bakildiginda, adi diferansiyel denklemler XVII. yiizyllda Newton ve Leibniz’in
calismalariyla temelleri atilmis, Euler, Bernoulli kardesler, Lagrange ve Laplace gibi
matematikeilerin katkilartyla sistematik bir teoriye doniismiistiir. Giiniimiizde ise fizik,
miithendislik, biyoloji, kimya, ekonomi ve sosyal bilimler gibi bir¢ok alanda karmasik
stireglerin modellenmesinde vazgegilmez bir konuma ulasmistir (Borzi, 2020).

Diferansiyel denklem, yalnizca tek bir bagimsiz degiskene bagli bilinmeyen bir
fonksiyon veya fonksiyonlart igeriyorsa, adi diferansiyel denklem olarak adlandirilir
(Y1ildiz, 1998).

Adi diferansiyel sistem genel olarak;
v U dy d’y d'y
f X! ’ ] yurny (J) =f X1 IR =O!
( WYYy ) ( Y ax ey
seklinde gosterilebilir. Burada;

X — Bagimsiz degisken

y — Bagimli degisken

Yoy e y(j) — Ardisik tiirevler oldugu bir gergektir.



1.4. KISMi DIFERANSIYEL DENKLEM

Kismi diferansiyel denklemler, fiziksel olgular1 ve miihendislik modellerini
tanimlamak i¢in kullanilan temel matematiksel araclar olup, ilk olarak geometri ve
mekanikte karsilasilan problemlerin incelenmesiyle ortaya c¢ikmis ve 18. ile 19.
yiizyillarda Clairaut, Lagrange, Monge, Laplace, Fourier ve d’Alembert gibi
matematikgilerin katkilariyla sistematik bir teori haline gelmistir. Dalga denklemi, 1s1
denklemi ve Laplace denklemi ikinci mertebeden lineer kismi diferansiyel denklemlerin
temel Ornekleri olarak one ¢ikmis ve modern matematik ile miithendisligin vazgecilmez
araglar1 olmustur (Myint-U ve Debnath, 2007). Giiniimiizde bu denklemler; 1s1 iletimi,
dalga yayilimi, akigkanlar mekanigi, kuantum mekanigi, plazma fizigi, popiilasyon
modelleri ve kimyasal madde yayillimi gibi pek cok siirecin modellenmesinde
kullanilmaktadir (Wazwaz, 2009; Ray ve Gupta, 2018). Matematiksel bir problem
yorumlanirken en az bir bagimli degiskenin bir bagimsiz degiskene gore degisimi dikkate
aliir. Bagimsiz degisken sayisi arttikga ¢6ziim siireci daha karmasik hale gelir; ¢iinkii
¢Oziim i¢in kullanilan matematiksel yontemler daha sofistike hale gelir ve ¢oziim adimlari
zorlasir. Ancak bu zorluk, modelin fiziksel gercekligi daha dogru bicimde yansitmasina
da katki saglar. Baska bir ifadeyle, degisken sayisi arttikca problemin ¢oziimi
giiclesmekte fakat ayni zamanda elde edilen sonuclarin gercek diinyadaki olgularla
uyumu artmaktadir (Evans, 2010; Boyce vd., 2017). Bu baglamda, adi diferansiyel
denklemler yalmizca tek bir bagimsiz degiskene bagli stirecleri aciklarken, kismi
diferansiyel denklemler birden fazla bagimsiz degisken igermeleri sayesinde ¢ok boyutlu
ve zamana bagli siireglerin daha gercek¢i bicimde modellenmesine imkan tanir. Ornegin
1s1 iletimi hem mekana hem de zamana bagli bir siire¢ oldugundan yalnizca adi
diferansiyel denklemlerle ifade edilemez, bu nedenle kismi diferansiyel denklemler temel
ara¢ konumundadir. Benzer sekilde dalga yayilimi, akiskanlar mekanigi, kuantum
mekanigi, plazma fizigi, ekoloji ve kimyada karsilasilan pek ¢ok karmasik siire¢ ¢ok
degiskenli yap1 nedeniyle ancak kismi diferansiyel denklemlerle dogru bi¢imde temsil
edilebilmektedir (Myint-U ve Debnath, 2007; Taylor, 2011; Haberman, 2013). Kismi
diferansiyel denklemler, hem doga bilimlerinde hem de miihendislikte karmasik
problemlerin ¢dziimiinde vazgecilmez bir unsur olarak kabul edilmektedir. Ote yandan,
kismi diferansiyel denklemlerin ¢6zlimii genellikle adi diferansiyel denklemlere gore

daha zordur. Bu nedenle pek ¢ok etkili strateji, kismi diferansiyel denklemlerin bir veya



birden fazla adi diferansiyel denkleme indirgenmesine dayanir (Elma, 2017). Bilgisayar
teknolojilerindeki ilerlemeler bu alandaki caligsmalar1 hizlandirmis; kismi diferansiyel
denklemler fizik, ekoloji ve kimya gibi disiplinlerde merkezi bir modelleme araci haline
gelmistir. Ozellikle degisken katsayili denklemlerin analitik ¢oziimleri katsayilarin
degiskenligi nedeniyle gliclesmekte; bu yiizden yaklasik yontemlere bagvurulmakta ve
ortaya ¢ikan hata paylarinin giivenilir bigcimde belirlenmesi bilimsel agidan kritik 6nem
tasimaktadir. Uygulamada, analitik ¢6ziimiin miimkiin olmadigi durumlarda g¢esitli
yaklasik yontemler kullanilmakta; hem pratik hem de giivenilir sonuglar verecek
yaklagimlarin gelistirilmesine ihtiya¢ devam etmektedir (Biilbiil, 2011).

Birden fazla bagimsiz degiskenin yani1 sira bu degiskenlere bagli fonksiyonlar ve
bu fonksiyonlarin tiirevlerini iceren denklemler, kzsmi diferansiyel denklemler olarak
tanimlanir (Yildiz, 1998).

Kismi diferansiyel denklemler, genel olarak;

M x,y,z,@,g,.. =0,
ox 0y

seklinde gosterilebilir.
Burada da yine

X, y — Bagimsiz Degiskenler

z=M(x,y)

07 01 o

—,— ...~ Kismi tiirevler

OX 0y

Yukaridaki tanimlara gore, asagidakiler birer diferansiyel denklemdir.

u —e*u® +sinx+ x> =0. (1.4.1)
e +u’+xu+sinx=0. (1.4.2)
y +3xy +cosy=0. (1.4.3)
ou _olu

—+X——yu=0.

ox oy (1.4.4)

Bu baglamda, (1.4.1) denklemi birinci mertebeden, (1.4.2) ve (1.4.4) denklemleri
ikinci mertebeden, (1.4.3) denklemi ise ti¢iincii mertebedendir. Ayrica, (1.4.1), (1.4.2) ve
(1.4.3) denklemleri yalnizca bir bagimsiz degisken ve bu degiskene gore tiirevler

icerdiginden, adi diferansiyel denklemler olarak smiflandirilir. Ote yandan, (1.4.4)
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denklemi birden fazla bagimsiz degisken igerdigi i¢in kismi diferansiyel denklem olarak
adlandirilir (Hasanov vd., 2002).

1.5. MERTEBE-DERECE

Diferansiyel denklemlerin mertebesi ve derecesi, bu denklemlerdeki karmasiklik
diizeyini ve ¢oziim siirecine iligskin temel Ozellikleri ortaya koyar. En yiiksek tiirev,
denklemin mertebesini belirleyerek fonksiyonun davranist ve evrimi hakkinda 6nemli
bilgiler sunar. Bu nedenle diferansiyel denklemler, fizik, miihendislik, biyoloji ve
ekonomi alanlarinda karsilasilan bilimsel ve miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde
onemli bir aractir. Diferansiyel denklemlerin mertebesini ve derecesini kavramak,
fonksiyonlarin bagimsiz degiskenlerdeki degisimlere nasil tepki verecegini ongdrmeyi
saglayarak karmasik sistemlerin ve gercek diinyadaki olaylarin daha iyi anlagilmasina
imkan tanir. Bu dogrultuda yapilan arastirmalar, mertebe ve derecenin Onemini ve
uygulama alanlarin1 ortaya koyarak, ¢evremizdeki karmasik siire¢lerin daha kapsamli
bi¢imde kavranmasina katki sunmaktadir (Order and Degree of Differential Equations,
2025).

Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde yer alan en yiiksek tiirevin degeri

olarak tanimlanir.

W _y_g (1.5.1)
dx
dy =sin(x)dx, (1.5.2)

(1.5.1) ve (1.5.2) diferansiyel denklemleri birinci mertebeden,

2
% + 7% _3x, (15.3)
(v )2 +(y') +6x=Yy°, (1.5.4)

(1.5.3) ve (1.5.4) diferansiyel denklemleri ikinci mertebedendir.
Derece ise tiirevine gore polinom seklinde yazilan bir diferansiyel denklemin en
yiiksek mertebeden tiirevi bulunduran terimin {issiine bu diferansiyel denklemin derecesi

denir.
(y') +xy*=7=0, (1.5.5)

(1.5.5) denklemi ikinci dereceden,
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3 4
(v') +(y) —5y+2x=0, (1.5.6)
(1.5.6) denklemi ise ti¢lincii derecedendir (Bayram, 2010).

1.6. LINEER VE LINEER OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

Diferansiyel denklemler, matematiksel modellemede ve bilimsel analizde temel bir
ara¢ olup fiziksel sistemlerin dinamiklerini anlamamiza olanak saglar. Bu baglamda,
denklemler genellikle lineer evrim denklemleri ve lineer olmayan evrim denklemleri
olarak simiflandirilir. Bu iki yapr arasindaki farkliliklar, sistemlerin analiz edilme
bicimini, ¢6ziim yontemlerini ve elde edilen sonuglarin yorumlanmasini dogrudan etkiler.
Lineer evrim denklemleri daha basit ¢ozlim stratejilerine imkan tanirken, lineer olmayan
evrim denklemleri karmasik davraniglar sergiler ve 6zel analitik ya da sayisal yontemler
gerektirir. Dolayisiyla bu farklarin anlagilmasi, hem teorik caligmalarda hem de
uygulamalir bilimlerde dogru ¢6ziim yontemlerinin secilmesi agisindan kritik bir dnem
tasir.

X bagimsiz degiskenine gore,

] i1
0, (X)X 0, (X) g+t (X) 0 (X) = 8 (%)

seklinde yazilabilen ifadeye lineer diferansiyel denklem denir (Bayram, 2010).

Ornegin,

xdy — ydx =0, (1.6.1)
y =3y +y=0, (1.6.2)
Xy —x’y +2xy +6y=e”. (1.6.3)

(1.6.1) denklemi birinci mertebeden (1.6.2) denklemi ikinci mertebeden ve (1.6.3)
denklemi ise tiglincii mertebeden lineer diferansiyel denklemlerdir.

Lineer diferansiyel denklemlerin iki temel 6zelligi bulunmaktadir:

1. Bagimli degiskenin tiirevleri birinci dereceden olmali ve y bagimh

degiskeninin bulundugu her terimde y ’nin iissii bir olmalidir.

2. Her bir katsay1 yalnizca bagimsiz degisken olan X ’in bir fonksiyonu olmalidir.

Bu iki 0zelligi tasimayan diferansiyel denklemler, lineer olmayan diferansiyel
denklemler olarak adlandirilmaktadir (Bayram, 2010).

Ornegin,
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yy —2y —x=0, (1.6.4)
Y 2

—Z24y2 =0, 1.6.5

o Y (1.6.5)

(1.6.4) denklemi birinci mertebeden, (1.6.5) denklemi ise ti¢lincii mertebeden lineer

olmayan diferansiyel denklemlerdir.

1.7.HOMOJEN VE HOMOJEN OLMAYAN KISMi DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER

Homojen ve homojen olmayan kismi diferansiyel denklemler, doga ve
miihendislikte karmasik siireglerin modellenmesinde 6nemli bir yere sahiptir. Homojen
denklemler, sistemin kendi i¢ dinamiklerini ortaya koyarken; homojen olmayan
denklemler dis etki ve kuvvetlerin sisteme katkisini yansitir. Bu ayrim, 1s1 iletimi, dalga
yayilimi, dis kuvvetlerin etkisi ya da finansal siiregler gibi farkli alanlardaki problemlerin
dogru sekilde analiz edilmesine imkan tanir. Ayrica, degiskenler arasindaki dengeyi ifade
eden homojenlik kavrami, uygun doniisiimlerle zor problemlerin daha basit yapilara
indirgenmesini saglayarak ¢ozlimlerin anlasilabilirligini artirir. Béylece hem teorik hem
de uygulamali modellerin giivenilirligi gliclenir (Krantz, 2020).

Kismi diferansiyel denklemler homojen veya homojen olmayan olmak {izere
smiflandirilir. Her terimi bagimli degisken u ya da u ’nun tiirevlerini iceren herhangi bir
mertebedeki kismi diferansiyel denklem, homojen olarak adlandirilir. Eger denklemde u
veya tlirevleri disinda bagska bir terim (6rnegin bagimsiz degiskenler ya da sabit bir ifade)

yer altyorsa, bu tiir denklemler homojen olmayan olarak siniflandirilir (Wazwaz, 2009).

Ornek:

ut = 4uxx' (171)
u, =u, +X, (1.7.2)
U, +u, =0, (1.7.3)
u, +u, =u+4, (1.7.4)

(1.7.1) denklemi, tiim terimleri yalnizca u 'nun tiirevlerini igerdiginden homojen
bir kismi diferansiyel denklemdir.
(1.7.2) denklemi, bagimsiz degisken olan x terimi yer aldigi i¢in bu denklem

homojen olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir.
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(1.7.3) denklemi, tiim terimler u’nun ikinci tiirevleri olup baska herhangi bir
bagimsiz degisken veya sabit igermediginden homojen bir kismi diferansiyel denklemdir.

(1.7.4) denklemi, sag tarafta bagimli degiskenin kendisine ek olarak sabit bir terim
(+4) bulundugu i¢in bu denklem homojen olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir.

Ornek:

dy
—+y=0, y(0)=0,

birinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii:

dy _

a7

Degiskenlerine ayririrsak,
1 dy = —dt.
y
Her iki tarafin integralini alirsak,
1
J.—dy = j—ldt = In|y|=-t+C,.
y

ly|=e"" =e%e™.

C = +e“.

Olarak yazilirsa:

y(t)=Ce™.

Baslangi¢ kosulunu uygularsak,

y(0)=0.

Bu ¢6ziim, dis etkisiz (homojen) bir sistemin zamanla enerji kaybedip tamamen

durmasini (6rnegin soniimlii titresimde kiitlenin hareketsiz kalmasi) temsil eder.

dy
— =5, 0)=0.

Lineer homojen olmayan diferansiyel denklemdir.

Lineer denklem,

Jepy=Q()

seklindedir.

Lineer denklemde kullanilan integrasyon faktorii:
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,Ll(t) J' (e _ Ildt o

Denklemde her iki taraf e' ile carpilirsa,

e‘.ﬂ+e‘y:5e‘,
dt

sol taraf bir carpimin tiirevine esittir:

%(y.e ) =5e'.

Her tarafin integralini alirsak,
I%(yet )dt = jSe‘dt.

ye' =5¢' +C.

y ’yi yalmiz birakirsak,
y(t)=5+Ce™.

Baslangi¢ kosulunu uygularsak,
y(0)=5+Ce’ =5+C=0=C =-5.
y(t)=-5e" +5.

Bu ¢oziimde,

y(0) =0, baslangicinda sistem hareketsizdir. Zamanla e™ — 0, oldugu igin:

limy(t)=5

tow

Sistem dis etkiden dolay1 (homojen olmayan) kararli bir duruma ulasir:
y=5.
Bu, 6rnegin bir elektrik devresine bagli sabit voltaj kaynagi gibi bir fiziksel sistem

olabilir.
1.8. 0ZEL COZUM VE GENEL COZUM

Diferansiyel denklemler, farkli baslangic kosullar1 ve sinir degerlerine gore farkli
sonuglar verebilir. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii anlamada en Onemli
kavramlardan biri, 6zel ¢oziim ve genel ¢oziim ayrimidir. Bu iki tiir ¢6ziim, 6zellikle
denklemlerin belirli baslangi¢ veya sinir kosullar1 ile nasil iligkilendirilecegini ve

denklemin ¢ozliimiiniin nasil Ozellestirilebilecegini anlamada kritik rol oynar. Bir
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diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, tiim ¢dziim ailesini temsil eder ve genellikle bir
veya daha fazla serbest parametre icerir. Bu serbest parametreler, baslangi¢ kosullari veya
sinir kosullar1 verilene kadar belirli bir degere sahip olmayan sabitlerdir. Genel ¢6ziim,
denklemi ¢6zmek i¢in kullanilan yontemlere bagli olarak, hem lineer hem de lineer
olmayan denklemler i¢in belirli bir formda ifade edilebilir. Genel ¢6zlim, denklemin tiim
¢dziim uzayini kapsar ve herhangi bir 6zel durumu tanimlamaz. Ozel ¢dziim, belirli
baslangi¢ veya sinir kosullar1 verildiginde, genel ¢6ziimiin belirli bir durumu olarak elde
edilir. Baska bir deyisle, genel c¢oziimdeki serbest parametrelerin belirli bir deger
almasiyla ortaya ¢ikan c¢oziimdiir. Ozel ¢oziim, denklemin belirli bir fiziksel veya
mithendislik problemini modellemek i¢in kullanilir. Bu ¢oziim, sistemin baslangi¢
kosullaria veya sinir kosullarina dayanarak daha spesifik ve 6zgiil bir sonug saglar.

Belirli bir aralikta tanimli y = f (x) fonksiyonu bu aralikta bulunan her x igin

taniml1 ve k. mertebeye kadar tiirevlenebilir ise,

, K
F(p (X), (X),...,l//( h-o.
Bir adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, denklemin mertebesine bagli olarak

k adet keyfi sabit icerir. Bu sabitlere belirli degerler verilerek elde edilen ¢oziim 6zel
¢oziim olarak adlandirilir. Adi diferansiyel denklemin ¢oziimleri genellikle bir egriler
ailesi ile ifade edilirken kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri ise bir yiizey ailesine

karsilik gelir (Bulut, 2019).
1.9.VARLIK-TEKLIiK

Diferansiyel denklemler teorisinde varlik ve teklik teoremleri, ¢6ziimiin
glivenilirligini ve gecerliligini belirleyen temel ilkelerden biridir. Varlik, verilen kosullar
altinda en az bir ¢6ziimiin bulundugunu garanti ederken; teklik bu ¢6ziimiin yalnizca bir
tane oldugunu gilivence altina alir. Boylece, matematiksel modellerin dogrulugu ve
fiziksel siireclerin saglikli bigimde temsil edilebilmesi miimkiin olur. Varlik kosulu
saglanmadiginda ¢oziim hi¢ ortaya ¢ikmaz; teklik kosulu saglanmadiginda ise birden
fazla ¢6ziim bulunur ve hangisinin fiziksel olarak gecerli oldugu belirsiz kalir. Bu
nedenle, varlik ve teklik teoremleri hem kuramsal hem de uygulamali matematikte,
modelleme ve problem ¢oziimiinde kritik 6neme sahiptir (Evans, 2010; Boyce vd., 2017,
Zill, 2018).
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“Iyi tamimli problem” (well-posed problem) kavrami, matematiksel literatiire ilk
kez Fransiz matematik¢i Jacques Hadamard tarafindan kazandirilmistir. Matematiksel
fizikte bir sinir deger probleminin Hadamard anlaminda iyi kurulmus (well-posed) olarak
nitelendirilebilmesi i¢in asagidaki ii¢ temel kosulu saglamasi gerekmektedir:

1. Coziimiin varligl: Problem i¢in en az bir ¢0ziimiin mevcut olmasi
gerekmektedir.

2. Coziimiin teklik ozelligi (essizlik): Belirli baglangi¢ veya sinir kosullari
altinda yalnizca bir ¢6ziimiin elde edilmesi beklenir.

3. Coziimiin verilere karsi stirekli bagimlilig1 (siireklilik): Problemin baslangi¢
veya sinir verilerinde meydana gelen kiigiik degisikliklerin, ¢6zlim tizerinde
yalnizca siirl ve orantili etkiler olusturmasi beklenir.

S6z konusu ti¢ kosul, ¢ogunlukla problemin fiziksel ya da mekanik kokenine bagl
olarak sekillenir. ilk kosul, modelin matematiksel olarak tutarli bir bigimde formiile
edildigini gosterirken; ikinci kosul, modelin belirleyici bir yapiya sahip oldugunu ifade
eder. Ugiincii kosul ise ¢oziimiin kararlihigini belirtir: Problemin girdilerinde meydana
gelen kiigiik degisikliklerin, ¢coziim iizerinde yalnizca kiigiik degisikliklere yol agmasi
beklenir. Bu tiir kararlilik, matematiksel fizik uygulamalarinda olduk¢a 6nemlidir; zira
gercek sistemler cogunlukla yaklasik verilerle temsil edilir. Dolayisiyla modeldeki kiiciik
belirsizliklerin sonuglar tizerinde biiyiik sapmalara yol agmamasi, 1yi taniml1 bir ¢6ziimiin
temel gerekliligidir (Zachmanoglou ve Thoe, 1976; Marcks von Wiirtemberg, 2011;
Logan, 2015).

Ornek: Tek boyutlu 1s1 denklemi su sekilde tanimlanr:

u =u,, 0<x<l, t>0,
baslangi¢ kosulu:
u(x,0)=g(x), 0<x<1,
ve Dirichlet sinir kosulu:

u(0,t)=u(Lt)=0, t>0.

Bu problem Hadamard anlaminda iyi-kurulmus olup ii¢ temel kriteri saglamaktadir:

Varlik: Co6ztim, Fourier serileri yontemiyle elde edilebilmektedir. Baslangic

fonksiyonu g(X) gerekli diizenlilik kosullarini sagladiginda, seri yakinsakligi garanti
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edilmekte ve verilen baslangi¢c-sinir kosullart i¢in bir ¢oziimiin varligt ortaya
konmaktadir.

Teklik: Maksimum prensip uygulanarak, ayni baslangi¢ ve sinir kosullarina sahip
iki ¢6ziimiin farkinin yine 1s1 denklemini sagladigi, ancak sinir ve baslangigta sifir oldugu
goriiliir. Maksimum prensip geregi bu fark her noktada sifirdir; dolayisiyla ¢6ziim tektir.

Siirekli bagimlilik: Maksimum prensip ayni zamanda ¢oziimiin veriye siirekli
bagliliginmi da garanti etmektedir. Baslangi¢ fonksiyonlar1 arasindaki kiiclik farklar,
cOzlimler arasindaki farkliliklara da aynmi 6l¢iide yansir. Bu durum ¢oziimiin baslangic
verilerine siirekli bagimli oldugunu gostermektedir (Yanovsky, 2005).

Sonug olarak, 0<x <1, t>0 bdlgesinde tanimli 1s1 denkleminin baslangig-sinir

deger problemi; ¢ozlimiin varligi, tekligi ve stirekli bagimlilig1 agisindan Hadamard

anlaminda iyi-kurulmus bir problemdir.
1.10. BASLANGIC DEGER VE SINIR DEGER PROBLEMLERI

Diferansiyel denklemler, fiziksel, biyolojik ve miihendislik sistemlerinin
modellenmesinde yaygin olarak kullanilan temel matematiksel araclardir. Bu
denklemlerin ¢oziimleri, genellikle belirli kosullar altinda elde edilir ve s6z konusu
kosullar ¢oziimiin bigimini ve karakterini dogrudan belirler. Diferansiyel denklemlerde
en sik karsilasilan iki temel problem tiirii baslangi¢ deger problemleri ve siir deger
problemleridir. Bu problem tiirleri, ¢éziim yontemleri acisindan farklilik gostermekte
olup, elde edilecek ¢oziimiin niteliginin ve gegerliliginin belirlenmesinde énemli bir rol
tistlenir.

Diferansiyel denklemlerde, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin belirli bir
bagimsiz degiskenin aymi degerleri icin verilen kosullar altinda ¢oziilmesi, baslangi¢

deger problemi olarak adlandirilir. Bu kosullara ise baslangi¢ kosullar: denir.

Ornek:
y'+y=¢", (1.10.2)
y(0)=1,y'(0)=2, (1.10.2)

seklinde verilen denklem bir baglangi¢ deger problemidir.
Diferansiyel denklemlerde, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin, bagimsiz
degiskenlerin farkli degerleri i¢in verilen kosullar altinda ¢6ziilmesi, sinir deger problemi

olarak adlandirilir. Bu kosullara ise sinir kosullar: denir.
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Ornek:
y"+2y =¢", (1.10.3)
y(0)=1,y'(1)=0, (1.10.4)

siir deger problemidir (Aydin, 2020).

Baslangi¢ deger problemleri ve sinir deger problemleri, diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimii ile sistemlerin analizinde temel birer kavramdir. Baslangi¢ deger problemleri,
cogunlukla zamanla degisen dinamik siireclerin modellenmesinde kullanilirken; sinir
deger problemleri ise genellikle statik durumlarin veya denge kosullarinin
incelenmesinde tercih edilir. Bu iki problem tiirii, farkli ¢6ziim stratejileri gerektirmekte
olup, uygulanacak yontemlerin dogru se¢imi dogrudan ele alinan sistemin yapisina ve
ozelliklerine baghdir. Dolayisiyla, diferansiyel denklem problemlerinde kosul tiiriiniin
dogru belirlenmesi ve buna uygun ¢oziim yontemlerinin se¢ilmesi, elde edilecek

sonuclarin dogrulugu ve gecerliligi agisindan kritik 6neme sahiptir.

1.11. iKINCi MERTEBEDEN KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
SINIFLANDIRILMASI

Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler, birden fazla bagimsiz degiskenin
etkisi altinda gelisen fiziksel, miihendislik ve dogal siire¢lerin modellenmesinde en
yaygin kullanilan denklemlerden biridir. Bu tiir denklemler; akiskanlar mekanigi, 1s1
transferi, elastisite teorisi, elektromanyetik dalgalar ve benzeri birgok alanda merkezi bir
rol tistlenmektedir. Bagimli degiskenin birden fazla bagimsiz degiskenle iligkili oldugu
bu denklemlerin ¢oziimleri, genellikle daha karmasik yapilar sergiler ve ¢6ziim siireci
hem analitik hem de sayisal agidan zorluklar barindirir. Ikinci mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasi, yalnizca ¢éziim yontemlerinin belirlenmesi
acisindan degil, ayn1 zamanda denklemlerin fiziksel anlaminin dogru bir sekilde
yorumlanabilmesi i¢in de kritik 6neme sahiptir. Bu smiflama, denklemlerin yapisal
ozelliklerini ortaya koyarak ¢oziim siirecinde hangi yaklasimin uygulanacagina dair
yonlendirici olur. Ornegin, hiperbolik tipte denklemler genellikle dalga hareketlerini ve
yayilma siireglerini ifade eder; bu nedenle ¢ézlimleri zamanla evrim gosterir ve belirli
hizlarda ilerler. Bu 6zellik, hem analitik ¢6ziim yontemlerinin hem de sayisal tekniklerin
se¢iminde belirleyici rol oynar. Ayrica dogru siniflandirma, fiziksel modellemenin daha

giivenilir ve tutarh bir sekilde gergeklestirilmesini saglar. Yanlis denklem tipinin tercih
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edilmesi ise ¢6ziimiin hatali olmasina ve 6zellikle miithendislik uygulamalarinda ciddi
tasarim hatalarinin ortaya ¢ikmasina yol agabilir.

Iki bagimsiz degiskenli ikinci mertebeden lineer bir kismi diferansiyel denklem
genel olarak su bigimde verilir:

Au, +Bu,, +Cu, +Du, +Eu, + Fu=0.

Burada A,B,C,D,E,F € R sabit katsayilar X ve y bagimsiz degiskendir.
Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler, karakteristik yiizeylerinin dogasia ve

diskriminant teriminin isaretine bagl olarak parabolik, hiperbolik ve eliptik denklemler

olmak tizere ii¢ temel sinifta incelenmektedir.
1.11.1. Parabolik Denklemler

Bu tiir denklemler, zamanla degisen ama mekansal degisiklikleri daha yavas olan
sistemleri tanimlar. Genellikle 1s1 transferi, difiizyon gibi siire¢lerde karsilasilan parabolik
denklemler 6rnegi verilebilir.

Parabolik denklemler su kosulu saglayan denklemlerdir:

B® -4AC =0.

Ornek:

u, =ku,. (1.11.1)

Burada u(x,t) sicakligi, x konumu, t zamani, K 1s1 iletimini temsil eder.

Bu denklem, 1s1 yayilmm veya difiizyon siirecini tamimlar. Ornegin, metal
cubugun bir ucu 1sitildiginda, bu 1s1 ¢ubugun diger kisimlarina zamanla yayilir. Bu

yayilim parabolik denklemle modellenir.

Ornek:
u =4u,, (1.11.2)
A=4,B=C=0,

B2 —4AC = 0 = Parabolik denklemdir.

Ornek:
u =u, —u, (1.11.3)
A=1B=C=0,

B2 —4AC =0 = Parabolik denklemdir.
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1.11.2. Hiperbolik Denklemler

Cogunlukla dalga hareketleri veya yayillma olaylarini tanimlar. Bu denklemler,
genellikle hareket halindeki dalgalarin yayilmasimi modellemek icin kullanilir. Ornegin,
Dalga denklemi ve Burgers denklemi hiperbolik denklemler arasinda yer alir. Bu tiir
denklemlerde, ¢o6ziim genellikle belirli bir hizda yayilir.

Hiperbolik denklemler su kosulu saglayan denklemlerdir:

B? -4AC > 0.
Ornek:
u, =c’u,. (1.11.4)

Burada u(x,t) genligi, ¢ sabit yaytlm (difiizyon) hizim temsil eder.

Bu denklem, dalga yayilimint modellemek igin kullanilir. Ornegin bir telin titresimi
(gitar teli gibi), ses dalgalari, su ylizeyindeki dalgalar bu denklemle ifade edilir. Dalgalar
ileri ve geri yayilir, bu ylizden denklem ¢ift zaman tiirevi igerir.

Ornek:

u, +uu, =vu,,. (1.11.5)

Burgers denklemi ise lineer olmayan yapisiyla akiskanlarda sok dalgalarinin ve

yayilma siireglerinin modellenmesinde temel rol oynar. Konveksiyon terimi (uux)

dalganin tasiyict hareketini, diftizyon terimi (Vuxx) ise yayllma ve soniimlenme etkisini

ifade eder. Bu nedenle Burgers denklemi, akiskanlar mekaniginde tiirbiilans, gaz
dinamiginde sok olusumlar1 ve hatta trafik akisi gibi ¢esitli alanlarda kullanilan 6nemli
bir modeldir (Kumar, 2023).

Ornek:

u, =4u,, (1.11.6)

A=4,B=0C=-1

B® —4AC =16 > 0 = Hiperbolik denklemlerdir.

Ornek:

Uy = Uy — Uy, (1.11.7)

A=1,B=0,C=-1.

B? —4AC =4 > 0= Hiperbolik denklemlerdir.
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1.11.3. Eliptik Denklemler

Cogunlukla denge durumlarina iliskin problemleri modellemek i¢in kullanilir.
Ornegin, statik elektrik alanlar1 veya sabit 1s1 dagilim gibi. Laplace denklemi ve Poisson
denklemi, eliptik denklemlere 6rnektir.

Eliptik denklemler su kosulu saglayan denklemlerdir:

B* -4AC <0.

Iki boyutlu Laplace denklemi: u, +u,, =0.
Laplace denklemi genellikle potansiyel denklem olarak adlandirilir ¢linkii u (X, y)

bir potansiyel fonksiyonu tanimlar. Bu denklem duragan durum problemlerini ifade eder.
Ornegin, belirli bir sekle sahip metal levhada sabit sicaklik dagilimi, elektrostatik
potansiyel dagilimi gibi problemler i¢in uygundur (Wazwaz, 2009).

Ornek:

u, +u, =0, (1.11.7)

A=1,B=0,C=1.

B’ —4AC = -4 < 0 = Eliptik denklemdir.

Ornek:

U, +Xu, =0, (1.11.8)

B? —4AC = —4x,
A=1B=0C=x
Bu denklem,

X =0 i¢in parabolik,
X <0 igin hiperbolik,
x>0 icin eliptiktir.

1.12. DENGELEME TERIMi

Dengeleme terimi, toplam bi¢iminde tanimlanan ¢6ziim fonksiyonunun {ist sinir
mertebesini belirleyen yapisal bir katsayidir. Bu terim, lineer olmayan bir adi diferansiyel
denklemde yer alan en yiiksek mertebeden tiirevli lineer terim ile en yiiksek mertebeden
tiirevli lineer olmayan terim arasindaki denklik ilkesine dayanarak belirlenir. Baska bir

ifadeyle, ¢ozlimiin yapisal formu ile denklemin tiirev mertebeleri arasinda bir denge
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kurularak, analitik ¢6ztimde kullanilacak fonksiyonlarin derecesi bu iliski dogrultusunda

tayin edilir. Lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemde, en yiiksek mertebeden lineer

a r
terim j?t: seklinde, en yliksek mertebeden lineer olmayan terim ise, up.( uj

dé&’

bi¢iminde ifade edilsin. Burada p,q,r ves sabit katsayilardir. Toplam ¢6ziim
fonksiyonunun iis degeri olarak tanimlanan dengeleme terimi n olmak {izere, bu terimi
belirlemek i¢in asagidaki denklik kurulabilir:

n+q=np+s(n+r).

S6z konusu esitlik, diferansiyel denklemin en baskin, yani en yiiksek mertebeden
tiirev iceren lineer ve lineer olmayan terimleri arasindaki tlirev dereceleri ile ¢6ziim
fonksiyonunun iislerinin denklenmesi yoluyla elde edilir. Bu yontem araciligiyla,

kullanilacak ¢6ziim fonksiyonunun derecesi ve yapisal formu sistematik olarak

belirlenmis olur (Yokus, 2011).
1.13. RiICCATI DIiFERANSIYEL DENKLEMIi

Riccati diferansiyel denklemi, ilk kez Italyan matematik¢i Jacopo Francesco Riccati
(1676-1754) tarafindan ele alinmig ve 1724 yilinda Acta Eruditorum dergisinde
yayimlanmistir. Riccati’nin inceledigi ve “Orijinal Riccati Denklemi” olarak bilinen

denklem su sekilde ifade edilir:
y'+ax? =bx. (1.13.1)
Bu denklemde &,b ve d sabitlerdir. Riccati, d degerine bagl olarak bu denklemin

baz1 6zel ¢oziimlerini sunmustur.

Gilintimiizde Riccati diferansiyel denklemi genellikle su sekilde ifade edilmektedir:

y':é(x)+6(x)y+é(x)y2. (1.13.2)

Bu denklemde &(x), B(X) ve €(x) integrallenebilir fonksiyonlardir ve
B(X);t 0, ¢(x)#0 kosullart saglanir. (1.13.2) denklemi lineer olmayan diferansiyel
denklem sinifina girer.

Eger &4(x)=0 ise, (1.13.2) denklemi Bernoulli diferansiyel denklemine doniisiir.

Bu denklem, ilk olarak 1763 yilinda Fransiz matematik¢i Jean Le Rond d’Alembert

(1717-1783) tarafindan incelenmistir. Riccati denklemi tizerinde birgok ¢alisma yapilmis
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olmasina ragmen, genel olarak tam bir ¢6ziimii elementer fonksiyonlarla ifade edilemez.
Ancak, (1.13.2) denkleminin bir 6zel ¢oziimii bilindiginde, denklem uygun bir degisken
dontisiimiiyle birinci dereceden bir lineer diferansiyel denkleme indirgenebilir. Bu
yontemle genel ¢6ziim elde edilebilir.

Bir 6zel ¢oziimiin y =y, oldugunu varsayalim. Bu durumda, (1.13.2) denkleminde

su degisken doniigiimii yapilir:
1
y = Yl+v' (1.13.3)
Bu doniisiimiin tiirevi su sekilde yazilir:
! ! 1 !

y' =y, _V_ZV . (1.13.4)

Elde edilen (1.13.3) ve (1.13.4) ifadeleri, (1.13.2) denklemine yerlestirildiginde,
asagidaki lineer diferansiyel denklem elde edilir:

v'+(2c3yl +6)v =6 (1.13.5)

Bu denklem, Riccati diferansiyel denkleminin 6zel bir ¢dziimii bilindiginde genel
¢Ozlimiin bulunmasi igin kullanilan bir yontemdir. Bu ¢alismada, (1.13.2) denklemini
saglayan bir 6zel ¢6ziimiin bilindigi durumda, uygun bir degisken doniisiimii ile denklem

lineer hale getirilmis ve genel ¢6ziim elde edilmistir (Giilecan, 2019).

Ornek:
;o : : e 2 y
y'+y + 3 y —— =0, diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii y, = ” olduguna
X

gore denklemin genel ¢oziimiini bulunuz.

Cozlim:
y—y +1—g+1:y'—y'_u_—___
"u x u wr ox2ou?

olur. Denklemde yerine koyalim.

2 U 2 1V 1(2 1 4
- -t —t+t=| +=|—-+— |- =0,
X“ u X u X\X U/ X

diizenleme yaparsak,

u'—Eu =-1,
X
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elde edilir. Diger yandan,
1

y=y,+—,
u

oldugundan,

X

u= ,
Xy —2

bulunur. Yukaridaki ifade yerine yazildiginda,

sonucuna ulasilir.

Bu tezde kullanilan Riccati diferansiyel denklemi, lineer olmayan evrim denklemlerinin
analitik ¢ozlimlerinde temel rol iistlenen yardimci yapilardan biridir. Riccati tipi
denklemler, farkli parametre kosullarina gore c¢esitli fonksiyonel ¢6ziim aileleri
tiretmesiyle one c¢ikar ve bu yoniiyle pek ¢ok analitik yontemin basariyla
uygulanabilmesine imkan saglar. Caligmada kullanilan Riccati denklemi de parametre 4
’niin isaretine bagl olarak birbirinden farkli ¢oziimler sunmaktadir. ¢ <0 durumunda
hiperbolik fonksiyonlara dayali ¢6ziimler, x > 0 i¢in trigonometrik ¢6ziimler, &« = Oigin
ise rasyonel ¢oziim ortaya ¢ikmaktadir. Boylelikle, ayn1 denklem {izerinden ¢ok farkli
dalga profillerinin elde edilmesi miimkiin hale gelmektedir.

Bu kapsamda kullanilan Riccati denklemi su sekilde ifade edilmektedir:

P'(&)=u+(p©)*, meR. (4.1.5)

Riccati denkleminin (4.1.5) bazi 6zel ¢oziimleri asagidaki gibidir:
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—J-utanh(J=ug),  w<o,
—/—# coth (ﬁf) u <0,
Jutan(Jug). (>0, (4.0.6)
—Jucot(ug), >0,

-i, 14=0 (r sabittir).
Goriildugi iizere, Riccati diferansiyel denkleminin bu ¢dziimleri yalnizca matematiksel
cesitlilik sunmakla kalmamakta, ayn1 zamanda ¢alismada elde edilen tanh, coth, tan, cot
ve rasyonel tipli gezici dalga ¢oziimlerinin dogrudan temelini olusturmaktadir. Boylelikle
Riccati yapisi, tezde kullanilan yontemlerin islevselligini artiran, ¢6ziim cesitliligini

zenginlestiren ve lineer olmayan evrim denklemlerinin farkli parametre kosullari altinda

sergiledigi davranislar1 goriiniir kilan merkezi bir unsur olarak 6ne ¢ikmaktadir.
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2. BOLUM

SOLITONLAR VE SOLITER DALGALAR

2.1.SOLITON KAVRAMININ TARIHCESI

Ingiliz miihendis John Scott Russell’1n yaklasik 190 y1l énce yaptig1 gézlem, dalga
fenomenlerinin anlagilmasinda 6nemli bir mihenk tasidir. Russell, Edinburgh kanalinda
bir mavnanin ani durusu sonucu, kanal boyunca sekli ve hizi degismeden ilerleyen
belirgin bir su tepecigi goézlemlemistir. Russell’in bu olay1 tanimlarken kullandig: dil,
nadir bir doga olaymna tanik olan bir bilim insaninin sagkinligini yansitmaktadir. Bu
saskinlik, donemin lineer dalga teorisiyle acgiklanamazdi. Lineer teoriye gore, sig bir
kanalda yalnizca sonsuz uzunluktaki harmonik dalgalar bozulmadan yayilabilir ve bu
dalgalarin hizi, dalga boyuna baglidir. Harmonik dalgalar, farkli bozulmalar1 yeniden
olusturabilirken, dispersiyon nedeniyle siniizoidal olmayan dalga paketleri zamanla
dagilir. Russell’in gézlemledigi yer¢cekimi dalgalari da bu dispersiyona maruz kalmaistir.
Bu sebeple, Russell’in ¢agdaslari, Russell dalgasinin uzun siire boyunca sekil
bozulmadan kalamayacagini diisiinmiis ve bu olay1 siradan bir dalganin bir parcasi olarak

degerlendirmislerdir (Manevitch ve Smirnov, 2008).
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N

u(x,t)
— c=dalgahi

l g = ver cekimi ivinesi

a \maksimum genlik

Sekil 1. Soliter dalga profili

Russell, dogal ortamlarda oldugu kadar bahgesindeki 6zel olarak tasarlanmis kiigiik
su deposu olan laboratuvarinda da ¢ok sayida deney gergeklestirmistir. Bu deneyler
sonucunda soliter dalgaya iliskin asagidaki temel 6zellikleri tanimlamistir:

1. lzole bir soliter dalga sabit hizla ilerler ve formunu korur.

2. Dalga hizinin, maksimum genlik, su derinligi ve yergekimi ivmesi ile iligkisi
asagidaki formiille tanimlanir:
c’=g(h+a).

Bu ifade, a <h kosulu altinda gegerlidir.

3. Yeterli biiyiikliikteki bir soliter dalga zamanla birden fazla kiiciik soliter dalgaya
ayrisir. Bu yeni dalgalar farkli hizlarla ilerlediginden, baslangicta birlesik olan
yap1 yol aldik¢a ayrisir.

4. Soliter dalgalar yalnizca pozitif yonlii yiikselti bigimindedir; negatif yonli
cokiintii seklindeki formlar1 gézlemlenmemistir.

Russell, soliter dalgalarin ¢carpisma sonrasi herhangi bir bozulma olmadan yollarina
devam ettigini belirlemis; bu 6zellik daha sonra soliton kavraminin temellerinden biri
olarak degerlendirilmistir (Filippov, 2010).

¢’ =g(h+a).
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Bu baginti, dalganin hizinin genligine bagli oldugunu ve daha biiyiik genlige sahip
bir dalganin daha kiigiik genlikli bir dalgadan daha hizli hareket ettigini gostermektedir.
Russell’in ¢alismasi, bu alanda bir¢ok tartismaya yol agmis ve pek ¢ok bilim insani,
sonuglarma elestirel yaklagmistir (Yapiskan, 2022). Russell’in bulgulari matematik
camiasi tarafindan yeterince takdir edilmemistir. 1845 yilinda Array, “Tides and Waves”
(Gelgitler ve Dalgalar) adli kitabinda, Russell’in soliter dalgalarinin varligini reddeden
bir teori one siirmistiir (Arora vd., 2022). Russell’in ¢alismalarinin dogrulanmasi ve
bilimsel dneminin tam anlamiyla kabul edilmesi ancak 1870’lerde miimkiin olmustur. Bu
dogrulamanin degeri, siirece katki saglayan bilim insanlarinin prestiji ile daha da
giiclenmistir. 1872’de Joseph Boussinesq ve 1876°da Lord Rayleigh, birbirlerinden
bagimsiz olarak serbest yiizey dalgalari i¢in sech® ¢oziimiinii elde etmislerdir. Bununla
birlikte, Boussinesq’in 1872 tarihli ¢alismasi yalnizca bu ¢oziimle smnirli kalmamus,
modern analizlerde hala kullanilan pek c¢ok temel kavrami da ortaya koymustur.
Ozellikle, iiciincii korunum yasasina iliskin korunmus bir biiyiikliigii kesfetmis ve bu
biyiikliigli “kararsizlik momenti” olarak adlandirmistir. Bu gelismeler, Russell’in
gozlemlerini dogrulamis ve bilim diinyasinda kabul gérmesini saglamistir (Newell,
1983). 1895 yilinda Korteweg ve de Vries soliter dalgalarin yayilimini tanimlayan bir
matematiksel denklem tiiretmislerdir. Bu denklem, giiniimiizde Korteweg-de Vries
(KdV) denklemi olarak anilmakta olup, lineer olmayan dalgalar teorisinin en 6nemli
denklemlerinden biri olarak kabul edilmektedir. Soliter dalgalarin basarili bir sekilde
teorik olarak modellenmesinin ardindan, lineer olmayan dalga arastirmalarina olan ilgi
onemli dlglide artmigtir (Singh ve Senthilnathan, 2024). KdV denklemi, lineer olmayan
dalgalarin  olusumu ve yayilimini modellemek amaciyla birgok farkli alanda
uygulanmistir. Ozellikle, uzun dalga boylu ve kiigiik genlikli s1§ su dalgalarini
tanimlamak i¢in gelistirilmis olan bu denklem, malzeme bilimi ve diger bilimsel
disiplinlerde de kullanilmistir (Ghany vd., 2020).

KdV denklemi:

u, —6uu, +u,, =0,

seklindedir.

Burada alt indisler kismi tiirevleri ifade etmektedir (Gardner vd., 1967). Bu denklemde

u, terimi dalganin tek yonde yayiliminin zamansal evrimini ifade eder. Ayni zamanda

denklem iki temel etki arasinda bir rekabet iliskisi igerir. Bunlar, dalganin dikligini
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gosteren ve uu, ile ifade edilen lineer olmayan terim ve dalganin yayilimini tanimlayan

ve u, ile gosterilen dispersiyon terimidir (Aydemir, 2016). Lineer olmayan terim,

dalgay1 simirlama egilimindeyken, dispersiyon terimi dalgay1 yaymaya ¢alisir. Diger bir
ifadeyle, optik fiberler veya sig su dalgalar1 gibi lineer olmayan ortamlarda,
dispersiyonun sagladigi genisleme etkisi, lineer olmayan terimin yarattigi daralma
etkisiyle dengelenebilir. Bu lineer olmayan ve dispersif terimler arasindaki denge, tek
tepe noktasina sahip, soliton adi verilen kararli dalga yapilarini olusturur. Solitonlarin
kararlilig1, lineer olmayan ve dispersif etkilerin bu hassas dengesinden kaynaklanir. Bu
denklem, sonsuzda monoton azalan ve pargacik 6zellikleri gosteren soliton dalgalarini
karakterize eden ¢oztimler saglar (Aydemir, 2016).

1955 yilinda Fermi, Pasta ve Ulam, lineer olmayan bir boyutlu bir 1zgarada enerji
dagilimini incelemek amaciyla bir bilgisayar simiilasyonu gergeklestirmistir. Bu
calismada, lineer olmayan etkilesimlerin enerjiyi tiim modlar arasinda esit bir sekilde
dagitacag1 varsayilmistir. Ancak, KdV denklemi iizerinde yapilan sayisal analizler bu
varsayimi gegersiz kilmistir. Enerjinin, sistemde esit olmayan bir bicimde dagildig: ve
belirli bir siire sonra sistemin baslangic durumuna geri dondiigii gozlemlenmistir. Bu
fenomen daha sonra literatiire “FPU problemi” olarak gegmistir (Fermi vd., 1955; Arora
vd., 2022). 1965 yilinda Norman J. Zabusky ve Martin David Kruskal, FPU problemini
yeniden ele alarak KdV denkleminin sayisal ¢oziimlerini incelemislerdir. Bu ¢alisma
sonucunda, sonlu sayida gezici dalgalardan olusan ¢oziimler ortaya konmustur. Daha da
onemlisi, bu dalgalarin ¢arpisma sirasinda sekil, boyut ve hizlarini koruduklari, yani
elastik carpisma Ozellikleri sergiledikleri tespit edilmistir. Protonlar ve elektronlar gibi
kararli parcaciklar 6zellikleri gosteren bu dalgalar, Zabusky ve Kruskal tarafindan soliton
olarak adlandirilmistir (Zabusky ve Kruskal, 1965). Solitonlarin kesfinden yaklasik iki
yizyll once Russell’n yaptigt gozlemler ve Zabusky ile Kruskal’in deneysel
calismalarinin tizerinden gegen elli yilin ardindan, solitonlar, lineer olmayan sistemler ve
diferansiyel denklemler alaninda 6nemli bir arastirma konusu olmaya devam etmektedir
(Boyce vd., 2017). Kruskal ve Zabusky’nin ¢alismasi, soliton teorisinin gelisiminde kritik
bir doniim noktasi olarak degerlendirilmistir. Soliton kavrami, soliter dalgalarin temel
Ozelliklerini basarili bir sekilde tanimlamis ve bilim camiasinda genis kabul gérmiistiir.
Bu ¢aligmanin ardindan, soliton teorisi hizla gelismis ve uluslararas: diizeyde kapsamli

arastirmalarin merkezinde yer almistir (Chaohao, 2013). 1967 yilinda ise Gardner ve
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arkadaglar1 ise yukarida bahsi gecen KdV gibi lineer olmayan evrim denklemlerini
analitik olarak ¢ozmek i¢in Ters Sac¢ilma Doniistiimii (Inverse Scattering Transform, IST)
metodunu gelistirmislerdir. Bu metot, integrallenebilir sistemlerde solitonlarin daha

kapsamli bir sekilde incelenmesine olanak tanimustir (Singh ve Senthilnathan, 2024).
2.2.SOLITONLARIN KULLANIM ALANLARI

Tarih boyunca dalga fenomeni, bilimsel arastirmalarin temel taslarindan biri
olmustur. Miizikte ses frekanslarinin kesfiyle baslayip su kemerlerindeki akiskan
hareketlerine kadar genis bir uygulama alant bulan dalga c¢oziimleri, fiziksel
biiyiikliiklerin zamana bagli dinamik degisimlerini modellemekte ve ¢esitli disiplinlerde
teorik ve pratik arastirmalara katki sunmaktadir (Kara, 2022). Dalga kavrami, fiziksel
olaylarin farkli agilardan incelenmesine olanak tanityan genis kapsamli bir olgudur. Su
yiizeyinde gozlemlenen su dalgalari, aslinda su yiizeyinin yeni bir denge durumuna gegis
slireci olarak tanimlanabilir ve bir cisim ya da ortamda meydana gelen herhangi bir
sarsintiya karsilik ortaya ¢ikan bu olay, dalga olarak ifade edilir (Duran, 2012). Dogadaki
dalga hareketlerinde lineer olmama ve yayilim (dispersiyon) olgulari, dalgalarin
dinamiginde temel bir rol oynamaktadir (Odabagi, 2015).

Lineer olmayan evrim ve dalga denklemlerinin ¢éziimlenmesinde, genellikle ilk
adim olarak gezici dalga ¢6ziimlerinin arastirilmasi tercih edilmektedir (Malfliet, 1996).
Bu baglamda lineer olmayan evrim denklemlerinin dikkat ¢ekici ve 6zgiin tekil dalga
¢oziimleri olan solitonlar, 6nemli bir arastirma konusu olarak 6ne ¢ikmaktadir (Ullah ve
Ali, 2024). Ayni1 zamanda, lineer olmayan problemlerin ¢6ziimiinde bu denklemlerin
analitik ¢dzlimlerinin bulunmasi da biiyiik bir 6nem arz etmektedir (Liu vd., 2001). Lineer
olmayan evrim denklemleri; fizik, kimya, biyoloji, akiskanlar dinamigi, plazma fizigi ve
optik fiberler gibi alanlarda lineer olmayan fiziksel siirecleri modellemek amaciyla
yaygin olarak kullanilmaktadir. Dogadaki pek cok fiziksel olgu, bu denklemler
araciligiyla modellenmekte olup bu denklemlerin analitik ¢6ziimleri, fiziksel,
biyokimyasal ve biyolojik siire¢lerin dinamiklerinin anlasilmasinda kritik bir 6neme
sahiptir. Analitik ¢ozlimler, bu sistemlerin daha derinlemesine anlasilmasina katkida
bulunurken, matematiksel modellerin ¢esitli disiplinlerde genis uygulama alani bulmasini
da miimkiin kilmaktadir (Rani vd., 2019). Solitonlar, yapilarini ve genliklerini koruyarak

gezici dalga paketleri olarak tanimlanmakta ve bu nedenle lineer olmayan sistemlerin
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analizinde énemli bir yere sahiptir (Shakir vd., 2023). Solitonlar, kararlilik 6zellikleri ve
carpigma dinamikleri ile 6ne ¢ikan yapilar olup dispersif ve lineer olmayan etkilerin
dengelenmesi sonucu olusmaktadir (Jiang vd., 2016; Sakkaravarthi vd., 2020). Genlik ve
yapilarin1 koruyarak yayilma yetenekleri sayesinde solitonlar, bir ortamda dagilima veya
kirmmima ugramayan yerellesmis 151k darbeleri olarak tanimlanmakta ve
telekomiinikasyon sektdriinde uzun mesafeli bilgi iletiminde kritik bir rol oynamaktadir.
Fiber optik hatlarda solitonlarin kullanimi, yiiksek hizli iletisim sistemlerinin gelisimini
desteklemis ve bu teknolojilerde 6nemli ilerlemeler saglamistir (Rehman vd., 2024).
Bununla birlikte, optik solitonlar yalnizca telekomiinikasyon alaninda degil, ultra hizl
sinyal isleme, yogun madde fizigi, plazma fizigi, biyofizik, akiskanlar dinamigi ve tibb1
goriintiileme gibi birgok fiziksel sistemde de genis uygulama yelpazesine sahiptir (Alia

vd., 2019; Murad vd., 2023).
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3. BOLUM

SHARMA TASSO OLVER-BURGERS DENKLEMI

3.1.BURGERS DENKLEMININ TARTHCESI

Burgers denkleminin tarihsel temelleri, ilk olarak 1915 yilinda Bateman’1n fiziksel
bir baglamda tiirettigi calismalara dayanmaktadir (Bateman, 1915). Daha sonra,
Hollandali matematik¢i Johannes Martinus Burgers bu denklemi konveksiyon ve
difiizyonun zit etkilerinin etkilesimi sonucunda kanalda olusan tiirbiilansh akist
modellemek amaciyla gelistirmis ve bu nedenle literatiirde Burgers denklemi olarak
yerini almistir (Burgers, 1948). Navier-Stokes denklemlerinin sadelestirilmis bir
versiyonu olan Burgers denklemi, basing gradyani terimlerinin kaldirilmasiyla birlikte
sikigtirllamaz Navier-Stokes denklemlerine benzerlik gosterir (Gao ve Zou, 2017).
Navier-Stokes denklemleri, 19. yiizyilda viskoz akigkanlarin hareketini modellemek i¢in
gelistirilmis ve akiskan dinamiginde merkezi bir konuma yerlesmistir. Ancak bu
denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin zorlugu, matematiksel ve sayisal metotlarin
gelistirilmesine ihtiya¢ dogurmustur (Shyaman vd., 2024). Burgers denklemiyle ilgili
olarak, 1949 yilinda Lagerstrom ve galisma arkadaslari bu denklemin lineer 1s1 denklemi
ile doniistiiriilebilecegini kesfetmislerdir. Bu doniisiim, 1951 yilinda Cole tarafindan
yayimlanmistir. Ayni donemde Hopf da bu doniisiimii bagimsiz olarak kesfetmis olup bu
nedenle literatiirde Cole-Hopf doniisiimii olarak bilinmektedir (Abd-el-Malek ve El-
Mansi, 2000). Zamanla, daha karmasik Burgers denklemleri iizerine de arastirmalar
yapilmis ve bu calismalar denklemle ilgili teorik cerceveyi genisletmistir. Ozellikle
Curro, Donato ve Povzner (1992), genellestirilmis Burgers denklemi {izerine caligsmalar
yaparak pertiirbasyon metotlarin1 gelistirmislerdir. Bu ¢alismalar, Burgers denkleminin
sadece fiziksel modellemelerde degil, teorik matematikte de 6nemli bir ara¢ haline
geldigini gostermektedir (Sadek vd., 2024).

Burgers denklemi, lineer olmayan evrim denklemleri sinifinda yer alarak birgok
temel fiziksel siirecin modellenmesinde nemli bir rol oynamaktadir (Sinai, 1992). Bu
denklem, akiskanlar mekaniginden tiiretilmis bir evrim denklemi olup akiskanlar

dinamigi, sok dalgalar teorisi ve cesitli fiziksel siireclerin modellenmesinde kritik bir
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model olarak kabul edilmektedir. Bu denklem, sayisal ve analitik metotlarin
gelistirilmesine zemin hazirlayan 6nemli bir arag¢ olmakla birlikte, gaz dinamigi, akustik
ve yol trafigi modellemesi gibi ¢esitli uygulamali matematik disiplinlerinde genis bir
kullanim alani1 bulmaktadir (Khan, 2014; Sadek vd., 2024). Burgers denklemi, birinci
dereceden dalga denklemi ile 1s1 iletimi denkleminin &zelliklerini birlestirerek
konveksiyon ve diflizyon arasindaki etkilesimi modellemekte etkili bir metot olarak
kullanilmaktadir (Gao ve Zou, 2017).

Burgers hiyerarsisi asagidaki formda ifade edilebilir (Kudryashov, 2012).

ut+a2(g+uj u=0, (3.1.1)
OX\ OX

burada « denklemin parametresidir.

(3.1.1) denkleminde m =1 i¢in Burgers denklemi elde edilir.
U +a(u?) +au =0
m = 2 durumu ise Sharma Tasso Olver denklemi elde edilir.

u, +oz(u3)X Jrgoz(uz)XX +au,, =0,

3.2.SHARMA TASSO OLVER DENKLEMININ TARTHCESI

Sharma Tasso Olver (STO) modeli, Burgers hiyerarsisine ait lineer olmayan bir
evrim denklemi olup, plazma fizigi, lineer olmayan optik ve kuantum alan teorisi gibi
bilim ve miihendislik alanlarinda, soliter dalgalarin, ozellikle fisyon ve fiizyon
mekanizmalarinin agiklanmasinda kullanilmaktadir (Sheikh vd., 2023). Solitonlarin
dinamikleri baglaminda, bir solitonun iki veya daha fazla solitona ayrilmas1 ya da birden
fazla solitonun birleserek tek bir soliton olusturmasi miimkiindiir. Bu iki fenomen,
literatiirde sirastyla soliton fisyonu ve soliton flizyonu olarak adlandirilmaktadir (Wang
vd., 2004). Sharma ve Tasso, 1977 yilinda Olver’in ayn1 y1l yayimladigi caligmaya paralel
olarak, onemli bir denklem ortaya koymuslardir. Bu denklem, 1982 yilinda literatiirde
STO denklemi olarak anilmaya baslanmistir (Khana vd., 2024). STO denklemi KdV tiirii
bir denklem olup lineer olmayan dalgalarin evrimi ve etkilesimiyle ilgili birgok fiziksel
olguyu modellemek amaciyla kullanilmaktadir. Sonsuz sayida simetriye sahip olmasi ve
bi-Hamiltonyen yapisi ile STO denklemi, cesitli baglamlarda lineer olmayan dalga

modellerinin kesin ¢éziimlerini liretmekte genis bir kullanim alan1 sunmaktadir (Zhang,
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2016). STO denklemi, manyetik sivilarin termal iletkenliginin incelenmesinde kritik bir

rol oynamaktadir (Liu, 2021).
3.3.SHARMA TASSO OLVER-BURGERS DENKLEMI

STOB denklemi, kokeni klasik Burgers denklemine dayanan ve Sharma, Tasso ve
Olver tarafindan ortaya konulan genellestirilmis Burgers denkleminin birlesiminden
tiretilmistir (Hussain vd., 2024). Matematiksel ve fiziksel perspektiflerden yogun sekilde
incelenen bu denklemler, ¢esitli karmasik sistemlerin dinamiklerinin anlasilmasina biiytik
katki saglamaktadir (Yan ve Lou, 2020). STOB denklemi, genis ¢apli uygulamalara sahip
bir modelleme araci olarak dikkat ¢ekmektedir. Bu denklemin uyarlanabilirligi, lineer
olmayan tasinim ve diflizyon siiregleri arasindaki etkilesimleri inceleyebilme kapasitesi
ile 6ne ¢cikmaktadir. Bu sayede karmagik dalga modelleri ve sok olusumlarinin kdkenine
dair 6nemli bilgiler sunmaktadir. STOB denkleminin ¢dziimleri, sistemin 6zel kosullarina
ve baglangi¢ sartlarina bagli olarak gezici dalgalar, solitonlar, soklar ve seyreklesme
dalgalar1 gibi farkli davraniglar sergileyebilir. Bu ¢esitlilik, STOB denklemini karmasik
fiziksel sistemlerin davraniglarini anlamak ve O6ngormek i¢in kritik bir ara¢ haline
getirmektedir. Ayrica bu tiir fenomenlerin detayli incelenmesi, sadece fiziksel sistemlerin
davraniglarinin daha iyi anlagilmasina degil, ayn1 zamanda etkin kontrol stratejilerinin
gelistirilmesine de olanak tanimaktadir (Hussain vd., 2024). Yan ve Lou (2020)
calismalarinda, birlesik olmayan bir sistemde STOB denklemini kullanarak yeni
molekiiler tiirlerin elde edilmesini hedeflemislerdir. Bu baglamda, STOB denklemi,
belirli sartlar altinda STO denklemi veya Burgers denklemi ile es deger hale gelebilir.
STOB denklemi su sekilde formiile edilebilir.

u, +a(3u? +3u’u, +3uu,, +U,, )+b(2uu, +u,)=0. (3.3.1)

a=0 durumunda denklem Burgers denklemi ile 6zdeslesirken, b=0 durumunda ise
denklem STO denklemini temsil etmektedir.

STOB denklemi, lineer olmayan evrim denklemlerinin 6nemli bir iiyesi olup ¢esitli
fiziksel fenomenlerin modellenmesinde kullanilmaktadir. Bu denklemin sagladig:
esneklik ve genis uygulama alani, 6zellikle karmagik fiziksel siireglerin anlasilmasi ve

ongoriilmesi agisindan biiyiik onem tagimaktadir.
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4. BOLUM

ALT DENKLEM VE GELISTIRILMIS ALT DENKLEM
METODOLOJISi

Diferansiyel denklemlerin, 6zellikle lineer ve lineer olmayan evrim denklemlerinin
¢cozlimiinde kullanilan cesitli yontemler; ¢oziimiin dogrulugu ve hesaplama verimliligi
acisindan kritik bir 6neme sahiptir. Alt denklem metodu ve gelistirilmis alt denklem
metodu, bu metodolojilerin basinda gelir ve belirli evrim denklemlerinin analitik
¢cOziimlerini elde etmek i¢in yaygin olarak kullanilir. Alt denklem yonteminin temel
prensibi, orijinal denklemi daha basit bir yapiya indirgemek ve bu alt denklemlerin
¢Oziimleri lizerinden orijinal denkleme ulagmaktir. Bu yaklasim, denklemlerin ¢6ziimiine
yonelik analitik bir yol saglar ve parametreler araciligiyla ¢coziimiin fiziksel anlaminin
daha derinlemesine kesfedilmesine olanak tanir. Alt denklem ve gelistirilmis alt denklem
metodolojileri, lineer olmayan evrim denklemlerinin ¢éziimiinde 6nemli bir yer tutar. Bu
yontemler, karmagik sistemlerin analizini daha basit hale getirerek, daha hizli ve dogru
coziimler elde edilmesine imkan tanir. Ayrica, fiziksel anlam tasiyan analitik ¢oziimler
sunarak miihendislik ve bilimsel arastirmalar i¢in giiclii bir ara¢ olusturur. Bu yontemlerin
gelistirilmesi, daha karmasik lineer olmayan problemlerin ¢oziimiine katki saglamakta ve

disiplinler arasi uygulamalarda biiyiik 6nem tagimaktadir.
4.1.ALT DENKLEM METODU

Alt denklem lineer olmayan evrim denklemlerinin analitik ¢6ziimleri igin kullanilan
etkili bir metottur. Bu metodun uygulanisina iliskin temel adimlar, lineer olmayan
denklemlerin karmasik yapilarinin sistematik sade bir sekilde ¢oziimlenmesini saglamak
amaciyla asagida ayrintili olarak sunulmustur.

Lineer olmayan evrim denklemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan alt denklem
metodolojisini daha kapsamli bir sekilde aciklamak gerekirse, bu denklemler asagidaki
sekilde formiile edilmektedir:

Lineer olmayan evrim denklemi:

W (u,u,,u,,...)=0, (4.1.2)
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sekilde ifade edilir.

u(x,t)=U =U (&), &=kx—-vt, v=0, (4.1.2)

burada v dalga hizidir ve k frekanstir. (4.1.1) denklemini ¢ozmek (4.1.2) igin
dalga doniisimii uygulandiginda ele alinan denklem asagidaki gibi adi diferansiyel

denklem formuna indirgenir.
P(U,UU"U",..)=0. (4.1.3)

Bu yontemde denklemin ¢6ziim formu asagidaki gibi varsayilir.
U =>.8¢'), B =0 (4.1.4)
i~0

burada £, (0 <i<n) belirlenmesi gereken sabitlerdir ve n e {1, 2,3,...} dengeleme

terimi, dengeleme prensibine gore (4.1.3) denklemindeki en giiglii lineer olmayan terim
ile en yiiksek mertebeye sahip terim arasinda dengeleme prensibine gore elde edilir.

(&) fonksiyonu, Riccati denklemini saglar ve su sekilde ifade edilir:

P'(&)=pu+(@(&)’, meR (4.1.5)

Riccati denkleminin (4.1.5) baz1 6zel ¢oztimleri asagidaki gibidir:

—J-utanh(J=pg),  p<o,
—J-ucoth(J=ug),  u<o,
Jutan(Jug). (>0, (4.0.6)
—Jucot () (>0,

1 14=0 (r sabittir).
E+r

Lineer olmayan cebirsel denklem sistemini su sekilde elde edilir: (4.1.3)
denkleminde, (4.1.4) ¢6ziimii yerine yazilir ve (4.1.5) denklemi ise yiiksek mertebeye
sahip terimlerin mertebesini diigiiren bir rol iistlenir. Bazi matematiksel operasyonlar
sonrasinda ¢(&)’ye gore yeni sifir polinom insa edilir. insa edilen bu yapidaki ¢' (5)
katsayilar1 sifira esitlenir ve bir denklem sistemi elde edilir. Hazir bir paket programi

kullanarak bu denklem sisteminin ¢6ziimii elde edilir ve elde edilen veriler (4.1.4) ile

kabul edilen ¢oziimde yerlerine yazilir ve (4.1.3) denkleminin ¢6ziimiine ulasilir. Son
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olarak (4.1.2) doniisiimii tersine isletilerek (4.1.1) denkleminin gezici dalga ¢6ziimii elde

edilir.
4.2.GELISTIRILMIS ALT DENKLEM METODU

(4.1) boliimiinde ele alinan alt denklem metodunun isleyisine benzer sekilde (4.1.1)
ile sunulan lineer olmayan evrim denklemine (4.1.2) ile gosterilen dalga doniigiimii
uygulandiginda (4.1.3) formunda sunulan adi diferansiyel denklem elde edilebilir.

(4.1.3) denklemin temsili ¢6ziimiiniin asagidaki gibi oldugunu varsayalim.
U(ég):ﬂo"'Z(:Bi(Di (§)+ﬁ—i¢_i(§))a (4.2.1)
i1

burada B, katsayilarindan en az biri sifirdan farklidir. S, (0<i<n) belirlenecek

sabitlerdir.
ne{l, 2,3,...} dengeleme terimi, dengeleme prensibine gore (4.1.3) denkleminden
elde edilir. (4.2.1) ile sunulan ¢6ziim (4.1.3) denkleminde yerine yazilir ve bazi

matematiksel operasyonlardan sonra ¢(&)’ye bagh polinom olusturulur. Bu polinomun

katsayilari sifira esitlenerek cebirsel bir denklem sistemi olusturulur. Bu denklem sistemi
hazir paket programlar yardimiyla c¢oziilerek aranan sabitler hesaplanir. Hesaplama
sonucu elde edilen sabitler (4.2.1) denkleminde yerine yazilir ve (4.1.3) denkleminin
¢Oziimiine ulagilir. Son olarak kullanilan (4.1.2) doniisiimii tersine isletilerek (4.1.1)

denkleminin gezici dalga ¢6zlimii insa edilmis olur.
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5. BOLUM

COZUMLER

5.1.SHARMA TASSO OLVER-BURGERS DENKLEMINE ALT DENKLEM
METODUNUN UYGULANMASI

Bu boliimde alt denklem metodu, STOB denklemine uygulandi. (3.3.1) denklemi
ile verilen STOB denklemini diisiinelim. Agilim metotlarinin genel isleyisinde kismi
diferansiyel denklemi adi diferansiyel denkleme doniistiirmek icin asagidaki denklem
kullanilir.

u(x,t)=U =U(&), E=kx—vt, v=0. (5.1.1)

Karmagik sistemlerin davranigini anlamak ve ¢ozmek icin kullanilan 6nemli
araglardan biriside ac¢ilim metotlaridir. Bu a¢ilim metotlarinin genel isleyisinde, kismi
diferansiyel denklemler genellikle adi diferansiyel denklemlere doniistiiriilerek daha sade
bir forma indirgenir. Bu doniisiim, denklemin ¢6ziim alaninin boyutunu azaltarak analitik
ya da sayisal ¢dziimleme islemlerini kolaylastirir. Ornegin, belirli bir degiskenin veya
parametrenin etkilerinin ayristirilmasi, sistemin genel davramisimi daha agik ve
yonetilebilir bir sekilde aciklayan bir modelin olusturulmasina olanak tanir. Boylece,
karmasik problemler kolay anlasilir hale gelir ve ¢6ziim siireci daha hizlanmis olur. Bu
yaklasim, miihendislik, fizik ve matematik gibi birgok alanda yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Sonu¢ olarak, bu dalga donisiim yontemi, karmasik dalga siireglerinin
derinlemesine ve sistematik bir sekilde incelenmesine olanak taniyarak, teorik ile pratik
bilimler arasinda 6nemli bir bag kurmaktadir.

(3.3.1) denklemine analitik ¢6ziim yonteminin uygulanabilmesi amaciyla (5.1.1) ile
verilen dalga donisiimii esas alimmistir. Bu kapsamda, bagimsiz degisken olarak

& =kx—vt, bagimh degisken olarak ise U(&)=u(x,t) donisimi tanimlanmustir.
Yapilan bu doniisiimler sonucunda, zamana ve uzaya bagl tiirevler yalnizca & degiskeni

cinsinden ifade edilecek bicimde yeniden diizenlenmistir ve boylece kismi diferansiyel
denklem ¢oziim iiretimine elverisli bir adi diferansiyel denklem formuna indirgenmistir.

Bu dogrultuda denklemde yer alan tiirevler,
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u, =-vU'($),
u, =ku’(¢),
U, =k?U" (&),

uxxx = k3U ’”(5)’

uf — kZUIZ (5)’

u’u, =kU?(&)U'(&),

uuxx = k2U (g)u ”(é:)’

uu, =kU (&)U'(),

seklindedir.

Bu ifadelerin (3.3.1) denkleminde yerine konulmasiyla birlikte, denklemin yapisi
onemli Olciide sadelestirilmis ve elde edilen form, secilen analitik ¢dzlim yontemlerinin
uygulanmasina olanak taniyacak sekilde uygun hale getirilmistir.

(5.1.1) ile sunulan dalga doniisiimii denklem (3.3.1)’e uygulanir ve bir kez integral

alinirsa agagidaki adi diferansiyel denklemi elde edilir.
c—VU +bkU? +akuU® +k*(b+3U)U +k’U" =0, (5.1.2)
burada c integral sabitidir.

(5.1.2) denklemindeki U" ve U® terimlerinden dengeleme prensibi geregi n=1

elde edilir. (3.3.1) denkleminin (4.1.4) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda yerine yazilirsa
U@ =5+Le(&), B =0, (5.1.3)
yazilabilir. (5.1.3)’te verilen ¢oziim (5.1.2)’de verilen denklemde dikkate alinarak

gerekli tiirevler alinir ve 3, (0 <i< n) polinomunun katsayilari sifira esitlenerek

0

(go(é)) . C—VB, +bkB +ak B + bk’ up, + 3K up,p, =0,

(p(£)): —VA+2K up, + 20k B, 5, +3ak 25, + 3K fi? =, 51
(p(£)): b2, +3k2 3,6, + bk 52 +3ak 5,57 =0,

(p(£)): 2K°B,+3K*B2 +ak e =0,

cebirsel denklem sistemi elde edilir. (5.1.4) ile sunulan denklem sistemlerinin bilgisayar

paket programi yardimu ile ¢éziilmesiyle;
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Durum 1:

. 4B (B +p? ) y K (~6K B3 + 333 By + 2k +3up?) L 6Kf,

= 2 V= 2 1 BT '
B P P (5.1.5)
—2k? =3k 3,
a=——,
B

elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii

U1(X,t) =5 _ﬁ , tanh [ﬁ{kx— X t(—Gkﬂo +3ﬂ0§12+2kﬂ'81 Sl )J]’ (516)

elde edilir. Dalga doniisiimii ve agilim yontemi kullanilarak STOB denkleminin analitik
¢Oziimii, denklem (5.1.6) ile ifade edilmistir. Bu ¢6ziimde, sabit parametrelerin se¢imi,
¢oztimiin genlik, hiz ve profil yapisinin sekillenmesinde belirleyici rol oynamaktadir.
Parametrelerin dogru bir sekilde belirlenmesi, ¢oziimiin fiziksel anlamliligini ve
gecerliligini saglamak i¢in hayati Oonem tasir. Asagidaki grafik, belirli parametre
degerlerine gore sistemin karakteristik davranisini gorsel olarak temsil etmekte olup, bu

parametrelerin ¢6ziim lizerindeki etkilerini acik¢a gostermektedir.

uy(x, t)

ug(x, 1)

©

0
-10 -5 0 5 10

Sekil 2. (5.1.6) ¢oziimiindeki 4, =0.1, £ =09, k=15 =-0.01 sabitleri i¢in
(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.1.6) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, tanh fonksiyonu igerdiginden

Kink tipi soliton yapisini temsil etmektedir. Sekil 2 analiz edildiginde kink soliton

Ozelligini yansitan bir seviyeden bagka bir seviyeye gecisi gozlemlenebilir.

Durum 2:

B (A n) K (BRA SR 2B SE) ek
g # A
2
a=_2kﬂ}3kﬂ1'

elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii

(5.1.7)
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k*t(—6k By + 303 B, + 2k uB’ +3uf3;
u2(x,t)=ﬁo—\/—7coth[ﬁ[kX— ok + ﬁo?; oA o )Hﬂl (5.18)
elde edilir. (5.1.8) ile sunulan ¢6ziimdeki sabit parametrelerin segimi, ¢oziimiin genlik,
hiz ve profil yapisinin sekillenmesinde belirleyici rol oynamaktadir. Parametrelerin dogru
bir sekilde belirlenmesi, ¢ozlimiin fiziksel anlamliligint ve gecerliligini saglamak i¢in
hayati Onem tasir. Asagidaki grafik, belirli parametre degerlerine gore sistemin

karakteristik davranisini gorsel olarak temsil etmekte olup, bu parametrelerin ¢oziim

tizerindeki etkilerini agik¢a gostermektedir.

uy(x, 1) up(x, 1)

T [ j 10

Sekil 3. (5.1.8) ¢oziimiindeki 4, =0.1, £ =09, k=15« =-0.01 sabitleri i¢in

(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.1.8) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, tekillik barindiran coth tipinde

bir yap1 sergilemektedir.

Durum 3:
WP (B +up?)  KP(-BKE +3B B+ 2kuB +3uB)  ekp,
c=-— 5 , V= 5 , b= :
B B A (5.1.9)
—2k? -3k,
TR
elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii
ki (335 (~2k + ) + B2 (—x+ 2Kt + 3kt uap, ) (5.1.10)

Uy (x,t) = B, —Jup, tan 7

elde edilir. (5.1.10) ile sunulan ¢6ziimdeki sabit parametrelerin se¢imi, ¢oziimiin genlik,
periyodik yap1 ve tekillik noktalarinin konumunun belirlenmesinde Kkritik rol
oynamaktadir. Parametrelerin dogru bigimde belirlenmesi, ¢6ziimiin fiziksel anlamliligini
ve gecerliligini saglamak agisindan Onemlidir. Asagidaki grafik, belirli parametre
degerlerine gore sistemin periyodik dalga davranisini gorsel olarak temsil etmekte ve bu

parametrelerin ¢6ziim tizerindeki etkilerini agikca gostermektedir.
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us(x, t)

ug(x, 1)

Sekil 4. (5.1.10) ¢dziimiindeki S, =0.1, £ =09, k=15 £ =0.01 sabitleri i¢in

(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.1.10) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, hem periyodik ozellik

gostermekte hem de belirli noktalarda tekillik (sonsuzluk) igermektedir.

Durum 4:

h 4B (5 + 1B ) y K2 (~6K 52 + 362 + 2k B + 3y ks,

s 2 ! = 2 I = ’
A A A (5.1.11)

-2k* -3k,
elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii
kafue (3Kt B2 (=2K + )+ B2 (—x + 2Kt u + 3kt w3,

U, (x,t) =, +Jucot \/;( B (2 )+ B (x s 2Kt + ,uﬂ)) B, (5.1.12)

B

elde edilir. (5.1.12) ile sunulan ¢6ziimdeki sabit parametrelerin se¢imi, ¢6ziimiin genlik,
periyodik tekrarlar ve tekillik davranisinin sekillenmesinde belirleyici rol oynamaktadir.
Parametrelerin uygun sekilde secilmesi, ¢oziimiin fiziksel gecerliligi ve tutarlilig
acisindan onem tagimaktadir. Asagidaki grafik, farkli parametre degerleri altinda sistemin

karakteristik davranigin1 gorsel olarak ortaya koymakta ve bu degisimlerin ¢6ziim

iizerindeki etkilerini agik¢a gostermektedir.
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Sekil 5. (5.1.12) ¢oziimiindeki B, =0.1, B =0.9, k=15 =0.01 sabitleri icin

(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.1.12) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, periyodik 6zellikler gosteren ve

tekillik igeren yapiya sahip bir dalga formu sergilemektedir.

Durum 5:
WP (B +uBl)  KP(-BKES + 38 B+ 2kl +3upY )
u=0 c=- 5 , V= 5 ,
2/31 A (5.1.13)
b KA 2 —23kﬂ1 |
B B

elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii

us (x,t) = A, A (5.1.14)

KA (2k - )+ (r+kx) B2

elde edilir. (5.1.14) ile elde edilen ¢6ziimdeki sabit parametrelerin segimi, dalga
formunun genligi, darbe benzeri yogunlasmalarin konumu ve profilin zamana bagh
degisiminin belirlenmesinde 6nemli rol oynamaktadir. Parametrelerin dogru bir sekilde
belirlenmesi, ¢ozlimiin fiziksel olarak anlamli ve uygulanabilir olmasin1 saglamaktadir.
Asagidaki grafik, belirli parametre degerlerine gore ¢oziimiin zamana ve mekana bagl
davranigin1 gorsel olarak temsil etmekte ve bu parametrelerin ¢6ziim tizerindeki etkilerini

ayrintili bicimde gostermektedir.

us(x, t) ug(x, 1) usx, t)
10 o

-5

-10 -5 0 5 10

Sekil 6. (5.1.14) ¢oziimiindeki B, =0.1, £ =09, k=15 r=1 sabitleri igin (3.3.1)

denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.1.14) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii rasyonel yapiya sahip bir dalga
formu sergilemektedir.

Durum 6:

B =k, c=k(b+2ﬂ0)(k2y+ﬂ02), v=—k3u+2bkB, +3kp2, a=1, (5.1.15)

elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
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U (X,t) = B, + kﬁtanh[ﬁ(kx-t(-ww 2bk 3, +3k,802))] (5.1.16)

elde edilir.

ug(x, t) ug(x, 1) us(x, 1)
0.104

0.102

0.10¢

0.098

x -10 -5 0 5 10

-10 =5 5 10 x

Sekil 7. (5.1.16) ¢oziimiindeki B, =0.1, b=01 k=02, u=-0.01 sabitleri icin

(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.1.16) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, hiperbolik yapiya sahip kink
tipi bir soliton dalga formu sergilemektedir.

Durum 7:
Bi=-k, c=k(b+28))(Ku+f3), v=—ku+2bkpy+3kf3, a=1, (5.1.17)
elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii
Uy (x,t) = kyf=pz coth | =z (kx =t (ke + 20k 3, + 3k 5 )) |+ o, (5.1.18)

elde edilir.

uz(x, t) uy(x, 1) urlx, t)

1.0 8

)

0.5

~

0.5

: J
10 -10 -5 0 5 10

Sekil 8. (5.1.18) ¢oziimiindeki g, =0.1, b=0.1, k=02, u=-0.01 sabitleri igin (3.3.1)

denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.1.18) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, hiperbolik formda olup tekillik
icermektedir. Bu tekillik asimptotik davraniglarda ve sok dalga yapisinda 6nemlidir.

Durum 8:

Bi=-k, c=k(b+28)(Ku+f3), v=—k u+20kpy+3kpg, a=1, (5.1.19)

elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii
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U (X,t) = B, —ky/e tan [J;(kx —t(—ku+ 20k, +3kﬂg))}, (5.1.20)

elde edilir.

ug(x, t) ug(x, 1)

0.104 -

0.102 -

Sekil 9. (5.1.20) ¢dziimiindeki 8, =01, b=0.1, k=02, x=0.01 sabitleri i¢in (3.3.1)

denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.1.20) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, periyodik ve tekillik tagiyan
dalga fonksiyonu icermektedir.

Durum 9:

Bi=—k c=k(b+2p)(Ku+p), v=—ku+2bkpy+3kpg, a=1, (5.1.21)
elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii
U (x,t) = k@cot[ﬁ(kx-t(-ﬁw 2bk 3, +3kﬂ§))}+ﬁo, (5.1.22)

elde edilir.

ug(x, t) ug(x, 1) uolx, 1)

)

N

-10 -5 0 5 10

Sekil 10. (5.1.22) ¢oziimiindeki g, =0.1, b=0.1, k=0.2, u«=0.01 sabitlerii¢in (3.3.1)

denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri

Denklem (5.1.22) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii tekillige sahip periyodik dalga
fonksiyonu igermektedir.
Durum 10:

u=0, B =k c=k(b+2ﬂ0)(k2y+ﬂ02), v=—k3u+2bks, +3kp2, a=1, (5.1.23)

elde edilen ¢oziimler (5.1.3)’te yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii
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k

, (5.1.24)
r+kx—ktg, (2b+34,)

U (X,t)= 5, +

elde edilir.

uyo(x, 1) . nalx, 1)

-1.0

Sekil 11. (5.1.24) ¢oziimiindeki S, =0.1, b=0.1, k=0.2, r =1 sabitleriig¢in (3.3.1)
denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri

Denklem (5.1.24) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, zamana bagli rasyonel yapida
bir dalga formu sergilemektedir.

5.2.SHARMA TASSO OLVER-BURGERS DENKLEMINE GELISTIRILMIS
ALT DENKLEM METODUNUN UYGULANMASI

STOB denkleminin gelistirilmis alt denklem metodu ile ¢oziimiinii elde edebilmek
icin (5.1.1) klasik dalga doniisiimii (3.3.1) denklemine uyguladiktan sonra elde edilen
(5.1.2) denkleminin dengeleme terimi n =1 oldugu agik bir sekilde (5.1) bolimde ifade
edilmistir. N=1 dengeleme terimi (4.2.1) denkleminde yerine yazildiginda asagidaki
¢Oziim elde edilir.

1

U(§)=ﬂ0+ﬂl¢(§)+ﬂ2@, (5.2.1)

yazilabilir. (5.2.1) ile sunulan ¢6ziim (5.1.2)’de yerine yazilir ve gerekli iglemler

yapildiktan sonra asagidaki denklem sistemi elde edilir.
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(0(&)) 1 -V, +bkBZ +ak B +bk>p, + 3K up, B, bk’ B,
- 3k2ﬂ0ﬁ2 +2bk B, B, +6ak B, 5,8, =0,

—VB, + 2K up, + 2bk B, B, + 3ak B2 B, — 3k’ B +3ak B, B =0,

- bkz,uﬁz - 3k2/,tﬂ0,32 + bkﬂzz + 3ak1801822 =0,

2k° u? B, —3K* ufy +ak 5 =0,

(2(£)

(qo(§))l . =V + 2K up, + 20k B, B, +3ak 52 B, + 3k upB? +3ak BB, =0,
(p(£)): bK2B, +3K? B, + bk A% +3ak B, B2 =0,

(p(£)): 26B, +3K767 +akp? =0,

(5.2.2)
cebirsel denklem sistemi elde edilir. (5.2.2) ile sunulan denklem sistemlerinin bilgisayar

paket programi yardimu ile ¢ézlilmesiyle;

Durum 1:
2
: _ 3bk —((—9+8&)b )k
—3b—+/9b? —8ab i a
= y = , :O,
Po 172 il 5 B>
3, b2 /—((-9+8a)b? )k 3, 36,/—((—9+8a)b? )k3u
K (( )b?) + a8l 108K (( )b?)
V= a a a
24b
1 3b3k+b2 /—((—9+8a)b2)k+108bk3#+36 /—((—9+8a)b2)k3y
- 108| a a a a '

(5.2.3)
elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
{Abgke,tfkbz./(9+8a)b2k+48bk3#108bk3//36./(9+8a)b2k3,u]}

a
KX —
24b

)=
(1) 12a 2| a

PN oo J-(~o+8a)b’k
—3-yob*-gab® 1 ,%,%] ~tanh| -

(5.2.4)

elde edilir.
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ug(x, 1)

un(x, 1)

upa(x, 1)

Sekil 12. (5.2.4) ¢oziimiindeki a=-0.1, b=05 k=-15 u=-0.01 sabitleri i¢in
(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.4) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, hiperbolik yapiya sahip Kink tipi

bir soliton dalga formu sergilemektedir.

Durum 2:
- apk  —((-9+8a)b% )k
—3b—+/9b? —8ab . a
= , = , = O,
Fo 12a B 2b B>
2 2 2\ 3
i B b2, /—((—9+8a)b )k . 108bk% 36 /—((—9 +8a)b? )k u
V= a a a a
24b '
1 [ PP ((-9+8a)7 )k 1ogpe, 36,/ ((-9+8a)b? Jku
=— + + £y ,
108 a a a a

(5.2.5)
elde edilen ¢6ziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
t[_4b3k_M_‘f7\H4’+3&)bzk+48bk3#_108bk3y_361/—(—9+8a)b2k3ﬂ

a

u, (xt)=

24b

12a 2b a a

-3b— 2_ 2 [ (—t 2K
38" —8ab 7i[7%:/ (o+8a)b ]J—_ycoth Sl

elde edilir.

(X, 1)

u12(x, 1)

15
1.0
0.5
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Sekil 13. (5.2.6) ¢oziimiindeki a :%, b=-05 k=0.5, ux=-0.01 sabitleri i¢in (3.3.1)

denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.6) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, tekillige sahip hiperbolik formda

gezici dalga ¢oziimiinii temsil eder.

Durum 3:
3bk —((—9+8a)b2)k
P e S— .
, 0 12a ' 2b ’ 2 ,
_4b3k_3b3k_b2 _((_9+8a)b2)k+48bk3 _108bk3ﬂ_36 —((—9+8a)b2)k3y
v= a a S a (5.2.7)
24b ,
1 3% DPY-((-9+8)b% Jk qogpk3,  36y~((-9+8a)b Jku
_ X N . . |
108 a a a a

elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii

bk  —(-9+8a)b%k

! (Xt)_—Bb—\/9b2—8ab2 F o 2 a
BATY 12a - z 2 7 2
Bk b(-9+8a)b k]t
a a
2b| r— b +kx
(5.2.8)
elde edilir.

uy3(x, 1)

ug3(x, 1)
30
20!

10 |

T

-10 -5 0 5 10

Sekil 14. (5.2.8) ¢Oziimiindeki a=0.1, b=05 k=-15 =0, r=1 sabitleri i¢in

(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.8) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, zamana bagl rasyonel dalga
yapisi sergilemektedir.

Durum 4:
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S ~((-9+8a)b® )k

_ —3b—+/9b” —8ab?

__a a _
Bo 173 » B= b . B2=0,
3, b2, /—((-9+8a)b? )k 3, 36,—((-9+8a)b? k3

I (( )b?) + 48010 10801 _ J(( )b?)

Ve a a a a ,
24b
1 | 3p3k bz‘l—((—9+8a)b2 )k 108bk3y 36 ’—((—9+8a)b2 )ksy
“108| a | a Ta " a ’

(5.2.9)

elde edilen ¢oziimler (5.2.1)de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢dziimii
4 agbi 108K u 36,/-(-0+8a)b’k’u

3’k b*—(-9+8a)b’k
a a

- 1[74b3k
_3b— 2 _8ah? —(-9+8a)b’k
u“(x,l):wg[ﬂ,iw ] Jirten| i ko

12a 2b a a 24b

(5.2.10)
elde edilir.

usg(x, t)

uga(x, 1)

uqa(x, 1)

201 \

Sekil 15. (5.2.10) ¢oziimiindeki a=0.1, b‘= 0.5, k=-15u=0.01 sabitleri i¢in (3.3.1)
denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.10) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, periyodik 6zellik tasiyan bir

dalga formu sergilemektedir.

Durum 5:
2
i i 3bk ,/—((—9+8a)b )k
—3b—+/9b? —8ab a4 a
= , — , :0’
fo . B o f2
2 2 2 3
_4b3k_3b3k_b f—((—9+8a)b )k+48bk3ﬂ_108bk3ﬂ_36 /—((—9+8a)b | §
V= a a a a
24b ’
1 (s 02((-9+8a)b% )k 1ogpiz, 36,/((-9+8a)b? Jku
=— + + £y ,
108| a a a a

(5.2.11)

elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
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a

{74bak 3k b'(-9+Ba)b’k + dgpicy 108K 36 [~(~9+8a)b?k’u
a a a

12a 2b a a 24b

_3h— 2 _8ah? —(-9+8a)b’k
(1) = 200D 1{ k 7J<+a>]¢;mt¢;kx,

(5.2.12)

elde edilir.

uys(x, 1)

uqs(x, 1)
30

20}

-5

-30| -10 -5 0 5 10

Sekil 16. (5.2.12) ¢oziimiindeki a=0.1, b=0.5, k=-1.5 «=0.01 sabitleri i¢in (3.3.1)

denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.12) ile sunulan gezici dalga ¢oztiimii, tekillige sahip periyodik dalga

formunu temsil etmektedir.

Durum 6:
_ _ 3bk —((—9+8a) b2 )k 3bk# N A ’—((—9+8a) b2 )kﬂ
_—3b— 9b“ —8ab =_T_ a _ a a
Fo = 12a A 2b - P 2b ’
3, b% |—((-9+8a)b? )k 3, 144.[-((-9+8a)b? k3u
%P (( )b) + 1020k 0 432K _ J-(( )b?)
v a a a a ’
24D
1 3b3k+b2 ,—((—9+8a)b2)k+432bk3ﬂ+144 /—((—9+8a)b2)k3y
T 108| a a a a '

(5.2.13)
elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
{msk,ﬂf’zi\l’(’g*ga)'ﬂ‘ 192k 432bk3;;7144\/wk3ﬂ]

a

Cap_ 2 _oon? —(-9+8a)b%k
3b—+/0b” —8ab 1 ( 3okp  y=( *aa) ”}mh | kx

g (1) = 12a 2b —,uL a

24b

a

{—4b3k 3k b2/~ (-9+8a)b*k 1926k 4320k u _1444—(—9+8a)b2k3;4J
a a a

—(-9+8a)b’k
_ [ k(o) ] | ] ko

2b a a 24b

(5.2.14)

elde edilir.
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(X, 1)

ue(x, 1) Urelx. )

=5

o
o
=)

-10 -5

o
[

10

Sekil 17. (5.2.14) ¢6ziimiindeki a=1, b=05, k=-15 x=-0.001 sabitleri i¢in (3.3.1)
denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.14) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, hiperbolik fonksiyonlarina

dayali olup tekillik iceren karma bir soliton yapisini temsil etmektedir.

Durum 7:
3bk /—((—9+8a)b2 )k 3bk 2 ,—((—9+8a)b2 Jiaz
poooN?-gab® e T T 4, A ' a
0 12a ’ 2b 4 2b ’
3, b2./—((-9+8a)b? )k 3, 144 [—((-9+8a)b? )3y
Bk (( )b) 410201 43200 _ J-(( )b?)
V= a a a a
24b '
1 3b3k b2« ’—((—9+8a)b2 )k 432bk3ﬂ 144« '—((—9+Ba)b2 )ksﬂ
“108 a a —a a '

(5.2.15)
elde edilen ¢6ziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
t[4b3kfﬁ bz\)—(—9+8a)bzk+192bk3” 432bk’ 144\/Wk3ﬂJ

a

24b

_3b—+ob? —8ab’ J-(~9+8a)b’k
3b—+/9b” —8ab? 1 (3ka£ (-9+8a) HJcotﬁkx—

i (x.8)= 12a i e a

a

t[—4b3k 30k D98O ooy, 4320Ku 144«/*(*9+33)b2k3#J
a a a

2b a a

(. 2
1 3ok y-(-8+8a)b k}/;tan il

24b

(5.2.16)

elde edilir.

wrl(x, )

ugz(x, 1) uyz(x, 1) ®

oI

-10 -5 0 5 10

+
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Sekil 18. (5.2.16) ¢Oziimiindeki a=0.1, b=05 k=-15 £=0.001 sabitleri i¢in
(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.16) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, trigonometrik fonksiyonlarina
dayali olup periyodik karakterde ve tekillik barindiran karma dalga yapisini temsil
etmektedir.
Durum 8:
3ok —((-9+8a)b? Jku

—3b—+/9b? —8ab? a a
= , =0, =
12a A P 2b

3, b2, ]—((-9+8a)b? )k 3, 36,/-((—9+8a)b?)k3u
_4b3k_3t;k_ \ (( )b?) +48bk3ﬂ_108t;k u N (( )b?)

a

Bo

V=

b

a
24
1 [ 3% bz,/—((—9+8a)b2)k 108bk3, 36 /—((—9+8a)b2)k3y
i a T a o a ’

~108| a

(5.2.17)

elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii

a

t[_wk 3k b(9eBabk o, 1080Ku 36)-(-9+Ba)b’kiu
a a a

U (x,t)=

_3b—+/9b% _8ab? J-(~9+8a)b’k
3b—+/9b? —8ab 1 (3bky+ ( aa) ”}cothJ—_ykx—

12a 2by—p L a 24b

(5.2.18)
elde edilir.
ugg(x, t) ugg(x, 1)
10 |
usg(x, 1) “
15 ¢ ‘
1.0 & ‘
0.5 2 ‘
4
,,,,,,,, e L [
-0.5 2 ‘
1.0
il I
st -10 -5 0 5 10

x

Sekil 19. (5.2.18) c¢oziimiindeki a=§, b=-0.01, k=15 x=-0.01 sabitleri i¢in

(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.18) ile sunulan dalga ¢6ziimii, tekillik iceren hiperbolik yapiya sahip
bir dalga formu sergilemektedir.

Durum 9:
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2
___ Sk, ~((-9+8a)b? Jku
—3b —+/9b° —8ab a a
= =0 =
12a C A=0 A 2b

3, b%. /—((-9+8a)b? )k 3, 36,—((-9+8a)b? k3
_4b3k_3t;k_ J-(( )b?) +48bk3y_108k;k u 3 )b?)

Bo

a

V=
4b

a

2
1 | 3p3k bz"—((—9+8a)b2)k 108bk? 36,’—((—9+8a)b2)k3y
108 a | a T a S a '

108

(5.2.19)
elde edilen ¢6ziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii
1[,4b3k,£k O (948K e, 108K 36,/~(-9+8a)0°k’u

a

—3h—+/9b? —8ab? J— -9+8a)b’k
U (x,t) = Sp-yob'-Bab’ 1 (%Jr (-9+Ba)0ku tanh | /- | kx—
12a ZbHL a a

24b

(5.2.20)

elde edilir.

uqg(x, 1)
02

Sekil 20. (5.2.20) c¢oziimiindeki azg, b=-0.01 k=15 x=-0.01 sabitleri i¢in

(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.20) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, hiperbolik yapiya sahip kink
tipi bir soliton dalga formu sergilemektedir.

Durum 10:
3bk 1 /—((—9+8a)b2)ky
_ _ 2 2 +
/3’0 _ 3b 9b 8ab , ﬁl -0, ﬂz __a a ,

12a 2b

3, b%, [—((-9+8a)b? )k 3, 36,—((—9+8a)b? k3
_4b3k_3t;k_ (( )b?) +48bk3ﬂ_108t;k u 38y {( )b?)

a

a
24b
1 | 3% bz,/f((79+8a)b2)k 108bk> 36,17((79+8a)b2)k3y
108 a a T a o a ’

108

V=

(5.2.21)

elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
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a

{-m( ek _b-(-9vBa)k sl 108K 1 36-(-9+8a)b*k’u
a a a

PN e C(~9=8a)0°k
(k)= 2 " g | 1 [soku -(9+8a) #Jwt il

12a 2bfu| a a 24b

(5.2.22)
elde edilir.
(X, t)
uzo(x, 1)
15+ 8
1.0+
6
0.5 e
f 4
=5 t 5 10 %
05! 2
1.0 r ]
-10 -5 0 5 10

15} X

Sekil 21. (5.2.22) ¢6ziimiindeki g zg, b=-0.01, k=15, u=0.01 sabitleriigin (3.3.1)

denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.22) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, tekillige sahip periyodik dalgay1
temsil etmektedir.

Durum 11:

bk y—((-9+8a)b% Jku
_ —3b—+/9b? —8ab? *

= , B =0, =2 a :
Bo 12a B B b

3, b2, [—((-9+8a)b? )k 3, 36,—((-9+8a)b? k3
_4b3k_3bak_ J-(( )b?) +48bk3#_108t;k u 38 )b?)

a a

V=

24b

1 | a3 P /—((—9+8a)b2)k 108bk?, 36 /—((—9+8a)b2)k3y
i a TTa a '

~108| a

(5.2.23)
elde edilen ¢6ziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
{_Mk Atk D080k s, 108K 36,—(-9+8a)b’K’u

a

_3b—+/ob? —8ab? J—(-9+8a)b%k
Uu(th): el Qib 8ab *71 3bkp+7( hd a) ”]tan \/; kx

12a 2bfu| a a 24

(5.2.24)
elde edilir.
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uzi(x, 1)

(X, 1) 10

uz1(x, 1)

-5 5 10

-10 -5

Sekil 22. (5.2.24) ¢oziimiindeki a :% b=-0.01, k=15, u=0.01 sabitleriigin (3.3.1)

denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri

Denklem (5.2.24) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, tekillige sahip periyodik dalgay1
temsil etmektedir.
Durum 12:

2
3bk —((—9+8a)b )k
_ —3b++/9b? —8ab? y - a B
= v B= v B2 =0,

12a 2b

3, b? /— —9+8a)b? )k 3, 36 /— —9+8a)b? )k3u
—4b3k—3ik+ ( ) +48bk3y—1082k”+ ( )

a

Bo

VvV =

4b

a
2
BE [-((-o-+8a)b?) , 108036 /—((—9+8a)b2)k3y
a a a a '

108

(5.2.25)

elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢6ziimii
t[%ak _avk  b'-(9+8a)b’k +agoic e 108K 36,/—(—9-+8a)b’k’u
a a a

a

—3b+9°-8ab®> 1| 3bk —(-9+8a)b’k

24b

uzz(x,t):T %( N f] —ptanh| =z | kx

(5.2.26)

elde edilir.

uy(x, 1) uz(x, 1)

uzz(x, 1)
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Sekil 23. (5.2.26) ¢Oziimiindeki a=0.1, b=0.5 k=-15 x=-0.01 sabitleri i¢in
(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.26) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, hiperbolik yapiya sahip kink

tipi bir soliton dalga formu sergilemektedir.

Durum 13:
abk |~ ((-9+8a)b% )k
PR s e L
° 12a ’ 25 . $2=0,
2 2
_ b3k — 3b%k N b _((_9+8a)b )k 480K 1080k 1 . 36 —((—9+8a)b2 )ksﬂ
V= a a “ a a
24b ,
i 3p3k ~ b2 _((—9+8a)b2)k +108bk3,u ~ 36 —((—9+8a)b2 )k3,u
108 a a r " ,

(5.2.27)
elde edilen ¢oziimler (5.2.1) de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii
{»M _30k b?,[~(~9+8a)b’k +48bk3”7108bk3y . 36,/~(-9+8a)b’k’u

a

_ 2 _8ab? —(-9+8a)b’k
uu(x,l)zwg[ﬂ+7d<+a> ] Fcotn| {7 e

12a 2b a a 24b

(5.2.28)
elde edilir.

(x.0)

uz3(x, 1) 01 [

ol \

05 ‘

/ s \

/ ’Y/,/ 0 -5 [ T T X4 “

/ 5 t 2 [

N/ -0.5
0 |
¥/, 10 5 0 5 10

-10! x

Sekil 24. (5.2.28) ¢6ziimiindeki a=0.1, b=0.5 k=-15 x=-0.01 sabitleri i¢in
(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri

Denklem (5.2.28) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, tekillik igeren hiperbolik yapiya
sahip bir dalga formu sergilemektedir.

Durum 14:
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apk |~ ((-9+8a)b” )k
 —3b++/9b2 —8ab? T a a 0
= v B= v Bo=0,

12a 2b

3, Db? /f -9+8a)b? )k 3 36 /f —9+8a)b? )k3u
—4b3k—3bak+ ( ) +48bk3,u—1082k’u+ ( )

a a

Bo

V=

4b '

2
1 | 3p3k sz—((—9+8a)b2)k 108bk? 36,’—((—9+8a)b2 )k3,u
08| a a T a - a '

108

(5.2.29)
elde edilen ¢6ztimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii

N 2 - (-~ 2 3 (. 213
l[—4b3k—%+b J=( 9a+8a)b k+48bk3,u 1081;k y+361/ (-9+8a)b*k*u

a

_ 2 _8ab? —(-9+8a)b’k
(I)mg[%iw J Jirten| i ko

12a 2b a 24b

(5.2.30)
elde edilir.

Uyg(x, t uza(x, £)
24(X, 1) Upa(x, 1) 1o ——

~0.040 '

-0.045 ‘

~0.050

Sekil 25. (5.2.30) ¢oziimiindeki a=0.1, b=05 k=-15 «=0.001 sabitleri i¢in
(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri

Denklem (5.2.30) ile sunulan gezici dalga ¢6ziimii, periyodik dalgayi temsil
etmektedir.

Durum 15:
3bk 4/—((—9+8a)b2)k

P _ —3b++/9b —8ab? ﬁl=_7+ a 5 -0

0 12a ’ 2b AR

2 2 2 3
. K b /—((—9+8a)b )k + asbcey 108K 36 /—((—9+8a)b )i
V= a a # a a
24b :
1 [a% b’ [-((-o+8a)b? )k 1080k 36 [((-o+8a)p? Jk*u
" 108| a a a a '

(5.2.31)
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elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii

% b2, [~(~9+8a)b7k 2 36—(-9+8a)bk’
—3Zk+7( a+ ) +48bk3p—1082k’u+ (£8+8a)0"k'u

a

- t[—4b3k—
_ 2 _8ah? —(-9+8a)b’k
uzs(x,[):m,i[,%+7d<+a> J Jroot| J7

12a 2b a a 24b

(5.2.32)
elde edilir.

(X, 1)

uzs(x, 1) 10

05}

Sekil 26. (5.2.32) ¢ozimiindeki a=0.1, b=05 k=-15 £=0.001 sabitleri i¢in
(3.3.1) denkleminin sirasiyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri

Denklem (5.2.32) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, periyodik ve tekillik igeren
dalgay1 temsil etmektedir.

Durum 16:
2
3bk /—((—9+8a)b )k
o, 5 _ —3b++/9b? —8ab? 3 R a 8, =0
H=D P= 12a A= 2b P2 =5
3, b%./—((-9+8a)b? )k 3 36,/-((-9+8a)b? k3
Ltk %k (( )b) + 48bIcC o 10801 | I (¢ )b? ) as
V= a a a a
24b '
1 | 3p3k sz—((—9+8a)b2)k 108bk® 2 36,?—((—9+8a)b2)k3,u
108 a a * a a '

(5.2.33)
elde edilen ¢oziimler (5.2.1)’de yerine yazilirsa (3.3.1) ile verilen denklemin tam ¢oziimii

3k —(-9+8a)b’k

U (X t);3b+\/9bksabz_ P a
R % b J-(-9+8a)b’k
4b3k—%+7( ; a)o'k |
2b| r— +kx

24b

(5.2.34)
elde edilir.
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(X, 1) uzg(x, t)

Sekil 27. (5.2.34) ¢oziimiindeki a=0.1, b=05 k=-15 =0, r=1 sabitleri i¢in
(3.3.1) denkleminin sirastyla 3 boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikleri
Denklem (5.2.34) ile sunulan gezici dalga ¢oziimii, zamana bagli olarak konum

degistiren ve rasyonel fonksiyon yapisiyla tanimlanan darbe benzeri bir dalga formu

sergilemektedir.
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SONUC

Fiziksel, kimyasal ve biyolojik silire¢lerin modellenmesinde diferansiyel
denklemler temel bir aractir. Ozellikle lineer olmayan evrim denklemleri, karmasik
sistemlerin dinamiklerini anlamada kritik bir rol oynamaktadir. Bu tiir denklemlerin
analitik ¢ozlimleri, sistemin kararlilig1, dalga davranislari ve etkilesim bigimleri hakkinda
derinlemesine bilgi sunmaktadir. Son yillarda, uygulamali matematik alaninda
arastirmacilar, lineer olmayan evrim denklemlerinin gezici dalga c¢oziimlerine
odaklanarak akiskanlar mekanigi, plazma fizigi ve optik gibi alanlardaki karmagsik
stireclerin modellenmesine 6nemli katkilar saglamislardir. Bu noktada kullanilan
yontemlerin biiyilik boliimii, en yliksek mertebeden lineer terim ile lineer olmayan terimin
karsilastirilmasina dayanan “dengeleme yaklasimi” iizerine kuruludur ve 6zellikle lineer
olmayan problemlerin ¢6zliimiinde etkili olmaktadir. Bu nedenle, gercek yasamdan alinan
problemlerin incelenmesinde giiclii ¢oziim yontemlerine dayali dogru matematiksel
modeller gelistirilmesi, hem teorik hem de uygulamali bilimlerde vazgecilmezdir.

Literatiirde STOB denklemi {izerine yapilan ¢esitli calismalarda farkli analitik
yontemler kullanilarak zengin ¢6ziim yapilart elde edilmistir. Yan ve Lou (2020), hiz
rezonansl mekanizmasina dayali olarak kink soliton molekiilleri, yar1 periyodik kink
yapilar ve Breather soliton molekiilleri gibi birlesik ¢oziimler elde etmis ve bu yapilarin
fisyon ve fiizyon davraniglarini incelemislerdir. Yu ve arkadaslar1 (2022), Lie simetri
indirgeme ve tutarli tanh genisletme yontemiyle soliton-knoidal etkilesimleri, ¢oklu

rezonans yapilar ve hiperbolik-periyodik kombinasyonlar elde etmislerdir. Yang (2022),
(G'/ G)- acilim yontemiyle hiperbolik ve iistel fonksiyonlara dayali gezici dalga

¢Oziimleri sunmus, sayisal dogrulamalarla desteklemistir. Gomez ve Hernandez (2017)
ise gelistirilmis tanh-coth ve tistel fonksiyon yontemleriyle zamana bagli hiperbolik
coziimler elde ederken; Or-Roshid ve Rashidi (2017), dogrudan rasyonel {istel semayla
coklu soliton etkilesimlerini modellemis, Wang ve arkadaslar1 (2004) ise Hirota ve
Bécklund dontisiimleriyle elde ettikleri soliton ¢dzlimlerinin fisyon ve fiizyon siireclerini
analiz etmislerdir. Miao ve arkadaglar1 (2024) Cole-Hopf doniisiimii ve belirli baglangic
¢oziimlerini kullanarak lump, periyodik-soliter, yar1 periyodik kink ve breather tipi dalga
yapilar1 elde etmislerdir. Elde edilen sonuglar, literatiirde raporlanan calismalarla

karsilagtirildiginda hem benzerlikler hem de farkliliklar ortaya koymaktadir. Yan ve Lou



62

(2020) ile Wang vd. (2004)’iin fisyon-fiizyon ve ¢oklu soliton etkilesimlerine odaklanan
calismalari, burada elde edilen ¢oziimlerin etkilesim dncesi temel profillerini tamamlayici
niteliktedir. Yu vd. (2022) ve Yang (2022)’in hiperbolik-periyodik ¢6ziimleri ile bu
caligmadaki bulgular 6rtlismekte, ancak parametre-¢oziim iliskilerinin sistematik bi¢imde
ortaya konmasi yoniiyle ayrismaktadir. Miao vd. (2024)’in lump ve yar1 periyodik
¢Oziimleri ise burada dogrudan yer almamakla birlikte, ayn1 denklemin farkli ¢oziim
ailelerini temsil etmektedir. Dolayisiyla, ulasilan sonuglar literatiirdeki etkilesimli
yapilar1 tamamlayan ve STOB denkleminin temel dalga ¢oziimlerini sistematik bicimde
sunan 6zgiin bir katki saglamaktadir.

Bu tezde, diferansiyel denklemlerin 6zellikle lineer olmayan evrim denklemleri
baglamindaki analitik ¢6ziim yOntemleri incelenmis; bu kapsamda alt denklem ve
gelistirilmis alt denklem metotlar1 uygulanarak STOB denklemi i¢in gezici dalga
cozlimleri elde edilmistir. Metotlar kapsaminda tanh, coth, tan ve cot gibi hiperbolik ve
trigonometrik fonksiyonlara dayali kink, sok ve periyodik dalga yapilari ile rasyonel
(kesirli) yapiya sahip darbe tipi c¢oziimler basariyla olusturulmustur. Elde edilen
¢ozlimler, sadece sembolik ifadeler olmaktan Gte, fonksiyonel 6zellikleri ve grafiksel
analizleriyle incelenmis, “tekil”, “gecisli”, “periyodik” ve “karma yapili” gibi
smiflandirmalar yapilabilir. Ayni parametre setiyle alt denklemdeki isaret degisimi veya
fonksiyon tipi se¢imi, ¢ok sayida farkli ¢6zlim ortaya koymustur. Bu da yontemin tek bir
¢Oziim yerine, ¢esitli ve parametrik ¢oziimler iiretebildigini gostermektedir. Grafik
analizleri ise ¢Oziimlerin yapisinin alt denklem fonksiyonuna bagli oldugunu ortaya
koymus, boylece ¢oziimler gorsel olarak da farkli kategorilere ayrilabilmistir.
Gelistirilmis alt denklem metodu ile elde edilen ¢oziimler ise 6zellikle periyodik ve
tekillik iceren dalga yapilari liretmis; bu sayede rezonans bozulmalari, ani sigramalar ve
patlama gibi fiziksel olaylarin modellenmesine katki saglayabilir. Bu metotla elde edilen
¢Ozlimler, benzer yapiya sahip olmakla birlikte farkli katsayilara bagli olarak
cesitlenmektedir. Ayrica yapilan analizler sonucunda cot ve tan fonksiyonlariin pozitif
ve negatif isaretli formlarinin benzer ¢éziim profilleri olusturdugu gozlemlenmistir.
Grafiksel degerlendirmeler *cot ve *tan iceren ¢oziimlerin sekil olarak Ortiistiigli ve
ayni fiziksel yorumu tasidigi sonucuna ulasilmistir. Bu benzerlik ilgili trigonometrik
fonksiyonlarin periyodik ve simetrik karakterlerinden kaynaklanmaktadir. Olusturulan 3

boyutlu, 2 boyutlu ve kontur grafikler, ¢6ziim uzaymin zamana ve mekana bagl
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degisimini acik bicimde gostermis ve matematiksel yapilarin fiziksel yorumlarla
biitiinlesmesine olanak tanimistir. Sonug olarak, bu ¢alisma STOB denkleminin ¢6ziim
yelpazesini genisletmis, fonksiyon cesitliligi ve fiziksel anlam bakimindan 6nemli
katkilar saglamistir. Alt denklem metodu ve gelistirilmis alt denklem metodu ile elde
edilen ¢oziimler, lineer olmayan dalga denklemleri alaninda hem teorik hem de
uygulamali caligsmalara 6nemli destek sunmaktadir.

Matematiksel ve Fiziksel Analizi

Elde edilen ¢6ziim:

U (x,t) = B, — /- f3, tanh| —p| kx —

K*t(~6K 35 +36; B, + 2k Pl +3up )
B

seklindedir. Bu ¢6ziim, hiperbolik tanjant fonksiyonuna dayali, siirekli ve tanimsizlik
icermeyen klasik bir kink (tek ge¢isli) dalga yapisi sunar. Dalganin yapisi, uzay ve zaman

degiskenlerinin lineer birlesimi olan bir faz ifadesiyle ilerleyen bir gezici dalgay: temsil
eder. Coziimiin genligini belirleyen katsayr /—z f, olup, burada x<0 ve g >0

kosullar1 saglandiginda genlik reel ve pozitif bir deger alir. Bu katsaymin biiyiimesi,
dalganin tepe-dip yiiksekligi ile ge¢is e§imini artirir ve daha keskin bir profil olusturur.
Tanh fonksiyonunun asimptotik sinir davranisi geregi, X — #oo limitlerinde ¢6ziim
sirasiyla g3, J_r\/; ,degerlerine yaklasir. Boylece ¢oziim, iki kararli diizey arasinda
diizgiin, siireksiz olmayan ve yonlii bir gecis sunarak tipik bir gecis (kink) dalgasi
karakteri sergiler. Fonksiyonda yer alan tiim terimler analitik bigimde taniml1 olup ¢6zlim
her x ve t icin siirekli ve tiirevlenebilir niteliktedir. Ayrica tanh fonksiyonu i¢indeki agik
faz yapisi sayesinde dalga, sabit bir faz yoniinde uzay-zamanda yer degistiren, kararli bir
yap1 sunar. Coziimdeki faz teriminde zaman katsayis1 sistem parametrelerine baglh
oldugundan, dalganin yayilim yonii ve hiz1 fiziksel ortamin kosullarina gére degisebilir.
Elde edilen bu yapi, uygun parametreler secildiginde sayisal olarak kolayca
gorsellestirilebilir ve sistemin zamana bagli dinamikleri grafiksel olarak analiz edilebilir.
Bu o6zellikleriyle elde edilen ¢6ziim; faz gegisleri, yogunluk ve sicaklik dagilimlari, sinir
tabaka hareketleri ve kimyasal reaksiyon cepheleri gibi fiziksel siireclerin
modellenmesinde kullanilabilecek, lineer olmayan ancak siireklilik i¢eren gii¢lii bir dalga

¢Ozlimiidiir. Sonug olarak, bu yap1 STOB denkleminin analitik ge¢is ¢oziimlerinden biri
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olarak, sistemin zamana ve mekana bagli kararli degisimlerini dogru ve etkili sekilde
temsil edebildigini gostermektedir.
Matematiksel ve Fiziksel Analizi

Elde edilen ¢6ziim:
Uy () = i, — K tan [ iz (ke =t~k + 20k 5, + 3K 42 )) |

seklinde verilmistir. Coziim yapisinda yer alan tan fonksiyonu, periyodik ve tekillik

iceren yapisiyla dikkat ¢eker. Fonksiyonun tanimsiz oldugu noktalar, tan fonksiyonunun

%+ Nz oldugu degerlerdir. Bu da ¢6ziimiin hem zamana hem mekana bagli olarak

periyodik sekilde tekillik (ug deger) gosterdigi anlamina gelir. Ozellikle x = X, ve t =t,
gibi belirli noktalarda ¢6ziim siirsiz biiyiikliikklere ulasabilir. Bu durumda matematiksel
olarak tanimsizlik, fiziksel olarak ise ani enerji patlamasi, rezonans sigramast, titresimsel

bozulma gibi olgulara karsilik gelmektedir.
Genligi belirleyen ifade k\/; seklindedir. Burada k dalga sayisin1 4 ise sistemin

lineer olmayanligt veya ortam oOzelligini belirleyen parametreyi temsil eder. Bu
katsayilarin artmasi, ¢oziimiin genliginin ylikselmesine neden olur; bu da fiziksel olarak
dalganin daha yiiksek siddette salinim yapmasi, daha keskin gegisler sergilemesi
anlamina gelir. Tan fonksiyonunun periyodik yapis1 geregi, ¢oziim belirli uzaysal ve
zamansal araliklarla kendini tekrarlar. Bu da ¢6zlimiin periyodik ama siireksiz bir yap1
oldugunu gosterir. Ug degerlerde, yani x — +oo durumlarinda ¢6ziim sinirli kalmaz; tan
fonksiyonu nedeniyle periyodik olarak tekrar eden ve diizenli sekilde tanimsizlik iceren
bir davranis sergiler. Bu yapi, fiziksel sistemlerde 6zellikle optik alanlarda rezonans
olusumu, akustik dalga ¢Okmesi, reaktif akiskanlardaki salinim bozulmalar1 gibi
siireclerin modellenmesinde kullanilabilir.

Dalga hareketini belirleyen faz degiskeni:

&=Ju(kx—wt),
seklinde tanimlanmistir. Burada v dalganin zamana bagli hizini ifade etmektedir.

Coziimde kullanilan tan fonksiyonun periyodu:

T=-_~_,
Juk

olarak belirlenmektedir.
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Dalganin hareket yonii:

v <0, ise sola dogru
v > 0, ise saga dogru hareket eder.

Bu durum kapsaminda elde edilen bu ¢6ziim, zamana bagli, periyodik, yiiksek
enerjili ve siireksizlik igeren bir gezici dalga profili sunmakta; bu yoniiyle klasik
tanh/kink yapilarindan farkli olarak ani sigrama ve rezonans odakli fiziksel siirecleri
temsil etme kapasitesi tasimaktadir. Bu ¢6ziim tiirli, alt denklem metodunun sundugu
zengin dalga yapilarindan biri olarak, STOB denkleminin fiziksel modelleme giiciinii bir
kez daha ortaya koymaktadir.

Genel olarak, bu tezde lineer olmayan evrim denklemlerinin gezici dalga
¢oziimlerine yonelik alt denklem ve gelistirilmis alt denklem yoOntemleri incelenmis,
STOB denklemi lizerinde uygulanarak farkli formlarda gezici dalga ¢oziimleri basariyla
elde edilmistir. Elde edilen ¢ozlimler yalnizca tutarli matematiksel bigimler sunmakla
kalmamis, ayn1 zamanda fiziksel agidan anlamli dalga yapilar1 ortaya koymustur.
Matematiksel analiz kapsaminda ¢oéziimlerin varligi ve gegerliligi, yontemsel adimlar
araciligiyla sistematik bi¢imde analiz edilmis; fiziksel incelemelerde dalga profillerinin
zamana bagli evrimi ile genlik ve hiz 6zellikleri degerlendirilmistir. Ug boyutlu, iki
boyutlu ve kontur gorselleri, ¢oziimlerin soliton benzeri yapisini acik bi¢imde
gostermistir. Bulgular, kullanilan yontemlerin hem kuramsal analiz hem de uygulamali
modelleme agisindan etkili bir ara¢ oldugunu ortaya koymaktadir. Ayrica bu tez,
diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziim yontemlerine katki sunarken fiziksel sistemlerin
davranislarinin daha dogru anlasilmasina imkéan vermektedir.

Gelecek calismalar kapsaminda bu yontemlerin, benzer nitelikteki lineer olmayan
evrim denklemlerine uygulanmas1 miimkiindiir. Bu sayede kink, sok, periyodik ve darbe
cozlimlerinin etkilesim kosullar1 daha ayrintili olarak incelenebilir. Ayrica elde edilen
coziimler, farkl fiziksel alanlardaki uygun parametrelerle iliskilendirilerek daha somut

ve anlamli yorumlar yapilabilir.
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