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Bu tez ¢alismasinda, gelistirilmis alternatif ortogonal ¢ati tanimlanmistir. Bu catiya
gore bazi1 Ozel egriler ile regle yilizey incelenmistir. Tez bes ana bolimden
olusmaktadir. Birinci boliimde, egri ve yiizey teorisinin diferansiyel geometrideki
oneminden ve kullanim alanlarindan bahsedilmistir. Ikinci béliimde, literatiir
arastirmasina yer verilmistir. Uciincii boliimde, tezde kullanilacak temel tanim ve
teoremler verilmistir. Dordiincti boliimde, ilk olarak modifiye ortogonal ¢ati
incelenmistir. Ikinci olarak, alternatif hareketli cat1 ve teoremleri ele alinmistir. Ugiincii
olarak, C-partner egriler ve bu egrilerin baz1 6zel egriler ile arasindaki iligkileri
tanitilmistir. Besinci boliimde ise, egrinin alternatif egriliginin sifir oldugu noktalarda
egriyi karakterize eden {N*, C*, W™} gelistirilmis alternatif ortogonal cati
tanimlanmistir. Bu catiya gore N*-slant helis ve C*-slant helis tanimlart verilmistir.
Buradan gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atiya gore C*-partner egrileri tanimlanip bazi
ozel egriler ile iliskileri incelenmistir. Besinci boliimiin son kisminda, gelistirilmis
alternatif ortogonal catiya gore regle ylizey incelenmis ve regle yiizeyin acilabilir olma
sartlarina bakilmistir.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometri, geometri problemlerini lineer cebir, diferansiyel analiz, integral
analiz ve topolojiyi kullanarak ele alan daha ¢ok 18. yiizyildan itibaren gelisme gosteren
matematigin bir dalidir. Diferansiyel geometri ile egrilerin ve yiizeylerin incelenmesinden
elde edilen sonucglar yardimiyla fizik problemleri ¢oziilmiis, bilgisayar grafikleri
olusturulmus ve bu sonuglar animasyon, bilgisayar destekli tasarim gibi alanlarda
kullanilmistir. Diferansiyel geometrinin en ¢ok arastirilan alanlarindan biri de farkli boyut
ve uzaylarda incelenen egri teorisidir. Matematikte egriler denilince ilk diisliniilen
kavram hareketli bir noktanin biraktig1 iz olarak diisliniilebilir yani uzayda hareket eden
bir noktanin aldig1 farkli durumlarin geometrik konumu bir egridir. Bu harekette, egrinin
parametre aralig1 hareket boyunca gecen siireyi temsil eder. Ayrica egrinin parametresi
de egriyi karakterize etmede Onemli bir yere sahiptir. Egrinin egrilikleri ise egriyi
karakterize eden diger etkenlerdendir. Egriler teorisinde bir egrinin Serret-Frenet
denklemlerinin olusturulmasi ve egrinin egriliklerinin hesaplanmasi egriyi karakterize
etmek i¢in kullanilir. Ornegin, 3-boyutlu Oklid uzayinda egrinin egriligi k ve egrinin
burulmasi T yardimiyla egrinin diizlemsel olup olmadigi, egrinin sekli ve biiyiikliigii
hakkindaki bilgilere sahip olunabilir. Ote yandan, Frenet vektorleri arasindaki iliskiler
yardimryla iki egri arasinda egri ciftleri olusturulabilir. Bertrand, Mannheim ve Involiit-
Evoliit egri ciftleri bu iligkilerden dogmustur. Bunlara ek olarak bir egrinin
karakterizasyonu i¢in 6nemli etkenlerden biri de ¢at1 hareketleridir. Egri tizerinde ¢atilar,
baslarda Oklid catisinda oldugu gibi bulundugu uzayda isimlendirilse de bir uzayda
birden fazla ¢at1 oldugu goriiliince farkli isimler de almistir. Cat1 vektorleri, belirli agilarla
dondiiriilerek yeni catilar elde edilmistir. Ornegin Bishop, Darboux, Sabban vb. gibi
catilar egrinin hareketini karakterize etmek i¢in kullanilan farkli yaklasimlardir. Bu
catilar sayesinde Frenet catisinin tanimlanamadigi durumlarda alternatif bir ¢6ziim yolu
bulunmustur. Bu gibi ¢atilarla elde edilen egriler ile egri iliskileri bilgisayar destekli
geometrik tasarimlar (CAD), bilgisayar destekli iiretimler (CAM), robotik hareketler,
mekanik gibi alanlarda Onemli yere sahip olmus ve problemin ¢oziimiine katki

saglamistir.



0.5
00

-0.5

2

Sekil 1.1. 3-boyutlu Oklid uzayinda egri iizerinde ¢at1 hareketi

Diferansiyel geometrinin inceledigi diger bir konu ise ylizeylerdir. Bir uzayda ele alinan
egri lizerindeki bir dogrultmanin hareketiyle olusan yiizeyler, ylizey konusu igerisinde
onemli bir rol oynar. En 6nemli yiizeylerden biri olan regle yiizey ise -diger adiyla ¢izgili
ylizey- bir M yiizeyinin her noktasinda, M yiizeyi lizerine tamamen yerlesen bir diiz ¢izgi
bulunan yiizeylerdir. En iyi bilinen regle yiizeyler silindir, koni, ¢ift kanatli hiperboloid
ve helisoiddir. Regle yiizeylerin denklemi ilk kez Monge (1850) tarafindan elde
edilmistir. Regle ylizeyler uzayda dayanak egrisi veya taban egrisi de denilen bir egri
izerinde diiz bir ¢izginin sitirekli devinimi ile elde edilen ylizeylerdir. A¢ilabilir yiizeyler
ise gerilmeden ve yirtilmadan diizleme serilebilir ylizeylerdir. Regle yiizeylerin 6zel bir
hali olan acilabilir regle yiizeyler ise diizleme izometrik olarak eslenebilir bu yiizden
sadece agilabilir regle yiizeyler izometrik olarak diizleme doniistiiriilebilir. Acilabilir
regle ylizeyin bu 6nemli 6zelliginden dolay1 metal temelli endiistrilerde, otomobil, gemi
driinlerinin liretiminde, uzay kinematiginde, hareket edebilen tiim cisimlerin hareket
analizinde, kati cisimlerin simiilasyonu ile {i¢ boyutlu dijital kopyalarinin
olusturulmasinda ve nesne tanima sistemlerinde bilgisayarli gorii uygulamalari i¢in kritik
oneme sahiptir. Bu sebeple, makine miihendisleri, bilgisayar bilimciler, bilgisayar
destekli yazilimcilar vb. alanlardaki bilim adamlar1 bu yiizeyleri incelemislerdir. Regle
yiizeylerden ilham alan bagka bir alan da mimari tasarimlardir. Regle ylizeylerin mimari

alandaki kullanimi1 gosteren baz1 6nemli eserler agagida verilmistir.



Sekil 1.3. Regle yiizey olusturan katenerler

Sekil 1.4. Walt Disney konser salonu, Los Angeles, Birlesik Devletler



2. KAYNAK OZETLERI

Regiiler egrinin karakterizasyonlari egri teorisinde en dnemli ¢caligma alanlarindan biridir.
Bu karakterizasyonlardan biri olan egrinin egrilik ve burulmasi problemin ¢dziimiinde
biiyiik rol oynamaktadir. Egrilik ve burulma kullanilarak bazi 6zel egrilerin tanimlari
yapilabilir veya egrinin sekli ve biiyiikliigii gibi baz1 karakteristik 6zelliklerine ulasilabilir
(Burke, 1960; Struik, 1961; Ozdamar ve Hacisalihoglu, 1975; Barros, 1997; Kula vd.,
2010; Farouki vd., 2014; Izumiya ve Takeuchi, 2008; Monterde, 2008; Kiziltug vd., 2017;
Ates vd., 2018; Deshmukh vd., 2018). Bu 06zel egrilerden bir tanesi de 1806 yilinda
Lancret tarafindan verilen helis tanimidir. Lancret (1806), helislerin klasik tanimini
‘‘egrinin birim teget vektor alani, sabit bir u vektorii ile sabit ac1 yapiyorsa bu egriye helis
denir’’. seklinde tanimlamistir. Bu tanimdan hareketle dik dairesel silindir lizerine ¢izilen
helisler ele alinmis ve bunlara dairesel helis adi1 verilmistir (Kaya vd., 2010). Bu tiir
helislerin en 6nemli 6zelligi egrilik ve burulmasinin ayr1 ayri sabit olmasidir. Daha sonra
egrilik ve burulmanin ayr1 ayr1 sabit olmadigi, genel helisler ad1 verilen, yani egrilik ve
burulma oraninin sabit oldugu egriler bulunmus ve bu teorinin ispat1 1845 yilinda Venant

tarafindan ispatlanmistir (Saint-Venant, 1845; Struik, 1961).

Ote yandan helis egrilerine ek olarak Izumiya ve Takeuchi (2002) bir egrinin asal normal
vektor alani ile sabit bir vektor arasindaki aginin egrinin her noktasinda sabit oldugu slant
helis egrilerini tantmlamiglardir. Ayrica egrinin slant helis olabilmesi igin gerekli ve
yeterli kosulu elde etmislerdir (Izumiya ve Takeuchi, 2002). Daha sonra slant helislerle
ilgili ¢alismalar hiz kazanmis ve bu konu iizerine birgok calisma yapilmistir (Ali ve
Turgut, 2010; Senol, vd., 2012). Yine, Ali ve Lopez (2011) Lorentz uzayinda slant
helisleri incelemislerdir ve Minkowski uzayinda slant helisin binormal gostergesi
iizerinde egrinin teget gdstergesini arastirmuslardir. Ote yandan, Kula ve Yayli (2005)
slant helislerin teget ve binormal gostergelerini incelemisler ve bu kiiresel gostergelerin
kiiresel helis oldugunu gostermislerdir. Daha sonra Onder vd. (2008) E* te B?-slant
helisleri ve bu egrilerin 6zelliklerini tanimlamislardir. Ayrica Yayl ve Ziplar (2011) E™
uzayinda slant helisler ile kiiresel helisler arasindaki iliskiyi incelemislerdir. Daha sonra
Gok vd. (2012) E™ uzayinda V,-slant helisleri tanimlamislardir. Kiziltug vd. (2013) Tip 2

Bishop catisin1 kullanarak slant helislerin karakterizasyonunu elde etmislerdir. Lucas ve



Ortega (2018) S3 kiiresindeki helis yiizeyleri ile slant helisler arasindaki iliskiyi

arastirmiglardir.

Diger taraftan Sasai (1984), énemli bir ¢alisma alan1 bulan modifiye ortogonal catiy1
tanimlamigtir. Bu ¢at1 ile bir egrinin egriliginin sifir olmasi1 halinde Frenet catisini
modifiye ederek egriyi karakterize edebilen yeni bir ¢at1 tanimlamistir. Bu gat1 yardimriyla
3-boyutlu Oklid uzayda kiiresel egriler karakterize edilmistir (Biikcii ve Karacan, 2016).
Ardindan, E3 te modifiye ortogonal catiya gore helisler ve Bertrand egri ¢iftleri
verilmistir (Lone vd., 2019). Tiip ylizeyler modifiye ortogonal ¢atiya gore incelenmis ve
tiip yiizeyinin temel formlari, ortalama egrilikleri ve Gauss egrilikleri hesaplanmistir
(Akyigit, 2021). Yine Oklid uzayda birim hizli ve egriligi sifir olmayan egriler modifiye
ortogonal catiya gore incelenmistir (Giir ve Bektas, 2022). Salkowski egrilerinin egrilik
ve burulmasi ile parametrik denklemi modifiye ortogonal ¢atiya gdre verilmis ve diger
egrilerle iliskileri incelenmistir (Giir, 2022). Daha sonra 3-boyutlu Galile uzayinda
modifiye ortogonal ¢ati tanimlanmis ¢atinin tiirev formiilleri elde edilmis ve bu catiya

gore tiip ylizeyin karakterizasyonu verilmistir (Kiziltug, 2022).

Uzunoglu vd. (2016) {N,C,N x C = W} olarak gosterdikleri, Oklid uzayda Frenet
catisina alternatif olarak yeni bir alternatif hareketli ¢cati1 tanimlamiglar ve C-slant helisin
bu catiya gore karakterizasyonunu elde etmislerdir. Kaya ve Onder (2017), {N,C, W}
alternatif ¢atisina gore C-partner egriler isimli yeni tip egri ¢iftleri tanimlayip bu egri
ciftini karakterize eden bazi uygulamalar vermislerdir. Ayrica bu ¢alismada C-partner
egrilerin helis ve slant helis gibi baz1 6zel egriler ile arasindaki iliskileri incelemislerdir
(Kaya ve Onder, 2017). Ardindan dogrusal olarak polarize edilmis bir 151k dalgasinin
optik fiberdeki davranisi, alternatif hareketli cat1 yardimiyla aragtirllmistir (Ceyhan vd.,
2020). Alternatif hareketli ¢atrya gore yeni tip 6zel egri ¢iftleri tanimlanmis ve bu egri
ciftinin karakterizasyonu alternatif hareketli ¢atinin egriliklerine gore elde edilmistir
(Yilmaz ve Has, 2020). 3-boyutlu Oklid uzayda adjoint egriler alternatif hareketli gati
kullanilarak tanimlanmis ve Frenet vektorleri ile alternatif hareketli c¢ati vektorleri
arasindaki iligkilerden elde edilen sonuglar verilmistir (Cakmak ve Sahin, 2022). Daha
sonra kesirli analizin Ozelliklerinden yararlanilarak kesirli alternatif hareketli ¢ati
olusturulmus ve bu cat1 lizerinde fiber optik boyunca lineer polarize 151k dalgalar

karakterize edilmistir (Y1lmaz ve Has, 2022).



1850 yilinda ilk defa J. Bertrand, Bertrand egrisi olarak adlandirilan egrinin asli normal
vektorilinlin baska bir egrinin asli normal vektori ile lineer bagimli oldugu Bertrand egri
kavramini kesfetmistir. Bu iki egriyi Bertrand egri ¢ifti olarak isimlendirmistir (Bertrand,
1850). Bertrand egri ¢iftleri, egrilik ve torsiyonlar1 arasindaki bir lineer iligkiyi
sagladigindan dolay1 bu egriler bazi durumlarda tek boyutlu lineer Weingarten yiizeyler

formunda goriilmiistiir.

Diferansiyel geometride yiizeyler teorisi de genis ve dnemli bir yere sahiptir. Uygulama
alan1 olarak ise yiizeyler giiniimiizde mimarlik, miihendislik, bilgisayar destekli tasarim
ve modelleme gibi bircok alanda yaygm olarak kullanilmaktadir. ilk olarak yiizey
kavrami 18. ylizyi1lda Monge tarafindan agiklanmistir ve 19. ylizyildan itibaren de 6nemli
bir ¢alisma alani olmustur. Daha sonraki yillarda Guggenheimer (1963) ve Hoschek
(1971) klasik geometrideki farkli bakis acilari ile regle yiizeylerini incelemislerdir. Regle
ylizeyler uzayda dayanak egrisi veya taban egrisi de denilen bir egri {lizerinde diiz bir
cizginin silirekli hareketi ile elde edilen ylizeylerdir. Diiz ¢izgiler, dogrultman ve teget
yilizeylere dayanir. Diferansiyel geometride regle yiizeyler iizerine bircok caligmalar
yapilmis olsa da gilinlimiizde de ilgi ¢geken konulardan birisi olmaya devam etmektedir
(Izumiya ve Takeuchi, 2004; Tas ve Ilarslan, 2019; Aslan vd., 2021; Karaca, 2022; Dogan
Yazici vd., 2023; Yiiksel ve Saltik, 2023). Egrilerde oldugu gibi regle ylizeyler de bir¢cok
farkli cat1 ve uzayda incelenmistir. Ornegin, Galile uzayinda regle yiizey Darboux
catisina gore tanimlanmis ve Frenet vektorleri arasindaki iligkiler verilmistir (Ekici ve
Dede, 2011). Yine 3-boyutlu Minkowski uzayda regle yiizey Darboux catisina gore

incelenmis ve dagilma parametresi elde edilmistir (Kiziltug ve Cakmak, 2013).

Konuya diger alanlar tizerinden bakilirsa, helislerin hem doga hem de bilimde etkileyici
bir yeri vardir. Fraktal geometri, DNA ve protein’in yapisindaki molekiillerin
diizenlenmesi ve elektrik, mekanik, fizik ve ingaat miithendisligindeki uygulamalar1 bazi
orneklerdir. Ayrica regle yiizeyler basit bir yapiya sahip oldugu i¢in mimarlik,
miihendislik, mekanik, kinematik ve bilgisayar destekli tasarim, vb. gibi bir¢ok alanda
kullanilmasiyla daha da 6nem kazanmaktadir (Bottema, 1979; Ge ve Ravani, 1994; Tsay
ve Her, 2001; Gond vd., 2005; Flory ve Pottmann, 2010; Mamieva, 2019; Paskaleva,
2023, Wang vd., 2023).



3. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan bazi genel tanim ve kavramlara yer

verilecektir.

3.1. Afin Uzay1

Bu boéliimde 6nce vektdr uzay tanimi verilip daha sonra ise Afin uzaylara ait genel

tanimlardan bazilarina yer verilecektir.

Tanim 3.1.1. Bos olmayan bir climle W ve F de bir cisim olsun. W iizerinde toplama ve

skalerle ¢arpma iglemleri sirastyla
+WXW->W, +(m,n) =m+n
ve
SFXW W, .(y,n) =y.n
seklinde tanimlansin. Vx,y,z € W ve Vy,v € W igin

) @+y)+z=x+W+2),

i) x+y=y+x,

iii) x4+ 0 = x olacak sekilde W ciimlesinin sifir elemani vardir,

iv)  Her bir x € W elemani igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir —x € W elemani
vardir,

V) v-&+y)=r.x+y.y,

vi) (y+v).x=y.x+v.x,

vii) y.(vx) = (yv).x,

viii) 1.x = x olacak sekilde 1 € F vardir

sartlart saglaniyorsa W ciimlesine F cismi iizerinde bir vektér uzay: denir. W ciimlesinin

elemanlarina vektorler ve F cisminin elemanlarina da skalerler denir (Sahin, 2012).

Tanim 3.1.2. Bos olmayan bir climle A ve bir F cismi lizerinde bir vektor uzay1 W olsun.

Asagidaki 6nermeleri saglayan



fiAXA->W
(M,N) > f(M,N) = MN

fonksiyonu mevcut ise A ya W vektor uzayi ile birlesmis bir afin uzay denir.

i) VM,N,K € Aicin f(M,N) + f(N,K) = f(M,K),
ii) BirM € AveVa € W igin f(M,N) = a olacak sekilde bir tek N € A noktas1 vardir
(Hacisalihoglu, 1998).

Ornek 3.1.1. Her bir vektdr uzay kendisi ile birlesen bir afin uzay olusturur.

Tanim 3.1.3. Bir W vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri 4 olsun. Py, Py, ..., B, €

A noktalari i¢in {PoPl, PyPs, ..., POPn} vektorlerinin sistemi W nun bir bazi ise
{Py, Py, ..., B}

nokta (n + 1)-lisine A afin uzaymin bir afin ¢atisi denir. Burada P, noktasina ¢atinin

baslangi¢ noktast denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 3.1.4. Bir T cismi lizerinde W; ve W, gibi iki vektor uzay1 tanimlansin. Bu vektor

uzaylart ile birlestirilmis afin uzaylar A; ve A, olmak iizere
fid1 = Ay
doniisiimii géz oniine alinsin. Herhangi bir Q € A; noktasi i¢in
QoW > W,

doniistimiinii @ € W; vektorii i¢in a = MN olacak sekilde afin aksiyomuna gore bir tek

N € A; noktast olduguna gore

Po(@) = fF(M)f (N)

dir. Bu durumda ¢, doniisiimii lineer ise f doniisiimiine afin doniigiim denir

(Hacisalihoglu, 2000).



3.2. Oklid Uzay1
Bu béliimde E™ Oklid uzayina ait genel tanim ve teoremlerden bazilarma yer verilecektir.

Tamm 3.2.1. Bir reel afin uzay A ve 4 ile birlesen vektdr uzayr W olsun. W da i¢ carpim
islemi olarak

Y:WxW - R

n

xy) - (xy)= in-yi
i=1
x = (X1,%5, e, Xp), Yy =uYa e Vo)

Oklid i¢ ¢arprmi tanimlanirsa A afin uzayma Oklid uzay: denir (Hacisalihoglu, 1998).

Ornek 3.2.1. 3-boyutlu reel vektdr uzayr R? ile birlestirilmis E* afin uzay1 géz oniine
alinsm. Oklid i¢ arpimi

() RExR*->R
3

xy) - (xy) Zin-}’i
i=1

X = (xl,xz,x3); y= (}’1,)’2'}’3)

bigiminde tanimlanir. Boylece E3 uzayr 3-boyutlu Oklid uzayr adimi alir ve E? ile

gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 3.2.2. E* Oklid uzayinda W uzay: bir reel i¢ carpim uzay1 ve W ile birlesen sirali
bir Py, Py, ..., P, € A nokta (n + 1)-lisi i¢in eger

{PoPy, PoP;, ..., PoBy}

vektor sistemi ¥ nun bir ortonormal bazi ise {Py, P;, ..., P, } catisina dik cat: (Oklid Catis1)
denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 3.2.3. E™ de {P,, P,, ..., B} dik gatis1 verilsin. P € E" i¢in



yazilir. Bu durumda

x; : E" > R
P - x;(P) = x;

seklinde tamml {x,, x,, ..., x,,} fonksiyonlarinin ciimlesine Oklid koordinat sistemi denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tamim 3.2.4. n-boyutlu R™ uzayinda @ = (@ 1, @ 5, ..., & ,,) igin
lall=(a,a)

seklinde tanimlanan fonksiyona a nin normu denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 3.2.5. 3-boyutlu R3 uzaymnda V x = (x1,%5,%3), ¥ = (y1,V2,¥3) € R3 icin x ile

y nin gerdigi diizleme dik olan ve

e, €, é€3
xXy=|X1 Xz X3|= (X3 = Y2X3,X3YV1 — V3X1,X1Y2 — Y1X2)
Yi Y2 V3

seklinde tanimlanan x X y vektoriine x ile y nin vektérel ¢arpimi denir (Hacisalihoglu,

2000).

3.3. Egriler Teorisi

Bu boliimde egriler teorisinin genel tanimlari verilecektir. Ayrica Frenet ¢atisi, helis, slant

helis, egri ciftleri tanimlarindan bahsedilecektir.
Tammm 3.3.1. I € R, I = (a, b) bir acik alt aralik olmak {izere

a:l - E"

t = a(t) = (a1 (), a2 (0), ..., an () )

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda a(/) c E™ alt kiimesine E™ de

diferansiyellenebilir bir egri (veya parametrik bir egri) denir (Yiice, 2019).
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Tanim 3.3.2. E" de M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. a:1 € R - E"

fonksiyonunun Oklidyen koordinat fonksiyonlar1 a4, @5, ..., @, olmak iizere

da, da, dan)
dt ' dt ' dt

o' () = (

dir. (a(t), a’(t)) € TEn(a(t)) tanjant vektoriine, M egrisinin t € | parametre degerine
karsilik gelen a(t) noktasindaki (I, @) koordinat komsuluguna goére hiz vektorii denir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 3.3.3. E™ de M egrisi (/, ) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vs € [

igin
lla’ ()l =1

ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.3.4. E" de M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. a,b € I
olmak tizere M egrisinin a(a) ve a(b) noktalar1 arasindaki egri boyunca uzakligina

karsilik gelen

b
f la'(Ollde, t el
a

reel sayisina a dan b ye yay uzunlugu denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.3.5. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli (Vt € I igin @’ (t) # 0) olan bir

« egrisine regiiler egri denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.3.6. E" de M egrisi (I,B) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Y =
(,8 B, ... B (T)) sistemi lineer bagimsiz olsun. Bu durumda k > r olacak sekilde v g

icin &) € S, {1} olmak iizere, Y den elde edilen
{w,w,, ..., W}

ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r-ayakli alani ve Vs € M noktasi i¢in
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{Wl(s)' WZ(S)I ] VVr(s)}

climlesine ise egrinin s noktasindaki Frenet r-ayaklisi denir. 1 < i < r olmak {izere her

bir W; vektoriine Frenet vektorii denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 3.3.7. M egrisi (I, B) koordinat komsulugu ile verilsin. s yay parametresi olmak
tizere, s€I ya karsilk gelen f(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi
{W,(s), W,(s), ..., W,.(s)} olsun. Buna gore 1 < i < r igin

ki: I-R
s = ki(s) = (W/(s), Wi41(s))

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I i¢in k;(s)
reel sayisina da M egrisinin S(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu,

1998).

Tamm 3.3.8. B:1 € R > E3 egrisi s yay parametreli bir egri olmak iizere, Vs € [ igin

egrinin teget vektor alani

T(s) = B'(s)
egrinin asli normal vektor alan1 ve binormal vektor alani sirasiyla

B"(s)

NS =@

B(s) =T(s) X N(s)

olmak tizere {T, N, B} sistemine Frenet 3-ayaklisi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 3.3.1. 5;:1 SR —> R, 1 <i < 3 koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere s yay

parametresi ile verilen

B:1 SR - E?
s = B(s) = (Bi(5), B2(s), B3(s))

egrisinin B(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {T, N, B} olsun. Bu durumda

T'(s) = ki(s)N(s),
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N'(s) = —k1(s)T(s) + k2 (s)B(s),
B'(s) = =k (s)N(s)

denklemlerine Frenet formiilleri denir (Hacisalihoglu, 1998).

Sekil 3.1. 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet 3-ayaklisi

Tamm 3.3.9. s yay parametresi ile verilen f:1 € R - E? egrisi igin 8" (s) # 0 olmak
tizere B'(s) = —t(s)N(s) esitligi ile tamimlanan t(s) sayismna B(s) egrisinin s

noktasindaki burulmasi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.3.2. E® Oklid uzayinda s yay parametreli §:1 € R — E3 egrisi verilsin. 8(s)

egrisinin Vs € I noktasindaki burulmasi 7(s) = 0 ise B(s) egrisi diizlemsel egridir
(Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.3.10. B : 1 € R — E3 egrisiigin "' (s) # 0 ise B(s) egrisine Frenet egrisi veya
uzay egrisi denir (Kiihnel, 2006).
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Tamm 3.3.11. E3 uzayinda B :1 € R — E3 egrisinin Frenet 3- ayaklis1 {T, N, B} olmak

uzere

i) {T(s),N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme a(s) noktasinda egrinin oskiilator
diizlemi,

ii) {T(s),B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme a(s) noktasinda egrinin rektifiyan
diizlemi,

iii) {N(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme a(s) noktasinda egrinin normal diizlemi

denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 3.3.12. :1 € R — E3 birim hizli egrisi verilsin. Egrinin {T, N, B} Frenet 3-
ayaklisinin her s aninda, bir eksen etrafinda, ani bir helis hareketi yaptig1 kabul edilir. Bu
cksene egrinin B (s) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve

dogrultusunu veren vektor
D =1T + kB
olup B egrinin S (s) noktasindaki Darboux vektérii adim alir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.3.13. M c E3 egrisi, (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay
parametresi olmak {izere T egrisinin birim teget vektor alan1 ve u da herhangi bir birim
vektor olsun. Eger T, u ile sabit 8 acis1 yaparsa M egrisine sabit egimli egri (helis) denir

(Yiice, 2019).

Teorem 3.3.3. [§ regiiler bir egri olsun. § egrisinin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
T
— = sabit
K
olmasidir (Do Carmo 1976, Izumiya ve Takeuchi, 2004).

Ornek 3.3.1. f:1 S R > E3, B(s) = (g coss,gsins,—gs) egrisi olsun. f egrisinin

Frenet vektor alanlarini, egrilik ve burulma fonksiyonlarini bulalim. Bu egrinin hiz

vektori

14



,()_< 4 4 3
B'(s) = 5sms,scoss, 5)

olarak bulunur. ||8’(s)|| = 1 oldugundan g birim hizl bir egridir. Teget vektori T(s) =

B’ (s) esitligi ile taniml oldugundan teget vektori

ey = (A 3
(s)—( csins,ccoss, g)

olur. Boylece s yay parametresine gore tiirevi alinirsa
() = * Y 0)
s) =(—gcoss,—gsins,

oldugundan birinci egrilik tanimindan

42
k() = IT" ()l = =~
seklinde bulunur. Egrinin birim normali ise
N(s) T'(s) ( 1 1 O)
s) = =(—-—=coss,——=sins,
IT" ()l V2 V2

olarak elde edilir. B(s) = T(s) X N(s) denklemi g6z Oniine alinirsa B(s) binormal

vektori

B(s) = (—% sins, 53_ %)

bigiminde olur. Buradan

3 3
B'(s) = (——coss,——sins,O)
) 5v2 5v2

seklinde elde edilir. Ayrica egrinin burulmast

1(s) = (B (S NS)) = =

15



bi¢cimindedir. Bdylece verilen egrinin egrilik ve burulmasi ayr1 ayri sabitler oldugundan

p egrisi bir dairesel helistir. Bu dairesel helisin grafigi —2m < s < 2w aralig1 i¢in
asagidaki gibi elde edilir.

-05
tX
0.5 oo

0.5
0.0

B(s)

-4

Sekil 3.2. =27 < s < 2m aralig1 i¢in 8 dairesel helis egrisi
Tamm 3.3.14. B:1 € R - R3 regiiler egrisinin birim normal vektorii N(s) sabit birim

vektor u ile sabit bir ac1 yaparsa bu f egrisine slant helis denir. V s € [ i¢in asagidaki
denklem saglanir.

(N(s),u) = cosf

(Do Carmo 1976, Izumiya ve Takeuchi 2004).

Teorem 3.3.4. $(s) regiiler bir egri olsun. B(s) egrisinin slant helis olmast i¢in gerek ve
yeter sart

K2 ™/

—E E) = sabit
(k2 + 72)2

olmasidir (Do Carmo 1976, Izumiya ve Takeuchi 2004).
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Ornek 3.3.2. 3-boyutlu Oklid uzayinda

( 111 z
D, (t) = g[gcos 5t + cos 3t — 2 cos t],

111
{ P,(t) = E[gsinSt + sin 3t — ZSint],

"

1
kCI>3(1:) = —1gC0s 4t )

olarak ®(t) = {®,(t), D, (t), ®5(t)} slant helis egrisi verilsin. ® slant helisinin egriligi

ve burulmasi

3t

k=1vet= T
(1-9t2)2

dir. Burada —r < t < m aralig1 i¢in @ slant helisinin grafigi asagidaki gibidir.

o

/
0.05F
0.00 |
-0.05
0.4 0.2
_02 \ ."
0.0
‘
S a()
SN _0.2
0.2
04 04

Sekil 3.3. —r < t <  aralig1 i¢in & slant helis egrisi

0.4

Tamm 3.3.15. M c E3, (I, 8) koordinat komsulugu ile; M* c E3 ise (I,y) koordinat

komsulugu ile verilmis iki egri olsun. M, M* c E3 egrilerinin Frenet 3 ayaklilari sirasiyla,

{T,N,B} ve{T*,N*, B*} olsun. Eger (T (s), T*(s)) = 0 ise y egrisine B egrisinin involiitii

ve B egrisine de y egrisinin evoliitii denir. (M, M*) egri ¢iftine de involiit-evoliit egri ¢ifti

denir (Yiice, 2019).
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Teorem 3.3.5. B:1 € R — E3 birim hizli egrisi ile ayni aralikta tammli f*:1 € R — E3

birim hizl1 egrisi verilsin. Eger f*, f nin involiitii ise Vs € [ i¢in

d(B(s),8°(s)) = llc = sl (c = sabit)
dir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.3.16. M, M* c E3 egrileri sirastyla, (I, 8), (I,¥) koordinat komsuluklar ile
verilsin. s € I ya karsilik gelen B(s) € M ve y(s) € M* noktalarinda M ve M* egrileri
{T,N, B} ve {T*,N*, B*} Frenet 3-ayaklilari ile verildiginde V s € I igin, {N, N*} lineer
bagimli ise (M, M*) egri ciftine bir Bertrand egri ¢ifti denir (Yiice, 2019).

Teorem 3.3.6. B :1 € R — E3 birim hizli egrisi ile ayni aralikta tammli f*:1 € R — E3

birim hizli egrisi verilsin. (8, ) egri ikilisi bir Bertrand ¢ifti ise Vs € [ i¢in
d(ﬁ(s),ﬁ*(s)) = ¢ (c = sabit)
dir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.3.7. E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda ayn1 aralikta tanimlz iki egri 8 ve B* olsun.
B egrisinin egrilikleri k, T ise (8, ) egri ikilisinin bir Bertrand egri ¢ifti olmasi i¢in gerek

ve yeter sart
dk+yYr=1
olmasidir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.3.17. M, M* c E3 egrileri sirastyla, (I, 8), (I,¥) koordinat komsuluklar ile
verilsin. s € I’ya karsilik gelen B(s) € M ve y(s) € M* noktalarinda M ve M* egrileri
{T,N,B}ve{T",N*, B*} Frenet 3-ayaklilar1 ile verildiginde f egrisinin 8 (s) noktasindaki
asli normali ile y egrisinin y(s) noktasindaki binormal vektorleri lineer bagimli ise S
egrisine bir Mannheim egrisi, ¥ egrisine f nin Mannheim partner egrisi ve (f,y) egri

ciftine ise Mannheim egri ¢ifti denir (Liu ve Wang, 2008).
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Teorem 3.3.8. E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda s parametreli §: I € R — E3 egrisi verilsin.
p egrisinin egrilikleri x, T olmak iizere f§ egrisinin Mannheim egrisi olmasi igin gerek ve

yeter sart
Kk =Y(K?+12)
olmasidir. Burada 1 sifirdan farkli sabittir (Liu ve Wang, 2008).

Onerme 3.3.1. E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda s parametreli f:1 € R - E* egrisi
Mannheim egrisi olmak iizere f*: 1 € R — E3 egrisi B egrisinin s* yay uzunluguna gore
parametrelendirilmis bir Mannheim egri c¢ifti olsun. Eger § egrisi bir helis ise f* egrisi
bir dogrudur (Liu ve Wang, 2008).

3.4. Yiizey Teorisi

Bu boliimde genel ylizey ve regle yiizeyin tanimlar verilecektir.

Tamm 3.4.1. ¢, E3 uzayinda bir alt kiime olsun. VP € ¢ noktasinin E3 uzaymdaki V
komsulugu verilsin. Eger y: U — V N ¢ doniisiimii bir diffeomorfizm ise ¢ kiimesine E3

uzayinda bir yiizey ad1 verilir (Yiice, 2019).

Tamm 3.4.2. ¢ < E3 yiizeyi verilsin. Her P € ¢ noktasinda E3 iin ¢ yiizeyinde kalan bir
dogrusu var ise ¢ ye bir regle yiizey denir. P € ¢p noktasindan gecen ve ¢ de kalan

dogruya ise ¢ nin bir dogrultman: denir (Hacisalihoglu, 2000).

Béylece E3 Oklid uzaymda ¢ regle yiizeyinin parametrik denklemini elde etmek icin

dogrultmanlar1 kesen ve yiizey lizerinde bulunan diferansiyellenebilir bir egri

p:1 cR— E3
s — B(s)

seklinde verilebilir. Bu egriye regle ylizeyin dayanak egrisi denir. Boylece ¢ regle yiizeyi

$:1 x R — E3
(s,v) = ¢(s,v) = B(s) + vX(s)

dontigiimil ile belirlenir. Burada X(s) = (xq, x5, x3) dogrultman vektoridiir.
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Tanim 3.4.3. Bir ¢(s, v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin esas
dogrultman iizerindeki ayagmna bogaz (merkez veya striksiyon) mnoktast denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 3.4.4. Bir ¢(s,v) regle yilizeyinin ana dogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi
olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi

(egrisi) ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 3.4.1. ¢(s,v) = B(s) + vX(s) regle ylizeyinin striksiyon egrisinin yer vektori

igin

(Bs, Xs)

c(s) = B(s) XX

X(s)

yazilabilir. Eger || X|| = 0 ise striksiyon egrisi yoktur. Bu durumda regle yiizeye tanjant

yiizey denir (Yiice, 2019).

Tamm 3.4.5. Regle yiizeyler i¢in striksiyon egrisi dayanak egrisi olarak alinabilir yani

(X, ,T) = 0 alinmasi yeterlidir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 3.4.6. ¢ regle ylizeyinin komsu iki dogrultmani arasindaki en kisa uzakliginin bu
iki komsu dogrultman arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagi/ma parametresi (drali)

denir. Py ile gosterilir (Yiice, 2019).
Teorem 3.4.2. ¢(s,v) = B(s) + vX(s) regle yiizeyinin drali

_ det(By X, X,)
A

ile bulunur (Yiice, 2019).

Tamm 3.4.7. Bir regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye agilabilir yiizey denir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 3.4.3. Bir ¢ (s, v) regle ylizeyinin agilabilir olmas igin gerek ve yeter kosul regle

yiizeyin dagilma parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 2000).
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4. MATERYAL ve YONTEM

4.1. Yontem

Oklid uzaymda Serret-Frenet formiilleri, egri iizerinde hareket eden bir pargacigin
kinematik 6zelliklerini, diferansiyellenebilir bir egri boyunca her noktada tanimlar. Daha
ozele indirgenirse 3-boyutlu Oklid uzayinda teget, asli normal ve binormal vektérlerinin
tiirevleri bu hareketi tanimlar denilebilir. Egrinin egrilik ve burulmasinin yani k ve t
egriliklerinin sifir oldugu noktalarda asli normal ve binormal vektorleri genelde
tanimlanamaz. Dolayisiyla egri analitik olsa bile diferansiyellenebilir bir egri olamaz. Bu
durum ise bir uzay egrisinin egriliklerinin sifir oldugu noktalarda Frenet gatisinin
tanimlanamamasina ya da o noktalarda belirsizligine neden olur. Bu nedenle teget, asli
normal ve binormal vektdrleri ayrik sifir noktalarina sahip olduklarindan ve egrilikler sifir
noktalarinda tanimlanamadigindan Frenet ¢atis1 bu noktalarda bir egriyi incelemede
yetersiz kalmaktadir. Bu soruna ¢6ziim i¢in Sasai (1984), Frenet vektorlerinin x egriligi
ile ¢arpilmasi sonucunda yeni ¢atinin elemanlarini elde ederek Frenet catisint modifiye
etmistir. Ayrica Frenet ¢atisina karsilik gelen tiirev formiillerini de elde etmistir (Sasai,
1984). Daha sonra bu ¢at1 birgok calismaya yol gdstermistir. Ornegin, Lone vd. (2019)
modifiye ortogonal catiya gore Oklid uzayinda bazi 6zel egrileri ve bu egriler arasindaki
iliskileri arastirmiglardir. Daha sonra 3-boyutlu Galile uzayinda modifiye ortogonal ¢ati
tanimlanmis, modifiye ortogonal ¢atinin tiirev formiilleri elde edilmis ve bu ¢atiya gore

tiip yiizeyin karakterizasyonu verilmistir (Kiziltug vd., 2022).

Oncelikle Sasai’nin 1984 yilinda tanimladig1 modifiye ortogonal catr ile ilgili bazi tanim

ve teoremler incelenecektir.

Bi = B:(s), (i = 1,2,3), E3 te s yay uzunlugu parametresi ile singiiler olmayan (yani

2
2. (C;—il) # 0) bir egri olsun. Dolayisiyla I € R agik araliginda s € I yay uzunlugu

parametresi olmak {izere f§ egrisi asagidaki gibi verilebilir.

B =B(s) = (B1(s), B2(5), B3(s))-

B egrisinin birinci egriligi k # 0 oldugu varsayilarak asagidaki gibi {t,n, b} dik ¢atisi

tanimlansin.
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dp dt
t=— , =—, =t Xn. 4.1
5 TS b=txn (4.1)
Burada t X n, t ve n vektorlerinin vektorel ¢arpimlaridir. Bu son bagintilar ile modifiye

ortogonal ¢at1 vektorleri {t,n, b} ve klasik Frenet ¢at1 vektorleri {T, N, B} arasindaki

iligkiler k # 0 olmak {izere

t=T
n = kN (4.2)
b = kB

olur. Boylece x(sy) = 0 oldugunda m ve b vektorlerinin uzunluklari s parametresi
cinsinden analitik olarak degisir. Buradan (4.1) ve (4.2) denklemleri yardimiyla modifiye

ortogonal ¢atinin tiirev formiilleri i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1. B: 1 — E3 egrisinin modifiye ortogonal ¢ati elemanlari {t, n, b} olmak

tizere tiirev formiillerinin matris formu asagidaki gibi elde edilir.

0 1 0
t' . ¥ t
[n’]= A H 4.3)
’ K,"
b o, “|p
K

Buradaki tiirevler, s yay uzunluguna gore tiirevlerdir. Ayrica f egrisinin torsiyonu

B det(ﬁ’,ﬁ”,ﬁ”’)
T =

K2

seklinde bulunur (Biikg¢ii ve Karacan, 2016).

Ispat. t',n',b’ vektorleri {t,n, b} modifiye ortogonal ¢at1 cinsinden asagidaki gibi

yazilabilir.
t’ - allt + a12n + a13b
n’ - a21t+a22n+a23b
b, - a31t+a32n+a33b
t',n’, b’ modifiye ortogonal ¢at1 vektorlerinin tiirevleri sirasiyla ¢, n, b elemanlart ile ig

carpimi alinirsa a;; katsayilari
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(t',t) = a;1(t, t) + ai2(n, t) + ay3(b, t)
oldugundan a,; = 0 olarak elde edilir.

(t',n) = a;,(t,n) + a;;(n,n) + a;5(b,n)
denkleminden ise a;, = 1 olarak bulunur. Ayrica

(t',b) = a11(t, b) + a;5(n, b) + a,5(b, b)
denklemi g6z oniine alinirsa a;3 = 0 olarak bulunur. Ek olarak,

(n',t) = az;(t,t) + az(n,t) + azs(b, t)
esitliginden a,; = —k?2,

(n',n) = ay(t, n) + a,,(n,n) + a,3(b,n)

!
. K
denkleminden a,, = —,
K

(n',b) = ay,(t, b) + az;(n, b) + a;3(b, b)
oldugundan a,; =1,
(b, t) = az((t, t) + as;(n, t) + ass(b, t)
esitliginden a3, = 0,
(b',m) = az,(t,n) + az;(n,n) + aszz(b,n)
esitliginden a3, = —t ve son olarak

(b', b) = az,(t, b) + as,(n, b) + az3(b, b)

denkleminden asz; = K; olarak elde edilir. Bu katsayilar tiirev formiillerinde yerine

yazilirsa ispat tamamlanir.
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Buradan (4.2) esitlikleri ve (4.3) matris formu k = 1 iken klasik durumdaki Serret-Frenet
formiillerine denk gelir. Ayrica, Frenet esitliklerinden k? = 0 oldugu herhangi bir

noktanin 7’nun ¢ikarilabilir bir singiiler noktasi oldugu bilinmektedir.
{t,n, b} modifiye ortogonal ¢at1 asagidaki denklemleri saglar.
(t, t) = 1,(n,n) = (b, b) = Kk?, (4.4)
(t,n) =(t,b) = (n,b) = 0.

Burada (, ) 3-boyutlu Oklid uzayindaki i¢ c¢arpimdir. Ayrica (4.3) ve (4.4)

denklemlerindeki k2 (s) ve 7(s), s yay parametresi ile analitiktir (Sasai, 1984).

Gorilildigl tizere Sasai (1984) bir egrinin birinci egriliginin sifir oldugu noktalarda
tanimlanamayan Frenet ¢atisin1 modifiye ederek yeni bir ¢at1 tanimlamaigtir. Diger taraftan
Uzunoglu vd. 2016 yilinda yayimladiklar1 calismada bir egrinin teget ve binormal
vektorlerini normal vektor etrafinda 6 kadar dondiirerek Frenet catisina farkli bir bakis
getirerek yeni bir alternatif hareketli ¢cat1 tanimladilar (Uzunoglu vd., 2016). Bu alternatif
hareketli ¢atiya gore egrinin normal vektorii ile Frenet ¢atisina gore normal vektorii egri
boyunca ayni iken teget ve binormal vektorleri normal vektdr etrafinda 6 kadar
dondiiriilerek C ve W vektor alanlari elde edilmistir. Yeni tanimlanan bu {N, C, W} ¢atisi
egrinin alternatif hareketli ¢atis1 olarak adlandirilir. Bu kisimda alternatif hareketli ¢ati

tanimi verilecek ve bu catiya gore bazi teoremler incelenecektir.

3-boyutlu Oklid uzayinda §: I € R — E3, s yay parametreli birim hizl1 regiiler egri olsun
(I B'(s) I=1). Eger B egrisi sifirdan farkli bir egrilige sahipse Frenet egrisi olarak
adlandirilir (B”(s) # 0). Ayrica, B regiiler bir birim hizl1 egrisinin Frenet ¢at1 elemanlari

{T, N, B} olmak tizere Frenet tiirev formiilleri
T'"=kN, N'=—-kT + 1B, B' = —tN

seklindedir. Burada k =|| a” |l=(T', N) ve T = (N’, B) sirasiyla 8 egrisinin egriligi ve
burulmasidir. Frenet ¢atisina alternatif olarak Uzunoglu vd. (2016) tanimladig: alternatif

hareketli cat1 tanimi asagidaki gibidir.
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Tamm 4.1.1. B:1 ¢ R — E3 birim hizli egri olsun. B(s) egrisi boyunca, N asli normal

N N' TT+KB ... .. o
vektor alanm, C = ve W = s) egrisinin birim Darboux vektori olmak
T Ve B(s) et

tizere {N,C,N x C = W} kiimesine 8 egrisi boyunca alternatif hareketli ¢ati1 denir. Bu

alternatif hareketli ¢atinin tiirev formiilleri

N’ 0 f 0[N
c'|=|-f o gllc (4.5)
w' 0 -g 0llw
olmak tlizere
_\/ 2 2 _ \/1 H2 — K’ 7y
f=VK*+1* =K1+ H?, g_K2+TZ(E)

seklindedir. k, T sirasiyla f egrisinin egriligi ve burulmasi ve H =£ ise [ egrisinin
harmonik egriligidir (Uzunoglu vd., 2016). Ayrica {N, C, W} alternatif hareketli ¢at1 ile
{T, N, B} Frenet ¢atis1 arasindaki iliski

_—KC+TW B_TC+KW
VkZ+ 12’ VK2 + 12

gibidir. Burada N vektdr alani ortaktir (Kaya ve Onder, 2017).

{N, C, W} alternatif hareketli gat1, egrinin teget vektorii T ve egrinin binormal vektorii B

belirli bir 8 agis1 ile asli normali N etrafinda dondiiriilerek elde edilir.

N(s)

C(s) <

T(S)

B(s) Wi(s)

Sekil 4.1. Egri tizerinde {N, C, W} alternatif hareketli gat:
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Ayrica, Uzunoglu vd. (2016) {N, C, W} alternatif hareketli ¢atiya gore slant helis ve C-

slant helis karakterizasyonlarini agagidaki gibi vermistir.

Tamm 4.1.2. f:1 € R — E3, E3® uzayinda bir birim hizli egri olsun. {N,C,W3}, B

egrisinin alternatif hareketli ¢atis1 olsun. Bu durumda, f§ egrisinin C vektor alani sabit bir
v dogrultusu ile sabit & (8 * g) acis1 yapiyorsa [ egrisine C-slant helis denir. Yani her

’ ’ 2

ise [ egrisine C-slant helis denir (Uzunoglu vd., 2016).

Tamm 4.1.3. B:1 ¢ R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir birim hizli egri olsun.
{N,C,W,f,g}, B egrisinin alternatif hareketli ¢at1 elemanlar1 olsun. Boylece 8 egrisinin

slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

% = sabit 4.7)

olmasidir (Uzunoglu vd., 2016).

Teorem 4.1.2. B:1 ¢ R — E3, E3 uzayinda bir birim hizli egri olsun. {N,C,W3}, B

egrisinin alternatif hareketli ¢atisi olsun. 8, C-slant helisinin v ekseni

2+2 2_|_2
,=190" ) ST

r@ )

dir. Burada § sabit ag1, f = VK2 + 12, g=0f ve 0 = i 3 (3) dir (Uzunoglu vd.,

(k2+12)2 K¢

W »coséd

2016).
Ispat. 8 egrisi C-slant helis olsun. Bu durumda

(C,v) = cosd
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dir. Son esitligin diferansiyeli s parametresine gore alinir ve alternatif hareketli ¢ati

elemanlar1 yerine yazilirsa
—f(N,v)+ g(W,v) =0 (4.8)

olur. Tekrar (4.8) denkleminin diferansiyeli alinir, (4.5) yerine yazilir ve diizenlenirse son

iki denklemden

2 2
(N,U)=—g(f +g, )cos&
(7

2 2
(W,v)zf +g, cos &

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.1. B:1 ¢ R — E3, E® uzayinda bir birim hizli egri olsun. {N,C, W, f, g}, B
egrisinin alternatif hareketli ¢ati elemanlar1 olsun. f, g alternatif hareketli ¢atinin

egrilikleri olmak iizere 8 egrisinin C-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ﬁ (?) — sabit 4.9)

olmasidir (Uzunoglu vd., 2016).

Ispat. C-slant helis tanimidan v dogrultusunun birim ve sabit bir dogrultu oldugu
bilinmektedir. Teorem 4.1.2°deki v dogrultu denkleminden (4.9) denklemi elde edilir.

Tersine (4.9) esitligi dogru olsun.

2+2 2_|_2
,=190" ) ST

2 BT

olmak tizere buradan her iki tarafin C vektori ile soldan i¢ ¢arpimi alinirsa (C, v) = cosd

W ¢ coséd

oldugu elde edilir. Son esitligin diferansiyeli alinip (4.5) esitlikleri yerine yazilirsa
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—f(N,v) + g(W,v) = —sin§.§’,

(N, vy = 29749 6 5 ve (W, v) = 49 cos 6 denklemlerinden — sin & . 8" = 0 oldugu
r*(%) )

goriillir. Boylece 6 sabit bir fonksiyondur. Yani 8 egrisi C-slant helistir.

Tamm 4.1.4. 3-boyutlu Oklid uzay1 E3 te {N,C, W} alternatif hareketli catisina gére

Darboux vektori

D_0N+W
V1 + o2

ile tamimlanir. Burada o = % dir. Ayrica DXN =N'DXC=C'"ve DXW =W’ dir

(Uzunoglu vd., 2016).

Alternatif hareketli cat1 diferansiyel geometride egriyi incelemede farkli bir bakis
kazandirmig bdylece bir cok tez ve makaleye calisma konusu olmustur. Bu ¢aligmalardan
biri de C-partner egriler olarak tanimlanan yeni tip egri ¢iftleridir (Kaya ve Onder, 2017).
Bu ¢alismada C-partner egrileri, {N, C, W} alternatif hareketli ¢atisina gore verilmistir. C-
partner egrilerin rektifiyan diizlemlerinin ortak bir dogru boyunca sabit bir ag1 ile kesistigi
elde edilmistir. Simdi C-partner egrilerin alternatif hareketli ¢atiya gore tanimi verilecek

ve bu egri ¢iftinin bazi teoremleri incelenecektir.

Tanim 4.1.5. « = a(s) ve @; = a4(s1); S ve s; parametreleriyle birlikte iki regiiler egri
olsun. (a) ve (a,) egrilerinin Frenet catilar1 sirasiyla {T, N, B}, {T;, N;, B;} ve Frenet
egrilik, burulmalar1 sirasiyla {k, t} ve {x,, 7;} olsun. Bu egrilerin alternatif hareketli ¢at1
clemanlar1 ve egrilikleri sirasiyla {N,C,W,f,g} ve {N,,C;,Wy,f;,91} olsun. Bu
durumda eger C ve C; vektor alanlari ¢akigik ise yani C = C; ise (a) ve (a;) egrilerine

C-partner egrileri denir (Kaya ve Onder, 2017).
Tanim 4.1.5’ten @4 egrisinin parametrik gosterimi asagidaki gibi verilebilir.

a,(s) = a(s) + R(s)C(s).

28



Burada, R = R(s) (a) ve (a;) egrileri arasindaki uzaklik fonksiyonudur. C ve C; vektor
alanlar1 gakisik yani C = C; oldugundan (a) ve (a;) egrilerinin alternatif hareketli gati

elemanlar1 arasindaki iligki

{Nl =cosON —sin6 W,
W, =sin@ N +cosO W

yada

{N:c059N1+sin9W1,
W = —sin N; + cos 0 W;

seklindedir. Burada 8 = 6(s) agis1t N, N; ve W, W, arasindaki agidir. Ayrica 6 agisi

egrilerin karsilikli noktalarindaki rektifiyan diizlemlerinin arasindaki agidir.

Teorem 4.1.3. (@) ve (a;) C-partner egriler olsun. Egrilerin karsilikli noktalarinda,

rektifiyan diizlemleri arasindaki 8 = 6(s) agis1 sabittir (Kaya ve Onder, 2017).
Ispat. (a) ve (a;) C-partner egrileri olsun. Tanim 4.1.5’ten
W, =sin@ N + cosO W

seklindedir. Son denklemin s parametresine gore tiirevi alinirsa

aw, dWyds, df ON + s ng de OW + gdW
ds ds, ds ds €0s % as T as o 0S¥ ds

elde edilir. (4.5) tiirev formiilleri son denklemde yazilirsa

ds
—glCld—Slz 0" cosON + (fsinf —gcosf)C —0'sind W

denklemi elde edilir. € = C; oldugundan

{H’COSH =0,
6'sinf =0

dolayisiyla 8" = 0 yani 8 = sabit oldugu elde edilir.
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Bu teoremin ispati, C-partner egrilerin bir diger geometrik tanimini vermektedir. C-
partner egriler, bu egrilerin rektifiyan diizlemlerinin bir dogru boyunca karsilik gelen
noktalarinda sabit bir ag1 ile kesistigi egriler olarak tanimlanabilir. Buradan, R = R(s)

sabit fonksiyonunun bazi karakterizasyonlar1 verilebilir.

Teorem 4.1.4. (a) ve (a;) C-partner egriler olsun. Bu egri ¢ifti arasindaki R uzakliginin

sabit olmast i¢in gerek ve yeter sart cos 6 (Tf' — T'f) +sin6 (tg' —7'g) = 0yada

—— = sabit

T\ 2

(g) g
T

VK2+12

olmasidir. Burada k¥ = veT = *dir (Kaya ve Onder, 2017).

Ispat. (a) ve (a;) C-partner egriler olsun. C-partner egri tanimindan
a1(s) = a(s) + R(s)C(s)
yazilabilir. Son denklemin s parametresine gore tiirevi alinirsa

ds
Tld—slzT—RfN+R’C+RgW

bulunur. € = C; ve = sabitve T} = —kC; + TW;, T = —kC + TW ve

{N = cosO N; +sinf W,
W = —sinf0 N; + cos 0 W;

denklemlerinden gerekli diizenlemeler yapilarak

g <+ R’

g =7F ’
Rf cos@ + Rgsin@ + Tsinf =0, (4.10)
_ds;

Tlngcose—Rfsin9+Rgcost9

elde edilir. Dolayistyla son denklem sisteminin ikinci denkleminden
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R= —Tsin6
~ fcosf +gsin@

bulunur. Son denklemin s parametresine gore tiirevi alinarak

_sin@cosO(—fT' + f'T) +sin? O (—gT' + g'7)
B (f cos 8 + g sin )2

!

elde edilir. Boylece R’ = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
cosO(—fT' + f'T) +sinf(—gt' + g't) =0

olmasidir. Buradan

olur.

Teorem 4.1.5. (a) ve (a;) C-partner egriler olsun. O halde, (@, @) egri ¢ifti arasindaki

R uzaklig1

_ 91T — g1
ffi—991

dir (Kaya ve Onder, 2017).
Ispat. (a) ve (a;) C-partner egriler olsun. Teorem 4.1.4’teki (4.10) denklem sisteminden

R= —Tsin6
~ fcosf +gsin@

ya da diizenlenerek
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Rf cos@ + Rgsin@ + Tsinf =0
elde edilir. Son denklemde Rf ve Rg ayr1 ayri yalniz birakilirsa

sin@ (T + Rg)
Rf=————-=

f cos @
ve

—Rf cosf — Tsinf
Rg =

sin @

olarak bulunur. Son denklemler (4.10) denklem sisteminde yerine yazilirsa sirastyla

ds
fld—slcosH =T+Ryg 4.11)
A\
ds
fld—slsinH = —Rf (4.12)

denklemleri elde edilir. Teorem 4.1.4’ten
a;(s) = a(s) + R(s)C(s)

oldugu bilinmektedir. Son denklemde R uzaklig1 agagidaki gibi diigiiniiliirse
a,(s) = a(s) = R(s)C(s)

seklinde elde edilir. Benzer islemlerle asagidaki denklemler bulunur.

_ds _
Td—slcosezrl—Rg1 (4.13)
veE
_dsy
r—dsl sin® = —Rf,. (4.14)

(4.11) ve (4.12) denklemleri taraf tarafa ¢arpilirsa
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77, cos? @ = —RTg, — R*’gg, + 7T, + RT,g
bulunur. Benzer sekilde (4.13) ve (4.14) denklemleri taraf tarafa ¢arpilirsa
ffl SiIlZ 9 = szfl

seklinde elde edilir. Elde edilen son iki denklem taraf tarafa topalanir ve R yalniz

birakilirsa

_ 91— 019
ffi—991

bulunur. Boylece ispat biter.

Helisler ile Bertrand egrileri arasinda gii¢lii bir iliski vardir. Bu nedenle Bertrand egrileri
ile iliskili birgok uygulama verilebilir. Ornegin; bir kiiresel a egrisinin gember olmasi igin
gerek ve yeter sart bu egri ile iliskili Bertrand egrisinin dairesel helis olmasidir. Ayrica
Bertrand egrileri bir genel helis {izerine inga edilebilecegi gibi C-partner egrileri ile de

helis, slant helisler arasinda da bazi iliskiler verilebilir.

Teorem 4.1.6. () ve (a;) C-partner egriler olsun. O halde a egrisinin bir slant helis

olmas1 igin gerek ve yeter sart a; egrisinin bir slant helis olmasidir (Kaya ve Onder,

2017).
Ispat.
{Nl =cosON —sin@ W,
W, =sin@ N +cosO W
ve N{ = f;C, oldugundan

(N1" C1> = f1

oldugu elde edilir. Ayrica N; = cos@ N — sin 8 W denkleminin s; parametresine gore

tirevi alinirsa

dN, ds
( C)=E(cost9f+sin9g):f1
1

» &1
ds;
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bulunur. W; = sin@ N + cos 8 W denkleminin s; parametresine gore tlirevi alinir ve
W, = —g,C; oldugu kullanilirsa

dW, ds

d—51,Cl) =d—51(sm9f—cost9g) =—-g;

(

bulunur. Boylece

g1 _—sin@f +cosbg
fi  cosOf+sinfg

elde edilir. Buradan (a) slant helis olsun. Bu durumda% = ¢ = sabit olur ki bu durumda

91 — sabit oldugu elde edilir. Tersine (a,) slant helis olsun. Bu durumda % = d = sabit

1 1

olur ki bu durumda% = sabit oldugu elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Sonug 4.1.2. (a) ve (a;) C-partner egriler olsun. Eger a egrisi bir helis ise @, egrisi bir
slant helistir. Ayrica a, egrisi bir helis ise a egrisi de bir slant helistir (Kaya ve Onder,
2017).

T

Ispat. (a) bir helis olsun. Bu durumda %: ¢ = sabit = (K) = 0 ’dir. Alternatif

_x (1) oldugundan g = 0 bulunur.

K2+12 \K

hareketli ¢atinin egrilikleri f = Vk2 + t2ve g =
Teorem 4.1.6’dan

gr _—sinff +cosfg  sinf

= = - = —tan @ = sabit
fi cos@ f +sinf g cos 6 an sabt

olur yani (@) slant helistir. Tersine (a;) bir helis olsun. Bu durumda ;—1 = ¢ = sabit
1

oldugundan g, = _ral ( T—l) = 0 olur. O halde

K12+T12 K1

sin@ f, + cos 6 sin
g fi 91 _ = tan @ = sabit

7_cost9f1—sint9g1 ~ cos@

olur yani () slant helistir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliim tezin orijinal bdliimiinii olusturmaktadir ve dért alt bashga ayrilmistir. Tlk
olarak 3-boyutlu Oklid uzayinda gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at: tanimi verilmis ve
bir egrinin gelistirilmis alternatif ortogonal catiya gore slant helis olma sartlar
incelenmistir. Ikinci olarak gelistirilmis alternatif ortogonal gatiya gore C*-partner
egrileri tanimlanarak bu egrilerin karakterizasyonlar1 elde edilmis ve bazi 6zel egrilerle
olan iliskileri incelenmistir. Ugiincii kisimda gelistirilmis alternatif ortogonal cati
yardimiyla elde edilen regle yiizey tanimlanmistir. Dérdiincii kisimda ise bu regle yiizeyin
acilabilirlik durumlar1 bazi 6zel sartlar i¢in ayr1 ayr1 incelenmis ve regle ylizeyin bazi

karakterizasyonlar1 elde edilmistir.

5.1. Gelistirilmis Alternatif Ortogonal Cati, N*-Slant Helis ve C*-Slant Helis

Bu boliimde, ilk olarak 3-boyutlu Oklid uzaymda gelistirilmis alternatif ortogonal cati
tanimlanmistir. Daha sonra ise gelistirilmis alternatif ortogonal catiya gore N *-slant helis
ve C*-slant helis tanimlar1 verilmistir. Son olarak, gelistirilmis alternatif ortogonal cati

kullanilarak bu 6zel egrilerin baz1 karakterizasyonlar1 elde edilmistir.

Regiiler bir egrinin birinci egriliginin sifir (x = 0) oldugu noktalarda Frenet c¢atisi
tanimlanamamaktadir. Bu durumda bu egri i¢in Frenet catisindan farkli catilar
tanimlamak miimkiindiir. Dolayisiyla Frenet catis1 genisletilerek yeni bir cati
tanimlanabilir. Frenet ¢atisindaki benzer durum {N, C, W} alternatif hareketli ¢at1 i¢in de

soz konusudur. {N, C, W} alternatif hareketli ¢atinin egriliginin sifir (f(s) =l N'(s) ll=

0) oldugu noktalarda C = NT = ”11:_,” oldugundan C vektor alan1 tanimlanamaz. Bdylece

alternatif hareketli ¢at1 olusturulamaz. Bir egrinin bu tiir noktalarindaki sorunun ¢ézimii
icin modifiye ortogonal catidaki yontem diislintilerek "gelistirilmis alternatif ortogonal
cat1" tanimlanmasi bu noktalarda da cat1 hareketinin karakterizasyonu agisindan oldukca

onemlidir. Simdi, gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at1 tanimi1 verilecektir.

Tamm 5.1.1. a:/ ¢ R — E3, s yay parametreli birim hizli bir egri olsun. 3-boyutlu
Oklid uzayinda a egrisinin gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at1 vektorleri {N*, C*,W*}

ve alternatif hareketli ¢at1 vektorleri {N, C, W} arasindaki iliski
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N* = kN,
= fC (5.1)
W o= fw

seklindedir. Burada f(sy) = 0 oldugu noktalarda C*(sy) = W*(sy) = 0 dir (Kiziltug
vd., 2023).

Buradan, 3-boyutlu Oklid uzaymda gelistirilmis alternatif ortogonal catinmn tiirev

formiilleri i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.1. a:] € R — E3, s yay parametreli birim hizli bir egri olsun. Burada

{N*,C*,W*} gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atinin tiirev formiilleri

*! s 0 *
N K Kk N
o —f* f )
¢ l=lme Fo9lc (5.2)
w* 0 —-g f_ w*
f

seklindedir. Burada f = Vk? + 12, g = i G) dir (Kiziltug vd., 2023).

K2 +72

Ispat. @, s yay parametreli birim hizli bir egri olsun. Alternatif hareketli ¢atinin normal

vektorinin tiirevi
N' = fC
dir. Burada (5.1) esitlikleri yardimiyla
N*'
() -e
K
elde edilir ve son denklem diizenlenirse

N* 'k —N*k'

=C*
KZ

bulunur. Dolayisiyla gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atinin normal vektoriiniin tlirevi
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!

, K
N*' = —N*+kC*
K

seklinde elde edilir. Benzer sekilde C vektoriiniin tirev formiilii (4.5) tlirev

formiillerinden
C'=—fN+gW

dir. Burada (5.1) esitlikleri yerlerine yazilarak

! *

()t

elde edilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

! JZ j’
C" =——N"+=—C" w*
K +f tg

seklinde gelistirilmis alternatif ortogonal catinin C* vektoriiniin tiirevi elde edilir. Son

olarak (4.5) tiirev formiillerinden
W'=—-gC

oldugu biliniyor. Burada (5.1) esitlikleri yerlerine yazilarak

() o5
f f
denklemi elde edilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa gelistirilmis alternatif

ortogonal ¢atinin Darboux vektoriiniin tiirevi

W' =—gC* + fTW*

bi¢ciminde bulunur. Elde edilen denklemler diizenlenerek gelistirilmis alternatif ortogonal

catinin tiirev formiilleri matris formunda yazilirsa
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*/ —_— O *
N . K N
I A .
C =% 7 g l|IC
w* 0 —g f_ w*
f

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ayrica, {N*, C*, W*} gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at1 vektorleri asagidaki esitlikleri

saglar.
(N*,N*) = 12, (C*,C*) = f2, (W*,W*) = f2
ve
(N*,C*)=0, (N, W*)=0, (C,W*)=0.

Burada egrinin alternatif hareketli catiya gore egrilikleri f = V2 + 72 dir. Ayrica k ve

7 sirastyla (@) nin Frenet ¢atisina gore egriligi ve burulmasidir.

Teorem 5.1.2. a:1 € R — E3, s yay parametreli birim hizli bir egri olsun. Egrinin
Frenet gatis1 {T, N, B} ve gelistirilmis alternatif ortogonal catis1 {N*, C*, W*} olmak lizere
gelistirilmis alternatif ortogonal catinin vektorleri ile Frenet catisinin vektorleri

arasindaki iligki

N* = kN,
cC* = —«kT+ 1B, (5.3)
W* = 1T + kB

seklindedir (Kiziltug vd., 2023).

Ispat. a birim hizli bir egri olsun. (5.1) esitliklerinden N* = kN dir. Tanim 4.1.1 ve (5.1)

esitliklerinden W* ve C* vektorleri

W*=fW=f(]lc (TT+KB)>=TT+KB

Ve
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C*=fC =f(%(—KT+TB)> = —xT + 1B

olarak bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 5.1.1. a: I ¢ R — [E3 birim hizl bir egri olsun. Egrinin Frenet ¢atis1 {T, N, B} ve
gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atis1 {N*,C*,W*} olmak fiizere Frenet catisinin
vektorleri ile gelistirilmis alternatif orotgonal ¢at1 vektorleri arasindaki iliski

_ —kCT+ W N* B_TC*+KW*

N = — =
KZ+12 K’ K2 + 12

seklindedir (Kiziltug vd., 2023).

Ispat. a birim hizli egri olsun. Bu durumda (5.3) esitliklerinin son iki denklemi taraf

tarafa ¢oziiliirse

1
B :f'_Z(KW*+TC*)
Ve
1 * *
T = —f—Z(KC —TW )

olarak bulunur. Bu denklemler gerekli diizenlemeler yapilarak f = Vk?2 + t2 oldugundan
{N*,C*,W*} gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at1 ile {T, N, B} Frenet ¢atis1 arasindaki
iliski

seklinde elde edilir.

Simdi, {N*, C*,W*} gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atiya gére N*-slant helis ve C*-

slant helis egrilerinin karakterizasyonu ile ilgili teoremler verilebilir.
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Tamm 5.1.2. a: ] ¢ R — E3, E3 uzayinda s yay parametreli bir birim hizli egri olsun.

{N*,C*,W*}, a egrisinin gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atis1 olsun. Bu durumda, «
egrisinin N* vektorii sabit bir X dogrultusu ile sabit { (( * g) acis1 yapiyorsa « egrisine

N*-slant helis denir. Yani her s € [ igin

(N*,X) = kcos( (5.4)
ise a egrisine N *-slant helis denir (Kiziltug vd., 2023).

Teorem 5.1.3. (a), E3te {N*,C*,W* f,g} gelistirilmis alternatif ortogonal gati
elemanlarina sahip birim hizli bir egri olsun. () birim hizl egrisi gelistirilmis alternatif
ortogonal catiya gore N *-slant helis ise N *-slant helisin ekseni X ile gelistirilmis alternatif

ortogonal ¢at1 elemanlar arasindaki iligki

2
X = kcos{N"* +%cos(W*

seklindedir. Burada, k, (a) nin Frenet egriligi, f = Vk? + t2 olmak {izere {, N* ve X
vektor alanlari arasindaki acidir (Kiziltug vd., 2023).

Ispat. (a), E3 te {N*, C*, W*} gelistirilmis alternatif ortogonal catrya gre N *-slant helis
olsun. Bu durumda, Tanim 5.1.2°deki (5.4) denkleminin s parametresine gore

diferansiyeli alinir ve (5.2) tlirev formiilleri yerine yazilirsa

(C*,X)=0 (5.5)

denklemi elde edilir. Bdylece X birim sabit vektorii

X = kcos{N* + AW~ (5.6)

seklinde yazilabilir. Burada A diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. Eger (5.5)

denklemine tiirev alma islemi tekrar uygulanirsa

2 l
—%(N*,X) +f7(C*,X) +g(W*,X)=0
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bulunur. Ayrica (5.4) ve (5.5) denklemleri son denklemde yerine yazilir ve bu denklem

diizenlenirse

f2
w*X)= ?cos( (5.7

esitligi elde edilir. Son olarak (5.6) ve (5.7) denklemleri g6z oniine alindiginda N*-slant

helisin ekseni

2
X = kcos{N"* +%cos(W*

olacak sekilde bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.

Tamm 5.1.3. a: ] ¢ R — E3, E3 uzayinda s yay parametreli bir birim hizli egri olsun.

{N*,C*,W*}, a egrisinin gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atis1 olsun. Bu durumda, «
egrisinin C* vektorii sabit bir Y dogrultusu ile sabit n (77 = g) acis1 yapiyorsa a egrisine

C*-slant helis denir. Yani her s € [ igin
(C*,X) = kcosn (5.8)
ise a egrisine C*-slant helis denir (Kiziltug vd., 2023).

Teorem 5.1.4. (a), E3te {N*,C*,W* f,g} gelistirilmis alternatif ortogonal gati
elemanlarina sahip bir birim hizli egri olsun. (a) egrisi C*-slant helis ise C*-slant helisin

ekseni Y, gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at1 elemanlar1 cinsinden

Y = pucosn N* + fcosn C* + §cosn W*
seklinde karakterize edilir. Burada f = Vk2 + 72 olmak iizere n, C* ve Y vektor alanlar
arasindaki agidir. Ayrica yu = % ved = % “dir (Kiziltug vd., 2023).

Ispat. (a) egrisi {N*, C*, W*} gelistirilmis alternatif ortogonal catiya gore C*-slant helis

oldugunu diisiiniildiigiinde Tanim 5.1.3’ten
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(C*,Y) = fcosn

dir. Burada n, C* ve Y vektor alanlar1 arasindaki sabit agidir. Simdi (5.8) denkleminin s

yay uzunlugu parametresine gore ardisik tiirevleri alinirsa

—f;(N*, Y)+ fTI(C*, Y)Y+ g(W*,Y) = f'cosn,
Lo =g e g+ (o + 4 o =o
bulunur. Bu denklemler diizenlenerek sirasiyla,
(N*,Y) = %cosn,
(WY) = %cos
denklemleri elde edilir. Sonug olarak, pu = % ve § = % olarak yazilirsa

C*-slant helisin ekseni olan Y vektor alani
Y = pucosn N* + fcosn C* + §cosn W*

biciminde yazilabilir. Bdylece ispat tamamlanir.

5.2. Gelistirilmis Alternatif Ortogonal Catiya Gore C*-Partner Egrileri

Bu bolimde {N*, C*, W*} gelistirilmis alternatif ortogonal gatiya gére C*-partner
egrileri tantmlanacaktir. Ayrica bu yeni egri ¢ifti ile ilgili bazi tanim, teorem ve sonuglar

verilecektir.

a:l cR— E3, B:] c R — E3; sirasiyla s € [ ve s; € ] yay parametreli iki
farkli birim hizli egri olsun. Ayrica () ve () egrilerinin Frenet vektorleri ve egrilikleri
sirastyla {T, N, B, k, T} ve {Ty, Ny, B, k1, T, } olarak verilsin. Bu durumda asagidaki tanim

ve teoremler verilebilir.
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Tamm 5.2.1. a:I c R — E3 ve f:] € R — E3 iki regiiler egri olsun. (a) ve (B)
egrilerinin gelistirilmis alternatif ortogonal cati elemanlar1 ve egrilikleri sirasiyla
{N*,C*,W*,f,g}ve {N, C{, W/, f1, g1} olsun. Bu durumda eger C* ve C; vektor alanlar1
egrilerin karsilikli cakigmayan noktalarinda lineer bagimli ise (@) ve () egri ¢iftine C*-

partner egrileri denir (Kiziltug vd., 2023).

Teorem 5.2.1. (a) ve (B), E3 te C*-partner egrileri olsun. Bu durumda, (a) ve () C*-

partner egrilerinin karsilikli cakigsmayan noktalar1 arasindaki uzaklik sabit degildir

(Kiziltug vd., 2023).

Ispat. (a) ve (B) egrileri E3’te C*-partner egrileri olsun. {N*,C*, W*} ve {N;,C;, W;}
sirastyla bu egrilerin gelistirilmig alternatif ortogonal ¢at1 vektorleri olarak verilsin. Bu
durumda C*-partner egrilerinin karsilikli cakigmayan noktalar1 arasindaki iliski asagidaki

gibi yazilabilir.

B(s) = a(s) + D(s)C*(s) (5.9)

Burada D = D(s) uzaklik fonksiyonu ve s € I, (&) egrisinin yay parametresidir. Eger
(5.9) denkleminin s € I parametresine gore tiirevi alinirsa bu tiirev
dg da dD dc*

as - as T @t P

seklinde elde edilir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

A R Y Y 5.10
ds, ds ds ds (5.10)

olarak bulunur. (5.10) denklemi diizenlenirse

ds
HE§=T+DF+D@W

denklemi elde edilir. Burada T ve Ty, (), (8) C*-partner egrilerinin teget vektorleri ve
s1, (B) egrisinin yay parametresidir. (5.2) matrisindeki gelistirilmis alternatif ortogonal

catinin tlirev formiilleri kullanilirsa
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1K— + +D —7]\/ +? +gW

olur. Ek olarak, son denklem diizenlenirse

Tdsl—T+ D’+Df, c* szN*+D w* 5.11
1 dS - f K g ( . )
esitligi elde edilir. Burada
1 * *
T, = _2(T1W1 — K, C1),
fi
1 * *
T = f—Z(TW —kC )

oldugundan (5.11) denkleminde yukaridaki esitlikler yazilirsa

1

oL TW* —kC*) + D’+Df’ C* DfZN*+D w*
ds_fZT K K g

f

bulunur. Son denklem diizenlenirse

Kids; ., T1dsy
fZds * + fZ ds Wi
(5.12)

f? f f?

seklinde elde edilir. Burada {x, t} ve {k;, ,}, C*-partner egrilerinin Frenet egrilikleridir.

K Df’ T
= N'+|—=+D'+ C*+<—+Dg)W*

Diger taraftan {C*, C;'} vektor alanlarinin lineer bagimli oldugu disiiniiliirse
C*=Cy
oldugundan
(Cr,C")y = f2=(C",C1) =(C1,C) = ff
esitligi bulunur. Son esitliklerden ise

f2:f12
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denklemi elde edilir. Dolayisiyla (5.12) denkleminin her iki tarafi da C* vektorii ile i¢
carpim yapilirsa

Ve

Ky ds; -k +D'f?+Dff’

flz ds f2

esitlikleri elde edilir. Ayrica, f? = fi oldugundan

—Klgz—Kﬁ'D’fzﬁ'fo’

denklemi elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

ds;
K‘M%_ D'f +Df'
f? f

olarak bulunur. Boylece

ds
“TNE gy
o (5.13)

denklemi elde edilir. Sonug olarak (5.13) denkleminden uzaklik fonksiyonunun sabit

olmadig1 goriiliir.

Ozel olarak
ds;
K — Kq E =0
alindig1 takdirde
o ds;
=K

esitligi elde edilir. Bu durumda
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(Df) =0

esitligi bulunur. Dolayisiyla Df = ¢ = sabit olur. Bu durumda

c
D = —, (c = sabit)
f

denklemi elde edilir. f # sabit olmak {izere D uzakliginin yine sabit olmadig1 goriiliir.

Boylece ispat biter.

Eger, () ve (B) C*-partner egrilerinin sirasiyla, C* ve C; vektor alanlart C* = Cf
denklemini saglarsa bu durumda C*-partner egrilerinin f ve f; alternatif hareketli

catisinin egrilikleri f2 = f;? denklemini saglar.

Ayrica k >0, f >0 ve (N*,N*) =«k?, (C*,C*)=f? (W*W*)= f? oldugundan
{N*, C*, W*} vektorlerinin boylar1 asagidaki gibi yazilabilir.

IN“Il = VAN*,N*) =2 = || = x,
Il = (cr ey =i =,
Wl =Jw-w =Jf2=7f.

O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.2.2. (a) ve (B), E3te C*-partner egrileri olsun. (@) ve (B) egrilerinin
gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atilari sirasiyla {N*, C*, W*} ve {N;, C{, W '} ve N*, N
arasindaki a1 ise o olsun. {N*,C*,W*} ve {Ny, C;, W;'} gelistirilmis alternatif ortogonal

catilar1 arasindaki iligki

K 0 K
— COSQ —sinp .

N* Ky fi Ny

c|=| o 1 0 |le

w* f w; (5.14)

P sinp cosQ

seklindedir. Burada (a) ve (B) egrilerinin Frenet egrileri x, k; ve alternatif hareketli

catiya gore egrilikleri sirasiyla f, f; dir (Kiziltug vd., 2023).

46



Ispat. (a) ve (B) C*-partner egrileri oldugundan C* = C; olur. Ayrica N* ve Nj ile W*

ve Wy arasindaki ag1 g olsun.

Ny

»
>
-

»W’
Sekil 5.1. N* ve Ny ile W* ve W} arasindaki g agis1

Bu durumda

<W*' W1*> _ <W*' W1*>
W= vyl fh

cosp =

esitligi yazilir buradan W* ve W} vektorlerinin i¢ garpimi
(W, Wy') = fficose
seklinde elde edilir. Dolayistyla

NN (W W)
NN ey

cosp =

oldugundan N* ile N vektorlerinin i¢ ¢arpimi
(N*,N;) = kK COSQ
olarak elde edilir. Benzer sekilde

Wi N%Y (W, ;)
WEINT -

cos(90 — p) = sinp =

oldugundan buradan
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(N*, W) = kf;sing
esitligi bulunur. O halde,

W N;) (W N;)
WAIING T~ o

cos(90 + g) = —sinp =

denkleminden yararlanilarak
(W*,Ni) = =K1 fsing
sonucuna ulagilir.

Simdi N* vektorii N* = aN; + bW/ olarak alinsin. Bu durumda bu denklemin her iki

tarafin Ny ile i¢ carpimi alinirsa
(N*,Ni) = a{Ng, Ny') + b{Wy, Ny)
olur. (N*, N') = kK cosp ve (W', N;') = 0 oldugu goz oniine alinir ve
KK,C0SQ = ak?

denklemi dizenlenirse

K
a = —cCoS
Kq ¢

oldugu elde edilir. Benzer sekilde N* = aN; + bWJ esitliginin W;" ile i¢ carpimi alinirsa
(N*, W) = a{Ny, Wy') + b{Wy, Wy')

olur. Burada (N* W;) = kf;sing, (N;, W) =0 ve (W, W) = f? oldugundan bir

onceki denklemde yerine yazilirsa

kfising = bfy’

ifadesi elde edilir. Dolayistyla

b = —sinp
1
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bulunur. Simdi W* vektori W* = cNy + dW]" olarak goz oniine alinsin. Bu denklemin

Ny ile i¢ carpimi yapilirsa
(W*,Ny) = c(N], Ny) + d(W;, Ny)

olur. Burada (W*, N} = —k, fsing, (N5, N;') = k? ve (W}, N;') = 0 oldugu goz dniine

alinirsa
—K, fsing = ck?

seklinde yazilabilir. O halde c,

¢ = ——sin
Ky e

olarak bulunur. Benzer sekilde W* = cN; + dW," denkleminin her iki taraft W;" ile i¢

¢arpimi yapilirsa
(w-, W1*> = C(N1*; W1*> + d<W1*: W1*>

seklinde olur. Burada (W*, W*) = f ficoso, (W;, W) = f# ve (N5, W) = 0 oldugu goz

Oniine alinirsa

f ficose = dff’

ifadesi bulunur ve son ifadeden

d = —cosp
1

biciminde elde edilir. Sonug olarak bulunan a, b, ¢, d katsayilar yerine yazildiginda N*

ve W* vektorleri
N* x N’ + K si Wy
= —cospoN; + —sinpW7,
K fi

1

w* = —isingNl* + Lcosgwl*
Kq 1

49



yada

cosg sing
Kq fr

W* = ( sinp N+ coso W*)
- f Kl 1 f1 1

olarak bulunur. Ayrica son denklemlerden N ve W yalniz birakilirsa

K K sin?
fsinpN* = f—cosgsinQNl* +f ® wy

Kq fi v
2
K K COS
kcospW™ = — f— cospsingN; + f—Q wy
Kq fi

elde edilir. Son iki denklem taraf tarafa toplanip diizenlenirse

fr . :
— W, = fsinopN* + kcosopW*
1

bulunur. Benzer sekilde

K cos? K
fcosoN* = fK—QNl* + f—cosgsinQWf,
1 1

K sin? K
u N; — f— cospsinpW;'

—KksinpW™* =
Kq 1

oldugundan son iki denklem taraf tarafa toplanip diizenlenirse

fr . .
K—N1 = fcosgN™ — ksinpW*
1

elde edilir. Ayrica f2 = f? ve f, f; > 0 oldugundan

f=h

olarak bulunur. O halde
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* K * K : *
N* = - cosoN; + —sinpWy,
1

fi
(5.15)
w* = —KisinQNl* + cosoWy'
1
yada
| =~ c0sQ 7 sinpW*,
(5.16)

Wy = £singN* + cosopW™

oldugu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.2.3. («) ve (B), E3 te C*-partner egrileri olsun. Bu durumda (a, B) egri ¢iftinin

sirastyla, N* ve Ny normal vektor alanlari arasindaki ag1 sabittir (Kiziltug vd., 2023).
Ispat. (a) ve (B), E3 te C*-partner egrileri olsun. Bu durumda (5.16) denkleminden

N: = osont — &
= — oS -
1 K Q f

elde edilir. Burada {N*,C*,W"*, f,g} ve {N{,C{, W, f1, 9.} sirasiyla (a) ve (B)

singW* (5.17)

gelistirilmis alternatif ortogonal ¢ati elemanlart ve k, k; bu egri ¢iftinin Frenet
egrilikleridir. Buradan (5.17) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinarak asagidaki

denklem elde edilir.

dN; dN;ds K,COSQY K4{COS K;Sinp\’ K4Sin
1 1_1:(1 Q)N*+1 (¢ 1 Q)W*—l Q(W*)’.

ds ds, ds K K (N*),_< f f

Ek olarak (5.2) ve (5.17) denklemlerini gbz 6niinde bulundurarak

s e |
1 K1t1 )7 0g

K,c0S0) 'Kk — k'K, COS K K
:<( 1€050) —— Q)N*+—1COSQ(—N*+KC*>
K K K

(Gasing)'f = flrgsing\ kg (O f
( 2 )W fst( gC +fW>

seklinde elde edilir. Son denklem diizenlenirse
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Ky ds ds
1_1N])_k + Kld_;

— C*
K, ds !

((KiCOSQ — K,0'sing)k — k'K cosp k'K,
= +

= 2 " cosg) N*

K
+ <K1COSQ + %‘gsing) Cc*

(xjsing — Kk10'coso)f — fliasing raf’ N\
- Iz + 2 sinp |W

olarak yazilabilir. Boylece

Ky ds ds

C*
K, ds 1

KK;C0SQ — KK,0'sing
K-Z

K
)N* + <K1COSQ + %gsing) c*

(K{fsing + K, fo'cosp )W*

fZ
veya
K1 ds; ds,
K, ds 1 T ds !
K;COSp — K10'sin K
:( 1€05Q - 10 Q)N*+<K1cosg+1Tgsing)C*

B (Kising +fic1g’cosg ) W

denklemleri elde edilir. Ayrica Nj' = %COSQN *— %sinQW* oldugundan bu ifade son

denklemde yerine yazilirsa

K1 ds, ds, K; . ds; K1COSQ — K,0'sinp
—cos9g——N* + i, —— Cf — —sing—W* = N*
Ky cose ds 1 ds ' f Sing ds K

Kysinp + k,0'cos
+ <K1COSQ + Kl%sing) c*— ( voine 7 10 Q) w*

olarak elde edilir. Buradan asagidaki esitlikler yazilabilir.
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K1 ds, Kkjc0sp — K,0'sing

— — = .1
P cose —— » , (5.18)
ds, g .
K e K1COSQ + Kq fslng, (5.19)
K1 . ds; Kkysing + k;0'cosp
el 1 2
7 sing — 7 (5.20)
(5.18) denkleminden
ds
(kicosp) = Kl:cosg—1 (5.21)
ds
olarak bulunur. (5.19) denkleminden ise
ds; g .
s coso + fslng (5.22)
sonucuna ve (5.20) denkleminden
ds
(kysing)’ = Kisingd—; (5.23)

denklemine ulasilir. Ayrica (5.21) ve (5.23) denklemlerinden asagidaki esitlik yazilabilir.

(k1c050)" _ (kysing)’
coso  sing

,dsy
Sl
oldugundan
Kjcospsing — k, 0’ sin? o = kjcosgsing + k,0' cos?
0 = k,0'(sin? p + cos? p)
elde edilir. Boylece sin? ¢ + cos? ¢ # 0 oldugu goz oniine alinirsa
K0'=0

ifadesine ulasilir. Sonug¢ olarak x; # 0 oldugu bilindiginden o' = 0 dir. Boylece o

acisinin sabit oldugu goriiliir.
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Teorem 5.2.4. (a) ve (B), E3te C*-partner egrileri ve D = D(s) bu egri c¢iftinin
cakismayan noktalar1 arasindaki uzaklik fonksiyonu olsun. Béylece D uzunlugunun sabit

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

<f3) "
(773)

olmasidir. Burada 7, fveg sirasiyla () egrisinin Frenet torsiyonu ve alternatif

= —tang = sabit

egrilikleridir. g ise N* ve N; vektor alanlar1 arasindaki agidir (Kiziltug vd., 2023).

Ispat. Eger (a) ve (B), E3 'te C*-partner egrileri ise bu egriler arasindaki iliskinin
B(s) = a(s) + D(s)C*(s).

oldugu biliniyor. Son esitligin s parametresine gore tiirevi alinirsa

d,B d51 r da+D’C* +DdC*
ds1 ds  ds ds

ve bu denklemde (5.2) tiirev formiilleri yerine yazilirsa

ds 2 !
Tld—sl:T+D’C*+D< ! —N* +];C*+gW> (5.24)

esitligi elde edilir. Ayrica

1
T, = _2(T1W1* — Kk, C1),

fi
(TW* —kC*)
fz
oldugundan
1( w; C*)ds1 (W* CY+D'C*+ sz* f,C*+D we
](_;_2 T1Wq K104 ds fz T K f g

biciminde elde edilir. Son denklem diizenlenirse
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Ky ds; T, ds; Df? Df’

— g Gt W === N+ (= + D C* + D

fZds * f12 ds ! K f2+ T f <f2+ g)

ifadesine ulasilir. (5.14) matrisindeki N* = KLCOSQNI* + %SinQWf ve W*=
1 1

— KL sinpN; + cospW;" denklemleri son denklemde yerine yazilirsa
1

Tids; . Kkdsy Df2<1< N*+K_ W*)
fZds ' frds '« chosgl flst 1

+ <_f_2 + D'+ D]{,> Cc* + <fi2 + Dg) <—KilsinQN1* + COSQWf)

sonucuna ulasilir. Son denklem diizenlenirse

K, ds 7, ds Df? T D
— C LY W = <—Lcosg — ——sinp — gfsing)Nl*
fl fit d K1 fira K1 (5.25)
K Df’ Df? '
+|\ -7z +D'+—|C" + ——smg+—2cosg+Dgcosg wy
f f f
olarak bulunur. Buradan C* ve C; vektor alanlari lineer bagimli oldugundan
Ky ds; -k +D'f?+Dff’
flz ds f2
bigimindedir. Ayrica f? = f}? oldugundan
ds
i —= = =K+ D'f? + Df ' (5.26)

esitligi elde edilir. Diger taraftan (5.25) esitliginden asagidaki denklem yazilir.

Ty ds; sz N “ D
s sing f2 cosp + Dgcosp .

f? = f# oldugundan son denklemde payda esitlenirse

7, ds; Df3 T Dgf?cosp
?E 2 ——sing + — 72 cosp + ———— 2

olur. Buradan
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ds;

e Df?(gcosp — fsing) + tcosp (5.27)
yazilabilir. (5.25) esitliginden
Df? v oo Def .
— ——cosp — —sing — sing =
Kq ? fra ¢ K1 ¢

ifadesine ulasilir. Son denklem diizenlenirse

Df?(fcosg + gsing) + tsing = 0 (5.28)
denklemi elde edilir. Boylece (5.28) denkleminde D yalniz birakilirsa

_ —7sing
~ f*(fcose + gsing)

bulunur. g agis1 sabit olmak iizere (5.29) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinarak

D

(5.29)

p (t'sing) f2(gsing + fcosp) — (tsing)(f%gsing + f3cosp)’

Y - 4(fcose + gsing)?

esitligi elde edilebilir. Son denklem diizenlenerek

_ —'sing(f?gsing + f3cose) + tsing((2ff'g + f2g')sing + 3f%f'cosp)

DI
f*(fcosp + gsinp)?

denklemi bulunur. Simdi ise kabul edilsin ki D(s) uzaklik fonksiyonunun sabit olmasi

i¢in gerek ve yeter sart D'(s) = 0 dir. Boylece son esitlikten
T'sing(f2gsing + f3cose) — sing((2ff'g + f2g')sing + 3f%f'cosg) = 0
olur. Esitligin her iki tarafi f ile sadelestirilirse
7' sin? of g + t'sinpcospf? — 2tsin® of'g — tsin? of g’ — 31f f'sinpcosp = 0
denklemine ulasilir. Son denklem sing ile sadelestirilir ve diizenlenirse
7'singfg — 2tsingf’'g — tsingf g’ = —t'cosof? + 3tff'cosp

elde edilir. Buradan
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sino  —T'f? + 3tff’
coso  T'fg—2tf'g—1fg’

ifadesi bulunur. Pay ve payda f ile ¢arpilip diizenlenirse

sing —1'f3 + 31f%f’
coso  T'f2g —2tff'g—tf%g’

olur. Son denklemden

_ sing <fi3),f2

coso [ 1\
() o

sonucuna ulagilir. Bdylece g sabit olmak iizere D sabit oldugundan

(7) r

———— = —tang = sabit
L) 2
(fzg) g

denklemi elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.

Bu kisimda ise (a) ve (B), E3 te C*-partner egrileri olmak iizere (@) ve () egrilerinin
helis veya slant helis olmasi durumunda C*-partner egrilerinin karakterizasyonu hakkinda

bazi uygulamalara yer verilmistir.

Teorem 5.2.5. (a,pB), E3te C*-partner egrileri olsun. Bu durumda (B) egrisinin

alternatif egrilikleri {f;, g,} ile (@) egrisinin alternatif egrilikleri {f, g} arasindaki iligki

g o
&_fcosg sinp

=5 (5.30)
fi %sing + coso

seklindedir. Burada N; ve N* arasindaki ag1 g sabittir (Kiziltug vd., 2023).

Ispat. (a) ve (B), E3te C*-partner egrileri olmak iizere, (5.16) denklem sistemindeki

Wi = £sinQN * + cospW™ denkleminin s € I parametresine gore tlirevi alinirsa
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dwy d51
ds, ds

(l; smg) N* + gsinQ(N*)’ + coso(W*)'

ifadesine ulagilir. Burada (5.2) tiirev formiilleri yerine yazilirsa

fi ds,
( 9:C{ +f W1> ds
_ (f’lcsing — K’fsing> fsmg( N° & C )

K2 K

+ cosp (—gC* + %W*)

olur. Son deklemde tekrar Wy = —smgN * + cospW ™ yerine yazilirsa

ds; , f’ i .\ dsy
—glEC f1< sinpN* +c05QW)ds

f'ksing — k'fsing  k'fsing\ _ i}

=< = + = N* + (fsing — gcosp)C
f'cosp

+ w

f
elde edilir. Buradan
i fi asi .
915 C1+f1Ks Qd LN +f1cosgd
f sing f'cosp

——N" + (fsing — gcosp)C* + 7 w

sonucuna ulagilir. C* = C ve f = f; oldugundan dolay1 asagidaki denklemler yazilabilir.

ds,
—91—— Is = fsinp — gcosg, (5.31)

4 ds fl

J1 o 201 ) 5.32
” sing 7 sinp, ( )
1A ds fl

1 1

— C0SQ —— = —CO0SQ. (5.33)

f, s T

(5.32) ve (5.33) denklemlerinden

58



ds; _f'
ds f]

orani bulunur. Ayrica (5.22) ve (5.31) denklemlerinden

ds; _ fcosp + gsing  —fsinp + gcosp
ds f 91

seklinde elde edilir. f = f; oldugu g6z oniine alinir ve son denklem diizenlenirse sonug

olarak

g1 _ gcosg — fsing

fi - gsing + fcosp

elde edilir. Bu durumda son denklemin sag tarafinda pay ve payda f ile boliinerek

g o
&_fcosg sinp

fi %sing + cosp

denklemine ulasilir. Boylece ispat biter.
Teorem 5.2.5’in uygulamasi olarak asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 5.2.1. (@, B), E3 te C*-partner egrileri olsun. Ayrica (a, ) C*-partner egrilerinin
Frenet torsiyonu (7,7,) ve {f, g}, {fi, 91} sirasiyla bu C*-partner egrilerinin alternatif
egrilikleri olsun. Bdylece Frenet torsiyonu ile alternatif egrilikler arasindaki iliski
asagidaki gibidir (Kiziltug vd., 2023).

_G1
o _ cosg —¢-sing 530

T cosp+ %sing .

Ispat. (a) ve (B), E3te C*-partner egrileri olsun. (5.29) esitligi (5.27) denkleminde

yerine yazilirsa

ds; —1sing
s T f2(fcosp + gsinp

) [f2(gcoso — fsing) + tcosg]
ifadesine ulasilir. Son denklem diizenlenirse
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ds; ) <gcosg — fsing
figs — Tome gsinp + fcosp

denklemi elde edilir. Ayrica Teorem 5.2.5’ten

) + TCoSsP (5.35)

g1 _ gcosg — fsing
fi - gsing + fcosp

oldugundan (5.35) denkleminde yerine yazilirsa

ds, . g1
T, Is =T <—San —+ COSQ)

1

sonucu bulunur. (5.22) denklemi kullanilarak

g1

T <cosg + gsing) =T <cosg — sinp —)
; f f

seklinde elde edilir. Boylece f = f; oldugundan torsiyonlarin orant

cosQ — % sinp
1

T coso+ %sing

bi¢ciminde bulunur.

Sonug¢ 5.2.2. (a, B), E3 te C*-partner egrileri olsun. (a) egrisinin slant helis olmasi i¢in

gerek ve yeter sart () egrisinin slant helis olmasidir (Kiziltug vd., 2023).

Ispat. (a) ve (B), E? te C*-partner egrileri ve (@) egrisi slant helis olsun. Bu durumda

(4.7) esitliginden
g .
— = sabit
f

seklindedir. (5.30) esitliginde p agis1 da sabit oldugundan

g o
&_fcosg sinp

= ——— = sabit
f %sing + coso

60



orani elde edilir. Sonug olarak son denklemden (B) egrisi slant helis olur. Benzer sekilde

(B) egrisi slant helis olsun. O halde

91 _ ¢, (¢ = sabit)

f

seklindedir. (5.30) denkleminde % yalniz birakilirsa

c (Q sinp + cosg) = gcosg — sing
f f

ifadesine ulasilir son denklemden

g, . :
— (csinp — cosp) = —ccosp — sing

f

bulunur. Boylece

g _ —ccosp — sing
f  csinp — cosp (5.36)

denklemi elde edilir. Ayrica (5.36) denkleminde g agis1 sabit oldugundan sonug olarak

g = sabit

f

oldugu bulunur. Dolayisiyla (a) egrisi slant helistir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 5.2.3. (a, B), E3’te C*-partner egrileri olsun. Eger () egrisi helis ise bu durumda
(B) egrisi slant helistir. Ayrica, (f) egrisi helis ise bu durumda (a) egrisi de slant helistir
(Kiziltug vd., 2023).

Ispat. () egrisi helis olarak goz oniine alinsin. Bu durumda Frenet egrilik orani
© = sabitve g = 0
— =sabitve g =

dir. Boylece (5.30) denklemi g6z 6niinde bulundurularak

SAg —tang (o = sabit)
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elde edilir. Dolayisiyla (B) egrisi slant helistir. Benzer sekilde, eger () egrisi helis olarak

alinirsa

g1=0

olarak bulunur. Sonug olarak, (5.36) denkleminden
g .
— = tang = sabit
I 0

ifadesine ulagilir. Boylece () egrisinin slant helis oldugu elde edilir.

Sonug¢ 5.2.4. (a, B), E3’te C*-partner egrileri olsun. Eger («) (ya da (B)) egrisi slant helis
ise

T1 :
— = sabit
T

tir. Burada (7, 71), C*-partner egrilerinin Frenet torsiyonlaridir (Kiziltug vd., 2023).

Ispat. (a) (yada (B)) C*-partner egrileri ve () (ya da ()) egrisi slant helis olsun. Sonug
5.2.2.°den () slant helis ise (f) egrisininde slant helis oldugu bilinmektedir. Boylece

9 = sabit & 91 = sabit

f f

oldugu elde edilir. Ayrica (5.34) denklemi goz 6niinde bulundurulursa

T1 )
— = sabit
T

sonucuna ulasilir. Béylece ispat tamamlanir.

Ornek 5.2.1. Asagidaki parametre denklemi ile verilen w dairesel helisi goz oniine

alinsin.
1 .
w(p) = 7 (—cosp, sinp, p).

w dairesel helisinin alternatif hareketli ¢at1 elemanlar1 sirasiyla hesaplanirsa
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= w—(m = (cosp, —sinp, 0)

N = ool =

NI

T oldugundan

olur. C =

C(p) = (—sinp, —cosp, 0)

seklinde elde edilir. N X C = W olarak elde edildiginden alternatif hareketli ¢atinin

Darboux vektori
W =(0,0,—-1)

bi¢imindedir. Ayrica k = ||T'(p)|| = %, T = % ve f = Vk? + 12 = 1 seklinde bulunur.

Buradan (5.1) denklemleri kullanilarak gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at1 elemanlar1

«_ (cosp  sinp
N* = <—)__)0)J
V22

C* = (—sinp, —cosp, 0),

w*=(0,0,—-1)

seklinde elde edilir. Boylece w dairesel helisinin Y* ve i** C*-partner egrileri, D uzaklik

fonskiyonunun agagidaki 6zel durumlart i¢in hesaplanirsa:

i) D1(p) = /3p uzaklik fonksiyonu i¢in w dairesel helisinin C*-partner egrisi 1* olmak

iizere C*-partner egrileri arasindaki iligkiden

Y (p) = w(p) + D1(p)C*(p)

yazilabilir. Buradan

cosp Vosi
—— — V3psinp,
N

sinp

p
—— —+/3pcos ,—)
N

Yr(p) = <— N

seklinde elde edilir. Buradan w dairesel helisi ve *, C*-partner egrisinin grafigi

asagidaki gibidir.
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Sekil 5.2. w dairesel helisi (kirmiz1) ve ¥*, C*-partner egrisi (mavi)

ii) Dy(p) = uzaklik fonksiyonu i¢in w dairesel helisinin C*-partner egrisi **

olmak tizere C*-partner egrileri arasindaki iliskiden Y**(p) = w(p) + D,(p)C*(p)’dr.

(vV2+p?)
3

Boylece

cosp (V2 + p?)sinp sinp B (V2 + p?)cosp ﬁ)

w**(p):(—ﬁ s ).

seklinde elde edilir.

Buradan w dairesel helisi ve y**, C*-partner egrisinin grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 5.3. w dairesel helisi (kirmizi) ve ¥ **, C*-partner egrisi (mavi)

Ornek 5.2.2.

_1412 1_41,22\/5
w(p) = 17 C0s4p — zcos2p, — o sindp — o sin2p, ———cosp

parametrizasyonu ile w birim hizli slant helisi verilsin (Ozdogan vd., 2018). Bu durumda

Wiy = ) (zﬁ 22 1)

PRI ={= cosSp,TsmE’)p,g

NI

olur. C =
[Nl

oldugundan

C(p) = (—sin3p, cos3p, 0)

seklinde elde edilir. N X C = W olarak elde edildiginden alternatif hareketli ¢atinin

Darboux vektori

1 1 2V2
W(p) = (— 3 cos3p, — 3 sin3p, T)
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bi¢imindedir. Ayrica k = gcosp ve f = VK2 + 12 = 24/2 seklinde bulunur. Buradan

(5.1) denklemleri kullanilarak gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at1 elemanlari

. (16V2 162 ., 8
N* = g COosp cos3p, g COSp sm3p,§cosp ,
C* = (—2\/7 sin3p, 22 cos3p, O),
W+ = (—%icosSp,—zgﬂsiang)

seklinde elde edilir. Boylece w slant helisinin y* ve ¥** C*-partner egrileri, D uzaklik

fonskiyonunun asagidaki 6zel durumlar i¢in hesaplanirsa:

i) D;(p) = \;—E p uzaklik fonksiyonu i¢in w slant helisinin C*-partner egrisi Y* olmak

izere su sekilde elde edilir. C*-partner egrileri arasindaki iliskiden

Y™ (p) = w(p) + D3(p)C*(p)
seklinde yazilabilir. Buradan

1 1 _ 1 1
Y*(p) = (—Ecosélp — §c052p — 2psin3p, —Esm4p — §sm2p

2V2
+ 2pcos3p, — = cosp

sonucuna ulagilir.

Buradan w slant helisi ile y*, C*-partner egrisinin grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 5.4. w slant helis egrisi (kirmizi1) ve Y*, C*-partner egrisi (mavi)

2
ii) Dy(p) = Sf\/gp uzaklik fonksiyonu i¢in w slant helisinin C*-partner egrisi i** olmak

izere su sekilde elde edilir. C*-partner egrileri arasindaki iliskiden

P (p) = w(p) + Ds(p)C*(p)
seklindedir. Boylece asagidaki denklem elde edilir.

o o1 A 12 8\/7+p2_3 1_4 1,2
P (p) = ( 17 COS4p — 5 cosZp 3 sin3p, — 7 sindp — 7 sin2p
8v2 + p? 2

+Tc053p,—Tcosp).

Buradan w slant helisi ve 1**, C*-partner egrisinin grafigi agagidaki gibidir.
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Sekil 5.5. w slant helisi (kirmiz1) ve y**, C*-partner egrisi (mavi)

5.3. Gelistirilmis Alternatif Ortogonal Catiya Gore Regle Yiizeyler

Bu boliimde gelistirilmis alternatif ortogonal catiya gore elde edilen regle yiizeyin

dagilma parametreleri hesaplanarak bu yiizeyler i¢in bazi teorem ve sonuclar verilmistir.

y:1 € R — E3 birim hizl bir egri ve {N*, C*, W*} gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atis1

olsun. X vektorii {N*, C*, W*} ¢atis1 iizerinde bir vektor olmak lizere
X € S,{N"(s),C"(s), W"(s)}

biciminde yazilabilir ve buradan
X =x,N*(s) + x,C*(s) + x3W*(s) (5.37)
seklinde ifade edilebilir.

R3 de bir ¢ regle yiizeyi

¢:1 x R3 — R3

(s,v) — ¢)(s’ V) = ]/(S) + vX(s) (5.38)
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parametrizasyonu ile verilsin. Burada y:I € R — R3 egrisi R3 te yay uzunlugu ile
parametrelendirilmis olup yiizeyin dayanak egrisidir. X vektori ise ylizeyin dogrultman

vektori olup y dayanak egrisinin T teget vektoriine diktir.
X dogrultman vektori ile iiretilen regle ylizeyin dagilma parametresi igin (5.37) esitliginin
s parametresine gore tlirevi alinirsa

X' =x1(N")'(s) + x2(C7)'(s) + x3(W*)'(s) (5.39)

olarak elde edilir. Gelistirilmis alternatif ortogonal c¢atinin tiirev formiilleri (5.39)

denkleminde yazilirsa

KI 2 /
X' = (xl;—xzf— )N*+<xlk+x2£—x3g>6*

K f
, (5.40)
+ (ng + x3 f—) we
f
ve
IX'11? = Gaa’ = x2f2 )2 + Corfrc + x2f ' — x3f9)*
2 (5.41)
+ (x2fg + x3f7)
bulunur. Teorem 3.4.2 yardimiyla ¢ yiizeyinin dagilma parametresi hesaplanirsa
det[y’, X, X']
= 5.42
Rk (542

X (fgr? 4 fir = fi'T) + 223 (f 6% — fic'i = fgrr) + xx3f 30 + X fiPT + x5 31
B fRre((ak’ =202 )2 + (afr+ xaf ' — x3f9)* + (X2f g + x3f)?)

denklemi elde edilir.

Teorem 5.3.1. ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. ¢ regle
ylizeyinin her zaman agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart X dogrultman vektoriiniin

W* diizleminde olmasidir.

Ispat ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Teorem 3.4.3’ten ¢

ylizeyinin agilabilir olmast P, dralinin sifir olmasini gerektirir. Buradan (5.42) esitliginde
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X%, (fgr? + 'kt — fi't) + x.25(f 6% — fK'k — fgKT) + X,%5f 3K
+x2frlt+x2f3t=0

denkleminin saglanmasi gerekir. Son denklemde k # 0 ve T # 0 olmasi1 gerektiginden

xl == xz == 0
olmalidir. Buradan X € S,{W"} bulunur. Tersine x; = x, = 0 ise (5.42) denkleminden

Py = 0 olur. Boylece ¢, regle ylizeyi acilabilirdir.

Teorem 5.3.2. ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Eger ¢
yiizeyinin dayanak egrisi y ayn1 zamanda striksiyon egrisi ise f, g alternatif hareketli cati

egrilikleri ve k, T Frenet egrilikleri olmak tizere y asagidaki denklemi saglar.

—x1k% + x, <Tg - KTf,> + x5 (Kg + TTf,> = 0.

Ispat y egrisi striksiyon egrisi olsun. Tanim 3.4.5’ten
(X, T)=0

olarak yazilabilir ve (5.40) esitliginden
K, fz * f, * f, * K *
(<x1;_x27 )N + <x1K+x27—x3g>C + (ng +x37>W ,—f—ZC
T

+f2

w5 =0

denklemi elde edilir. I¢ carpim islemi yapilir ve denklem diizenlenirse

—x1k% + x, (Tg —KTf’> + x5 (Kg +TT]N> =0

olarak bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.
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Ornek 5.3.1. E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda

y:I — E3
) = inv,v)
v —y(W)=—=(—cosv,—sinv,v
NG
v parametreli dairesel helis egrisi olsun.

Egrinin alternatif hareketli ¢at1 elemanlar1 hesaplanirsa birim normal vektor alant

N = (cosv,sinv,0)

bulunur. Buradan C = N N

N oldugundan C vektor alani

C = (—sinv,cosv,0)

elde edilir. N X C = W oldugundan W Darboux vektorii asagidaki gibi hesaplanir.

€1 €; es3
NXC=W=|cosv sinv 0f=(00,1)
—sinv cosv O

%,T = \% Egrinin gelistirilmis alternatif ortogonal ¢ati

elemanlari hesaplanirsa gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atinin birim vektor alanlar (5.1)

ve egrinin egrilikleri k =

denklemleri kullanilarak

1
N* = —(cosv,sinv,0),

V2

C* = (—sinv,cosv,0),
w* = (0,0,1)

olarak bulunur. Buradan x; = x, = x5 = \/% alinarak ¢(v,t) = y(v) + tX(v) regle

yiizeyinin denklemi asagidaki gibi elde edilir.
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1 1
—(cosv,sinv,0) + =(—sinv,cosv,0)
_ 1 . \/g \/§ ) )
¢(v,t)—ﬁ(—cosv,—smv,v)+t 1
+\/—§(0,0,1)

Bu durumda ¢ (v, t) regle yiizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.

-1 0 1

T T T

12

vy o,

e
s __‘L_-/ 1

—f'L_——‘_’.’_ 0

>

A

— -1

Sekil 5.6. y dairesel helisi ve ¢ (v, t) regle yiizeyi

Ornek 5.3.2. E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda

y:I — E3

. 3 .
v—oyw) = (gcosv,l —smv,—gsmv)

v parametreli dairesel helis egrisi olsun.
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Egrinin alternatif hareketli ¢at1 elemanlar1 hesaplanirsa birim normal vektor alant

N = 4 ] 3
= < 5cosv,smv,5cosv)

bulunur. Buradan C vektor alan

= 4 3 .
—(551nv,cosv,—§smv)

elde edilir. W, Darboux vektorii ise asagidaki gibi hesaplanir.

NxC—W—<304)
7\ 575

ve egrinin egrilikleri k = 1, T = 0 olur. Egrinin gelistirilmis alternatif ortogonal cat1
elemanlari hesaplanirsa gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atinin birim vektor alanlar (5.1)

denklemleri kullanilarak

N*—( 4 . 3 )
= 5cosv,smv,5cosv,

o= (L 3 .
= <5 simv,cosv, 5511117),

we=(-2.02)
~\ 575

elde edilir. Buradan x; = x, = ~ ve X3 = 2 alinarak (v, t) =y(v) + tX(v) regle
V6 V6 g

yiizeyinin denklemi asagidaki gibi elde edilir.

1

4 . 3 .
o, t) = (Ecosv,l —smv,—gsmv) +t<\/g

4 . 3
(—Ecosv,smv,gcosv) +

i(isinv cos v 3sinv)+ 2 ( 3 0 4)
\/g 5 ) ) 5 \/g 5! ;5 .

Bu durumda ¢ (v, t) regle yiizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.
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Sekil 5.7. y dairesel helisi ve ¢ (v, t) regle yiizeyi

Ornek 5.3.3. 3-boyutlu Oklid uzayinda v parametreli birim hizli ¥ = v/3sinv ve 7 =
o 111 3 . 1. 3 1 YE e

V3 cos v egrilikli y (v) = (Z sinv — —sin3v, —~cosv + —cos 3v,—-sin v) egrisi goz

oniline alinir ve egrinin alternatif hareketli ¢ati elemanlar1 hesaplanirsa birim normal

vektor alani

—cos2v,—sin2v,——=

V3 V3 1
Nz(z 2 2)

bi¢cimindedir. Bu egrinin alternatif hareketli ¢at1 egriligi hesaplanirsa
f=+K2+12=1/3

oldugu elde edilir. Buradan C = NTI oldugundan C vektor alani
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C = (—sin2v,cos 2v,0)

olarak bulunur. N X C = W oldugundan W Darboux vektorii agagidaki gibi hesaplanir.

1 V3
2 2 2)

1
NxC=W= (—cost,—sinZv,— .

Boylece gelistirilmis alternatif ortogonal gatinin birim vektor alanlar1 (5.1) denklemleri

kullanilarak
N* = . 5 3 . n2 .
= 2smvcos v,zsmvsm v, > sinv |,
¢* = (—V3sin2v,V3 cos 2v, 0),

W*—\/§ 2\/§'23
= | cos2v,—-sin2v,

seklinde bulunur. ¢ (v,t) = y(v) + tX(v) regle yiizeyinin parametrik denkleminde x; =

Xy = X3 = % alinarak regle yilizeyinin denklemi agagidaki gibi elde edilir.

(t)_3, L., 3 +1 3\/5,
¢) v, = 4511117 12811’1 v, 4_COSU 12COS v, 2 sin v

YE V3 1
+t 7smvc052v,751nvsm2v,—Esmv

1 1 V3
+ (—sin2v,cos 2v,0) + ECOSZU'ESinzv'T

Bu durumda ¢ (v, t) regle yiizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.
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Sekil 5.8. y egrisi ve ¢ (v, t) regle yiizeyi

5.4. Ozel Sartlar Altinda Gelistirilmis Alternatif Ortogonal Catiya Gore Regle
Yiizeylerin Karakterizasyonlari

5.4.1. Dogrultman Vektoriiniin X = N* Olmasi Halinde

Gelistirilmis alternatif ortogonal catili regle yiizeyin genel parametrik denklemi

B (s,v) = y(s) + v(x,N*(s) + x,C*(s) + x3W*(s)) (5.43)

seklinde tanimlanir. Dogrultman vektérii X = N* olmasi halinde bu 6zel durum igin

x1=1%=x3=0 (5.44)

olur. Boylece (5.44) esitligi (5.43) denkleminde yerine yazilirsa gelistirilmis alternatif

catinin normal vektorii tarafindan iiretilen regle ylizey asagidaki gibi elde edilir.
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¢(s,v) =y(s) + vN*(s). (5.45)

Elde edilen regle yiizeyin agilabilirlik durumu i¢in (5.42) formiiliindeki P, dralinde (5.44)

degerleri yazilirsa

_ KT
(e + (kf)?)

ifadesine ulagilir. Boylece asagidaki sonug verilebilir.

PN*

(5.46)

Sonug¢ 5.4.1. ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. y egrisinin N*
normal vektorii tarafindan iiretilen regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T = 0 olmas1 ya da y egrisinin diizlemsel olmasidir.

Ispat. (5.42) denkleminde hesaplanan Py dral formiiliinde x; = 1, x, = x3 = 0 yazilirsa
(5.46) denklemine ulagilir. Burada yiizeyin agilabilir olmasi i¢in Py« = 0 olmas1 gerekir.
Kk =0 olursa Py+ drali tanimlanamaz. Dolayisiyla 7 = 0’dir. Bdylece y egrisinin
diizlemsel oldugu goriiliir. Tersine T = 0 ise Py+ = 0 oldugu elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

5.4.2. Dogrultman Vektoriiniin X = C* Olmasi1 Halinde

Dogrultman vektorii X = C* olmasi halinde 6zel durum i¢in

Xy = 1, X1 = X3 = 0 (5.47)

olur. O halde (5.47) esitligi (5.43) denkleminde yerine yazilirsa gelistirilmis alternatif

ortogonal ¢atinin C* vektorii tarafindan tiretilen regle ylizey asagidaki gibi elde edilir.

¢(s,v) =y(s) + vC*(s). (5.48)

Elde edilen regle ylizeyin acilabilirlik durumu i¢in elde edilen (5.42) formiiliinde (5.47)

degerleri yazilirsa

T
- K(f4 + frZ +fzgz)

seklindedir. Buradan asagidaki sonug verilebilir.

Pc*

(5.49)

71



Sonug¢ 5.4.2. ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. y egrisinin C*
vektorii tarafindan iiretilen regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart T = 0

olmasi ya da y egrisinin diizlemsel olmasidir.

Ispat. (5.42) denkleminde hesaplanan Py dral formiiliinde x, = 1, x; = x3 = 0 yazilirsa
(5.49) denklemine ulasilir. Burada ylizeyin agilabilir olmast i¢in P+ = 0 olmasi gerekir.
Dolayistyla T = 0 dir. Boylece y egrisi diizlemseldir. Tersine T = 0 ise Pc+ = 0 oldugu

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

5.4.3. Dogrultman Vektoriiniin X = W* Olmasi Halinde

Dogrultman vektorii X = W* olmasi halinde 6zel durum i¢in

x3 - 1,x1 =5 xz = O (5.50)

olur. O halde (5.50) esitligi (5.43) denkleminde yerine yazilirsa gelistirilmis alternatif
ortogonal catinin Darboux vektorii tarafindan {tiretilen regle yilizey asagidaki gibi elde

edilir.

¢(s,v) =y(s) + vW*(s). (5.51)

Elde edilen regle ylizeyin acilabilirlik durumu i¢in elde edilen (5.42) formiiliinde (5.50)

degerleri yazilirsa

0
= =0
k(fF*+ 1% + f2g%))

bi¢ciminde bulunur. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir:

(5.52)

Pw*

Teorem 5.4.1. ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. y egrisinin
gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atisinin Darboux vektorii W* tarafindan iiretilen regle

ylizey her zaman agilabilirdir.

Ispat. (5.42) denkleminde hesaplanan Py dral formiiliinde x; = 1,x; = x, = 0 yazilirsa

(5.52) yani Py« = 0 denklemine ulasilir. Teorem 3.4.3’ten ylizeyin agilabilir olmasi i¢in
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Py« = 0 olmast gerekir. Dolayistyla W* tarafindan iiretilen regle yiizey her zaman

acilabilir olur.

5.4.4. Dogrultman Vektériiniin X € S,{N", C"} Olmas1 Halinde

Dogrultman vektorii X € S,{N*, C*} olmasi halinde 6zel durum igin

x; =0 (5.53)

olur. O halde (5.53) esitligi (5.43) denkleminde yerine yazilirsa gelistirilmis alternatif
ortogonal catinin N* ve C* vektorlerinin gerdigi diizlem tarafindan iiretilen regle yiizey

asagidaki gibi elde edilir.

¢(s,v) =y(s) + v(xlN*(s) + sz*(s)). (5.54)

Elde edilen regle yiizeyin agilabilirlik durumu igin (5.42) formiiliinde (5.53) degeri
yazilirsa
P _ xx(fgi® + f'rt — frt) + xPfre® + x5 f P (5.55)
VO Pr(Gar’ — xf2 )2+ (ufr + )2 + (0 9)?) '

seklinde bulunur. Buradan asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 5.4.3. ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle ylizey olsun. y egrisinin
N* ve C* vektorlerinin gerdigi diizlem tarafindan iiretilen regle ylizeyin agilabilir olmasi

icin gerek ve yeter sart T = 0 olmasi ya da y egrisinin diizlemsel olmasidir.

Ispat. (5.42) denkleminde hesaplanan Py dral formiilinde x; = 0 yazilirsa (5.55)
denklemi elde edilir. Burada yiizeyin agilabilir olmasi i¢in Py+_.+ = 0 olmas1 gerekir.
Kk = 0 olursa Py+_c+ drali tanimlanamaz. Bu nedenle 7 = 0 olmas1 gerekir. Boylece y
egrisi diizlemseldir. Tersine T = 0 ise Py:_c+ = 0 oldugu elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

5.4.5. Dogrultman Vektériiniin X € S,{N*, W*} Olmas1 Halinde

Dogrultman vektorii X € S,{N*, W"} olmas1 halinde 6zel durum igin
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X, =0 (5.56)

olur. O halde (5.56) esitligi (5.43) denkleminde yerine yazilirsa gelistirilmis alternatif
ortogonal ¢atinin N* ve W* vektorlerinin gerdigi diizlem tarafindan iiretilen regle yiizey

asagidaki gibi elde edilir.

¢o(s,v) =y(s) + v(xlN*(s) + x3W*(s)). (5.57)

Elde edilen regle yiizeyin agilabilirlik durumu icin (5.23) formiiliinde (5.56) degeri

yazilirsa

b xxa(f'K = frk’ = fgKt) +x T
M PGk )P + Gafk = x3f) + (xaf)?)

bulunur. Bu regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart Py«_y,+ = 0 olmasidir.

=0 (5.58)

Sonug 5.4.4. ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. y egrisinin N*
ve W™ vektorlerinin gerdigi diizlem tarafindan {iretilen regle yilizeyin agilabilir olmasi i¢in

gerek ve yeter sart x; = 0 ve x3 # 0 olmasidur.

Ispat. (5.42) denkleminde hesaplanan Py dral formiilinde x, = 0 yazilirsa (5.58)
denklemi elde edilir. Burada ylizeyin agilabilir olmasi i¢in Py+_y+ = 0 olmast gerekir.
Kk = 0 olursa Py«_y+ drali tanimlanamaz. Dolayisiyla x; = 0 ve x3 # 0 olursa yiizey
acilabilirdir. Tersine x; = 0 ve x5 # 0 ise Py+_y+ = 0 oldugu elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

5.4.6. Dogrultman Vektériiniin X € S,{C", W*} Olmas: Halinde

Dogrultman vektorii X € S,{C*, W} olmas1 halinde 6zel durum igin

x, =0 (5.59)

olur. O halde (5.59) esitligi (5.24) denkleminde yerine yazilirsa gelistirilmis alternatif
ortogonal catinin C* ve W* vektorlerinin gerdigi diizlem tarafindan {iretilen regle yiizey

asagidaki gibi elde edilir.
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¢(s,v) =y(s) + v(sz*(s) + x3W*(s)). (5.60)

Elde edilen regle yiizeyin agilabilirlik durumu icin (5.23) formiiliinde (5.59) degeri
yazilirsa
p Xy (x3K + x,7) 0
cr-wr = } 2 2N (5.61)
K((xzfz )2+ (xzf - ngg) + (xzfg + X3f) )

bulunur. Bu regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart P-«_y,« = 0 olmasidir.

Buise x, = 0 ve x3 # 0 olmasi ile miimkiindiir bu durumda yiizey acilabilir olur. Diger

taraftan eger x3k + x,7 = 0 ise asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.4.2. ¢, (5.38) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. y egrisinin
C* ve W~ vektorlerinin gerdigi diizlem tarafindan iiretilen regle ylizeyin agilabilir olmasi

icin gerek ve yeter sart

T X3 ’
— = —— = sabit
K Xy

olmasi1 ya da y egrisinin helis egrisi olmasidir.

Ispat. (5.42) denkleminde hesaplanan Py dral formiilinde x; = 0 yazilirsa (5.61)
denklemi elde edilir. Burada yiizeyin agilabilir olmasi i¢in P;+_y+ = 0 olmas1 gerekir.

Eger x5k + x,7 = 0 olursa ylizey acilabilirdir. Buradan egrilikleri orani

T X3 )
— = —— = sabit
K Xy

sonucuna ulagilir. Bu ise y egrisinin helis egrisi olmasidir. Tersine y egrisinin helis egrisi

% = sabit dolayisiyla P;+_y+ = 0 olur. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 5.4.1. E3 3-boyutlu Oklid uzayinda k = 1, 7 = 0 egrilikleri ile v parametreli

4 3
y(v) = <§cosv,1 —sinv,—gsinv)

dairesel helis egrisini alalim. Ornek 5.3.2°den egrinin gelistirilmis alternatif ortogonal

cattya gore birim vektor alanlari (5.1) denklemleri kullanilarak
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4 ] 3
N* = (—gcosv,smv,—cosv),

5
C*—<4 . 3 .
= 5smv,cosv,—ssmv),

w* = ( 3 0 4)
~\ 575
seklinde elde edilir. (5.38) parametrizasyonu ile verilen gelistirilmis alternatif ortogonal

catili regle yiizey i¢in dogrultman vektoriiniin 6zel sartlar altinda durumlar1 y (v) dairesel
helisi i¢in asagidaki gibi incelenmistir.

1)

Regle yiizeyin dogrultman vektorii X = N* olmasit halinde yani x; =1, x, =
x3 = 0 olmast durumunda

dw,t) =y(w) + tN*(v)

gelistirilmis alternatif ortogonal ¢atili regle yiizeyinin denklemi
4 _ 3. 4 3
o, t) = (gcosv, 1- smv,—gsmv) + t(

—gcosv,sinv,gcosv)

seklinde elde edilir. Bu durumda ¢ (v, t) regle yiizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.

T\

0.5

T

0.0

-0.5 |

Sekil 5.9. y dairesel helisi ve dogrultman vektorii N* olmasi halinde ¢ (v, t) regle
ylizeyi
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2) Regle ylizeyin dogrultman vektorii X = C* olmas1 halinde yani x; = x3 =0,
X, = 1 olmasi durumunda ¢(v,t) = y(v) + tC*(v) regle yiizeyinin denklemi

4 _ 3 . 4 3
o, t) = (gcosv, 1- smv,——smv) + t(

—sinwv,cosv ——sinv)
5 5 ’ "5

seklinde elde edilir. Bu durumda ¢ (v, t) regle ylizeyinin grafigi asagidaki gibi olur
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Sekil 5.10. y dairesel helisi ve dogrultman vektorii C* olmasi halinde ¢ (v, t) regle
ylizeyi

3)

Regle yiizeyin dogrultman vektori X = W* olmasi halinde yani x; = x, =0,

x5 = 1 olmasi durumunda ¢(v,t) = y(v) + tW*(v) regle yiizeyinin denklemi

4 _ 3
o, t) = (gcosv,l —sinv,—

) t( 304
gsmv)+ —5, ,5)

seklinde elde edilir. Bu durumda ¢ (v, t) regle yiizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.
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Sekil 5.11. y dairesel helisi ve dogrultman vektorii W* olmasi halinde ¢ (v, t) regle
ylizeyi

4) Regle yiizeyin dogrultman vektorii X = S,{N*, C*} olmasi halinde yani x3 = 0
olmasi durumunda ¢(v,t) = y(v) + t(x;N*(v) + x,C*(v)) regle yiizeyinin denklemi

1

FVexs = 0 degerleri i¢in hesaplanirsa

x1 = xz =
4 . 3 .
o, t) = (gcosv,l —smv,—gsmv)

+t[1<4 ] 3 )+1<4_ 3)]
N 5cosv,smv,5cosv 7 5smv,cosv, 5smv

gibi elde edilir. Bu durumda ¢ (v, t) regle ylizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.

84



1

2

Sekil 5.12. y dairesel helisi ve dogrultman vekt6rii S, {N*, C*} olmasi halinde ¢ (v, t)
regle yiizeyi

5) Regle yiizeyin dogrultman vektorii X = S,{N*, W*} olmasi halinde yani x, = 0

olmasi halinde

d(w,t) =y() + t(x N*(v) + xsW*(v))

FVexy = 0 degerleri i¢in hesaplanirsa

regle ylizeyinin denklemi x; = x5 =

4 3
o, t) = (gcosv,l - sinv,—gsinv)

e[ 5 (~Feosv,sinv, Zeosv) + (~ 55,05 )|
—|——=cosv,sinv,=-cosv -——),0,—
v2\ 5 5 5v2° ' 5v2

seklinde elde edilir. Bu durumda ¢ (v, t) regle yiizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.
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Sekil 5.13. y dairesel helisi ve dogrultman vekt6rii S, {N*, W*} olmas1 halinde ¢ (v, t)
regle yiizeyi

6) Regle yiizeyin dogrultman vektorii X = S,{C*, W*} olmasi halinde yani x; = 0

olmasi durumunda
¢, t) =y (W) + t(xC" (W) + x3W*(v))

1

FVex; = 0 degerleri i¢in hesaplanirsa

regle ylizeyinin denklemi x, = x5 =
4 : 3 .
o, t) = (gcosv, 1 —sinv, —gsmv)

—|\=SInv,Ccosv,——=-SInv - =Y =
JZ\5 5 5v2° 5v2

seklinde elde edilir. Bu durumda ¢ (v, t) regle yiizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.
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2

Sekil 5.14. y dairesel helisi ve dogrultman vekt6rii S, {C*, W*} olmasi halinde ¢ (v, t)
regle yiizeyi
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6. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde gelistirilmis alternatif ortogonal c¢ati tanimi ile baslayip uygulamalar ile
devam eden ve bu tez ¢calismasi sonucunda elde edilen ana sonuclara deginilecektir. Daha
sonra literatiire katki saglayabilecek sonraki ¢aligmalar hakkinda Onerilerde

bulunulacaktir.

Bir egrinin egriliginin sifir oldugu noktalarda egri hareketi incelenemez. Bu tezin ana
amact bu durumun ortaya cikardigi sorundan yola ¢ikarak yeni bir yontemle egriyi
karakterize eden gelistirilmis alternatif ortogonal c¢atiyr tanimlamaktir. Ayrica
gelistirilmis alternatif ortogonal catiya gdre bazi 6zel egrileri karakterize etmek ve bu

catiya gore regle ylizey tanimini verip regle yiizeyin acilabilirlik sartlarini incelemektir.

I1k olarak, gelistirilmis alternatif ortogonal ¢at1 tanimi verilmis ve bu catrya gére N *-slant

helis ve C*-slant helis tanimlar1 verilerek slant helis olma sartlar1 elde edilmistir.

Ikinci olarak, {N*, C*, W*} gelistirilmis alternatif ortogonal cat1 gz dniine alinarak yeni
bir egri ¢ifti olan C*-partner egriler tanimlanmistir. Buradan C*-partner egrilerine karsilik
gelen ve cakismayan noktalar arasindaki uzakligin sabit olmadig1 sonucuna ulastlmigtir.
Daha sonra C*-partner egrilerden birinin slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sartin diger
egrinin de slant helis olmasidir sonucuna ulagilmistir. Ek olarak C*-partner egrilerden biri

helis ise diger egrinin de slant helis oldugu gosterilmistir.

Ugiincii olarak, gelistirilmis alternatif ortogonal gatiya gore regle yiizeyin tanimi verilmis
ve bu regle yiizeyin genel durumu igin Py drali hesaplanmistir. Bu regle yiizeyin her
zaman acilabilir olmast i¢in dogrultman vektoriinin W* yoniinde kalmasi gerektigi
sonucuna ulagilmistir. Ayrica yiizeyin dayanak egrisi ayn1 zamanda striksiyon egrisi ise
yiizeyin karakterizasyonu elde edilmistir. Son olarak, regle yiizeyin dogrultman
vektorliniin N*, C* veya N* — C* oldugu durumlarda yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek
ve yeter sartin dayanak egrisinin diizlemsel egri olmasi gerektigi sonucuna ulasilmistir.
Benzer sekilde dogrultman vektoriiniin W* olmasi durumunda ise gelistirilmis alternatif
ortogonal ¢atiya gore regle yiizey her zaman agilabilirdir. Eger regle yiizeyin dogrultman
vektorii C* — W™ ise regle yiizeyin acilabilirlik sart1 elde edilmis ve dayanak egrisinin

helis egrisi olmas1 gerektigi sonucuna ulagilmistir.
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Bu tezden yola ¢ikarak egri lizerinde ¢ati tanimlanamadigl durumlarda incelenemeyen
egri ve egri ¢iftleri bu catiya gore tanimlanabilir. Ayrica baska 6zel egriler de bu ¢atiya
gore arastirilabilir. Verilen bu yeni ¢at1 diferansiyel geometride egri ve yiizey teorisine
farkll bir bakis agis1 getirebilir. Farkli uzaylarda da Galile, Minkowski vb. gelistirilmis
alternatif ortogonal ¢ati tanimlanabilir. Boylece egri ¢aligmalarina yon verebilir. Ek
olarak bu yeni cat1 ile fizik ve miihendislik gibi bir ¢ok farkli bilime yeni bir ¢calisma alani
saglayacagi dislinlilmektedir. Bu bakimdan bu tez c¢alismasi arastirmacilara katki

saglayabilecek niteliktedir.
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