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SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ 

 

 

1nn 1n    : n  boyutlu reel vektörler kümes� 

m n´m n´m nm n    : m nm n  boyutlu reel matr�sler kümes� 

, , ,A B C   : Matr�sler 

( )ija    : Elemanları aij  olan matr�s 

, , ,x y z   : Vektörler 

:A B   : Parçalanmış matr�s 

mI    : m mm m  boyutlu b�r�m matr�s 

A¢    : A  matr�s�n�n transpozu 

1A-    : A  matr�s�n�n ters� 

A+    : A  matr�s�n�n Moore-Penrose genelleşt�r�lm�ş ters� 

( )R A   : A  matr�s�n�n sütun uzayı 

A^    : A  matr�s�n�n d�k tümleyen� 

( )R A
^

  : ( )R A  sütun uzayının d�k tümleyen� 

( )r A    : A  matr�s�n�n rankı 

, ,A A AP E F   : D�k �zdüşüm matr�sler� 

( ).E    : Beklenen değer operatörü 

( )ov .C   : Kovaryans operatörü 

( )Var A   : A  matr�s�n varyansı 

  : İspat sonu 
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ÖZET 

 

 
Anahtar kelimeler: BLUE, BLUP, lineer karma model, rastgele etki, rank, sab�t etk� 
 

Bu çalışmada, rasgele etkilerin ilişkili ve matrislerin tam ranklı olması varsayımları 
üzerine herhangi bir kısıtlama olmaksızın bir genel lineer karma model ile bu 

modelden bazı sabit ve rastgele etkilerin çıkarılmasıyla elde elde edilen bir alt model 
ele alınmıştır. Bu modellerden elde edilen istatistiksel sonuçlar modellerin yapısından 
dolayı aynı olmak zorunda değildir. Ele alınan modeller altında bilinmeyen 
parametreler vektörlerinin ön tahmin edicileri farklı ifadelere ve özelliklere sahiptir. 
Ancak bu ön tahmin ediciler bazı koşullar ve varsayımlar altında benzer özellikler 
gösterebilirler. Bu nedenle, bu modeller altında ortak olan bilinmeyen sabit ve rastgele 
vektörlerin lineer kombinasyonlarının tahminlerinin aralarındaki ilişkileri incelemek, 
istatistiksel sonuç çıkarmanın temel konularından biridir. Bu çalışmanın ana amacı, bu 
iki lineer karma model altında ortak olan bilinmeyen parametreler vektörlerinin en iyi 
lineer yansız ön tahmin/tahmin edicileri (Best Linear Unbiased Predictors/Estimators-

BLUPs/BLUEs) arasındaki ilişkileri karakterize etmek ve BLUP/BLUE’ların ele 
alınan modeller altındaki eşitliğini incelemektir. Sonuçların elde edilmesi için 
matrislerin ranklarla ilgili bazı özellikleri kullanılmıştır. 
 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde, ele alınan modellere �l�şk�n l�teratür 
taraması yapılmıştır. İk�nc� bölümde, çalışmanın bütününde kullanılan bazı temel 
tanımlar ve teoremler ver�lm�şt�r. Ele alınan genel l�neer karma modeller altında tüm 
b�l�nmeyen parametreler�n b�r genel fonks�yonun BLUP/BLUE denklemler� ve 
özell�kler� üçüncü bölümde ele alınmıştır. Dördüncü bölümde, bu �k� l�neer karma 
model altında ortak olan b�l�nmeyen parametreler vektörler�n�n BLUP/BLUE’ları 
arasındak� �l�şk�ler karakter�ze ed�lerek BLUP/BLUE’ların genel l�neer karma model 
ve alt model� altındak� eş�tl�ğ� �ncelenm�şt�r. Daha sonra bazı özel durumlar �ç�n 
sonuçlar ver�lm�şt�r. Son bölüm �se sonuç ve öner�lerden oluşmaktadır. 



 

 

v� 
 

 

 

 

RELATIONSHIP OF BLUP UNDER GENERAL LINEAR MIXED 
MODEL AND ITS SUB-MODEL 

 

SUMMARY 

 

 

Keywords: BLUE, BLUP, general linear mixed model, random effects, rank, fixed 

effects. 

 

In this study, a general linear mixed model and its sub-model obtained by deleting 

some fixed and random effects from this model are considered without making any 

restrictions on correlation of random effects and any full rank assumptions. The 

statistical results obtained from these models are not necessarily the same because of 

the structure of the models. Predictors of unknown parameter vectors have different 

expressions and different properties under the considered models. However, these 

predictors may have similar properties under some conditiones and assumptions. 

Therefore, examining the relationships between the prediction of linear combinations 

of joint unknown fixed and random vectors under these models is one of the main 

issues of statistical inference from these models. The main purpose of this study is to 

charaterize the relationships between the best linear unbiased predictors/estimators 

(BLUPs/BLUEs) of joint unknown parameter vectors under these two linear mixed 

models and to investigate the equality of the BLUPs/BLUEs under considered models. 

In order to obtain the results, some properties related to rank of matrices are used. 

 

There are five chapters in the study. In the first chapter, a literature review has been 
given on the considered models. In the second chapter, some basic definitions and 
theorems used throughout the study are given. Matrix equations of BLUP/BLUE for a 
general function of all unknown parameters and their properties are considerd in the 
third chapter. In the fourth chapter, the relationships between the BLUP/BLUE of the 
vectors of joint unknown parameters under these two linear mixed models are 
characterized and the equality of the BLUPs/BLUEs under the general linear mixed 
model and its sub-model was investigated. Then the result are given for some special 
cases. In the last chapter consists of conclusion and proposals. 
 
 



 

 

 

 

 

BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

İstatistik; rasgelelik içeren olaylar, süreçler, sistemler hakkında modeller kurmada, 

gözlemlere dayanarak bu modellerin geçerliliğini sınamada ve modellerden sonuç 

çıkarmada gerekli bazı bilgi ve yöntemleri içeren bilim dalıdır (Öztürk, 2012). Ayrıca 

belli bir konu ile ilgili verileri derlemek, düzenlemek, özetlemek, sunmak, analiz 

etmek ve bu verilerden bir sonuca varmak için kullanılan yöntemlerin her biri 

istatistiğin konusunu oluşturur. Gerçek hayatta karşılaşılan karmaşık problemleri 

anlamak, anlatmak istedikleri olgu ve sistemleri basitleştirmek, problemleri belli 

varsayımlar altında modellenmesi ile mümkün olur. Modellemede kullanılan en güçlü 

araçlardan biri istatistiktir. Genel olarak modeller deterministik ve olasılıksal olmak 

üzere iki şekilde sınıflandırılır. Deterministik modeller fen ve sosyal bilimlerde 

oldukça fazla kullanılır ve bu modeller bir sistemin gelecekteki tüm davranışlarını 

sistemin şimdiki durumu ile tam ve kesin olarak ortaya koyar (Özalp, 2006). 

Olasılıksal modellerde ise, sistem çıktıları değişkenlik gösterir. Çünkü model ya 

rasgele eleman içerir ya da bir şekilde rasgele değişkenler tarafından etkilenir (Meyer, 

2000). 

 

Bağımlı değ$şken $le b$r veya daha fazla bağımsız değ$şken arasındak$ $l$şk$y$ 

modellemek $ç$n kullanılan l$neer modeller genel olarak 

 

y X b e= +                    (1.1) 

 

şeklinde ifade edilir. Bu modelde, 1ny ´Î 1n´  gözlenebilir rasgele bir vektör, n pX ´Î n p´n pn p

bilinen bir matris, 1pb ´Î 1p´  sabit etkilerin bilinmeyen vektörü ve 1 nxe Î 1nx
 rasgele hata 

vektörüdür. Bu modeller ekonomi, sağlık, fen ve sosyoloji gibi birçok alanda 

uygulama alanına sahiptir. 
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Bir genel lineer karma model ise lineer modele rasgele etkilerin eklenmesiyle elde 

edilen hem sabit etkileri hem de rasgele etkileri içeren bir modeldir. Genel olarak bir 

genel lineer karma model 

 

y X Zub e= + +                    (1.2) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada y , X , b  ve  e , (1.1) modelinde verildiği gibi, n qZ ´Î n q´n qn q  

bilinen bir matris ve 
1qu ´Î 1q´
 rasgele etkilerin bilinmeyen vektörüdür. Lineer karma 

modelleri kullanmanın bazı avantajları vardır. Bu avantajlardan biri, kayıp gözlemlerin 

olduğu veya dengeli olmayan tasarımların bulunduğu durumlarda bu modeller 

vasıtasıyla daha etkili ve güvenilir sonuçların elde edilmesidir. İkincisi, lineer karma 

modellerin hata varyanslarını da içermelerinden dolayı, bu modeller ile daha güçlü 

testlerin ve daha iyi tahminlerin yapılabilmesidir. Diğer bir avantaj ise, hem sabit hem 

de zamanla değişebilen tahmin edicilere bağlı olan modeller olduklarından dolayı daha 

esnek bir yapıya sahip olmalarıdır (Bagille ve ark., 2000). Bu modeller özellikle 

genetik ile ilgili uygulamalarda sık kullanılmaktadır. 

 

Rasgele etkili modeller ile ilgili ilk çalışmalar 19. yüzyılın ortalarında özellikle 

astronomi alanında ve lineer karma modellerle ilgili ilk çalışmalar ise, özellikle genetik 

alanında 20. yüzyılın ortalarında yapılmıştır (Rao ve Poduri, 1997). Lineer karma 

modelin tanımı ilk olarak Eisenhart (1947) tarafından verilmiştir. Henderson 

tarafından elde edilen ve Henderson karma model denklemleri olarak bilinen 

denklemler vasıtasıyla karma modeldeki sabit ve rasgele etkilerin en iyi lineer yansız 

tahmin edicisi (BLUE) ve en iyi lineer yansız ön tahmin edicisi (BLUP) elde edilmiştir 

(Henderson, 1950, 1959, 1963). Hayvan ıslahı ve genetik çalışmalarında, yetiştirilecek 

bir sonraki hayvan ırkının en verimli dölleri verecek şekilde üretilmesi amacıyla, lineer 

karma model yardımıyla ırkın genetik değerlerinin tahminleri en iyi olacak şekilde 

ebeveynlerin seçimine yönelik bilimsel çalışmalar Henderson’ın (1950, 1977, 1984) 

çalışmalarında yapılmıştır. Ayrıca Henderson karma model teorisini kullanarak 

biyometride de önemli çalışmalar yapmıştır (Henderson, 1950, 1963). Henderson 

(1950, 1963)’te elde edilen sonuçlar farklı bir yaklaşım kullanılarak Harville (1976, 
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1979) tarafından ele alınmıştır. Ayrıca bu sonuçlar Haslett ve Puntanen (2010, 2011) 

tarafından genelleştirilmiştir. 

 

Fay ve Herriot (1979) küçük kentlere ait nüfus ve konut sayımında kişi başına düşen 

geliri tahmin etmek için lineer karma modeli kullanmıştır. Laird ve Ware (1982), hava 

kirliliğinin akciğer fonksiyonları üzerine etkisini araştırdığı çalışmasında karma 

modelleri kullanmıştır. Baltimore akciğer fonksiyonunun yaş ile nasıl değiştiğini 

lineer karma model yardımıyla tespit etmiştir (Shock ve ark., 1984). Ayrıca; Pinheiro 

ve Bates (2000), Verbeke ve Molenbergs (2000), West ve ark. (2007), Zuur ve ark. 

(2009) ve Wu (2010) lineer karma modelleri kullanarak uygulamalı çalışmalar 

yapmışlardır.  

 

Bu çalışmada, bir genel lineer karma model ve bu modelden bazı sabit ve rastgele 

etkilerin çıkarılmasıyla elde edilen bir alt model ele alınmıştır. Ele alınan modeller 

altında, modellerin yapısındaki farklılıklardan dolayı bilinmeyen parametre 

vektörlerinin ön tahmin edicileri farklı ifadelere ve özelliklere sahiptir. Ancak bu ön 

tahmin ediciler bazı koşullar ve varsayımlar altında benzer özellikler gösterebilirler. 

Bu nedenle her iki model için ortak olan bilinmeyen sabit ve rastgele vektörlerin bir 

lineer kombinasyonunun BLUP’ları arasındaki ilişki karakterize edilerek BLUP’ların 

eşitliği incelenmiştir. BLUP’ların denklemleri karmaşık yapıda matris işlemleri 

içerdiğinden dolayı sonuçlar rank metodu kullanılarak elde edilmiştir. Simetrik 

matrisler, rank ve Löwner sıralaması ile ilgili detaylı bilgi için Tian ( 2010, 2012), 

Puntanen ve ark. (2011) ve Tian ve Jiang (2016) çalışmaları, ele alınan konu ile ilgili 

Bhimasankaram ve Jammalamadaka (1994), Gan ve ark. (2017), Haslett ve Puntanen 

(2010), Jammalamadaka ve Sengupta (1999, 2007) ve Lu ve ark. (2015) çalışmaları 

örnek olarak verilebilir. 

 



 

 

 

 

 

BÖLÜM 2. ÖN BİLGİLER 

 

 

Bu bölümde, çalışmanın diğer bölümlerinde kullanılacak bazı tanımlar ve ispatsız 

olarak bazı teoremler verilecektir. 

 

2.1. B"r Matr"s"n Sütun Uzayı ve Satır Uzayı 

 

Tanım 2.1.1. 
1 1 2 2  0n nc x c x c x+ ++ =n n

 olacak şekilde tümü birden sıfır olmayan 

1 2, , , nc c c¼  skaleri varsa 
1

1 2,  , , n

nx x x ´Î 1n´, nx, nÎ  vektörlerinin kümesine lineer bağımlıdır 

denir. Aksi takdirde kümeye lineer bağımsızdır denir (Datta, 2009). 

 

Tanım 2.1.2. 
m nA ´Î m n´m nm n  matrisinin sütunlarının tüm lineer kombinasyonlarının 

kümesine A  matrisinin sütun uzayı denir ve ( )R A  ile gösterilir (Sengupta ve 

Jammalamadaka, 2003). 

 

Tanım 2.1.3. m nA ´Î m n´m nm n  matrisinin satırlarının tüm lineer kombinasyonlarının 

kümesine A  matrisinin satır uzayı denir ve ( )R A¢  ile gösterilir (Sengupta ve 

Jammalamadaka, 2003). 

 

Teorem 2.1.4. Uygun boyutlu A  ve B  matr!sler! !ç!n aşağıdak!ler doğrudur. 

 

a. ( ) ( )R AB R AÍ . 

b. ( ) ( )R A R BÍ Û  Uygun boyutlu b!r N  matr!s! !ç!n A BN= ’d!r (Sengupta ve 

Jammalamadaka, 2003). 
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2.2. Rank ve Özell!kler! 

 

Tanım 2.2.1. Aşağıdaki özellikleri sağlayan bir matrise, satır indirgenmiş eşelon 

biçimindedir denir. 

 

a. Tüm elemanları sıfır olmayan herhangi bir satırda, sıfırdan farklı ilk elemanı 

1’dir (Bu .eleman 1 baş elemanı olarak adlandırılır). 

b. 1 baş elemanını içeren herhangi bir sütundaki diğer tüm elemanlar sıfırdır. 

c. Sıfırdan farklı eleman içeren herhangi iki satırda daha büyük numaralı satırın 

1 baş elemanı daha sağda bulunur. 

d. Sadece sıfır elemanlarından ibaret olan herhangi bir satır, sıfırdan farklı eleman 

içeren diğer satırlardan daha aşağıdadır (Venit ve Bishop, 1985). 

 

Tanım 2.2.2. Aşağıdaki işlemlere bir matris üzerindeki elementer satır (sütun) 

işlemleri denir. 

 

a. Bir satırı (sütunu) sıfır olmayan bir skaleri ile çarpmak. 

b. İk" satırın (sütunun) yer"n" değ"şt"rmek. 

c. Bir satırın (sütunun) yerine bu satır (sütun) ile diğer bir satırın (sütunun) bir 

katının toplamını yazmak (Seber, 2008). 

 

Tanım 2.2.3. , m nA B m nm n
 matrisler olsun. Eğer B  matrisi, A  matrisinin elementer 

satır veya sütun işlemleri tarafından elde edilirse, A  matrisi B   matrisine denktir denir 

(Seber, 2008). 

 

Tanım 2.2.4. Bir A  matrisine satırca (sütunca) denk olan indirgenmiş eşelon 

biçimindeki matrise A  matrisinin satır (sütun) indirgenmiş eşelon biçimi denir 

(Hogben, 2007). 

 

Tanım 2.2.5. Bir A  matrisinin satır (sütun) indirgenmiş eşelon biçimindeki sıfırdan 

farklı satır (sütun) sayısına A  matrisinin rankı denir ve ( )r A  ile gösterilir (Hogben, 

2007). 
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Teorem 2.2.6. Herhang� b�r A  matr�s� �ç�n C  matr�s�, A  matr�s�n�n satır �nd�rgenm�ş 

eşelon b�ç�m� olsun. A  matr�s�n�n satır uzayı �le C  matr�s�n�n satır uzayı aynıdır (Venit 

ve Bishop, 1985; Sengupta ve Jammalamadaka, 2003). 

 

Teorem 2.2.7. A  matrisinin rankı, sütun rankı ve satır rankı eşittir (Venit ve Bishop, 

1985). 

 

2.3. İzdüşüm Matr#sler# 

 

Tanım 2.3.1. Her ,u v SS  ve ,a b  �ç�n au bv Sbv S  olacak şek�lde sonlu sayıda 

vektörler�n boş kümeden farklı b�r S  kümes� b�r vektör uzayıdır (Sengupta ve 

Jammalamadaka, 2003). 

 

Tanım 2.3.2. 1S  ve 2S  vektör uzayları olsun. 1S  vektör uzayındak� her vektör, 2S  

vektör uzayındak� tüm vektörlere d�k �se 1S  ve 2S  vektör uzayları b�rb�r�ne d�kt�r den�r 

ve 1 2S S^  b�ç�m�nde göster�l�r (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003). 

 

Tanım 2.3.3. 1S  ve 2S  vektör uzayları olsun. 1u SÎ  ve 2v SÎ  olmak üzere u vv  

formundak� tüm vektörler� �çeren vektör uzayına bu �k� vektör uzayının toplamı den�r 

ve 1 2S S+  �le göster�l�r. Eğer 1S  ve 2S  vektör uzayları b�rb�r�ne d�k �se 1 2S S+  �le 

göster�len toplam 1 2S SÅ  şekl�nde �fade ed�l�r (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003). 

 

Tanım 2.3.4. Eğer 1

1 2

nS S ´Å = 1n´  �se 1S  ve 2S  alt uzaylarına b�rb�r�n�n d�k tümleyen� 

den�r ve 1 2S S ^=  veya 2 1S S ^=  �le göster�l�r. B�r S  vektör uzayı �ç�n ( )S S^ ^ = ’d�r 

(Sengupta ve Jammalamadaka, 2003). 

 

Tanım 2.3.5. S  bir vektör uzayı olmak üzere her v SS  ve Pv SS  için Pv vv  ise, P  

matrisine bir izdüşüm matrisi denir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).  
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Tanım 2.3.6. P  matrisi, S  vektör uzayının bir izdüşüm matrisi olmak üzere I PP  

matrisi S  vektör uzayının bir izdüşüm matrisi ise, bu durumda P  matrisine S  vektör 

uzayının bir dik izdüşüm matrisi denir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003). 

 

2.4. B"r Matr"s"n Ters" ve Moore-Penrose Genelleşt"r"lm"ş Ters" 

 

Tanım 2.4.1. , n nA B ´Î n n´n nn n  matr#sler# #ç#n nAB BA I= =  #se, B  matr#s#ne A  matr#s#n#n 

ters# ve A  matr#s#ne de ters#n#r matr#s den#r. A  matr#s#n#n ters# 1A-  şekl#nde göster#l#r 

(Hogben, 2007). 

 

Tanım 2.4.2. m nX ´Î m n´m nm n  matr#s# #ç#n 

 

a. ,XAX X=  

b. AXA A= , 

c. ( )  ,AX AX¢ =  

d. ( )XA XA¢ =   

 

koşulları sağlanıyorsa, A  matr$s$ne X  matr$s$n$n Moore–Penrose Genelleşt$r$lm$ş 

ters$ den$r ve bu ters X  $le göster$l$r (Cooperste$n, 2015). 

 

Teorem 2.4.3. m nA m nm n
 olmak üzere 

 

a. ( ) ( ) ,AA
+ +¢ ¢=   

b. ( ) ( ) , A A A A+ + +¢ ¢=   

c. ( )  A A+ + =   

 

sağlanır (Cooperste$n, 2015). 
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Teorem 2.4.4. Herhang  b r 
m nA m nm n

 matr s   ç n AA+ , 
A mE I AA+= -  ve 

A nF I A A+= -  matr sler  sırasıyla ( )R A , ( )R A
^

 ve ( )R A
^¢  üzer ne d k  zdüşüm 

matr sler d r (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003). 

 

Aşağıdak  teoremlerde  zdüşüm matr s , Moore-Penrose Genelleşt r lm ş ters , rank, 

sütun uzayı ve satır uzayı  lg l  özell kler toplanmıştır. 

 

Teorem 2.4.5. m nA ´Î m n´m nm n , m kB ´Î m km km k  ve l kC ´Î l kl kl k  olsun. Bu durumda  

 

a. [ ] ( ) ( ) ( ) ( ): A Br A B r A r E B r B r E A= + = + , 

b. ( ) ( ) ( ) ( )A C

A
r r A r CF r C r AF
C

é ù
= + = +ê ú

ë û
, 

c. ( ) ( ) ( )
0

B C

A B
r r A r B r E AF
C

é ù
= + +ê ú

ë û
 

 

sağlanır (Marsagl ga ve Styan, 1974). 

 

Teorem 2.4.6. 
1 1( ) ( )R A R B¢ ¢Í  ve 

2 1( ) ( )R A R B¢ ¢Í  !se, 
1 2

1 1 2 1

1

( ) ( )
0

B A
r A B A r r B

A

+ é ù
= -ê ú

ë û
 

sağlanır (Gan ve ark., 2017). 

 

2.5. L�neer Denklem S�stemler�  

 

Tanım 2.5.1. m rA ´Î m r´m rm r , m tB ´Î m tm tm t  ve k tC ´Î k tk tk t   b!l!nen matr!sler ve r kX ´Î r kr kr k   

b!l!nmeyen matr!s olmak üzere AXC B=  b!ç!m!ndek! eş!tl!ğe b!r l!neer matr!s 

denklem s!stem! den!r. Özel olarak k tt  ve 
kC IkC Ik  olması durumunda da yan! 

AX B=  denklem!ne de l!neer denklem s!stem! den!r (Hogben, 2007). 

 

Tanım 2.5.2. B!r l!neer denklem s!stem! en az b!r çözüme sah!p !se s!stem tutarlıdır 

den!r. Aks! takd!rde s!stem tutarsızdır (Hogben, 2007). 
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Teorem 2.5.3. AX BB  l!neer denklem s!stem!n!n tutarlı olmasının gerek ve yeter 

koşulu [ ] ( ):r A B r A=  ya da denk olarak AA B BB BB  olmasıdır. Bu durumda, 

denklem!n genel çözümü parametr!k formda U  uygun boyutlu keyf! matr!s olmak 

üzere ( )X A B I A A U+ += + -  olarak yazılır (Penrose, 1995). 

 

2.6. Kuadrat!k Formlar ve Löwner Sıralaması 

 

Tanım 2.6.1. 1( ) n

ix x ´= Î 1n´  vektör ve ( ) n n

ijA a ´= Î n n´n nn n  s!metr!k b!r matr!s olmak üzere  

1 1

( )
n n

ij i j

i j

f x x Ax a x x
= =

¢= =åå  !fades!ne 
ix  elemanlarının b!r kuadrat!k form ve A  

matr!s!ne de bu kuadrat!k formun matr!s! den!r. Buna göre 

 

a. Eğer 0x" ¹  için 0x Ax¢ >  ise A  pozitif tanımlıdır. 

b. Eğer x"  için 0x Ax¢ ³  ve bazı 0x ¹  vektörleri için 0x Ax¢ =  ise A  pozitif 

yarı tanımlıdır (Meyer, 2000). 

 

A  ve B  simetrik matrisler olmak üzere LB A³  sıralamasındaki ‘’
L³ ’’ gösterimi 

simetrik matris kümesi üzerinde kısmi bir sıralamayı gösterir ve bu sıralama Löwner 

sıralaması olarak bilinir (Bhatia, 2007). 

 

Tanım 2.6.2. Eğer A  ve B  simetrik matrisleri için B AA  pozitif yarı tanımlı ise 

Löwner sıralamasına göre A  matrisi, B  matrisinden daha küçüktür denir. LA B£  

veya LB A³  ile gösterilir. Eğer B AA  pozitif tanımlı ise bu durumda Löwner 

sıralamasına göre A  matrisi kesinlikle B  matrisinden küçüktür denir. A <  BL  veya 

B >  AL
 ile gösterilir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003). 

 

2.7. Rasgele Vektörler ve Bazı İstat"ksel Kavramlar 

 

Elemanları rasgele olan vektör ve matrise sırasıyla rasgele vektör ve rasgele matris 

denir. Rasgele vektörler ve matrislerle ilgili bazı temel kavramlar ve teoremler aşağıda  
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verilmektedir. 

 

Tanım 2.7.1. ( ) m n

ijX x ´= Î m n´m nm n   rasgele bir matris olmak üzere, X  matrisinin beklenen 

değeri ( ) ( )( )ijE X E x= ’dir (Harville, 2018). 

 

Teorem 2.7.2. n pX ´Î n p´n pn p  rasgele bir matris, m nA ´Î m n´m nm n , p qB ´Î p q´p qp q  ve 
m qC ´Î m q´m qm q

 bilinen 

matrisler olmak üzere, ( ) ( )E C AXB C AE X B+ = + ’dir (Harville, 2018). 

 

Tanım 2.7.3. ( ) 1n

ix x ´= Î 1n´  rasgele bir vektör olmak üzere, x  vektörünün varyansı,  

 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )var ( )D x x E x E x x E x E xx E x E x
æ ö¢ ¢¢= = - - = -é ù é ùç ÷ë û ë ûè ø

  

 

dir (Harville, 2018). 

 

Tanım 2.7.4. 1nx ´Î 1n´  ve 1ny ´Î 1n´  rasgele b#rer vektör olmak üzere, x  ve y

vektörler#n#n kovaryans, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cov ,x y E x E x y E y E xy E x E y
æ ö¢ ¢¢= - - = -é ù é ù é ùç ÷ë û ë û ë ûè ø

 

 

d#r (Harv#lle, 2018).  

 

Teorem 2.7.5. m nA ´Î m n´m nm n  ve s tB ´Î s ts ts t  b!l!nen matr!sler, 1mc m 1m  ve 1sk s 1s  b!l!nen 

vektörler, 1nx ´Î 1n´  ve 1ty ´Î 1t´  rasgele vektörler olsun. Bu durumda 

 

a. ( ) ( ) ( ) ( )var var cov ,D x x x x x¢= = = , 

b. ( ) ( )var varc Ax A x A¢+ = , 

c. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cov , cov , cov , cov , cov ,x y y x x y x y x y¢ ¢ ¢ ¢= = = = ,  
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d. ( ) ( )cov , cov , ,c Ax k By A x y B¢+ + =  

e. 
( ) ( )
( ) ( )

var cov ,
var var

cov , var

x x yx

y x yy

æ öæ ö
= ç ÷ç ÷

è ø è ø
 

 

sağlanır (Harv!lle, 2018). 

 



 

 

 

 

 

BÖLÜM 3. GENEL LİNEER KARMA MODELLERDE TAHMİN 

 

 

3.1. G"r"ş 

 

Bu bölümde bir genel lineer karma model ve bu modelin bir alt modeli tanıtılarak, 

modellerle ilgili bazı özellikler ifade edilecektir. 

 

B!r genel l!neer karma model ve bu model!n parçalanmış formu; 

 

[ ] [ ]1 1

1 2 1 2

2 2

: : :
u

y X Zu X X Z Z
u

b
b e e

b
é ù é ù

= + + = + +ê ú ê ú
ë û ë û

: y XX                 (3.1) 

 

olarak !fade ed!l!r. Burada 1ny ´Î 1n´  gözleneb!l!r rasgele vektör, 
1

n pX ´Î n p´n pn p , 
2

n mX ´Î n m´n mn m  

1

n qZ ´Î n q´n qn q  ve 
2

n rZ ´Î n r´n rn r  olmak üzere 
1 2:X X X1 21 21 2X X1 21 2:1 21 2

 ve 
1 2:Z Z Z1 21 21 2Z Z1 21 2:1 21 2

 b!l!nen matr!sler, 

1

1

pb ´Î 1p´  ve 
1

2

mb ´Î 1m´
 olmak üzere 

1

2

b
b

b
é ù

= ê ú
ë û

 sab!t etk!ler!n b!l!nmeyen vektörü, 

1

1

qu q 1q
 ve 1

2

ru r 1r  olmak üzere 
1

2

u
u

u

é ù
= ê ú
ë û

 rasgele etk!ler!n gözlenemeyen vektörü 

ve 
1ne ´Î 1n´
 rasgele hata vektörünü tems!l etmekted!r. (3.1) model!nde rasgele 

vektörler!n beklenen değer! ve kovaryans matr!s!ne !l!şk!n varsayımlar aşağıda 

ver!lm!şt!r.     

 

1

2 0

u

E u

e

é ù
ê ú =ê ú
ê úë û

 ve 

1 1 1

2 2 2cov , : .

u u u

D u u u

e e e

æ öé ù é ù é ù
ç ÷ê ú ê ú ê ú= = åç ÷ê ú ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê ú ê úë û ë û ë ûè ø

               (3.2) 

 



13 

 

 

 

Burada n n´åÎ n n´n nn n  b!l!nen poz!t!f yarı tanımlı matr!st!r. (3.2) varsayımlarına göre 

[ ]1 2: : nZ Z Z I= [ 1 21 21 2[Z Z Z[ 1 2::1 21 21 2  olmak üzere, (3.1) model! altında y  vektörünün beklenen değer! ve 

kovaryans matr!s! 

 

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2E y E X X Z u Z ub b e= + + + +  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2E X E X E Z u E Z u Eb b e= + + + +  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2X E X E Z E u Z E u Eb b e= + + + +   

          
1 1 2 2X Xb b= +   

          X b=                     (3.3) 

 

ve 

 

( ) ( )cov ,D y y y=   

          ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2cov ,X X Z u Z u X X Z u Z ub b e b b e= + + + + + + + +  

          [ ] [ ]
1 1

1 2 2 1 2 2cov : : , : :n n

u u

Z Z I u Z Z I u

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

          [ ] [ ]
1 1

1 2 2 2 1 2: : cov , : :n n

u u

Z Z I u u Z Z I

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú ¢= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

          [ ] [ ]
1

1 2 2 1 2: : : :n n

u

Z Z I D u Z Z I

e

é ù
ê ú ¢= ê ú
ê úë û

  

         :Z Z V¢= å =Vå =Z ZZ Z :¢                     (3.4) 

 

d!r. Ayrıca (3.1) model!nde 
1 2, ,u u e  ve y  vektörler! !ç!n 

 

( ) [ ]
1 1

1 2 1 2 2cov , cov : 0 : 0 , : :q n

u u

u y I u Z Z I u

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê úé ù= ç ÷ë û ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø
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    [ ]
1 1

2 2 1 2: 0 : 0 cov , : :q n

u u

I u u Z Z I

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú ¢é ù= ç ÷ë û ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

  

   [ ]
1

2 1 2: 0 : 0 : :q n

u

I D u Z Z I

e

é ù
ê ú ¢é ù= ë û ê ú
ê úë û

  

  : 0 : 0qI Z¢é ù= åë û Z¢ ,                            (3.5) 

 

( ) [ ] [ ]
1 1

2 2 1 2 2cov , cov 0 : : 0 , : :r n

u u

u y I u Z Z I u

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

      [ ] [ ]
1 1

2 2 1 20 : : 0 cov , : :r n

u u

I u u Z Z I

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú ¢= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

      [ ] [ ]
1

2 1 20 : : 0 : :r n

u

I D u Z Z I

e

é ù
ê ú ¢= ê ú
ê úë û

  

      [ ]0 : : 0rI Z ¢= åZ ¢ ,                  (3.6) 

 

( ) [ ] [ ]
1 1

2 1 2 2cov , cov 0 : 0 : , : :n n

u u

y I u Z Z I ue
e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

                 [ ] [ ]
1 1

2 2 1 20 : 0 : cov , : :n n

u u

I u u Z Z I

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú ¢= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

     [ ] [ ]
1

2 1 20 : 0 : : :n n

u

I D u Z Z I

e

é ù
ê ú ¢= ê ú
ê úë û

  

                [ ]0 : 0 : nI Z ¢= åZ ¢                    (3.7) 

 

bulunur. 



15 

 

 

 

Regresyon anal�z�nde aynı gözleneb�l�r rasgele değ�şkene sah�p �k� veya daha fazla 

�stat�st�ksel model�n olduğu durumlarla karşılaşılab�l�r. İstat�st�ksel sonuçlar çıkarmak 

�ç�n, bu l�neer karma modeller arasında benzerl�k veya denkl�kler�n olup olmadığını 

anal�z etmek gerekeb�l�r. Bu şek�lde karşılaşılacak durumlardan b�r�s�, genel b�r l�neer 

karma modele yen� parametreler eklemek veya s�lmek �le elde ed�len yen� modeller�, 

�lk durumdak� or�j�nal modeller �le karşılaştırmaktır. Bu çalışmada (3.1) model� or�j�nal 

model olarak ele alınıp, bu modelden bazı sab�t ve rasgele etk�ler çıkarılarak 

 

1 1 1 1: y X Z ub e= + +1 1 1: y X1 1 1X1 1 1
                   (3.8) 

 

şekl�nde �fade ed�leb�lecek b�r alt model ele alınacaktır. Görüldüğü g�b� (3.1) ve (3.8) 

modeller�nde gözlenen yanıt değ�şkenler� aynı olmasına rağmen bu �k� model 

karşılaştırıldığında b�l�nmeyen ortak parametreler �le �lg�l� �stat�st�ksel sonuçlar doğal 

olarak aynı olmak zorunda değ�ld�r. Bu nedenle (3.1) ve (3.8) modeller� altındak� tüm 

b�l�nmeyen parametreler�n tahm�n ed�c�ler� veya ön tahm�n ed�c�ler� �le �lg�l� bazı genel 

sonuçlar elde etmek �steneb�l�r. Bunun �ç�n aşağıdak� vektör göz önüne alınab�l�r. 

 

[ ] [ ]1 1

1 1 1 1 1 1

2 2

: : 0 : 0 .
u

m y K Tu J K T J K Tu J
u

b
b e e b e

b
é ù é ù

= + + = + + = + +ê ú ê ú
ë û ë û

             (3.9) 

 

Burada 
1 ,s pK ´Î ,s p´s ps p  

1

s qT ´Î s q´s qs q  ve s nJ ´Î s n´s ns n  b�l�nen matr�sler olmak üzere, [ ]1 : 0K K=  

ve [ ]1 : 0T T= ’dır. (3.2) varsayımlarına göre [ ]1 1 : 0 :T T J= [1 1[[ 0T T[1 11 1[ : 0 :  olmak üzere, (3.9) 

vektörünün beklenen değer� ve kovaryans matr�s� 

 

( ) ( )1 1 1 1E m E K Tub e= + +   

          ( ) ( ) ( )1 1 1 1E K E Tu Eb e= + +  

          ( ) ( ) ( )1 1 1 1K E T E u Eb e= + +   

          
1 1K b=                    (3.10) 

 

ve 
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( ) ( )cov ,D m m m=  

           ( )1 1 1 1 1 1 1 1cov ,K Tu J K Tu Jb e b e= + + + +   

           [ ] [ ]
1 1

1 2 1 2cov : 0 : , : 0 :

u u

T J u T J u

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

           [ ] [ ]
1 1

1 2 2 1: 0 : cov , : 0 :

u u

T J u u T J

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú ¢= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

            [ ] [ ]
1

1 2 1: 0 : : 0 :

u

T J D u T J

e

é ù
ê ú ¢= ê ú
ê úë û

  

           
1 1T T ¢= å1 1T1 11 1

¢å1 11 1TT1 11 1
                  (3.11) 

 

olarak elde ed!l!r. (3.1) model! ve (3.9) vektörü ele alındığında 

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2cov , cov ,m y K Tu J X X Z u Z ub e b b e= + + + + + +  

    [ ] [ ]
1 1

1 2 1 2 2cov : 0 : , : : n

u u

T J u Z Z I u

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

               [ ] [ ]
1 1

1 2 2 1 2: 0 : cov , : : n

u u

T J u u Z Z I

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú ¢= ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

 

               [ ] [ ]
1

1 2 1 2: 0 : : : n

u

T J D u Z Z I

e

é ù
ê ú ¢= ê ú
ê úë û

 

   [ ] [ ]1 1 2: 0 : : : nT J Z Z I ¢= å   

               
1 :T Z C¢= å =1 Cå =1T ZT Z1 :¢                  (3.12) 

 

elde ed!l!r. 
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Benzer şek�lde (3.2) varsayımlarına göre (3.8) alt model� ele alındığında 

[ ]1 1 : 0 : nZ Z I= [1 1[ : 0[ 0Z Z[1 11 1[ : 0  olmak üzere y  vektörünün beklenen değer� ve kovaryans matr�s� 

 

( ) ( )1 1 1 1E y E X Z ub e= + +
1 1X b=                (3.13) 

 

ve 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1cov , cov , :D y y y X Z u X Z u Z Z Vb e b e ¢= = + + + + = å =1 1 1 1 1V1 1 1 1 11 11 1 1 1 1åZ ZZ Z1 11 1:1 1 1 1 11 11 1 1
¢          (3.14) 

 

olarak yazılır. Ayrıca (3.8) modelinde 
1u , 2u , e  ve y  vektörleri için 

 

( )1 1cov , :0 :0qu y I Z¢é ù= åë û1 1Z1 11 1
¢ ,                 (3.15) 

 

( ) [ ] 1cov , 0 : 0 : ny I Ze ¢= å 1Z1
¢ ,                 (3.16) 

 

( ) 1 1cov , :m y T Z C¢= å =1 1T Z C1 11 11 1åT ZT Z1 11 1::1 11 11 11 1
¢ ,                 (3.17) 

 

( ) 1 1 1cov , :y m Z T C¢ ¢= å =1 1 1Z T C1 1 11 1 11 1 1
¢CåZ TZ T1 1 1::1 1 11 1 11 1 11 1 1

¢::                  (3.18) 

 

elde edilir. 

 

3.2. En İyi Lineer Yansız Ön Tahmin Edici (BLUP) 

 

Tanım 3.2.1. Bilinmeyen kitle parametrelerinin belirlenmesi amacıyla kullanılan 

örneklem istatistiğine tahmin edici ve tahmin edicinin aldığı değere ise tahmin denir.

a  bir parametre olmak üzere ( )E P  mevcut ve ( )E P a=  ise, P  istatistiğine a  

parametresinin yansız tahmin edicisi, ( )E P a=  koşulu sağlanmadığında P  

istatistiğine a  parametresinin yanlı tahmin edicisi denir. Yanlı ve yansız tahmin 

ediciler arasında seçim söz konusu olduğunda genel olarak yansız tahmin ediciler 
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seçilir. Yansız tahmin ediciler arasından birini tercih etmek gerekir ise yeni bir ölçüye 

ihtiyaç duyulur. Böyle bir durumda parametreye yakın olma olasılığı yüksek olan 

tahmin edici tercih edilir. Bir parametrenin herhangi bir yansız tahmin edicisi, diğer 

herhangi bir yansız tahmin edicisinden daha küçük varyansa sahip ise, bu istatistiğe 

parametrenin minimum varyanslı tahmin edicisi denir. 

 

Tanım 3.2.2. (3.1) modeli ele alınsın ve m  vektörü (3.9)’da verildiği gibi olsun. 

k nL k nk n  olmak üzere ( ) 0E Ly m( ) 0y m( )( )  olacak şekilde bir Ly  lineer istatistiği varsa 

m  vektörüne (3.1) modeli altında ön tahmin edilebilirdir denir. m  vektörü (3.1) 

modeli altında ön tahmin edilebilir olsun. ( ) 0E Ly m- =  olmak üzere, 

( )0 0E L y m- =  ve ( ) ( )0cov covLLy m L y m- ³ -  olacak şekilde bir 
0L  matrisi varsa 

bu durumda 
0L y  linear istatistiği, (3.1) modeli altında m  vektörü için en iyi lineer 

yansız ön tahmin edici yani BLUP olarak tanımlanır ve  

 

( ) ( )0 1 1 1 1L y BLUP m BLUP K Tu Jb e= = + +( ) (0 1 1 1 1( ) (0 1 10 1 1( ) (0 1 1 1 10 1 1 1 10 1 1P m BLUP Km BL( ) (0 1 10 1 10 1 1( ) ( TT0 1 1 1 10 1 1 1 10 1 10 1 1               (3.19) 

 

şeklinde ifade edilir (Puntanen ve ark.,2011). 

 

BLUE, BLUP #le #lg#l# yapılan tanıma benzer olarak aşağıdak# g#b# tanımlanır. 

 

Tanım 3.2.3. m , (3.1) model# altında ön tahm#n ed#leb#l#r olsun. m  vektöründe 

1 0T J= =  olarak alınsın. Bu durumda (3.1) model# altında m  vektörü #ç#n (3.19) #le 

ver#len BLUP #fades# 
1 1K b ’#n en #y# l#neer yansız tahm#n ed#c#s# yan# BLUE’su olarak 

tanımlanır ve 

  

( ) ( )0 1 1L y BLUE m BLUE K b= =( ) ( )0 1 1( ) (E m BLUE K( ) (0 1 10 1 1( ) ( b0 1 10 1 1E mm( )                 (3.20) 

 

şekl#nde #fade ed#l#r (Puntanen ve ark.,2011). 
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3.4. BLUP ve BLUE’nun Temel Denklemleri ve Bazı Özellikleri 

 

Bu bölümde, ele alınan genel l"neer karma modeller altında tüm b"l"nmeyen 

parametreler"n b"r genel fonks"yonun BLUP/BLUE denklemler" ve özell"kler" 

ver"lecekt"r. 

 

(3.1) model" ele alınsın. (3.1) model" ve (3.9)’da ver"len m  vektöründen Ly m-  

"fades" 

 

( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1Ly m L X X Z u Z u K Tu Jb b e b e- = + + + + - + +   

           ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 1 1 2 2LX K LX LZ T u LZ u L Jb b e= - + + - + + -            (3.21) 

 

olarak yazılır. Böylece (3.21) "fades"n"n beklenen değer" ve kovaryans matr"s"  

 

( ) ( )( )1 1 1 2 2E Ly m E LX K LXb b- = - +  

                 ( )1 1 1 2 2LX K LXb b= - +                (3.22) 

ve 

 

( ) ( ) ( )cov ,D Ly m Ly m Ly m- = - -é ùë û  

     ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2 1 1 1 2 2cov ,LZ T u LZ u L J LZ T u LZ u L Je eé ù= - + + - - + + -ë û   

                  ( ) ( )
1 1

1 1 2 2 1 1 2 2cov : : , : :

u u

LZ T LZ L J u LZ T LZ L J u

e e

é ùé ù é ù
ê úê ú ê ú= - - - -ê úê ú ê ú
ê úê ú ê úë û ë ûë û

 

                 ( ) ( )
1 1

1 1 2 2 2 1 1 2: : cov , : :

u u

LZ T LZ L J u u LZ T LZ L J

e e

æ öé ù é ù
ç ÷ê ú ê ú ¢= - - - -ç ÷ê ú ê ú
ç ÷ê ú ê úë û ë ûè ø

  

                ( ) ( )
1

1 1 2 2 1 1 2: : : :

u

LZ T LZ L J D u LZ T LZ L J

e

é ù
ê ú ¢= - - - -ê ú
ê úë û

  

                ( ) ( )1 1 2 1 1 2: : : :LZ T LZ L J LZ T LZ L J ¢= - - å - -   
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    [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )1 2 1 1 2 1: : : 0 : : : : 0 :LZ LZ L T J LZ LZ L T J ¢= - å -   

    [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )1 2 1 1 2 1: : : 0 : : : : 0 :n nL Z Z I T J L Z Z I T J ¢= - å -  

   
1 1LZ T LZ T

¢é ù é ù= - å -ë û ë û
¢ù é ùTù éùZ T LZZ T LZT Lû ë û1 11 1
ùù

1 1T1 11 11 11 11 11 11 11 11 1Z T LZ1 11 11 11 11 11 1
                (3.23) 

 

olarak bulunur. 

 

Aşağıdak$ lemmada m  vektörünün (3.1) model$ altında ön tahm$n ed$leb$l$r olma 

koşulu ver$lm$şt$r 

 

Lemma 3.4.1. (3.1) model$ ele alınsın. m  vektörünün (3.1) model$ altında ön tahm$n 

ed$leb$l$r olmasının gerek ve yeter koşulu 

 

[ ] [ ]1 1 2: 0 :R K R X Xæ ö æ ö¢ ¢Íç ÷ ç ÷
è ø è ø

 veya denk olarak ( )1 2 1R K R X X^
æ ö¢¢ é ùÍ ç ÷ë ûè ø

                (3.24) 

 

olmasıdır (Gan ve ark., 2017).  

 

İspat: m  vektörü (3.1) model$ altında ön tahm$n ed$leb$l$r olsun. Her 1 2,b b  $ç$n 

 

( ) 0E Ly m- =  ( )1 1 1 2 2 0LX K LXb bÛ - + =   

[ ] [ ]( ) 1

1 2 1

2

: : 0 0LX LX K
b
b
é ù

Û - =ê ú
ë û

  

[ ] [ ]1 2 1: : 0 0L X X KÛ - =   

[ ] [ ]1 2 1: : 0L X X KÛ =  

 

dır. Böylece Teorem 2.1.4’ün (b) şıkkından $stenen elde ed$l$r.  

 

(3.1) model$ altında temel BLUP denklem$ ve özell$kler$ ver$lecekt$r. Ancak öncel$kl$  

olarak $spatta kullanılacak olan lemma aşağıda ver$lm$şt$r. 
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Lemma 3.4.2. A , B , D  ve G  uygun boyutlu b!l!nen matr!sler, H  poz!t!f yarı tanımlı 

matr!s ve ZA B=  tutarlı matr!s denklem! olmak üzere 

 

( ) ( ) ( )f Z ZG D H ZG D ¢= + +                 (3.25) 

 

olsun. Böylece ZA B=  denklem!n!n tüm çözümler! !ç!n 
0( ) ( )Lf Z f Z³  sağlanacak 

şek!lde 0Z A B=  denklem!n!n da!ma b!r 
0Z  çözümü vardır. Bu durumda (3.25) 

!fades!n! sağlayan 
0Z  matr!s! aşağıdak! tutarlı matr!s denklem! 

 

0 : :Z A GHGA B DHGA^ ^¢ ¢é ù é ù= -ë û ë û                 (3.26) 

 

!le bel!rlen!r (T!an, 2015). 

 

Teorem 3.4.3. m , (3.1) model! altında ön tahm!n ed!leb!l!r olsun. [ ]1 : 0K K=  olmak 

üzere 

 

( ) 0E Ly m- =  ve ( ) min : :D Ly m L X VX K CX^ ^é ù é ù- = Û =ë û ë û                       (3.27) 

 

d!r. Buradak! matr!s denklem! temel BLUP denklem! olarak b!l!n!r ve 

 

( ) : :BLUP m Ly L X VX K CX^ ^é ù é ù= Û =ë û ë û( )P m( )               (3.28) 

 

olarak !fade ed!l!r. Bu denklem her zaman tutarlıdır ve denklem!n genel çözümü olan 

L  ve buna karşılık gelen ( )BLUP m( )P m(   

 

( ) ( ): : :BLUP m Ly K CX X VX U X VX y
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù= = +ë û ë û ë û( )P m( )             (3.29) 

 

d!r. Burada 
n mU R ´Î  keyf! b!r matr!st!r (Gan ve ark, 2017). 
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İspat. (3.25)’! kullanarak (3.23) !fades!nde A XX , B KK , G ZZZ , H = å , 

[ ]1 1 : 0 :D T T J= = [1 1[[ 0T T[1 11 1[ : 0 :TT  alınırsa ve bu !fadeler (3.26) matr!s eş!tl!ğ!nde yazılırsa (3.27) yan! 

(3.28) elde ed!l!r. (3.28) !fades!ndek! denklem!n genel çözümü (3.29) olarak yazılır. 

Böylece !spat tamamlanmış olur.  

 

Teorem 3.4.3’tek! matr!s denklem!ne göre aşağıdak! koşullarda sağlanır. 

 

a. [ ] [ ]: : , : :r X VX r X V R X VX R X V^ ^é ù é ù= =ë û ë û  ve ( ) ( ) { }0R X R VX ^Ç = .  

b. L  tekt!r [ ]:r X V n= . 

c. ( )BLUP m( )P m(  1 olasılıkla tekt!r.  [ ]:y R X VÎ  1 olasılıkla sağlanır. Yan! 

(3.1) model! tutarlıdır (Gan ve ark.,2017). 

 

Böylece (3.29) !fades!ne göre ( )BLUP m( )P m(  !le !lg!l! kovaryans matr!sler! 

 

( ) ( ) ( ): : : :D BLUP m K CX X VX V K CX X VX
+ +^ ^ ^ ^ ¢

é ù é ù é ù é ù=é ùë û ë û ë û ë û ë û( )( )P m( ) ,         (3.30)  

 

( ){ }cov , : :BLUP m m K CX X VX C
+^ ^ ¢é ù é ù= ë û ë û( )( )( ) ,            (3.31)  

 

( ) ( )( )D m D BLUP m- ( )P m(  

( ) ( )1 1 : : : :T T K CX X VX V K CX X VX
+ +^ ^ ^ ^ ¢

¢ é ù é ù é ù é ù= å - ë û ë û ë û ë û1 1
éK Cå -1 11 1T T1 11 11 1

¢ ëééK CKKK : ,                              (3.32) 

 

( )D m BLUP m-é ùë û( )( )P m(   

( ) ( )1 1: : : :K CX X VX Z T K CX X VX Z T
+ +^ ^ ^ ^ ¢

é ù é ù é ù é ù= - å -ë û ë û ë û ë û1 1T1 11 1

+ + ¢+ ++ ++ ++ ++ +

1 1ZZ1 11 1

+ +
ù

+ ++ +^ ^ ^ ^^ ^ ^^ ^ ^Z T K CX X VXCX X VXT K CX XT
+ ++ ++ ++ +

ë û ë û1 11 11 11 11 11 11 11 11 1Z T K CX X VXVXVX1 11 11 11 11 11 1: :: ::::1 11 11 11 11 11 1Z T K CX X VXCX X VXT K CX XTT K CX XT K CX X: ::            (3.33)  

 

dır. Bunların elde ed!lmes! aşağıda detaylı olarak ver!lmekted!r. 

 

( )D BLUP mé ùë û( )( )P m( ( ) ( )cov ,BLUP m BLUP m= é ùë ûû( ) ( ),( ) ùù( ),( ) BLUP m(,( )   
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               ( )(cov : : : ,K CX X VX U X VX y
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù= +ë û ë û ë û  

                                  ( ) ): : :K CX X VX U X VX y
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù+ë û ë û ë û   

                           ( ) ( )( ): : cov , : :K CX X VX y y K CX X VX
+ +^ ^ ^ ^ ¢

é ù é ù é ù é ù= ë û ë û ë û ë û   

    ( ) ( ): : : : .K CX X VX V K CX X VX
+ +^ ^ ^ ^ ¢

é ù é ù é ù é ù= ë û ë û ë û ë û  

 

( ){ } ( )( )cov , cov : : : ,BLUP m m K CX X VX U X VX y m
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù= +ë û ë û ë û( )( )v ,v ,( )  

                                ( ) ( ): : cov ,K CX X VX y m
+^ ^é ù é ù= ë û ë û   

                                 
1: :K CX X VX Z T

+^ ^ ¢é ù é ù= åë û ë û 1T1
¢åZZ   

                                : : .K CX X VX C
+^ ^ ¢é ù é ù= ë û ë û  

 

(3.32) matr!s eş!tl!ğ!n!n !spatı sırasıyla (4.11) ve (4.30)’dan kolayca elde ed!l!r. 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( ){ }cov , cov ,D m BLUP m D m D BLUP m m BLUP m BLUP m m- = + - -é ùë û ( ) ( )( ) ( ){ } ( ){ }cov , cov ,( ){ } ( ){m D m D BLUP m m BLUP m BLUP m m( ) ( )( ) cov , cov ,cov , cov ,( ){ } ( ){m D m D BLUP m mm D m D BLUP m m( ) ( )( ) cov ,cov , ( ){ }ë û( )é ùé ù( )UP m Dm Dm Dm D( )UP m Dm Dm Dm D( )   

      ( ) ( )1 1 : : : :T T K CX X VX V K CX X VX
+ +^ ^ ^ ^ ¢

¢ é ù é ù é ù é ù= å + ë û ë û ë û ë û1 1
éK CKå +1 11 1T TT T1 11 11 1

¢ ëééK CKKK ::  

                               ( ): : : :C K CX X VX K CX X VX C
+ +^ ^ ^ ^¢

¢é ù é ù é ù é ù- -ë û ë û ë û ë û   

                             ( ) ( )1 1 : : : :T T K CX X VX Z Z K CX X VX
+ +^ ^ ^ ^ ¢

¢ ¢é ù é ù é ù é ù= å + åë û ë û ë û ë û1 1

+ +
é ù é ù

+ ++ +^ ^ ^^ ^ ^K CX XK CX XK CX X
+ ++ ++ +^ ^ ^^ ^ ^Z ZZ Z
+ ++ +

= å + å1 11 1T TT T1 11 11 1
¢ ¢é ù^ ^ ^^ ^ ^+ ++ +
¢ ¢¢ ¢K CX XK C ^ ^ ^^ ^ ^^ ^ ^X X VX Z ZX X VXX X VX Z Z

+ ++ +

ë û ë û ë û ë ûé ù é ùé ù é ùZ Z K CX XZ Z K CX XZ Z K CX XZ Z K CX X: :: :: :: :: :K CX XK CX XK CX XK CX XK CX X: :: :: :: :: :: :Z ZZ Z+ å+ åé ù é ùé ùé ù é ùK CX X VX Z ZK CX X VX Z ZK CX X VX: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :K CX XK CK CK C: :: :X X VX Z ZX X VXX X VX Z ZX X VX: :: :: :: :: :: :  

                              ( )1 1: : : :T Z K CX X VX K CX X VX Z T
+ +^ ^ ^ ^¢ ¢¢ é ù é ù é ù é ù- å - åë û ë û ë û ë û1 1Z T1 11 1

+ +

1 1

¢ ¢é ù é ù
+ ++ +^ ^ ^^ ^ ^+ ++ ++ +

- å1 11 1Z TZ T1 11 11 1

+ +
- å1 11 1T ZT Z1 11 11 1

¢ é ù é ùK CX X VX K CX X VXK CX X VX K CX X VX
+ ++ +^ ^ ^ ^^ ^ ^X X VX K CX X VXX X VX K CX X VXX X VX K CX X
+ ++ ++ +

ë û ë û ë û ë û1 11 11 11 11 11 11 1K CX X VX K CX X VXK CX X VX K CX X VXK CX X VX K CX X VX1 11 11 11 11 1: : : :: : : :: : : :: :: : : :: : : :1 11 11 11 11 1X X VX K CX X VXX X VX K CX X VXX X VX K CX XX X VX K CX XX X VX K CX X: : : :: : : :: : : :: : : :: : : :   

                          

( )

( ) ( )

1 1

1

: :

: : : :

T T K CX X VX Z

K CX X VX Z T K CX X VX Z

+^ ^

+ +^ ^ ^ ^

æ ö¢¢ é ù é ù= - å - +ç ÷ë û ë ûç ÷
è ø

æ ö¢¢é ù é ù é ù é ù+ å - +ç ÷ë û ë û ë û ë ûç ÷
è ø

1 1

æ ö+
å1 11 1TT1 11 1 ÷Z

+ öö+ææ
é ù é ùK CX X VXK CX X VX^ ^^ ^X VXX VXX^ ^^ ^TTT

ææ
¢TT K CX X VXK CX X VXK CX X VX: :: :::: X VXX VXXXX ::1 11 1 ÷÷÷Z1 11 11 11 1 +1 11 11 11 1TTTTT1 11 11 11 11 1 ë û ë ûé ù é ùé ù é ùK CX X VXK CX X VXK CX X VX: :: ::::ç ÷ç ÷1 11 11 11 1 ë û ë û

+ +æ ö+ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ +^ ^ ^^ ^ ^ZZ
+ ++ +

÷Z
+ + öö+ +

ù
+ ++ +^ ^ ^ ^^ ^ ^K CX X VXCX X VXK CX X
+ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ +^ ^ ^^ ^ ^TT
+ ++ ++ ++ ++ ++ +^ ^ ^^ ^ ^+ ++ ++ ++ +

åZZZZ VXVXVX: :: ::::K CX X VXCX X VXK CX XK CX XK CX X: :: ::::TTT ÷÷÷Zë û ë û1çç 1
é ù é ùé ù é ùK CX X VXK CX X VXK CX X VX: :: ::::+11TTT11 ÷÷ë û ë û1

 

               ( ) ( )1 1: : : : .K CX X VX Z T K CX X VX Z T
+ +^ ^ ^ ^ ¢

é ù é ù é ù é ù= - å -ë û ë û ë û ë û1 1 .1 1T1 11 11 1

+ + ¢+ ++ ++ ++ ++ +

1 1Z1 11 11 1

+ +
ù

+ ++ +^ ^ ^ ^^ ^ ^^ ^ ^Z T K CX X VXCX X VXT K CX XT
+ ++ ++ ++ +

ë û ë û1 11 11 11 11 11 11 11 11 1Z T K CX X VXVXVX1 11 11 11 11 11 1: :: :: :: :: :1 11 11 11 11 11 1Z T K CX X VXCX X VXT K CX XTT K CX XT K CX X: :  
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Ayrıca (3.1) model! altında m  vektörünün özel durumları ele alınırsa Teorem 3.4.3’ten 

aşağıdak!ler elde ed!l!r.  

 

1 0T J 0J  !ç!n 

 

( ) [ ]( )( )1 1 1: 0 : :BLUE K Ly K X VX U X VX yb
+ ^^ ^é ù é ù= = +ë û ë û( 1 1 1E K( 1 1 11 1 11 1 1            (3.34) 

 

ve 

 

1 0K 0  !ç!n 

 

( ) ( )( )1 1 20 : : :BLUP Tu J Ly CX X VX U X VX ye
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù+ = = +ë û ë û ë û( 1 1 2P Tu( 1 1 21 1 2              (3.35)  

 

elde ed!l!r. Bu aradan 
1 2, n mU U n mn m  keyf! matr!slerd!r. 

 

(3.9) model! ele alınsın. İlk olarak Ly m-  !fades! (3.9) model! ve (3.8)’de ver!len m  

vektöründen yararlanarak yazılırsa 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1Ly m LX K LZ T u L Jb e- = - + - + -              (3.36) 

 

elde ed!l!r. Böylece (3.36) !fades!n!n beklenen değer! ve kovaryans matr!s! !se 

 

( ) ( )1 1 1E Ly m LX K b- = -                (3.37)  

 

ve 

 

( ) 1 1 1 1D Ly m LZ T LZ T
¢é ù é ù- = - å -ë û ë û
¢ù é ùTù éùZ T LZT LZT Lû ë û1 1 1 11 1 1Z T LZ T1 1 1 11 1 1
ùùT11Z1 1 11 1 11 1 1Z T LZT LZZ T LZT LZ1 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 1

              (3.38) 

 

olarak bulunur. 
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Lemma 3.4.1 ve Teorem 3.4.3 kullanılarak, (3.9) model" "ç"n elde ed"len sonuçlar 

aşağıdak" lemma ve teoremde toplanmıştır. 

 

Lemma 3.4.5. (3.9) model" ele alınsın. m  vektörünün (3.9) model" altında ön tahm"n 

ed"leb"l"r olmasının gerek ve yeter koşulu ( ) ( )1 1R K R X¢ ¢Í  olmasıdır (Gan ve ark., 

2017). 

 

Teorem 3.4.6. (3.9) model" ele alınsın. m , (3.9) model altında ön tahm"n ed"leb"l"r 

olsun. Bu durumda 

 

( ) 0E Ly m- =  ve ( ) min : :D Ly m L X VX K CX^ ^é ù é ù- = Û =ë û ë û                       (3.39) 

 

dır (Gan ve ark.,2017). Buradak" matr"s denklem"n"n temel BLUP denklem" 

( ) 1 1 1 1 1 1: :BLUP m Ly L X V X K C X^ ^é ù é ù= Û =ë û ë û( )P m( )  olarak yazılır. Bu denklem tutarlıdır 

ve 
n mU ´Î n m´n mn m

 keyf" b"r matr"s olmak üzere denklem"n genel çözümü 

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1: : :BLUP m Ly K C X X V X U X V X y
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù= = +ë û ë û ë û( )P m( )           (3.40) 

 

olarak yazılır.  

 

Teorem 3.4.6’dak" matr"s denklem"ne göre aşağıdak" koşullar sağlanır: 

 

a. [ ]1 1 1 1 1: :r X V X r X V^é ù =ë û , [ ]1 1 1 1 1: :R X V X R X V^é ù =ë û , ( ) ( ) { }1 1 1 0R X R V X ^Ç = . 

b. L  tekt!r [ ]1 1 .r X V n=   

c. ( )BLUP m( )P m(  1 olasılıkla tekt!r [ ]1 1:y R X VÎ  1 olasılıkla sağlanır. Yan!(3.9) 

model! tutarlıdır (Gan ve ark.,2017). 

 

(3.40) !fades!ne göre ( )BLUP m( )P m(  !le !lg!l! kovaryans matr!sler! 

 



26 

 

 

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: : : :D BLUP m K C X X V X V K C X X V X
+ +^ ^ ^ ^ ¢

é ù é ù é ù é ù=é ùë û ë û ë û ë û ë û( )( )P m( ) ,    (3.41) 

 

( ){ } 1 1 1 1 1 1 1cov , : :BLUP m m K C X X V X C
+^ ^ ¢é ù é ù= ë û ë û((( ,            (3.42) 

 

( ) ( )( )D m D BLUP m- (P m(   

( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: : : :T T K C X X V X V K C X X V X
+ +^ ^ ^ ^ ¢

¢ é ù é ù é ù é ù= å - ë û ë û ë û ë û1 1 11 1 1
éK CKå -1 1 11 1 1T TT T1 1 11 1 11 1 1

¢ ë1 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 1K CKKK1 1 11 1 11 1 11 1 11 1 1 : ,          (3.43) 

 

( )D m BLUP mé ù-ë û(P m(P m(  

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: : : :K C X X V X T K C X X V X T
+ +^ ^ ^ ^ ¢

é ù é ù é ù é ù= - å -ë û ë û ë û ë û1 1T1 11 1

+ + ¢+ ++ ++ ++ ++ +

1 11 1

+ +
ù

+ ++ +^ ^ ^ ^^ ^ ^^ ^ ^T K C X X V X
+ ++ ++ ++ +

ë û ë û1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 1V XV X1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1: :: ::::1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1T K C X X V XC X X V XT K C X XTT K C X XT K C X X: :: ::::            (3.44)  

 

olarak bulunur. 

 

(3.9) model! altında m  vektörü !ç!n özel durumlar ele alınırsa, Teorem 3.4.6’dan 

aşağıdak!ler elde ed!l!r. 

 

1 0T J 0J  !ç!n 

 

( ) [ ]( )1 1 1 1 1 1 1 1: 0 : :BLUE K K X V X U X V X yb
+ ^^ ^é ù é ù= +ë û ë û(K(             (3.45)  

 

ve 

 

1 0K 0  !ç!n  

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 2 1 10 : : :BLUP Tu J C X X V X U X V X ye
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù+ = +ë û ë û ë û( 1 1 1P T( 1 1 1 .         (3.46) 

 

Buradan özel olarak 
1 2, n mU U ´Î n m´n mn m  keyf! matr!slerd!r. 



 

 

 

 

 

BÖLÜM 4. BİR GENEL LİNEER KARMA MODEL VE BU 

MODELİN ALT MODELİ ALTINDA BLUP İLİŞKİLERİ  
 

 

Bu kısımda, (3.1) ve (3.8) modeller! altında BLUP eş!tl!kler! !le !lg!l! sonuçlar 

ver!lecekt!r. Ele alınan modeller tutarlı kabul ed!lmekted!r. Yan! sırasıyla [ ]:y R X VÎ  

ve [ ]1 1:y R X VÎ  koşulları 1 olasılıkla sağlandığı kabul ed!lmekted!r (Rao, 1973). 

Ayrıca kolayca görülmekted!r k! (3.8) model! tutarlı olduğunda (3.1) model! zaten 

tutarlıdır. 

 

İki lineer karma modelin BLUP eşitliğiyle ilgili sonuçları içeren teoremler ve bu 

teoremlerin sonuçları aşağıda verilen tanım dikkate alınarak elde edilecektir. 

 

Tanım 4.1. y  rasgele b!r vektör olsun. 

 

a. Eğer 1 2G G=  !se 1 2G y G y=  eş!tl!ğ! kes!n sağlanır. 

b. Eğer [ ]1 2 0E G y G y- =  ve [ ]1 2 0D G y G y- =  !se 1 2G y G y=  eş!tl!ğ! 1 olasılıkla 

sağlanır. 

c. Eğer [ ] [ ]1 2E G y E G y=  ve [ ] [ ]1 2D G y D G y=  !se 1G y  ve 2G y  vektörler!n!n 

beklenen değer! ve kovaryans matr!sler! aynıdır (Gan ve ark., 2017). 

 

(3.1) ve (3.8) modeller! altında m vektörü !ç!n ( ) 1BLUP m L y=( )UP m L( )  ve ( ) 2BLUP m L y=( )UP m L( )  

olmak üzere, (3.29) ve (3.40)’a göre  

 

1 1: : :L K CX X VX U X VX
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù= +ë û ë û ë û               (4.1) 

 

ve 
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2 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1: : :L K C X X V X U X V X
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù= +ë û ë û ë û              (4.2) 

 

olarak yazılır. Buradan 
1 2, n mU U R ´Î  keyf" matr"slerd"r. (4.1) ve (4.2)’de verilen 

1L  ve 

2L  çözümlerine göre (3.29) ve (3.40)’daki eşitliklere benzer olarak  

 

( )1 : : :L y K CX X VX U X VX y
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù= +ë û ë û ë û               (4.3) 

 

ve 

 

( )2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: : :L y K C X X V X U X V X y
+ ^^ ^ ^é ù é ù é ù= +ë û ë û ë û             (4.4) 

 

olarak "fade ed"len ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  için ( ) ( )BLUP m BLUP m=( ) ( )P m BLUP m( ) (  

eşitliğinin sağlanmasının gerek ve yeter koşulu (3.28) ve (3.39)’da verilen matris 

denklemlerinin ortak bir çözüme sahip olmasıdır. Aşağıdaki teoremin ispatı buna göre 

elde edilecektir. 

 

Teorem 4.2. m  vektörünün (3.1) ve (3.8) modelleri altında ön tahmin edilebilir olduğu 

kabul edilsin. ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  sırasıyla (4.3) ve (4.4)’te verildiği gibi 

olsun. Aşağıdaki durumlar birbirine denktir. 

 

a. (3.29) ve (3.40) matr"s denklemler"n" sağlayan ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  

vardır öyle k" ( ) ( )BLUP m BLUP m=( ) ( )P m BLUP m( ) (  eş"tl"ğ" sağlanır. 

b. 

1 1 2

1 1 2

1

1

1 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0

X V X V
X V X V

X
r r X

X
X

K C C

é ù
é ùê ú¢ ê úê ú ¢= ê ú¢ê ú

¢ê úê ú ë û
ë û

.  

c. 

2 1 1 2 2 2 1

2 1 1 2 2 2 1

1 2

1 2

1 1 2 1

0 0
0 0

X V X X VX X X
X V X X VX X X

r X X r
X X

C X CX K

^ ^ ^ ^ ^
^ ^ ^ ^ ^

^
^

^ ^

é ù
é ùê ú¢ = ê úê ú ¢ë ûê úë û

. 
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d. [ ]( )
1 1 2

1 1 10 0 0 0

0 0 0

X V X V

R K C C R X

X

é ù
ê ú¢Í ê ú

¢ê úë û

. 

e. 2 1 1 2 2 2 1

1 1 2 1

1 20 0

X V X X VX X X
R C X CX K R

X X

^ ^ ^ ^ ^
^ ^

^

æ ö¢é ùæ ö¢ ç ÷é ù Í ê úç ÷ë û ç ÷¢è ø ë ûè ø

. 

 

İspat. m  vektörü (3.1) ve (3.8) modelleri altında ön tahmin edilebilir olduğu kabul 

edilsin. ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  sırasıyla (4.3) ve (4.4)’te verildiği gibi olsun. 

(4.3) ve (4.4)’te verilen denklemler birleştirilerek 
0L  için yeni bir matris denklemi 

 

0 1 1 1 1 1 1L X V X X VX K C X K CX^ ^ ^ ^é ù é ù=ë û ë û                (4.5) 

 

olarak yazılabilir. Teorem 2.5.3’ten bu matris denkleminin 
0L  için bir çözümü 

olmasının gerek ve yeter koşulu  

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

X V X X VX
r r X V X X VX
K C X K CX

^ ^
^ ^

^ ^

é ù
é ù=ê ú ë û

ë û
              (4.6) 

 

eş$tl$ğ$n$n sağlanmasıdır. Önce (4.6) matr$s eş$tl$ğ$n$n sol tarafı ele alınsın. 

1( ) ( )R X R X^ ^Í  olduğu d$kkate alınarak, bu $fadeye Teorem 2.4.5 (b) uygulanırsa 

aşağıdak$ler elde ed$l$r: 

 

1 1 1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 0

X V X X VX X V X X X VX
r r
K C X K CX K C X K CX

^ ^ ^ ^

^ ^ ^ ^

é ù é ù
=ê ú ê ú

ë û ë û
  

      1 1 1 2

1 1 1 0

X V X X VX
r
K C X CX

^ ^

^ ^

é ù
= ê ú

ë û
  

      ( ) ( )

1 1 2

1 1

1

1

0

0 0 0

0 0 0

X V X V

K C C
r r X r X

X

X

é ù
ê ú
ê ú= - -

¢ê ú
ê ú¢ë û

                       (4.7) 
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                 ( ) ( )

1 1 2

1 1

11

1

2

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

V V X X

C C K

r r X r XX

X

X

é ù
ê ú
ê ú

¢ê ú= - -
ê ú¢ê ú
ê ú¢ë û

 

                ( ) ( )

1 1 2

1 1

11

2

1

0

.0 0 0

0 0 0

0 0 0

V V X X

C C K

r r X r XX

X

X

é ù
ê ú
ê ú

¢ê ú= - -
ê ú¢ê ú
ê ú¢ë û

            (4.8) 

 

(4.8) !fades!ne Teorem 2.4.5 (c) uygulanırsa aşağıdak! elde ed!l!r. 

 

( ) ( )
2 1 1 2 2 2 1

1 2 2

1 1 2 1

0 0 2

X V X X VX X X

r X X r X r X

C X CX K

^ ^ ^ ^ ^

^

^ ^

é ù
ê ú¢= + -ê ú
ê úë û

.                  (4.9) 

 

Ş!md! (4.6) matr!s eş!tl!ğ!n!n sağ tarafı ele alınsın. Bu !fadeye önce Teorem 2.4.5’!n 

(b) şık daha sonra (c) şık uygulanırsa aşağıdak!ler elde ed!l!r: 

 

1 1 1 1 1 1 1 2r X V X X VX r X V X X X VX^ ^ ^ ^é ù é ù=ë û ë û  

          
1 1 1 2r X V X X VX^ ^é ù= ë û  

      ( ) ( )
1 1 2

1 10 0 0

0 0 0

X V X V

r X r X r X

X

é ù
ê ú¢= - -ê ú

¢ê úë û

           (4.10) 

     ( ) ( )

1 1 2

1

1

2

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

V V X X

X
r r X r X

X

X

é ù
ê ú¢ê ú= - -

¢ê ú
ê ú¢ë û

 

                ( ) ( )2 1 1 2 2 2 1

2

1 2

2
0 0

X V X X VX X X
r r X r X

X X

^ ^ ^ ^ ^

^

é ù
= + -ê ú¢ë û

.      (4.11) 

 



31 

 

 

 

elde ed�l�r. (4.8) ve (4.10)’dan (b), (4.9) ve (4.11)’den (c) elde ed�l�r. Böylece, (a)-(c) 

denkl�ğ� görülür. Ayrıca Teorem 2.1.4’ün (b) şıkkına göre (b)’n�n (d)’ye ve (c)’n�n 

(e)’ye denk olduğu görülür. Böylece �spat tamamlanır.  

 

Özel olarak Teorem 4.2’de 
1 0T 0  ve 0J 0  olarak ele alındığında ( )1 1BLUE K b( 1 1E K( 1 11 11 1

 ve 

( )1 1BLUE K b( 1 1E K( 1 11 11 1 ’e karşılık gelen sonuçlar aşağıda ver�lm�şt�r. 

 

Sonuç 4.3. 
1 1K b  vektörünün (3.1) ve (3.8) modeller� altında tahm�n ed�leb�l�r olduğu 

kabul ed�ls�n. Aşağıdak� durumlar b�rb�r�ne denkt�r. 

 

a. ( ) ( )1 1 1 1BLUE K BLUE Kb b=( ) ( )1 1 1 1) (E K( 1 1 1b1 1 1 11 1 1 1) (BLUE K) (1 1 11 1 11 1 1) ( . 

b. 

1 1 2

1 1 2

1

1

1

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0

X V X V
X V X V

X
r r X

X
X

K

é ù
é ùê ú¢ ê úê ú ¢= ê ú¢ê ú

¢ê úê ú ë û
ë û

. 

c. 

2 1 1 2 2 2 1

2 1 1 2 2 2 1

1 2

1 2

1

0 0 .
0 0

0 0

X V X X VX X X
X V X X VX X X

r X X r
X X

K

^ ^ ^ ^ ^
^ ^ ^ ^ ^

^
^

é ù
é ùê ú¢ = ê úê ú ¢ë ûê úë û

 

d. [ ]
1 1 2

1 10 0 0 0 0 0 .

0 0 0

X V X V

R K R X

X

¢æ öé ù
ç ÷ê úæ ö¢ ¢Íç ÷ ç ÷ê úè ø ç ÷¢ê úë ûè ø

 

e. [ ] 2 1 1 2 2 2 1

1

1 2

0 0
0 0

X V X X VX X X
R K R

X X

^ ^ ^ ^ ^

^

æ ö¢é ùæ ö¢ ç ÷Íç ÷ ê úç ÷¢è ø ë ûè ø

. 

 

(4.3) ve (4.4)’te ver!len ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  !ç!n ( ) ( )BLUP m BLUP m=( ) ( )P m BLUP m( ) (  

eş!tl!ğ!n!n 1 olasılıkla sağlanmasının gerek ve yeter koşulu ( )[ ]1 2 1 1: 0L L X V- =  

olmasıdır. Aşağıdak! teorem!n !spatı buna göre elde ed!lecekt!r. 
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Teorem 4.4. m  vektörünün (3.1) ve (3.8) modeller! altında ön tahm!n ed!leb!l!r olduğu 

kabul ed!ls!n. ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  sırasıyla (4.3) ve (4.4)’te ver!ld!ğ! g!b! 

olsun. Aşağıdak! durumlar b!rb!r!ne denkt!r. 

 

a. (3.29) ve (3.40) matr!s denklemler!n! sağlayan ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  

vardır öyle k! ( ) ( )BLUP m BLUP m=( ) ( )P m BLUP m( ) (  eş!tl!ğ! 1 olasılıkla sağlanır. 

b. [ ]1 1 1 2

1 1 1

:
0

V X X X VX
r r X V
C X K CX

^ ^

^ ^

é ù
=ê ú

ë û
. 

 

İspat. m  vektörünün (3.1) ve (3.8) modeller! altında ön tahm!n ed!leb!l!r olduğu kabul 

ed!ls!n. ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  sırasıyla (4.3) ve (4.4)’te ver!ld!ğ! g!b! olsun.

( ) ( )BLUP m BLUP m=( ) ( )P m BLUP m( ) (  eş!tl!ğ!n!n 1 olasılıkla sağlanmasının gerek ve yeter koşulu 

 

( )[ ]1 1 1 1 1 1 1 1: : : : : 0K C X X V X K CX X VX X V
+ +^ ^ ^ ^é ù é ù é ù é ù- =ë û ë û ë û ë û  

 

veya 

 

[ ]
[ ]

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

: 0 :
: : : 0

:0 :

X V X X V
K C X K CX

X VX VX

+
^

^ ^

^

é ùé ù é ùë ûê úé ùé ù é ù =ê úë û ë ûë û ê úé ù- ë ûë ûë û
          (4.12) 

 

olmasıdır. 

 

1 1 1 1 1 1: :R K C X R X V X^ ^æ ö æ ö¢ ¢é ù é ùÍç ÷ ç ÷ë û ë ûè ø è ø
, : :R K CX R X VX^ ^æ ö æ ö¢ ¢é ù é ùÍç ÷ ç ÷ë û ë ûè ø è ø

, 

[ ]1 1 1 1 1: :R X V X R X V^é ù =ë û  , [ ]: :R X VX R X V^é ù =ë û ,  

 

sağlandığından, (4.12) matr!s denklem!n!n sol tarafına Teorem 2.4.6 uygulanırsa ve 

bazı elementer matr!s !şlemler! yapılırsa aşağıdak! eş!tl!kler elde ed!l!r. 
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[ ]
[ ]

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

: 0 :
: : :

:0 :

X V X X V
r K C X K CX

X VX VX

+
^

^ ^

^

é ùé ù é ùë ûê úé ùé ù é ù ê úë û ë ûë û ê úé ù- ë ûë ûë û

 

[ ]
[ ]

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

: 0 :
: 0

0 : :
0 :

: : 0

X V X X V
X V X

r X VX X V r
X VX

K C X K CX

^

^

^

^

^ ^

é ùé ùë ûê ú é ùé ùë ûê ú ê úé ù= - -ë ûê ú ê úé ù- ë ûë ûê úé ù é ùë û ë ûë û

 

[ ] [ ]
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

0 0

0 0 : :

0 0

X V X X V

r X VX X V r X V r X V

K C X K CX

^

^

^ ^

é ù
ê ú

= - - - -ê ú
ê úë û

 

[ ] [ ]
1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 1 1

1 1 1 1

0 0 0

0 0 : :

0 0 0

X V X X V

r X V X X X VX r X V r X V

K C X K CX

^

^ ^

^ ^

é ù
ê ú

= - -ê ú
ê úë û

 

[ ] [ ]
1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 1

1 1 1

0 0 0

0 0 0 : :

0 0 0 0

X V X X V

r V X X X VX r X V r X V

C X K CX

^

^ ^

^ ^

é ù
ê ú

= - -ê ú
ê úë û

 

[ ] [ ]
1 1 1 1

1 1 1 2 1 1

1 1 1

0 0 0

0 0 : :

0 0 0

X V X V

r V X X X VX r X V r X V

C X K CX

^

^ ^

^ ^

é ù
ê ú

= - -ê ú
ê úë û

 

[ ] [ ]
1 1

1 1 1 2 1 1

1 1 1

0 0 0 0

0 0 : :

0 0 0

X V

r V X X X VX r X V r X V

C X K CX

^ ^

^ ^

é ù
ê ú= - -ê ú
ê úë û

[ ] [ ]
1 1

1 1 1 2 1 1

1 1 1

0 0 0 0

0 0 : :

0 0 0

X V

r V X X X VX r X V r X V

C X K CX

^ ^

^ ^

é ù
ê ú= - -ê ú
ê úë û

 

[ ] [ ] [ ]1 1 1 2

1 1 1 1

1 1 1

: : :
0

V X X X VX
r r X V r X V r X V
C X K CX

^ ^

^ ^

é ù
= + - -ê ú

ë û
 

[ ]1 1 1 2

1 1 1

:
0

V X X X VX
r r X V
C X K CX

^ ^

^ ^

é ù
= -ê ú

ë û
.              (4.13) 

 

(4.13) !fades!n!n sağ tarafı sıfıra eş!t olduğundan (b) elde ed!l!r. Böylece (a)’nın (b)’ye 

denk olduğu görür ve !spat tamamlanır.  
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Özel olarak Teorem 4.4’te 
1 0T 0  ve 0J 0  olarak ele alındığında ( )1 1BLUE K b( 1 1E K( 1 11 11 1

 ve 

( )1 1BLUE K b( 1 1E K( 1 11 11 1
’e karşılık gelen sonucu aşağıda ver$lm$şt$r. 

 

Sonuç 4.5. 
1 1K b  vektörünün (3.1) ve (3.8) modeller$ altında tahm$n ed$leb$l$r olduğu 

kabul ed$ls$n. Aşağıdak$ durumlar b$rb$r$ne denkt$r. 

 

a. ( ) ( )1 1 1 1BLUE K BLUE Kb b=( ) ( )1 1 1 1) (E K( 1 1 1b1 1 1 11 1 1 1) (BLUE K) (1 1 11 1 11 1 1) (  1 olasılıkla sağlanır. 

b. [ ]1 1 1 2

1

:
0 0 0

V X X X VX
r r X V

K

^ ^é ù
=ê ú

ë û
. 

 

Bu bölümde ver$lecek son ana teorem$n $spatı $ç$n aşağıdak$ sonuca $ht$yaç vardır. Bu 

sonuç aşağıdak$ teoremde $fade ed$lm$ş ve $spatı detaylı olarak yapılmıştır. 

 

Teorem 4.6. m , (3.8) model$ altında ön tahm$n ed$leb$l$r olsun. s sA ´Î s s´s ss s  s$metr$k b$r 

matr$s ve ( )D m BLUP m-é ùë û( )( )P m(  $fades$ (3.44) ver$ld$ğ$ g$b$ ele alınsın. Bu durumda 

aşağıdak$ler sağlanır. 

( )( ) [ ] [ ]
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

,

0

V C X

r D m BLUP m A r C T T A K r X r X V

X K

é ù¢
ê ú

¢- - = å - - -é ù ê úë û
ê ú¢ ¢ê úë û

1 1 1

1 1 1 1 1 1å1 1 1 1 1 11 1 1T T A KT T A1 1 1 1 1 11 1 11 1 1
¢TT1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1( )( )( )P m( ) .           (4.14) 

 

( ) [ ] [ ]
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

,

0

V C X

D m BLUP m A r C T T A K r X r X V

X K

é ù¢
ê ú

¢- = Û å - = +é ù ê úë û
ê ú¢ ¢ê úë û

1 1 1

1 1 1 1 1 1å1 1 1 1 1 11 1 1T T A K1 1 1 1 1 11 1 11 1 1
¢

1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1( )( )( )P m( )            (4.15) 

 

d!r (Gan ve ark., 2017). 

 

İspat. (3.44)’e göre ( )D m BLUP m A- -é ùë û( )( )P m( )P m( )P m( )  !fades! 
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( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: : : :K C X X V X T K C X X V X T A
+ +^ ^ ^ ^ ¢

é ù é ù é ù é ù- å - -ë û ë û ë û ë û1 1 A
+ + ¢+ ++ ++ ++ ++ +

1 1TT1 11 1

+ +
ù

+ ++ +^ ^ ^ ^^ ^ ^^ ^ ^T K C X X V XC X X V XT K C X XT K
+ ++ ++ ++ +

ë û ë û1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 1V XV XV X1 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1: :: ::::1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1T K C X X V XC X X V XT K C X XTT K C X XT K C X X: ::  

 

ve bu !faden!n rankı ( )( )r D m BLUP m A- -é ùë û( )( )P m( )P m( )P m( )  

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: : : :r K C X X V X T K C X X V X T A
+ +^ ^ ^ ^

æ ö¢
é ù é ù é ù é ù- å - -ç ÷ë û ë û ë û ë ûç ÷

è ø

ö+ ++ ++ ++ ++ ++ +
÷A
öö+ ++ ++ ++ ++ ++ +

T
+ ++ +

ù
+ ++ +^ ^ ^ ^^ ^ ^^ ^ ^T K C X X V XC X X V XT K C X XT K
+ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ +

V XV XV XV X: :: ::::T K C X X V XC X X V XT K C X XTT K C X XT K C X X: :: ::::: ÷1 1 ÷÷1 1 A1 1TT1 11 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1V XV XV XV X1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1: :: ::::1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 ÷÷1 1ë û ë û1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1         (4.16) 

 

olarak yazılır. Buradan +å =åå å  olduğundan (4.16) !fades!ne Teorem 2.4.6 

uygulanırsa  
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elde ed!l!r. Burada (4.17) !fades!ne tekrar Teorem 2.4.6, Teorem 2.4.5 (c) uygulanırsa 

ve bazı elementer matr!s !şlemler! yapılırsa aşağıdak!ler elde ed!l!r: 
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Böylece son !fadede (4.14) matr!s eş!tl!ğ! görürlür. Ayrıca (4.18) !fades!nden (4.15) 

kolayca elde ed!l!r.  

 

Teorem 4.7. m  vektörünün (3.1) ve (3.8) modeller! altında ön tahm!n ed!leb!l!r olduğu 

kabul ed!ls!n. ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  sırasıyla (4.3) ve (4.4)’te ver!ld!ğ! g!b! 

olsun. Aşağıdak! durumlar b!rb!r!ne denkt!r. 
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İspat. m  vektörünün (3.1) ve (3.8) modeller! altında ön tahm!n ed!leb!l!r olduğu kabul 

ed!ls!n. ( )BLUP m( )P m(  ve ( )BLUP m( )P m(  sırasıyla (4.3) ve (4.4)’te ver!ld!ğ! g!b! olsun. 

(4.14) !fades!ne göre  

 

 



38 
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yazılır. (4.19) matr"s eş"tl"ğ"ndek" ( )D m BLUP mé ù-ë û(P m(P m(  "fades" yan" (3.33) "fades" 

yer"ne yazılır. Buna (4.14) uygulanırsa ve bazı elementer matr"s "şlemler" yapılırsa 

aşağıdak"ler elde ed"l"r. 
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(4.20) !fades! (4.19 ) !fades!nde yer!ne yazılırsa 
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      (4.21) 

 

elde ed!l!r. (4.21) matr!s eş!tl!ğ!nden sol taraf sıfıra eş!t olduğunda (a) elde ed!l!r. 

Böylece (a)’nın (b)’ye denk olduğu görülür ve !spat tamamlanır.  

 

Özel olarak Teorem 4.7’de 
1 0T 0  ve 0J 0  olarak ele alındığında, bu durumda

( )1 1BLUE K b( 1 1E K( 1 11 11 1  ve ( )1 1BLUE K b( 1 1E K( 1 11 11 1  !ç!n aşağıdak! sonuçlar elde ed!l!r. 
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Sonuç 4.8. 
1 1K b  vektörünün (3.1) ve (3.8) modeller! altında tahm!n ed!leb!l!r olduğu 

kabul ed!ls!n. Aşağıdak! durumlar b!rb!r!ne denkt!r. 
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BÖLÜM 5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 

Bu çalışmada b#r genel l#neer karma model ve bu modelden bazı sab#t ve rastgele 

etk#ler#n çıkarılmasıyla elde ed#len alt model ele alınmıştır. Bu #k# model altında ortak 

olan b#l#nmeyen sab#t ve rastgele vektörler#n b#r l#neer komb#nasyonunun en #y# l#neer 

yansız ön tahm#n ed#c#s# (BLUP) #ncelenm#şt#r. Özell#kle bu #k# l#neer karma model 

altında ortak olan b#l#nmeyen parametreler#n vektörler#n#n BLUP’ları arasındak# #l#şk# 

karakter#ze ed#lerek BLUP’ların genel l#neer karma model ve bu model#n alt model# 

altındak# eş#tl#ğ# #ncelenm#şt#r. Daha sonra bazı özel durumlarda ele alınmıştır. 

 

Bölüm 3’te n n´åÎ n n´n nn n  b#l#nen poz#t#f yarı tanımlı matr#s, 1

1

qu ´Î 1q´  ve 1

2

ru ´Î 1r´   olmak 

üzere 1

2

u
u

u

é ù
= ê ú
ë û

 rasgele etk#ler#n gözlenemeyen vektörü ve 1ne ´Î 1n´  rasgele hata 

vektörünü olmak üzere 
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beklenen değer# ve dağılım matr#s#ne #l#şk#n varsayımları altında b#r genel l#neer karma 

model ve bu modelden bazı sab#t ve rastgele etk#ler#n çıkarılmasıyla elde ed#len b#r alt 

model ele alınarak bu modeller altında tüm b#l#nmeyen parametreler#n b#r genel 

fonks#yonun BLUP/BLUE matr#s denklemler# ve bu tahm#nler#n özell#kler# #le #lg#l# 

bazı sonuçlar elde ed#lm#şt#r.  

 

Bölüm 4’te #k# l#neer karma model altında ortak olan b#l#nmeyen parametreler#n 

vektörler#n#n BLUP’ları arasındak# #l#şk#ler karakter#ze ed#lerek BLUP’ların genel 

l#neer karma model ve alt model# altındak# eş#tl#ğ# #ncelenm#şt#r. Bu eş#tl#kler elde 
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ed�l�rken Gan ve ark. (2015; Tanım 1 ve Teorem 4)’ndan yararlanılmıştır. Buna göre 

ele alınan durumlar aşağıda �fade ed�lm�şt�r. 

 

a. ( ) ( )BLUP m BLUP m=( ) ( )P m BLUP m( ) (  eş�tl�ğ�n�n sağlanmasının gerek yeter koşulu m  

vektörü için elde edilen BLUP denklemlerinin ortak bir çözüme sahip 

olmasıdır.  

b. ( ) ( )BLUP m BLUP m=( ) ( )P m BLUP m( ) (  eş�tl�ğ�n�n 1 olasılıkla sağlanmasının gerek ve yeter 

koşulu ( )[ ]1 2 1 1: 0L L X V- =  olmasıdır. Burada 
1L  ve 

2L , m  vektörü �ç�n ele 

alınan modeller altında BLUP denklemler�nden elde ed�len çözümlerd�r. 

c. m  vektörü �ç�n ele alınan modeller altında BLUP’ların kovaryas matr�sler�n�n 

eş�t olmasının gerek ve yeter koşulu 

( ) ( )( ) 0r D m BLUP m D m BLUP m- - - =é ù é ùë û ë û) 0=)û ë û( ) ( )ù é ùù é ù( ) ( )ùù)P m D m BLUP mm D mm D mm D m( ) ( )P m D m BLUP m( ) (  olmasıdır. 

 

Buradak� durumların her b�r� teoerem olarak �fade ve �spat ed�lm�ş�tr. Ayrıca tüm 

durumlar �ç�n 
1 0T =  ve 0J =  olarak ele alınan özel durumlar �le �lg�l� sonuçlar 

ver�lm�şt�r. 

 

Bu çalışmada ele alınan konu, katlı modeller altında ele alınarak BLUP’lar ve d�ğer 

tahm�n ed�c�ler �ç�n eş�tl�kler �le �lg�l� genel sonuçlar elde ed�leb�l�r. Ayrıca genel l�neer 

karma model�n k  tane alt model� �ç�n ortak b�l�nmeyen parametreler�n BLUP’larını 

eş�tl�kler� �nceleneb�l�r. 
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