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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

R™! . n boyutlu reel vektorler kiimesi
R™" : mx n boyutlu reel matrisler kiimesi
A,B,C,...  :Matrisler
(al.j) : Elemanlar1 a.. olan matris
Y
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1 . . .
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r(4) : A matrisinin ranki
P,E, F, : Dik izdiisiim matrisleri
E () : Beklenen deger operatorii
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Var(A) : A matrisin varyansi
| : 1spat sonu
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OZET

Anahtar kelimeler: BLUE, BLUP, lineer karma model, rastgele etki, rank, sabit etki

Bu calismada, rasgele etkilerin iliskili ve matrislerin tam rankli olmasi varsayimlari
tizerine herhangi bir kisitlama olmaksizin bir genel lineer karma model ile bu
modelden bazi sabit ve rastgele etkilerin ¢ikarilmasiyla elde elde edilen bir alt model
ele alinmistir. Bu modellerden elde edilen istatistiksel sonuclar modellerin yapisindan
dolayr ayni olmak zorunda degildir. Ele alinan modeller altinda bilinmeyen
parametreler vektdrlerinin 6n tahmin edicileri farkli ifadelere ve 6zelliklere sahiptir.
Ancak bu 6n tahmin ediciler bazi1 kosullar ve varsayimlar altinda benzer 6zellikler
gosterebilirler. Bu nedenle, bu modeller altinda ortak olan bilinmeyen sabit ve rastgele
vektorlerin lineer kombinasyonlarin tahminlerinin aralarindaki iliskileri incelemek,
istatistiksel sonug ¢ikarmanin temel konularindan biridir. Bu ¢alismanin ana amaci, bu
iki lineer karma model altinda ortak olan bilinmeyen parametreler vektorlerinin en iyi
lineer yansiz 6n tahmin/tahmin edicileri (Best Linear Unbiased Predictors/Estimators-
BLUPs/BLUESs) arasindaki iligkileri karakterize etmek ve BLUP/BLUE’larin ele
alman modeller altindaki esitligini incelemektir. Sonuclarin elde edilmesi igin
matrislerin ranklarla ilgili baz1 6zellikleri kullaniimistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ilk béliimde, ele alman modellere iliskin literatiir
taramas1 yapilmustir. ikinci boliimde, ¢alismanin biitiiniinde kullanilan bazi temel
tanimlar ve teoremler verilmistir. Ele alinan genel lineer karma modeller altinda tiim
bilinmeyen parametrelerin bir genel fonksiyonun BLUP/BLUE denklemleri ve
Ozellikleri tigiincli boliimde ele alinmistir. Dordiincii boliimde, bu iki lineer karma
model altinda ortak olan bilinmeyen parametreler vektorlerinin BLUP/BLUE’lar1
arasindaki iligkiler karakterize edilerek BLUP/BLUE’larin genel lineer karma model
ve alt modeli altindaki esitligi incelenmistir. Daha sonra bazi 6zel durumlar i¢in
sonuclar verilmistir. Son boliim ise sonug ve onerilerden olusmaktadir.



RELATIONSHIP OF BLUP UNDER GENERAL LINEAR MIXED
MODEL AND ITS SUB-MODEL

SUMMARY

Keywords: BLUE, BLUP, general linear mixed model, random effects, rank, fixed
effects.

In this study, a general linear mixed model and its sub-model obtained by deleting
some fixed and random effects from this model are considered without making any
restrictions on correlation of random effects and any full rank assumptions. The
statistical results obtained from these models are not necessarily the same because of
the structure of the models. Predictors of unknown parameter vectors have different
expressions and different properties under the considered models. However, these
predictors may have similar properties under some conditiones and assumptions.
Therefore, examining the relationships between the prediction of linear combinations
of joint unknown fixed and random vectors under these models is one of the main
issues of statistical inference from these models. The main purpose of this study is to
charaterize the relationships between the best linear unbiased predictors/estimators
(BLUPs/BLUES) of joint unknown parameter vectors under these two linear mixed
models and to investigate the equality of the BLUPs/BLUESs under considered models.
In order to obtain the results, some properties related to rank of matrices are used.

There are five chapters in the study. In the first chapter, a literature review has been
given on the considered models. In the second chapter, some basic definitions and
theorems used throughout the study are given. Matrix equations of BLUP/BLUE for a
general function of all unknown parameters and their properties are considerd in the
third chapter. In the fourth chapter, the relationships between the BLUP/BLUE of the
vectors of joint unknown parameters under these two linear mixed models are
characterized and the equality of the BLUPs/BLUEs under the general linear mixed
model and its sub-model was investigated. Then the result are given for some special
cases. In the last chapter consists of conclusion and proposals.

vi



BOLUM 1. GIiRiS

Istatistik; rasgelelik iceren olaylar, siiregler, sistemler hakkinda modeller kurmada,
gozlemlere dayanarak bu modellerin gegerliligini sinamada ve modellerden sonug
¢ikarmada gerekli baz1 bilgi ve yontemleri igeren bilim dalidir (Oztiirk, 2012). Ayrica
belli bir konu ile ilgili verileri derlemek, diizenlemek, 6zetlemek, sunmak, analiz
etmek ve bu verilerden bir sonuca varmak ic¢in kullanilan yontemlerin her biri
istatistigin konusunu olusturur. Gergek hayatta karsilasilan karmasik problemleri
anlamak, anlatmak istedikleri olgu ve sistemleri basitlestirmek, problemleri belli
varsayimlar altinda modellenmesi ile miimkiin olur. Modellemede kullanilan en giiglii
araglardan biri istatistiktir. Genel olarak modeller deterministik ve olasiliksal olmak
tizere iki sekilde smiflandirilir. Deterministik modeller fen ve sosyal bilimlerde
oldukca fazla kullanilir ve bu modeller bir sistemin gelecekteki tiim davraniglarini
sistemin simdiki durumu ile tam ve kesin olarak ortaya koyar (Ozalp, 2006).
Olasiliksal modellerde ise, sistem c¢iktilar1 degiskenlik gosterir. Ciinkii model ya
rasgele eleman igerir ya da bir sekilde rasgele degiskenler tarafindan etkilenir (Meyer,

2000).

Bagimli degisken ile bir veya daha fazla bagimsiz degisken arasindaki iliskiyi

modellemek icin kullanilan lineer modeller genel olarak

y=XpB+¢ (1.1)

seklinde ifade edilir. Bu modelde, y e R™ gdzlenebilir rasgele bir vektdr, X e R™”

7! sabit etkilerin bilinmeyen vektorii ve & € R™ rasgele hata

bilinen bir matris, f € R
vektoriidiir. Bu modeller ekonomi, saglik, fen ve sosyoloji gibi bir¢ok alanda

uygulama alanina sahiptir.



Bir genel lineer karma model ise lineer modele rasgele etkilerin eklenmesiyle elde
edilen hem sabit etkileri hem de rasgele etkileri iceren bir modeldir. Genel olarak bir

genel lineer karma model

y=Xp+Zu+e¢ (1.2)

seklinde ifade edilir. Burada y, X', f ve ¢, (1.1) modelinde verildigi gibi, Z € R™

bilinen bir matris ve u € R”' rasgele etkilerin bilinmeyen vektériidiir. Lineer karma
modelleri kullanmanin bazi avantajlar1 vardir. Bu avantajlardan biri, kayip gézlemlerin
oldugu veya dengeli olmayan tasarimlarin bulundugu durumlarda bu modeller
vasitastyla daha etkili ve giivenilir sonuglarin elde edilmesidir. ikincisi, lineer karma
modellerin hata varyanslarini1 da icermelerinden dolayi, bu modeller ile daha giiglii
testlerin ve daha iyi tahminlerin yapilabilmesidir. Diger bir avantaj ise, hem sabit hem
de zamanla degisebilen tahmin edicilere bagli olan modeller olduklarindan dolay1 daha
esnek bir yapiya sahip olmalaridir (Bagille ve ark., 2000). Bu modeller 6zellikle

genetik ile ilgili uygulamalarda sik kullanilmaktadir.

Rasgele etkili modeller ile ilgili ilk calismalar 19. yiizyilin ortalarinda 6zellikle
astronomi alaninda ve lineer karma modellerle ilgili ilk calismalar ise, 6zellikle genetik
alaninda 20. ylizyilin ortalarinda yapilmistir (Rao ve Poduri, 1997). Lineer karma
modelin tanim1 ilk olarak Eisenhart (1947) tarafindan verilmistir. Henderson
tarafindan elde edilen ve Henderson karma model denklemleri olarak bilinen
denklemler vasitasiyla karma modeldeki sabit ve rasgele etkilerin en iyi lineer yansiz
tahmin edicisi (BLUE) ve en iyi lineer yansiz 6n tahmin edicisi (BLUP) elde edilmistir
(Henderson, 1950, 1959, 1963). Hayvan 1slah1 ve genetik calismalarinda, yetistirilecek
bir sonraki hayvan irkinin en verimli dolleri verecek sekilde tiretilmesi amaciyla, lineer
karma model yardimiyla irkin genetik degerlerinin tahminleri en iyi olacak sekilde
ebeveynlerin se¢imine yonelik bilimsel ¢aligmalar Henderson’in (1950, 1977, 1984)
caligmalarinda yapilmigtir. Ayrica Henderson karma model teorisini kullanarak
biyometride de 6nemli c¢aligmalar yapmistir (Henderson, 1950, 1963). Henderson
(1950, 1963)’te elde edilen sonuglar farkli bir yaklasim kullanilarak Harville (1976,



1979) tarafindan ele alinmistir. Ayrica bu sonuglar Haslett ve Puntanen (2010, 2011)

tarafindan genellestirilmistir.

Fay ve Herriot (1979) kiiciik kentlere ait niifus ve konut sayiminda kisi basina diisen
geliri tahmin etmek i¢in lineer karma modeli kullanmistir. Laird ve Ware (1982), hava
kirliliginin akciger fonksiyonlar1 lizerine etkisini arastirdigi g¢aligmasinda karma
modelleri kullanmistir. Baltimore akciger fonksiyonunun yas ile nasil degistigini
lineer karma model yardimiyla tespit etmistir (Shock ve ark., 1984). Ayrica; Pinheiro
ve Bates (2000), Verbeke ve Molenbergs (2000), West ve ark. (2007), Zuur ve ark.
(2009) ve Wu (2010) lineer karma modelleri kullanarak uygulamali g¢alismalar
yapmislardir.

Bu ¢alismada, bir genel lineer karma model ve bu modelden baz1 sabit ve rastgele
etkilerin ¢ikarilmasiyla elde edilen bir alt model ele alinmistir. Ele alinan modeller
altinda, modellerin yapisindaki farkliliklardan dolayr bilinmeyen parametre
vektorlerinin 6n tahmin edicileri farkli ifadelere ve 6zelliklere sahiptir. Ancak bu 6n
tahmin ediciler bazi kosullar ve varsayimlar altinda benzer 6zellikler gosterebilirler.
Bu nedenle her iki model i¢in ortak olan bilinmeyen sabit ve rastgele vektorlerin bir
lineer kombinasyonunun BLUP’lar1 arasindaki iliski karakterize edilerek BLUP’larin
esitligi incelenmistir. BLUP’larin denklemleri karmasik yapida matris islemleri
icerdiginden dolayr sonuclar rank metodu kullanilarak elde edilmistir. Simetrik
matrisler, rank ve Lowner siralamasi ile ilgili detayli bilgi i¢in Tian ( 2010, 2012),
Puntanen ve ark. (2011) ve Tian ve Jiang (2016) calismalari, ele alinan konu ile ilgili
Bhimasankaram ve Jammalamadaka (1994), Gan ve ark. (2017), Haslett ve Puntanen
(2010), Jammalamadaka ve Sengupta (1999, 2007) ve Lu ve ark. (2015) calismalari

ornek olarak verilebilir.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde, calismanin diger boliimlerinde kullanilacak bazi tanimlar ve ispatsiz

olarak bazi teoremler verilecektir.
2.1. Bir Matrisin Siitun Uzay1 ve Satir Uzay1

Tanmm 2.1.1. ¢x, +c¢,x,+...+¢,x, =0 olacak sekilde tiimii birden sifir olmayan

. 1 . .. . . . -
¢,C,,---»c, skaleri varsa x,, x,,...,x, € R™ vektorlerinin kiimesine lineer bagimlidir

denir. Aksi takdirde kiimeye lineer bagimsizdir denir (Datta, 2009).

Tanmm 2.1.2. 4eR™" matrisinin sititunlariin tim lineer kombinasyonlarinin

kiimesine A4 matrisinin siitun uzayr denir ve R(A) ile gosterilir (Sengupta ve

Jammalamadaka, 2003).

Tanim 2.1.3. A4eR™" matrisinin satirlarinin tim lineer kombinasyonlarinin

kiimesine A matrisinin satir uzayt denir ve R(A') ile gosterilir (Sengupta ve

Jammalamadaka, 2003).

Teorem 2.1.4. Uygun boyutlu 4 ve B matrisleri i¢in asagidakiler dogrudur.

a. R(AB)c R(4).
b. R (A) CcR (B ) < Uygun boyutlu bir N matrisi i¢in 4 = BN ’dir (Sengupta ve

Jammalamadaka, 2003).



2.2. Rank ve Ozellikleri

Tamm 2.2.1. Asagidaki ozellikleri saglayan bir matrise, satir indirgenmis eselon

bi¢imindedir denir.

a. Tim elemanlar sifir olmayan herhangi bir satirda, sifirdan farkl ilk elemani
1’dir (Bu .eleman 1 bas elemani1 olarak adlandirilir).

b. 1 bas elemanini iceren herhangi bir siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir.

c. Sifirdan farkli eleman igeren herhangi iki satirda daha biiylik numarali satirin
1 bas eleman1 daha sagda bulunur.

d. Sadece sifir elemanlarindan ibaret olan herhangi bir satir, sifirdan farkli eleman

iceren diger satirlardan daha asagidadir (Venit ve Bishop, 1985).

Tamm 2.2.2. Asagidaki islemlere bir matris iizerindeki elementer satir (siitun)

islemleri denir.

a. Bir satir1 (stitunu) sifir olmayan bir skaleri ile ¢arpmak.
b. Iki satirin (siitunun) yerini degistirmek.
c. Bir satirin (siitunun) yerine bu satir (siitun) ile diger bir satirin (siitunun) bir

katinin toplamini yazmak (Seber, 2008).

Tamim 2.2.3. 4,B € R™" matrisler olsun. Eger B matrisi, 4 matrisinin elementer

satir veya siitun igslemleri tarafindan elde edilirse, 4 matrisi B matrisine denktir denir

(Seber, 2008).

Tamm 2.2.4. Bir 4 matrisine satirca (siitunca) denk olan indirgenmis eselon
bicimindeki matrise A matrisinin satir (siitun) indirgenmis eselon bigimi denir

(Hogben, 2007).

Tanim 2.2.5. Bir 4 matrisinin satir (siitun) indirgenmis eselon bigimindeki sifirdan
farkli satir (siitun) sayisina 4 matrisinin ranki denir ve r(4) ile gosterilir (Hogben,

2007).



Teorem 2.2.6. Herhangi bir 4 matrisi icin C matrisi, 4 matrisinin satir indirgenmis
eselon bi¢cimi olsun. 4 matrisinin satir uzayi ile C matrisinin satir uzayt aynidir (Venit

ve Bishop, 1985; Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Teorem 2.2.7. 4 matrisinin ranki, siitun ranki ve satir ranki esittir (Venit ve Bishop,

1985).

2.3. izdiisiim Matrisleri

Tanim 2.3.1. Her u,ve S ve a,b€R igin au—+bv €S olacak sekilde sonlu sayida

vektorlerin bos kiimeden farkli bir § kiimesi bir vektor uzayidir (Sengupta ve

Jammalamadaka, 2003).

Tamim 2.3.2. S, ve §, vektor uzaylar1 olsun. S, vektor uzayindaki her vektor, S,
vektor uzayindaki tiim vektorlere dik ise S, ve S, vektor uzaylari birbirine diktir denir

ve S, LS, biciminde gosterilir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanmm 2.3.3. S, ve S, vektor uzaylari olsun. u €S, ve veS, olmak lizere u+v

formundaki tiim vektorleri igeren vektor uzayina bu iki vektdr uzaymin toplami denir
ve S+, ile gosterilir. Eger S, ve §, vektor uzaylar birbirine dik ise S, +S, ile

gosterilen toplam S, @ S, seklinde ifade edilir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tamim 2.3.4. Eger S, ®S, =R™ ise S, ve S, alt uzaylarina birbirinin dik tiimleyeni
denir ve S, =S," veya S,=S" ile gosterilir. Bir S vektdr uzayi igin (S*)" =S dir

(Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanim 2.3.5. S bir vektor uzayi olmak tlizere her ve S ve Pve S i¢in Pv=v ise, P

matrisine bir izdiisiim matrisi denir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).



Tanim 2.3.6. P matrisi, S vektor uzayinin bir izdiisim matrisi olmak tizere 7 — P

matrisi §* vektor uzaymin bir izdiisim matrisi ise, bu durumda P matrisine S vektor

uzayinin bir dik izdiistim matrisi denir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).
2.4. Bir Matrisin Tersi ve Moore-Penrose Genellestirilmis Tersi

Tanim 2.4.1. 4, B € R"™" matrisleri icin AB =BA=1, ise, B matrisine 4 matrisinin

tersi ve A matrisine de tersinir matris denir. 4 matrisinin tersi 4~' seklinde gosterilir

(Hogben, 2007).
Tanim 2.4.2. X € R™" matrisi i¢in

a. XAX =X,
b. AXA=4,

kosullart saglaniyorsa, A matrisine X matrisinin Moore—Penrose Genellestirilmis

tersi denir ve bu ters X ile gosterilir (Cooperstein, 2015).

Teorem 2.4.3. A€ R™" olmak uzere

a. (A’)+ :(A+)',
b. (A4) =4"(4)",

C. (A*)+ =A

saglanir (Cooperstein, 2015).



Teorem 2.4.4. Herhangi bir 4€R™" matrisi icin A4A", E, =1 —AA" ve
F,=1,—A"A matrisleri sirastyla R(A), R(4)" ve R(A’)l lizerine dik izdiigtim

matrisleridir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Asagidaki teoremlerde izdlisiim matrisi, Moore-Penrose Genellestirilmis tersi, rank,

siitun uzay1 ve satir uzay1 ilgili 6zellikler toplanmustir.
Teorem 2.4.5. 4 R™", BeR™* ve C e R™ olsun. Bu durumda

a. r[A:B]:r(A)+r(EAB)=r(B)+r(EBA),

c r_g ﬂ:r(A)+r(B)+r(EBAFC)

saglanir (Marsagliga ve Styan, 1974).

B
Teorem 2.4.6. R(A)) < R(B]) ve R(A,)< R(B)) ise, r(A4B,4,) = r[Al

1

A, B
0 —l”( 1)

saglanir (Gan ve ark., 2017).

2.5. Lineer Denklem Sistemleri

Tanmim 2.5.1. A€ R™, BeR™ ve C € R®™ bilinen matrisler ve X e R™*
bilinmeyen matris olmak iizere AXC =B bicimindeki esitlige bir lineer matris

denklem sistemi denir. Ozel olarak k=t ve C=1, olmasi durumunda da yani

AX = B denklemine de lineer denklem sistemi denir (Hogben, 2007).

Tamim 2.5.2. Bir lineer denklem sistemi en az bir ¢ozlime sahip ise sistem tutarlidir

denir. Aksi takdirde sistem tutarsizdir (Hogben, 2007).



Teorem 2.5.3. AX = B lineer denklem sisteminin tutarli olmasinin gerek ve yeter

kosulu r[4:B]=r(A4) ya da denk olarak A44"B=B olmasidir. Bu durumda,

denklemin genel ¢oziimii parametrik formda U uygun boyutlu keyfi matris olmak

lizere X = A"B+ ( I—A" A)U olarak yazilir (Penrose, 1995).

2.6. Kuadratik Formlar ve Lowner Siralamasi

Tamim 2.6.1. x = (x,) e R™" vektdr ve 4=(a;) e R™ simetrik bir matris olmak iizere

f (x):x'Ax:ZZaijx,-xj ifadesine x, elemanlarinin bir kuadratik form ve A
i=1 j=1

matrisine de bu kuadratik formun matrisi denir. Buna gore

a. Eger Vx#0 i¢in x'Ax >0 ise A pozitif tanimhidir.
b. Eger Vx icin x’Ax>0 ve baz1 x#0 vektorleri icin xX’Ax=0 ise A pozitif
yar1 tanimhidir (Meyer, 2000).

A4 ve B simetrik matrisler olmak {izere B>, A siralamasindaki “’>, >’ gosterimi

simetrik matris kiimesi lizerinde kismi bir siralamay1 gosterir ve bu siralama Léwner

siralamasi olarak bilinir (Bhatia, 2007).

Tamm 2.6.2. Eger 4 ve B simetrik matrisleri i¢in B— A pozitif yar1 tanimli ise

Lowner siralamasina gore 4 matrisi, B matrisinden daha kiiciiktiir denir. 4<, B
veya B>, A ile gosterilir. Eger B— A pozitif tanimli ise bu durumda Lowner

siralamasina gére A matrisi kesinlikle B matrisinden kiigiiktiir denir. A <, B veya

B>, A ile gosterilir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

2.7. Rasgele Vektorler ve Bazi Istatiksel Kavramlar

Elemanlar1 rasgele olan vektor ve matrise sirasiyla rasgele vektor ve rasgele matris

denir. Rasgele vektorler ve matrislerle ilgili baz1 temel kavramlar ve teoremler asagida
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verilmektedir.

Tanim 2.7.1. X = (xl.j) e R™" rasgele bir matris olmak tizere, X matrisinin beklenen

degeri E(X)=(E(x,))dir (Harville, 2018).

Teorem 2.7.2. X € R™” rasgele bir matris, 4 R™", BeR”? ve C € R™ bilinen

matrisler olmak tizere, E(C+ AXB)=C+ AE(X)B dir (Harville, 2018).

Tanim 2.7.3. x = (xl.) e R™ rasgele bir vektdr olmak iizere, X vektoriiniin varyansi,

D(x)=var(x)= E([x —E(x)][x —E(x)]'j = E(xx') —E(x)[E (x)]’
dir (Harville, 2018).

Tamm 2.7.4. xeR™ ve yeR™ rasgele birer vektor olmak iizere, x ve y

vektorlerinin kovaryans,

cov(x.) = £{ [~ £()][r=EG)] |- E(w)~E@[£()]
dir (Harville, 2018).

Teorem 2.7.5. A R™" ve BeR" bilinen matrisler, c € R™ ve k€ R bilinen

vektorler, x e R™ ve y e R™ rasgele vektorler olsun. Bu durumda

a. D(x)=var(x)=var(x")=cov(x,x),
b. var(c+Ax)=Avar(x)4',

c. cov(x,y)=cov(y,x)=cov(x’,y")=cov(x,y")=cov(x’,y),



d. cov(c+ Ax,k+By)= Acov(x,y) B,

. Var[szva{ var(x)  cov(x,y)

% cov(y,x) var(y)

saglanir (Harville, 2018).

|

11



BOLUM 3. GENEL LINEER KARMA MODELLERDE TAHMIN

3.1. Giris

Bu bdliimde bir genel lineer karma model ve bu modelin bir alt modeli tanitilarak,

modellerle ilgili baz1 6zellikler ifade edilecektir.

Bir genel lineer karma model ve bu modelin parcalanmis formu;

M:y=Xp+Zu+e=X, :Xz][ﬁl}r[zl :22][”1
u

5, 2}+g (3.1)

olarak ifade edilir. Burada y e R™ gozlenebilir rasgele vektor, X, e R™?, X, e R™"

Z, e R™ ve Z, e R™ olmak lizere X = X,: X, ve Z= Z :Z, bilinen matrisler,

B eR™ ve B, eR™ olmak iizere f= {ﬁ'} sabit etkilerin bilinmeyen vektorti,
2

u
1 . 1
u, € R™ ve u, e R™ olmak iizere u :{

} rasgele etkilerin gozlenemeyen vektorii
uZ

ve £eR™ rasgele hata vektdrinii temsil etmektedir. (3.1) modelinde rasgele

vektorlerin beklenen degeri ve kovaryans matrisine iligkin varsayimlar asagida

verilmistir.
U U u | | iy
Elu, |=0 ve Dju, [=cov||u, |,|u,||=2. (3.2)
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Burada 2> € R™ bilinen pozitif yar1 tamiml matristir. (3.2) varsayimlarina gore

7= [Zl Z, :In] olmak tizere, (3.1) modeli altinda ¥ vektoriiniin beklenen degeri ve

kovaryans matrisi

E(y)=E(X,B+X,,+Zu, +Zyu, +¢)
=E(X\B)+E(X,B,)+E(Zu)+E(Zu,)+E(¢)
=X E(B)+X,E(B,)+ZE(u)+Z,E(u,)+E(€)
:Xlﬂl +X2ﬁ2

= Xp (3.3)

Ve

D(y)=cov(y,y)

=cov(X, B+ X, 8, + Zu, + Zyuy + &, X, B, + X, By + Zyuy + Zyu, + €)

U U
=cov|[Z,:Z,:1,)\u, |,[Z,:Z,:1,]| u,
& &
U, U,
=[2,:2,:1,]cov| | u, |, u, | |[Z,:2,:1,]
& &
U,
=(2,:2,:1,|D|u, |[Z,:Z,:1,]
&
=737 =V (3.4)

dir. Ayrica (3.1) modelinde u,,u,,& ve ) vektorleri i¢in

u, u,
cov(u,,y)=cov [Iq:O:O} u, ,[Z,:Z,:1,]| u,

& &



:[Iq :O:OJCOVHZ;],F;B[ZI 1z, :In],

U,

=[1, :O:O]D{uzi[zl :Z,:1,]

&

:[]q:O:O]ZZ’,

cov (u,,y) =C0V[[O:]r :0]{“:]’[21 2 JJPLD
=[0:1, :O]COV[F;]’FLH[ZI 1 Z, 31;«],

u,

=[0:1, ;0]0{%][21 7,1,

&

=[0:7:0]>Z",

COV(g,y)COV{[O:O:In]l:u;]’[ZI +Z, :I"]{“;”
:[0:O:In]COV[F:}F:ﬂ[Zl 1Z, :In]l

U,

_[O:O:IH]D{MZI[Zl Z, :]n]’

&

>

=[0:0:7,]X2

bulunur.

14

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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Regresyon analizinde ayn1 gozlenebilir rasgele degiskene sahip iki veya daha fazla
istatistiksel modelin oldugu durumlarla karsilasilabilir. Istatistiksel sonuglar ¢ikarmak
icin, bu lineer karma modeller arasinda benzerlik veya denkliklerin olup olmadigini
analiz etmek gerekebilir. Bu sekilde karsilasilacak durumlardan birisi, genel bir lineer
karma modele yeni parametreler eklemek veya silmek ile elde edilen yeni modelleri,
ilk durumdaki orijinal modeller ile karsilastirmaktir. Bu ¢alismada (3.1) modeli orijinal

model olarak ele alinip, bu modelden bazi sabit ve rasgele etkiler ¢gikarilarak
N:iy=Xp+Zu +¢ (3.8)

seklinde ifade edilebilecek bir alt model ele alinacaktir. Goriildiigii gibi (3.1) ve (3.8)
modellerinde gozlenen yanit degiskenleri ayni olmasina ragmen bu iki model
karsilastirildiginda bilinmeyen ortak parametreler ile ilgili istatistiksel sonuglar dogal
olarak ayni olmak zorunda degildir. Bu nedenle (3.1) ve (3.8) modelleri altindaki tim
bilinmeyen parametrelerin tahmin edicileri veya 6n tahmin edicileri ile ilgili baz1 genel

sonuglar elde etmek istenebilir. Bunun i¢in asagidaki vektor géz oniine alinabilir.

m:y:Klﬂl_'_T{ul_'_Jg:[Kl :0]{§l:|+[

2

leo]B‘}Jg:KmTuug. (3.9)

2

2

Burada K, e R*”, 7; e R™ ve J € R*" bilinen matrisler olmak iizere, K =[K, : 0]
ve T=[T:0]’dir. (3.2) varsayimlarina gére 7;=[7;:0:J] olmak iizere, (3.9)

vektoriiniin beklenen degeri ve kovaryans matrisi

E(m)=E(K B +Tu, +¢)
:E(Klﬂl)_'_E(T{ul)—i_E(g)
= KE()+TE(w)+E(2)

=K, f (3.10)

Ve



16

D(m)=cov(m,m)

=cov(K,B +Tu, +J&,K B, +Tu, +J¢)

ul ul
=cov [TI:O:J] u, ,[TI:O:J] u,
K g
_ul Z’ll
=[E:O:J]cov U, |, u, [TI:O:J]'
e ]| e
ul
=[7,:0:J]D|u, |[T;:0:J]
&
_T ST (3.11)

olarak elde edilir. (3.1) modeli ve (3.9) vektorii ele alindiginda

cov(m,y)=cov(K,B +Tu, +J&, X, B+ X, B, + Zu, + Zu, +¢)

ul ul
=cov [TI:O:J] U, ,[ZI:ZZ:In] U,
& &
U1
=[T,:0:J]cov| |u, |,| u, [ZI:ZZ:In]'
el e
U
=[1:0:J]D|u, ([2,:2,:1,]
£

_FyeC (3.12)

elde edilir.
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Benzer sekilde (3.2) varsayimlarina gore (3.8) alt modeli ele alindiginda

7 = [Z,:0:1,] olmak iizere y vektoriiniin beklenen degeri ve kovaryans matrisi
E(y)zE(Xlﬂl+Z1ul+é:):Xlﬂ1 (3.13)
ve

D(y)=cov(y,y)=cov(X,B +Zu, +&,X B +Zu +&)=2,2Z =V, (3.14)

olarak yazilir. Ayrica (3.8) modelinde u,, u,, ¢ ve y vektorleri i¢in

cov(u,y)=[1,:0:0]Z,, (3.15)
cov(&,)=[0:0:1,]2Z/, (3.16)
cov(m,y):leZ'::Cl, (3.17)
cov(y,m)=Z,XT=C| (3.18)
elde edilir.

3.2. En lyi Lineer Yansiz On Tahmin Edici (BLUP)

Tamim 3.2.1. Bilinmeyen kitle parametrelerinin belirlenmesi amaciyla kullanilan

orneklem istatistigine tahmin edici ve tahmin edicinin aldig1 degere ise tahmin denir.
@ bir parametre olmak iizere E(P) meveut ve E(P)=a ise, P istatistifine «
parametresinin yansiz tahmin edicisi, £ (P) =a kosulu saglanmadiginda P

istatistigine @ parametresinin yanli tahmin edicisi denir. Yanli ve yansiz tahmin

ediciler arasinda se¢cim s6z konusu oldugunda genel olarak yansiz tahmin ediciler
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secilir. Yansiz tahmin ediciler arasindan birini tercih etmek gerekir ise yeni bir dlgiiye
ithtiya¢ duyulur. Boyle bir durumda parametreye yakin olma olasilig1 yiiksek olan
tahmin edici tercih edilir. Bir parametrenin herhangi bir yansiz tahmin edicisi, diger
herhangi bir yansiz tahmin edicisinden daha kiiciik varyansa sahip ise, bu istatistige

parametrenin minimum varyansli tahmin edicisi denir.

Tamm 3.2.2. (3.1) modeli ele alinsin ve m vektorii (3.9)’da verildigi gibi olsun.
L € R*" olmak lizere E(Ly—m)=0 olacak sekilde bir Ly lineer istatistigi varsa
m vektorline (3.1) modeli altinda 6n tahmin edilebilirdir denir. m vektori (3.1)

modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun. E(Ly—-m)=0 olmak iizere,
E(L,y—m)=0 ve cov(Ly—m)=>, cov(L,y—m) olacak sekilde bir L, matrisi varsa
bu durumda Z;y linear istatistigi, (3.1) modeli altinda m vektorii i¢in en 1y1 lineer

yansiz 6n tahmin edici yani BLUP olarak tanimlanir ve
Lyy=BLUP,(m)=BLUP,(K,p, +Tu,+J¢) (3.19)

seklinde ifade edilir (Puntanen ve ark.,2011).
BLUE, BLUP ile ilgili yapilan tanima benzer olarak asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmim 3.2.3. m, (3.1) modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun. m vektoriinde

T, = J =0 olarak alinsin. Bu durumda (3.1) modeli altinda m vektorii i¢in (3.19) ile
verilen BLUP ifadesi K, /£, in en iyi lineer yansiz tahmin edicisi yani BLUE su olarak

tanimlanir ve
L,y=BLUE, (m)=BLUE, (K f) (3.20)

seklinde ifade edilir (Puntanen ve ark.,2011).
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3.4. BLUP ve BLUE’nun Temel Denklemleri ve Bazi Ozellikleri
Bu béliimde, ele alinan genel lineer karma modeller altinda tiim bilinmeyen
parametrelerin bir genel fonksiyonun BLUP/BLUE denklemleri ve 0&zellikleri

verilecektir.

(3.1) modeli ele alinsin. (3.1) modeli ve (3.9)’da verilen m vektoriinden Ly—m

ifadesi

Ly—m:L(Xlﬁ1 + X6, +Zu, +Z,u, +<9)—K1,B1 +Tu, +J¢e

=(LX, ~K,\) B+ LX, B, +(LZ, ~ T, Yu, + LZ,u, + (L~ J ) & (3.21)
olarak yazilir. Boylece (3.21) ifadesinin beklenen degeri ve kovaryans matrisi

E(Ly-m)=E((LX,-K,) B +LX,5,)
=(LX,-K)) B +LX,5, (3.22)

Ve

D(Ly —m) = cov[(Ly —m),(Ly - m)]

=cov| ((LZ,~T)u, + LZu, +(L—J)&),((LZ, =T )u, + LZyu, +(L-J )¢) |
U,
=cov|(LZ —T,:LZy:L—J)|uy |,(LZ, ~T,:LZ, : L—J )| u,
&

=(LZ,~T,:LZ,:L—J)cov {uz Juy ||(22, T, :02, L -J)

U,
=(LZ,-T,:LZ,:L—J)D|u, (LZ,—T;:LZZ:L—J)'

&

=(LZ,~T,:1Z,: L-J)X(LZ,~T,:LZ, - L-J)



20

=([£z,:LZ,:L]-[T,:0:J))X([LZ,: LZ, : L]-[T, :o;J])'

~(1[7:2, 1)1 0 ) 2(L[2,: 2, 1, {1, :0:))

=[LZ~—7~}]Z[LZ~—7~I]I (3.23)
olarak bulunur.

Asagidaki lemmada m vektoriiniin (3.1) modeli altinda 6n tahmin edilebilir olma

kosulu verilmistir

Lemma 3.4.1. (3.1) modeli ele alinsin. m vektoriiniin (3.1) modeli altinda 6n tahmin

edilebilir olmasinin gerek ve yeter kosulu
R ([K1 : 0]’) <R ([Xl : X, ]') veya denk olarak R(K])< R([X;Xl ]) (3.24)

olmasidir (Gan ve ark., 2017).

Ispat: m vektorii (3.1) modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun. Her 3, A, icin

E(Ly-m)=0 < (LX,~K,) B, +LX,5,=0

o ([Lx,: LX,]-[K, :0]){?}:0

& L[X,: X,]-[K,:0]=0

<:>L[X1 :XZ] =[Kl :0]
dir. Béylece Teorem 2.1.4’1in (b) sikkindan istenen elde edilir.l

(3.1) modeli altinda temel BLUP denklemi ve 6zellikleri verilecektir. Ancak dncelikli

olarak ispatta kullanilacak olan lemma agagida verilmistir.
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Lemma3.4.2. 4, B, D ve G uygun boyutlu bilinen matrisler, H# pozitif yar1 taniml

matris ve ZA4 = B tutarli matris denklemi olmak tizere

f(2)=(2G+D)H(2G +D) (3.25)

olsun. Boylece Z4 =B denkleminin tiim ¢oziimleri i¢in f(Z) >, f(Z,) saglanacak
sekilde Z 4=B denkleminin daima bir Z, ¢Oziimii vardir. Bu durumda (3.25)

ifadesini saglayan Z, matrisi asagidaki tutarli matris denklemi
Z,| A:GHG'A" |=| B:—~DHG'A" | (3.26)
ile belirlenir (Tian, 2015).

Teorem 3.4.3. m , (3.1) modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun. K = [K1 :O] olmak

lizere

E(Ly—m)=0 ve D(Ly—m)=min < L] X : VX" |=[ K:CX" ] (3.27)
dir. Buradaki matris denklemi temel BLUP denklemi olarak bilinir ve
BLUP,(m)=Ly < L| X :VX" |=|K:Cx" | (3.28)

olarak ifade edilir. Bu denklem her zaman tutarlidir ve denklemin genel ¢6ziimii olan

L ve buna karsilik gelen BLUP,,(m)
BLUP, (m)=Ly= ([K JoollPe V)(l]+ +U[ X : VXL]L)y (3.29)

dir. Burada U € R"™ keyfi bir matristir (Gan ve ark, 2017).
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Ispat. (3.25)’i kullanarak (3.23) ifadesinde A=X, B=K, G= Z, H=Y,
D= 7~} = [T1 :0:J ] aliirsa ve bu ifadeler (3.26) matris esitliginde yazilirsa (3.27) yani

(3.28) elde edilir. (3.28) ifadesindeki denklemin genel ¢oziimii (3.29) olarak yazilir.

Boylece ispat tamamlanmig olur. B

Teorem 3.4.3’teki matris denklemine gore asagidaki kosullarda saglanir.

a. | X:VX"|=r[X:V],R[X VX" |=R[X:V] ve R(X)NR(VX")={0}.
b. L tektir < r[X:V]=n.

c. BLUP,(m) 1 olasilikla tektir. < yeR[X:V] 1 olasilikla saglanir. Yani

(3.1) modeli tutarlidir (Gan ve ark.,2017).
Boylece (3.29) ifadesine gore BLUP,, (m) ile ilgili kovaryans matrisleri

’

D[ BLUP,,(m)] =([K:CXL][X:VXLT)V([K:CXL][X:VXLT) : (3.30)

cov{BLUP, (m).m}=[K:Cx* ][ Xx:vx"] C', (3.31)

D(m)—D(BLUP,,(m))

!

_7 zﬁ'—([K .ox [ x: VXLT)V([K .ox [ x: VXLT) : (3.32)
D[ m—BLUP,(m)]

_ ([K Cxt[x x| Z—f;)z([K x| x x| Z—Tj) (3.33)
dir. Bunlarin elde edilmesi asagida detayli olarak verilmektedir.

D[ BLUP,,(m)] =cov|] BLUP,,(m),BLUP,,(m)]
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ZCOV(([K:CXL}[”VXLT wulxx ]y,
([K:CXLJ[XiVXlT +U[X:VXl]L)y)
:([K:CXL][X:VXLT)cov(y,y)([K:CXL}[X:VXlT)r

=([K:CXLJ[X:VXLT)V([K:CXLJ[X:VXLT)'.

cov{BLUP, (m),m} = cov(([K : CXL}[X : VXLT +U[X : VXLT)y,m)

—([&:cx*JLx :vx ] eov(um)

[K:oxt][x x| Z3T

[K:cx'][xvxt] c.
(3.32) matris esitliginin ispati sirasiyla (4.11) ve (4.30)’dan kolayca elde edilir.
D[ m—BLUP,,(m)|=D(m)+D(BLUP, (m))-cov{m, BLUP,,(m)} —cov{BLUP, (m),m}
=T Zﬁ'+([1< loclPe VXLT)V([K loelPe VXLT),
—C([K oxt[xevxt | ) ~[K:ext][xvxt]
=T ZT~,’+([K ox [ x VXLT)ZZZ'([K oxt [ x VXLT)’
T zz'([K oxt [ x VXLT), —[K:ext|[xovxt| 23T
., z(—fl' +([&:ox e ] Z)J
+([K .oxt[x: VXLT)ZZ(—]N]' +([K coxt[xevxt ] Z)J

!

:([K:CXL][X:VXLTZ—ﬁ)Z([K:CXLJ[X:VXLTZ—]:,)
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Ayrica (3.1) modeli altinda m vektoriinlin 6zel durumlar ele alinirsa Teorem 3.4.3’ten

asagidakiler elde edilir.

T,=J=0 icin
BLUE,, (K,)=Ly=([K: 0])([)( : VXLT +U[ X VXL]L)y (3.34)
ve

K, =0 igin

BLUP,, (T, +J¢) = Ly = ([ 0: CXi])([X x| U, [ X VXlT)y (3.35)

elde edilir. Bu aradan U,,U, € R™" keyfi matrislerdir.

(3.9) modeli ele alinsin. ilk olarak Ly —m ifadesi (3.9) modeli ve (3.8)’de verilen m

vektoriinden yararlanarak yazilirsa

Ly—-m=(LX,—K) B +(LZ ~T)u, +(L—-J )¢ (3.36)

elde edilir. Boylece (3.36) ifadesinin beklenen degeri ve kovaryans matrisi ise

E(Ly—m)=(LX1—K1),B1 (3.37)
Ve
D(Ly-m)=[1Z,~T,]3[L2,~T;] (3.38)

olarak bulunur.
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Lemma 3.4.1 ve Teorem 3.4.3 kullanilarak, (3.9) modeli i¢in elde edilen sonuclar

asagidaki lemma ve teoremde toplanmistir.

Lemma 3.4.5. (3.9) modeli ele alinsin. m vektoriiniin (3.9) modeli altinda 6n tahmin

edilebilir olmasmin gerek ve yeter kosulu R(K/)< R(X]) olmasidir (Gan ve ark.,

2017).

Teorem 3.4.6. (3.9) modeli ele alinsin. m , (3.9) model altinda 6n tahmin edilebilir

olsun. Bu durumda
E(Ly—m)=0 ve D(Ly—m)=min < L[ X : VX" |=[ K:CX" ] (3.39)

dir (Gan ve ark.,2017). Buradaki matris denkleminin temel BLUP denklemi

BLUP,, (m) =Ly L [X VX ll} = [Kl :CX, ﬁ] olarak yazilir. Bu denklem tutarlidir

ve U € R™™ keyfi bir matris olmak {izere denklemin genel ¢6ziimii
BLUP, (m)=Ly = ([Kl X[ X x| AU X xS ]L) y (3.40)

olarak yazilir.®

Teorem 3.4.6’daki matris denklemine gore asagidaki kosullar saglanir:

a. [ X XS =X R) R[X WX ] = RIX K] R(x) AR(VX) = (0}
b. L tektir & r[ XV, ]=n.
c. BLUP,(m) 1 olasiliklatektir < y e R[.X, :¥;] 1 olasilikla saglanir. Yani(3.9)

modeli tutarlidir (Gan ve ark.,2017).

(3.40) ifadesine gore BLUP,; (M) ile ilgili kovaryans matrisleri
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!

D[ BLUP, (m)]=[K,:C.X," |[ X, :V,.x," | ] ([K1 CX X, VlXﬁT) , (3.41)
cov{BLUP (m),m}=[K,:Cx," ][ X,:V,.x,"] ¢/, (3.42)

D(m)-D(BLUP,_ (m))

!
2

=L Y0 -[K X[ X rx ]y, ([K1 G Vl)(ﬁT) (3.43)
D|m—-BLUP_(m)]
- ([Kl Cx[x Xt —fl)Z([Kl oxX [ x vt -7 ) (3.44)

olarak bulunur.

(3.9) modeli altinda m vektorii igin 6zel durumlar ele alinirsa, Teorem 3.4.6’dan

asagidakiler elde edilir.

T =J=0 icin

BLUE (K,f)= ([Kl 0] X, VX ] +U [ X vt ]l) y (3.45)
ve

K, =0 icin

BLUP (T, +J¢) = ([0 ox X nx ] U, x, :VIXLT) v, (3.46)

Buradan 6zel olarak U,,U, e R™™ keyfi matrislerdir.



BOLUM 4. BIR GENEL LINEER KARMA MODEL VE BU
MODELIN ALT MODELI ALTINDA BLUP iLISKILERI

Bu kisimda, (3.1) ve (3.8) modelleri altinda BLUP esitlikleri ile ilgili sonuglar

verilecektir. Ele alinan modeller tutarli kabul edilmektedir. Yani sirasiyla y € R [X : V]

ve yeR[X, V] kosullar1 1 olasilikla saglandig kabul edilmektedir (Rao, 1973).

Ayrica kolayca gortilmektedir ki (3.8) modeli tutarli oldugunda (3.1) modeli zaten

tutarlidir.

Iki lineer karma modelin BLUP esitligiyle ilgili sonuglar1 iceren teoremler ve bu

teoremlerin sonuglari asagida verilen tanim dikkate alinarak elde edilecektir.

Tanmim 4.1. y rasgele bir vektor olsun.

a. Eger G, =G, ise G,y =G,y esitligi kesin saglanir.

b. Eger E[Gy—G,y]=0ve D[G,y—G,y]=0ise G,y =G,y esitligi | olasilikla
saglanir.

c. Eger E[Gy|=E[G,y] ve D[G,y]=D[G,y] ise Gy ve G,y vektdrlerinin

beklenen degeri ve kovaryans matrisleri aynidir (Gan ve ark., 2017).

(3.1) ve (3.8) modelleri altinda m vektérii igin BLUP,,(m)= Ly ve BLUP(m)=L,y

olmak tizere, (3.29) ve (3.40)’a gore
Ll:[K:CXLJ[X:VXLT+U1[X:VXLT (4.1)

Ve
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L=[K :cx [ X x| +u[x x| (4.2)

olarak yazilir. Buradan U,, U, € R™" keyfi matrislerdir. (4.1) ve (4.2)’de verilen L ve

L, ¢oziimlerine gore (3.29) ve (3.40)’daki esitliklere benzer olarak

Llyz([K:CXL][X:VXLT+U[X:VXL]l)y (4.3)
Ve
Ly= ([K1 x| X Xt ] U X VlXﬁT)y (4.4)

olarak ifade edilen BLUP,(m) ve BLUP(m) ig¢in BLUP, (m)=BLUP, (m)

esitliginin saglanmasmin gerek ve yeter kosulu (3.28) ve (3.39)’da verilen matris

denklemlerinin ortak bir ¢oziime sahip olmasidir. Asagidaki teoremin ispat1 buna gore

elde edilecektir.

Teorem 4.2. m vektoriiniin (3.1) ve (3.8) modelleri altinda 6n tahmin edilebilir oldugu

kabul edilsin. BLUP,,(m) ve BLUP,(m) sirasiyla (4.3) ve (4.4)’te verildigi gibi

olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

a. (3.29) ve (3.40) matris denklemlerini saglayan BLUP, (m) ve BLUP, (m)
vardir dyle ki BLUP,, ( m) = BLUP,; (m) esitligi saglanir.

X, VX, vV

' Xl Vl XZ V
0 X 0 0 ,
b. r J=rf 0 X/ 0 0
0 0 0 X ,
0 0 0 X

K, ¢ 0 C

XZLI/IXIL XZLVXZJ_ XZJ_XI X
c. r 0 XX, 0 |= r[ ?
cx'  cx,) K

J_Vl‘}(ll XZJ_VXZL XZLXI
0 X/ x,t 0 |
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X, VX, V
X 0 0
0 0 X'

d R([K, ¢ 0 C])cR| O
0

)(ZLI/I)(IL ‘}(ZLI/)(Zl XZLXI :|'

e. R[[CIXIL CX,* Kl:l)gR|: . ey .
1“>2

Ispat. m vektorii (3.1) ve (3.8) modelleri altinda 6n tahmin edilebilir oldugu kabul
edilsin. BLUP,(m) ve BLUP, (m) sirasiyla (4.3) ve (4.4)’te verildigi gibi olsun.

(4.3) ve (4.4)’te verilen denklemler birlestirilerek Z, i¢in yeni bir matris denklemi
L[x, vXx' x vx']=[K Cx' K Cx'] (4.5)

olarak yazilabilir. Teorem 2.5.3’ten bu matris denkleminin L, i¢in bir ¢ozimii

olmasinin gerek ve yeter kosulu

X, VXt o x yxt

r =[x, vx*@ x vx* 4.6
K, CXx‘' K cx* [x v, ] 4.6)

esitliginin saglanmasidir. Once (4.6) matris esitliginin sol tarafi ele almsin.
R(X")c R(X,") oldugu dikkate alinarak, bu ifadeye Teorem 2.4.5 (b) uygulanirsa

asagidakiler elde edilir:

X, VXt x vxt X, VX' X, X, vx*
r =r
K, CX* K Cx* K CX* K 0 Cx*

X, VXt ox, vxt
=r
K, CX~ 0 Ccx*
X, Vv, X, V
K C 0 C
O Xlr O 0 ( 1 ) ( ) ( )
0 0 0 X
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_I/l V Xl XZ_
C C K, 0
=rlX, 0 0 O —r(Xl)—r(X)
0 X 0 0
0 X, 0 0]
_I/l V Xl XZ_
C C K, 0
=rl 0 X/ 0 0 |[-r(X)-r(X) (4.8)
0 X, 0 0
X, 0 0 0|

(4.8) ifadesine Teorem 2.4.5 (c) uygulanirsa asagidaki elde edilir.

X2J_I/1X1L XZLVXZJ_ X2J_X1
=rl 0 XX, 0 |+2r(X,)-r(X). (4.9)
CX* CX,* K,

Simdi (4.6) matris esitliginin sag tarafi ele alinsin. Bu ifadeye dnce Teorem 2.4.5’in

(b) s1ik daha sonra (c) sik uygulanirsa asagidakiler elde edilir:

rlX, nxt X ovxt)=r[x, xS X X, vxt]
=rl X, VX" X, vx']

X VX,V

=rl0 X/ 0 O —r(Xl)—r(X) (4.10)
o 0 0 X
Vl V Xl X2
0 X 0 0
_ (X)) - (X
o x2 0 o r(X)-r(X)
X 0 0 0

X, VXS XSVXS XX
0 XX,
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elde edilir. (4.8) ve (4.10)’dan (b), (4.9) ve (4.11)’den (c) elde edilir. Boylece, (a)-(c)
denkligi goriiliir. Ayrica Teorem 2.1.4’lin (b) sikkina gore (b)’nin (d)’ye ve (c)’nin

(e)’ye denk oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir. B

Ozel olarak Teorem 4.2°de 7, = 0 ve J =0 olarak ele alindiginda BLUE,, (K, ) ve

BLUE,; (K,,) e karsilik gelen sonuglar asagida verilmistir.

Sonug 4.3. K, S, vektoriiniin (3.1) ve (3.8) modelleri altinda tahmin edilebilir oldugu

kabul edilsin. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

)
=

BLUE,,(K,f,)= BLUE, (K, 3,).

0 X/ 0 .
b. r =rl 0 X7 0 0
0 O 0 X .
O 0 0 X
K 0 0 0

X2LKXIL X2LVX2L XZJ_XI
c. r 0 XX, 0 |= r[

XZLI/leL XZLVXZL XZJ_XI:|
0 0 K,

0 XX, 0

X, vV, X, V
d. R([Kl 00 0]’)gR 0 X 0 0

o 0 0 X
, XXt xvxt xtx |
€. R([O 0 Kl]ng S I
0 XX, 0

(4.3) ve (4.4)’te verilen BLUP,, (m) ve BLUP,, (m) icin BLUP,, (m) = BLUP,; (m)
esitliginin 1 olasilikla saglanmasimin gerek ve yeter kosulu (Ll -L, )[X : V1] =0

olmasidir. Asagidaki teoremin ispat1 buna gore elde edilecektir.
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Teorem 4.4. m vektoriiniin (3.1) ve (3.8) modelleri altinda 6n tahmin edilebilir oldugu

kabul edilsin. BLUP,(m) ve BLUP, (m) sirasiyla (4.3) ve (4.4)’te verildigi gibi

olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

a. (3.29) ve (3.40) matris denklemlerini saglayan BLUP,, (m) ve BLUP, (m)
vardir 6yle ki BLUP,, ( m) = BLUP,; (m) esitligi 1 olasilikla saglanir.

VXS X, X, VX'
rl =Xl
CX' K, 0 CX

Ispat. m vektoriiniin (3.1) ve (3.8) modelleri altinda 6n tahmin edilebilir oldugu kabul

edilsin. BLUP,,(m) ve BLUP, (m) sirasiyla (4.3) ve (4.4)’te verildigi gibi olsun.

BLUP,(m)=BLUP,; (m) esitliginin 1 olasilikla saglanmasinin gerek ve yeter kosulu

([K1 ox [ crxt ] -[Kext ][ xc VXLT)[XI V)=

veya

L L I:XIZVIX#} 0 ) [XliVl]
[&:cxt]:[K:cxt]] . Txox'] {[Xl :VIJ =0 (4.12)
olmasidr.

([K CX*] ) R([X X jR([K:CXL]'ng([X:VXl]'j,

R[ X, VX" |=R[X,:V] , R[ X :Vx" |=R[X:V],

saglandigindan, (4.12) matris denkleminin sol tarafina Teorem 2.4.6 uygulanirsa ve

bazi elementer matris islemleri yapilirsa agsagidaki esitlikler elde edilir.
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0 [ x:vxt
[Xl VIX#] O . [X 'VXL] 0
=0 [xxt] xon]|l-r s
0 ~[xvxt]
[K:oxt] [Kioxt] 0
—Xl VIXIJ_ 0 0 Xl I/1
=rl0 0 X VX' X V|-r[X;:V]-r[X:V]
K, CX* K Cx* 0 0
X, VXE 0 0 0 X, V|
=r|X, VX5 X X, VX 0 O|-r[X,:V]-r[X:V]
K, CX" K, 0 CX* 0 0
X, VXt 0 0 0 X, V|
=r[0 VX~ X X, VX 0 O0|-r[X :V]-r[X:V]
0 CX- K, 0 Cx- 0 0
'x, VX 0 0 0 V]
=r[ 0 VX' X X, VX' O|-r[X:V]-r[X:V]
0 CGX© K, 0 Xt 0]
'x, 0 0 0 0 V]
=r| 0 VX' X X, VX* O|-r[X,:V]-r[X:V]
0 CX© K 0 Cx- 0]
0 0 0 0 X V]
=r| VX" X, X, VX* 0 O|-r[X,:V]-r[X:V]
CX® K 0 Cxt 0 0]
:r_V‘XlL XX VXL_—!—}"[X M -r[X, :V]-r[X:V]
cxt K, 0 x| P o '
vxt ox, X, vx']
=r £ ll ! 2 V- . —r[X:V]. (4.13)
X' K, 0 Cx'

(4.13) ifadesinin sag tarafi sifira esit oldugundan (b) elde edilir. Béylece (a)’nin (b)’ye

denk oldugu goriir ve ispat tamamlanir. B
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Ozel olarak Teorem 4.4’te T, =0 ve J =0 olarak ele alindiginda BLUE,(K,f3,) ve

BLUE,. (K, ,) e karsilik gelen sonucu asagida verilmistir.

Sonug¢ 4.5. K, f, vektoriiniin (3.1) ve (3.8) modelleri altinda tahmin edilebilir oldugu

kabul edilsin. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

a. BLUE,,(K,B,)=BLUE (K f3) 1 olasilikla saglanr.
VXt X, X, vx*
b. | ! b =r[X:V].
0 K 0 0
Bu boliimde verilecek son ana teoremin ispati i¢in asagidaki sonuca ihtiyag vardir. Bu
sonug asagidaki teoremde ifade edilmis ve ispati detayli olarak yapilmistir.

SXS

Teorem 4.6. m , (3.8) modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun. 4 € R™ simetrik bir

matris ve D[m—BLUPN (m)] ifadesi (3.44) verildigi gibi ele alinsin. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

Vl Cl Xl
r(D[m—BLUP,(m)]-A)=r| C, T,XT/-4 K, |-r[X,]-r[X.1]]. (414
X K 0
I/l C]’ Xl
D[m-BLUP, (m)|=A<r| C, TXI/-4 K, |=r[X]+r[X.V] (4.15)

X K 0

dir (Gan ve ark., 2017).

Ispat. (3.44)’e gore D[m — BLUP,, (m)] — A ifadesi
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([K1 x| —f‘l)z([lq x| vx | —ﬁ) 4
ve bu ifadenin ranki r(D[m — BLUP, (m)] — A)

K ex [ xvx T -T2k cx [x, . vx | -7 -4 (4.16)
I I ] I Il ]

olarak yazilir. Buradan > =2.2">. oldugundan (4.16) ifadesine Teorem 2.4.6

uygulanirsa
> Z([K1 XX vxt] 2 -7, )
=r
([K1 XX vxt] Z, —f;)z A
-r(2)

{ZZR’I' 0 } 0 [Xl:Vlel} ) le 0
0 [K:ax ) ] 0 0 [k:cx']

DI 3
+_—T,Z y D—r(Z) (4.17)

elde edilir. Burada (4.17) ifadesine tekrar Teorem 2.4.6, Teorem 2.4.5 (c) uygulanirsa

ve bazi elementer matris islemleri yapilirsa asagidakiler elde edilir:

r(D[ m-BLUP (m)]- 4)

0 -X, VX' Z¥Y 0
X 0 0 0 K| 0 (X, 7%,
=rl-X,'¥, 0 0 0 X, C|-r ) -r(X)
~ . 1
72 0 0 s x| |[Xnxt] 0
0 K CX* -TY 4 |




_Xl _V1X1l Z~1 2 Zl Zfl'
0 0 0 K
0 00 x|l e ()
0 0 > 0
Kl CIX]J_ _flz A_fl zfll_
_X] Veri Z~1 z Z~1 zfl’
0 0 0 K
0 0 0 xro o |-2r[ X Xt ]-r(Y)
0 0 > 0
Kl Clei _f;z A ]:127?
X, VXt 0 -ZXET
0 0 0 K
0 0 0 X'C |-2r[X X' ]|-r(T)
0 0 > 0
K CX' 0 A-T,XT'|
Xl V1X1L lef}’ 0_
0 0 K’ 0
0 0 X C 0 —2V[X1:V1]—}"(Z)
K, CX' TYI['-4 0
0 0 0 >
Xl V;Xll lefl’
0 0 K!
2r| X,V -r(Z)+7r(Z
O O X]J_Cl/ [ 1 1] ( ) ( )
K, CIXIJ_ ]i 27?_/4
X1 V1X1l C1’
0 0 K
L =2r[x ]
0 0 Xt
Kl CIXIJ_ 7~11 zfl’_A_
Vlel C1'
0 K/
=2r| X,V
X]J_I/VIXIJ_ 0 [ 1 1]
CIXIJ_ ﬁZﬁ'—A_

36
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VX, C 0
X 0 K|

=r Y -2r[ X, V]
Cl Kl 712];_14
0 0 0 X VX
I/1 Xl Cll

=rl X 0 K| =2r[x, ] XY
C K, TXI'-4
B¢ ¢

=rl X/ O K/ —r[X1 :Vl]—r[Xl]. (4.18)
_C1 Kl 7:127:1,_/4

Boylece son ifadede (4.14) matris esitligi goriirliir. Ayrica (4.18) ifadesinden (4.15)
kolayca elde edilir. B

Teorem 4.7. m vektoriiniin (3.1) ve (3.8) modelleri altinda 6n tahmin edilebilir oldugu

kabul edilsin. BLUP,,(m) ve BLUP,(m) sirasiyla (4.3) ve (4.4)’te verildigi gibi

olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

a. D[ m—BLUP,(m)|=D|m-BLUP,(m)].

vo0 X X X,]
0 -V, -C/ -X, 0 0
c -¢, 0 0 K 0
L —XI{ 0 0 0‘ 0 =r(X)+r[ X V]+r[X ]+r[X, V]
X 0 K 0 0 0
X, 0 0 0 0 0]

Ispat. m vektoriiniin (3.1) ve (3.8) modelleri altinda n tahmin edilebilir oldugu kabul

edilsin. BLUP,, (m) ve BLUPN(m) sirastyla (4.3) ve (4.4)’te verildigi gibi olsun.

(4.14) ifadesine gore
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r(D[m—BLUP, (m) |- D[ m—BLUP,,(m) )

!

I/l C] Xl
=r| C, LET'-D[m-BLUP (m)| K, |-r[X,]-r[X,.V]] (4.19)
X! K’ 0

1 1

yazilir. (4.19) matris esitligindeki D[m—BLUPM (m)] ifadesi yani (3.33) ifadesi

yerine yazilir. Buna (4.14) uygulanirsa ve bazi elementer matris islemleri yapilirsa

asagidakiler elde edilir.

K Cl Xl
r| ¢, T,X1/-D[m-BLUP, (m)] K,
X K| 0

~
0

XI

¢ T Zfl'—([K:CXl}[X:VXLT Z—]N])Z([K:CXL][X x| Z—Tj)' K,

X{ Kl' 0
4 G X,
=r|| G i; Z]? K,
Xl' K{ 0

0
- Ik
0

([K:CXL][X:VXLTZ—ﬁ)Z([K:CXLJ[X:VXLTZ—]:])'[O 1, 0]

|

v [0 ¢ 0] X ]
o] [o o o]l ¥ ¢ x| o0
=r||C| |0 XT" Oo|-|C TXT K| |K||-r(X)-r[X:V]
ol o0 o o |Xx; K 0|0
X' [0 K" 0] 0
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v 0 C 0 X X,
o -, -¢ -X, 0 0
=r g _;I _OK' (I)(l 131 8 —r(X)—r[X:V]
1 1
X 0 K] 0 0 0
X, 0 0 0 0 0 |
v 0 C 0 X, X,
o - -¢ -X, 0 0
=r ;l _)C('II, g (I)(l 131 8 —r(X)—r[X:V]
;0 K 0 0 O
X, 0 0 0 0 0]
'vo0 C X X X,|
o - -¢ -X, 0 0
-C, 0 0 K O
=r X —x' 0 0 0 o —r(X)—r[X:V]. (4.20)
X 0 K 0 0 O
X, 0 0 0 0 0]

(4.20) ifadesi (4.19 ) ifadesinde yerine yazilirsa

r(D[m—BLUP, (m) |- D[ m—BLUP,,(m) )

vo0  C X, X X,
0 -V -C -X, 0 0
-C, 0 0 K 0

“ly x 0 o o o XrXFrx]-rlxv] @2
X 0 K 0 0 0
X, 0 0 0 0 0

elde edilir. (4.21) matris esitliginden sol taraf sifira esit oldugunda (a) elde edilir.

Boylece (a)’nin (b)’ye denk oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir. B

Ozel olarak Teorem 4.7°de 7, =0 ve J =0 olarak ele alindiginda, bu durumda

BLUE,,(K,B,) ve BLUE, (K,f3,) i¢in asagidaki sonuglar elde edilir.
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Sonug 4.8. K, S, vektoriiniin (3.1) ve (3.8) modelleri altinda tahmin edilebilir oldugu

kabul edilsin. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

a. D[K,B-BLUP,(K f)]|=D[Kp—BLUP.(KA)].

'v0 0 X, X, X,]
0 - 0 -X, 0 0
o 0 0 0 K O
b sl X 0 0 01 0 =r(X)+r[XV]+r[X]+r[X, V]
;0 K/ 0 0 0
lX; 0 0 0 0 0|




BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada bir genel lineer karma model ve bu modelden baz1 sabit ve rastgele
etkilerin ¢ikarilmasiyla elde edilen alt model ele alinmistir. Bu iki model altinda ortak
olan bilinmeyen sabit ve rastgele vektorlerin bir lineer kombinasyonunun en iyi lineer
yansiz 6n tahmin edicisi (BLUP) incelenmistir. Ozellikle bu iki lineer karma model
altinda ortak olan bilinmeyen parametrelerin vektdrlerinin BLUP’lar1 arasindaki iliski
karakterize edilerek BLUP’larin genel lineer karma model ve bu modelin alt modeli

altindaki esitligi incelenmistir. Daha sonra baz1 6zel durumlarda ele alinmastir.

Boliim 3’te > e R™ bilinen pozitif yar1 taniml matris, u, € R™ ve u, e R” olmak

uzere u=[ 1} rasgele etkilerin gdzlenemeyen vektorii ve & eR™ rasgele hata

u,

vektoruni olmak tizere

U, U,
Elu, |=0Ve D|u, |=2
& E

beklenen degeri ve dagilim matrisine iliskin varsayimlari altinda bir genel lineer karma
model ve bu modelden baz1 sabit ve rastgele etkilerin ¢ikarilmasiyla elde edilen bir alt
model ele alinarak bu modeller altinda tiim bilinmeyen parametrelerin bir genel
fonksiyonun BLUP/BLUE matris denklemleri ve bu tahminlerin 6zellikleri ile ilgili

bazi sonuglar elde edilmistir.

Bolim 4’te iki lineer karma model altinda ortak olan bilinmeyen parametrelerin
vektorlerinin BLUP’lar1 arasindaki iligkiler karakterize edilerek BLUP’larin genel

lineer karma model ve alt modeli altindaki esitligi incelenmistir. Bu esitlikler elde
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edilirken Gan ve ark. (2015; Tanim 1 ve Teorem 4)’ndan yararlanilmistir. Buna gore

ele alinan durumlar asagida ifade edilmistir.

a. BLUP,(m)=BLUP,(m) esitliginin saglanmasinin gerek yeter kosulu m
vektorii i¢cin elde edilen BLUP denklemlerinin ortak bir ¢éziime sahip
olmasidir.

b. BLUP,,(m)=BLUP, (m) esitliginin 1 olasilikla saglanmasinin gerek ve yeter
kosulu (L, —L,)[ X, :;]=0 olmasidir. Burada L, ve L,, m vektorii i¢in ele

aliman modeller altinda BLUP denklemlerinden elde edilen ¢éziimlerdir.
c. m vektorii i¢in ele alinan modeller altinda BLUP larin kovaryas matrislerinin

esit olmasiin gerek ve yeter kosulu

r(D[ m—BLUP, (m) |- D[ m—BLUP,,(m)]) =0 olmasidr.

Buradaki durumlarin her biri teoerem olarak ifade ve ispat edilmisitr. Ayrica tiim

durumlar i¢in 7, =0 ve J =0 olarak ele alman 6zel durumlar ile ilgili sonuglar

verilmistir.

Bu calismada ele alinan konu, katli modeller altinda ele alinarak BLUP’lar ve diger
tahmin ediciler i¢in esitlikler ile ilgili genel sonuglar elde edilebilir. Ayrica genel lineer
karma modelin k£ tane alt modeli i¢in ortak bilinmeyen parametrelerin BLUP larini

esitlikleri incelenebilir.
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