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Bu ¢alismanin birinci kisminda, diferansiyel operatorler ve Sturm-Liouville operat6ri
ile ilgili bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik
kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde Sturm-Liouville operatorii
igin sinir sartlar1 ve asimptotik formiiller i¢in genel bilgiler verilmistir. Son olarak ters
problemlerin delta etkilesimli agirlikli Strum-Liouville operatdrii incelenmistir.

Anahtar Sozcukler: Strum-Liouville operatori; Cekili Strum-Liouville problemi;
Spektral problemler; Ozdeger; Ozfonksiyon.



ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE SPECTRAL PROPERTIES OF THE
“WEIGHTED” STURM-LIOUVILLE PROBLEM WITH
GENERALIZED FUNCTION COEFFICIENT

Mehmet Burak TANRIVEREN
Department of Mathematics
Adiyaman University, Graduate Education Institute, July/2024, Page:37
Supervisor: Prof. Dr. Manaf MANAFLI

In the first part of this study, information about differential operators, Sturm-
Liouville operator is given. In the second chapter, the basic definitions and theorems that
are frequently used in the spectral theory of differential operators are given. In the third
chapter, general information about the boundary conditions and asymptotic formulas for
the Sturm-Liouville operator is given. Finally, weighted Strum-Liouville operators with
delta communication for inverse problems are examined.

Keywords: Sturm-Liouville operator; Weighted Strum-Liouville problem; Spectral
problems; Eigenvalue; Eigenfunction.



TESEKKUR

Bu tez g¢aligmamin her asamasinda, bilgi, Oneri ve yardimlarini esirgemeyen,
calismamda bana her sekilde destek olan danisman hocam Saymn Prof. Dr. Manaf
MANAFLI’ya ve her daim yanimda olan sevgili aileme en i¢ten duygularimla tesekkiir

ederim.

Mehmet Burak TANRIVEREN



19/07/2024

ETiK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu; calismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakc¢ada yer verdigimi; bu c¢alismanin Adiyaman
Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit program1”yla tarandigini ve hicbir
sekilde “intihal igermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢alismamla ilgili
yaptigim bu beyana aykirt bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki

ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.

Mehmet Burak TANRIVEREN

Vi



ICINDEKILER

Sayfa

BASLIK SAYFASL......ooiuitiiiiiie oo e e, i
JURI VE ENSTITU ONAYL.....cvuuiiiiiiiiiiieieiieeerteeeeneeeenneeesneesssnessmessnessssnnns ii
)74 S i
ABSTRACT ...t et e e e e et e eV
TESEKKUR.......cooiiiiiiii i, v
ETIiK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI.....ccccccevvveennnnnn. vi
1001 101 0) 00 3 1 31 ) 2 SO vii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI...................ooooi LV
L GIRIS e ttetet ettt s 1
2. ONCEKI CALISMALAR......cuttuttuiiuirnirirerernerernerncrnereressessessesesesneses 2
3. TEMEL KAVRAMLAR......ootiitiiie it e e e e e et e 6
4. STURM-LIOUVILLE OPERATORU. .. ..ottt e e, 10
4.1 Materyal V& YONTEIM ... ... vttt it e e e e e e et e e e e e e aen e 10

4.2 Strum-Liouville Operatorii I¢in Genel Bilgiler.........................................10
4.3 Ozdeger ve Ozfonsiyonlar icin Asimptotik Formiiller................................ 12
5. TERS PROBLEMLERIN DELTA ETKIiLESiMLi “AGIRLIKLI”

STURM-LIOUVILLE OPERATORU ... e i 24

5.1 Ters Problemin Formulasyonu. Tekli Teoremi..........ccooooviiiiii i iennnn. 25
(AN N N S 33
OZGECMIS

vii



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

o : Normlastiric1 Sayilar

r : Gamma fonksiyonu

Cla,b] . [a,b] araliginda siirekli ve reel degerli tiim fonksiyonlarin uzayi
H : Hilbert Uzay1

L : Lineer Operator

L . L operatdriiniin eslenigi

L*[a,b] : Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzay1

N : Dogal sayilar kiimesi

@) : Sinirli degerler icin asimptotik davranislar

0 : Sonsuz kiigiik degerler igin asimptotik davranislar
R : Reel sayilar kiimesi

W(f,q) : Wronskian Determinanti

y(x,A) : Ozfonksiyon

viii



1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi matematik ve mekanikte olduk¢a yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. Lineer operatorlerde spektral teorinin esas kaynagi olarak birbirine
benzeyen lineer cebir ile titresim teorisinin problemleri olarak bilinmektedir (telin titresimi,
zar titresimi, vs.). Katsayilar siirekli fonksiyonlar ve tanim bolgesi sonlu olarak tanimlanan
ikinci dereceden dlzenli diferansiyel operatérlerde spektral teori ginimizde Strum-
Liouville teorisi olarak bilinir.

Bu tez caligmasinda Strum-Liouville operatoriiniin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar: ile
normlastirici sayilari i¢in asimptotik formiiller arastirilmistir. Daha sonra ters problemlerde

delta etkilesimli “agirlikli” Sturm-Liouville operatorii incelenmistir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Integral denklemler teorisinde yaptigi ¢alismalarda, lineer cebir problemleri ile

titresim teorisi problemleri arasindaki benzerliklerin farkina varan ve bundan faydalanan ilk

olarak D. Hilbert olmugtur. Bunlarin sonucu olarak |, uzay1 ve daha sonra ise genel Hilbert

uzay iizerinde ¢aligilmigtir. Matematikgiler |, ve H soyut Hilbert uzayini tanimladiktan

sonra lineer self adjoint operatorler terosindeki gelismeler hizlanmistir ve 19. ile 20.
yiizyillarda bu teori ¢cok 6nemli bir seviyeye ulasarak 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spectral
fonksiyon, normlagtirict sayilar, vs. spektral veriler tanimlanmis ve farkli yontemlerle
bunlar i¢in asimptotik formiiller bulunmustur. Spektral teoride 6nemli bir yere sahip olan
spectral agilim teoremi ispatlanarak belirli diferansiyel ve fark operatérleri i¢in spektral
acilimin uygun denklem ¢oziimleri vasitasiyla ifade edildigi arastirilmigtir [1].

Daha sonralar regiiler ve singiiler diferansiyel operatér tanimlanmis ve bunlarin
spektral teorileri iizerinde c¢alisilmistir. Tanmim bolgesi sonlu ve katsayilar1 stirekli
fonksiyonlar olan diferansiyel operatorlerlere regiiler operatorler, tanim bolgesi sonsuz veya
katsayilar1 kismen toplanabilir olmayan diferansiyel operatorlere ise singuler operatdrler
denir. Ikinci mertebeden regiiler operatorlerin spektral teorisi Strum-Liouville teorisi olarak
bilinir. G.D. Birkoff tarafindan sonlu aralikta smnir sartlar1 verilen ikinci mertebeden
diferansiyel operatorler icin keyfi mertebeden adi diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin
dagilimi incelenmis ve daha sonra birinci mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri
incelenmistir [2]. Singiiler operatorler i¢in spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafindan
incelenmistir. Daha sonra Rietsz, Neumann ve diger matematikgiler tarafindan simetrik
ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur. Sonraki yillarda J.
Neuman tarafindan simetrik operatorlerin tiim self-adjoint genislemelerinin bulunmasi
problemi yapilmigtir [3]. Titchmarsh, 1958’de ikinci mertebeden singiler operatorlerin
spektral teorisi i¢in yeni bir yaklagim ortaya koymus ve dogru ekseninde tanimli azalan

(artan) potansiyelli olan

2

d
L :—W'Fq(X)

Strum-Liouville operatorleri (son yillarda bu operatére sik sik bir boyutlu q(x)

potansiyelli Schrodinger denklemi de denir) igin Ozdegerlerin dagilimi formiiliini



bulmustur. 1949 yilinda Levitan tarafindan diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde
onemli ¢alismalar yapilmistir. R.Courant, M.S Birman, T.Carleman, W.P. Maslov, M.Z
Salamyak, M. V. Keldish gibi 6nemli matematikg¢iler tarafindan farkli singiiler durumlar i¢in
diferansiyel operatorlerin spektral teorisi, 6zdegerler ile 6zfonksiyonlarin asimptotikligine
ve Ozfonksiyonlarin tamligina iliskin konular gelistirilmistir. Sturm-Liouville denkleminin
incelenme siirecinde kullanilan yontemlerden biri de ters problemlerin ¢6zimi konusunda
onemli yere sahip olan ve Delsart ve Levitan tarafindan gelistirilen doniisiim operatorii
kavramidir.

Strum-Liouville denklemini inceleme slrecinde 6zellikle 20. yiizyilin ikinci yarisinda
kullanilan yontemler siirekli artmistir. 1967°de bir grup Amerikan bilim insanlar1 Gardner,
Greene, Kruskal ve Miura tarafindan bulunan bazi kismi tlirevli nonlineer evalusyon
denklemleri ile Strum-Liouville operatorlerinin spektral teorisi arasindaki iliski onemli bir
yere sahiptir.

Benzer sekilde Dirac operatoriiniin spektral teorisine ait bazi 6nemli sonuglar ele

alalim. Dirac operatoriiniin spektral analizi ile ilgili ilk ¢alismalar fizikg¢iler F. Prats, J. Toll,
H. E. Moses tarafindan yapilmistir. Dirac operatdrii igin (O,oo) araliginda spektral
fonksiyona gore ters problem M. G. Gasimov ve B.M. Levitan tarafindan ¢oziilmiistiir [4].
Bu c¢alismada k(x) ve t(x) (0,00) araliginin her sonlu alt araliginda siirekli, reel

fonksiyonlar ve

(01 (k) k() (%)
A‘(—l OJ / B(X)‘(t(x) —k(x)j ’ y(x’”‘[yz(x,z)j
olmak Uzere
Aﬂ+B(x)y:ﬂ,y , O0<x<ow (1.1)
dx
Y1(O):0 ) yz(ﬂ.)_'_Hlyl(ﬂ.):o (1.2)
v,(00=0 , vy, (z)+Hy(7)=0 , H=H,
(1.3)



Sinir problemi ele alinmistir. Bu taktirde

(X, 1) z(col(x,ﬁ)j

@, (%, 1)

(1.1) denkleminin

»(0,4)=0 ., ¢,(04)=-1 (1.4)

baslangic sartlarin1 saglayan ¢6ziimii, monoton artan k(A1) (—o<x<) (1.1) , (1.2)

probleminin spektral fonksiyonu ve her g(x)  L*(0,) fonksiyonu icin

F.(1) = -I g' (x, A.) (X, A,)dx
olacak bigimde
lim [ {F (1)~ F, (¥ dp(2) =0
olmak lzere
IgT (09 (x)dx = j F*(x)dp(2) (L5)

dir.

Parseval esitliginin saglandig1 gosterilmistir. Dirac operatérii igin  6zvektor
fonksiyonlarmin tamligi, Cauchy probleminin ¢oziimi self-adjointlik durumunda
spektrumun diskretligi ve siirekliligi, regiilerize izin hesaplanmasi, peryodik ve
antiperyodik problemler, acilim teoremleri, 6zvektdr fonksiyonlarinin asimptotigi, 2n
mertebeli Dirac denklemler sistemi igin ters sagilma problemi I. S. Sargsjan ¢alismalarinda
incelenmistir [4]. Daha sonraki yillarda H. Hochstadt, B. M. Levitan ve E.S. Penahov
kismen cakismayan iki spektruma gore farkli yontemlerle Sturm-Liouville ve Dirac
operatOrleri igin ters problemi incelemislerdir. Singiiler Strum-Liouville operatorler

ailesinden olan ve sifir noktasinda



1.(1 +1)

XZ

seklinde tekillige sahip operatorler i¢in spektral fonksiyona gore ters problem Stashevskaya
(1953) tarafindan ¢oziilmiistir [5]. Volk (1953) ise bu tir operatorler icin Riemann
yontemiyle doniisiim operatoriiniin  varhigini incelemistir [6]. Daha sonralar1 ise iki
spektruma gore ters problem Gasymov ve kismen ¢akigsmayan iki spektruma gore ters
problemin ¢esitli sorunlar1 Panakhov tarafindan incelenmistir [7]. Ayrica, Jeofizikte birgok
uygulamalar1 olan Bessel operatorleri igin kuantum sagilma teorisinin ters problemleri
Chadan, Sabatier, Korop, Sohin, Carlson vs. matematikgiler tarafindan ele alinmis ve

¢ozllmiustir [8,9,10,11].



3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 3.1 (Hilbert Uzay1) X,y,z elemanlarindan olusan herhangi bir cimle H olsun ve

asagidaki aksiyomlar saglasin:

1. H lineer complex uzay

2. H’ nin her x,y ikili elamanina karsilik gelen (x,y) complex sayilar1 i¢in
a) (xy)=(xy)
b) (X +X,,Y)=(X,Y+X,) (X, % €H)
C) (AX,Y¥)=AX,Y) (Her A complex sayist i¢in)
d) (x,y)=0 ; (x,y)=0 = x=0 ; (||x||=m)
3. d(x,y)= ||X— y|| metrigi anlaminda H tamdir.

4. Her n dogal sayisi i¢in H‘de n sayida lineer bagimsiz eleman vardir. Yani H sonsuz
boyutludur.

Bu taktirde 1-4 sartlarin1 saglayan uzaya Soyut Hilbert uzayi, 1-3 sartlarin1 saglayan uzaya

ise Uniter Hilbert uzay1 denir [12].

Tamm 3.2 (Operator) Tanim ve deger climlesi vektorlerden olusan doniisiime operator
denir [13].
Tanmim 3.3 (Lineer Operator) E, ve E,  herhangi iki vektor uzayi olsun. A:E, > E,
operator doniisiimii asagidaki sartlari saglarsa A lineer operatoriine lineerdir denir.

) X.X, €E,, A(X+X,)=A(X)+A(X,)=Ax +AX,

i) A(Ax)=AAx , 1€eR
Tamm 3.4 (Siirekli Operatdr) A:S(x,8) — A(A,,€) olsun. |x—x,| < & icin [Ax— Axy|< ¢
ise A operatorQ sureklidir denir [13].
Tanim 3.5 X ve Y birer normlu uzay ve D(L) < X bir L operatoriiniin tanim ciimlesi olsun.

Eger || Lx— y|| <c ||X|| olacak sekilde bir ¢ reel sayisi varsa L operatoriine sinirlidir denir [14].

Tamm 3.6. (Adjoint Operator) H, ve H, iki Hilbert uzay ve A:H, — H,sinirl lineer bir

operatdr olsun. Eger L :H,—H, operatori (Lx,y)=(x,Ly) sartim sagliyorsa L’



operatériine L operatdriiniin adjointi denir. Eger L =L"ise L operatoriine self adjoint

operatOr denir [14].

Tamm 3.7 D(L) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operatdr olmak iizere Lx = Ay esitligini
saglayan y(x)=0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, Y

fonksiyonuna ise bir 6zfonksiyonu denir [15].

Tamm 3.8 {4} dizisi L operatoriinun 6zderleri ve y(x, A,) ‘ler bu 6zderlere karsilik gelen

ozfonksiyonlar olacak sekilde

b
a, = j y2(X, A,)dx

sayisina L operatoriiniin normlastirict sayilart denir [15].
Tamm 3.9 (Doniisiim Operatorii) E lineer topolojik uzay, A ve B operatorleri A:E > E,

B:E — Eseklinde tanimli iki lineer operator olsun. E;ve E, ise E lineer uzaymnin kapali
alt uzaylar1 olmak iizere E uzaymnin tamaminda tannmli E, ve E,‘ye doniisiim yapan ve
lineer terse sahip X operatord,

i) X ve X operatorleri E uzayinda siireklidir.

i) AX = XB operator denklemi saglaniyor.
sartlar1 sagliyorsa A ve B operatdrleri ¢ifti i¢in doniisiim operatorii denir [15].
Lemma 3.10 B operatoriiniin 6zdegerine karsilik gelen dzvektor ¢, € E; olsun. Dolayisiyla

Bp, =A@, dir. Bu taktirde A operatoriinin A 06zdegerine karsilik gelen &zvektori

v, = X, dir. Burada X doniisiim operatoriidiir [15].

Ispat: AX = XBoldugundan Ay, = AX@p, = XBp, =AX¢p, = Ay, olur,
Lemma 3.11 A, B,C lineer operatérleri uzayinda tanimh ve E;, E,, E; ise E‘nin kapali alt
uzaylariolsun. X, :E, > E;, Xg.:E, —E, olsun. Budurumda X, . : E, — E; operatori

Xac = Xpg-Xgc seklindedir [16].



Ispat: Déniisiim operatdrii tanimindan AX , g = X, 3.B, BX; . = X ¢ .C seklindedir. Ikinci
denklemden B =[X;.C(X_ ..)] elde edilir. Son esitligi ilk denklemde yerine yazarsak,
AX, 5= XA,BXB,CCXBC—l veya AX, s Xz =X, 5XgcC olur.

Tamm 3.12 f (z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir z, noktasinin 6 komsulugunun

tim noktalarinda diferensiyellenebiliyor ise f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir
denir [16].
Tammm 3.13 f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise f(z)

fonksiyonuna tam fonksiyon denir.

Tamim 3.14 Bir f(z) fonksiyonuna karsilik gelen A ve a pozitif sayilari bulunabiliyorsa,

oyle ki r=z|>« iken | f(z)|< Ae" ise f(z) fonksiyonu sonlu mertebeden bir tam

fonksiyondur, a sayilarimin en kiigiigii olan r ‘ye ise tam fonksiyon mertebesi denir [17].

sinirl

Tamm 3.15 X >0 (veya x — o) iken eger fEX; — 0 ise f(x)=0(g(x)), ‘
g(x

f (x)
g(x)

ise f(x)=0(g(x)) olarak gosterilir .

Tamm 3.16 a <t <bolmak lizere L’[a,b] uzay

L*[a,b] = {x(t) . j.[x(t)]zdt < oo}

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim

b

(f (%), (X)) :j f (x).h(x)dx

a

seklinde tanimlanir (reel durumda h(x) = h(x) olur).

Tamm 3.17 (Gamma Fonksiyonu) n > 0 olmak tzere

r'(x)= Ix“’le’xdx
0



seklinde tanimlanan fonksiyona gamma fonksiyonu denir [17].

Teorem 3.18 (Rouche Teoremi) Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlar kapali bir C egrisi
tizerinde icinde analitik ve |g(x)| < f(x) ise g(x)+ f(x) ile f(x) fonksiyonlan C iizerinde
ayni sayida koke sahiptir [18].

Teorem 3.19 (Green Teoremi) B ; xoy duzleminde basit bir bélge, de bu bolgeyi cevreleyen

ve saat yoniiniin tersine yonlendirilmis bir egri olsun. Bu durumda

[ (PO y)+Q(x, y))dy = ﬂ(@—a—pjdxdy

° s LOX  OX

olur [18].

Tamm 3.20 L—Al operatoriiniin sinirhh (L—A1)™" tersinin mevcut olmadigi A ‘lar
cliimlesine L operatorinin spektrumu denir [19].

Tamm 3.17 Herhangi A igin L— A1 operatorii terse sahipse R, =(L—A1)™ operatoriine
Lx—Ax =y veya (L—A)x =y denkleminin rezolvent operatori denir [2].

Tamm 3.18 Analitik f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktas1 z, olsun. Eger lim f (z) =

ise z,‘a f(z)’nin kutup’u denir.

Tamm 3.19 r > R i¢in
M (r) <exp(r”) (3.1)

olmak tizere x>0 varsa f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir ve (3.1) esitsizligini

saglayan u sayilariin ciimlesinin

p=lim InM (r)
r-o Inr

formiilii ile taniml1 p alt sinirina  f (z) ’nin mertebesi denir. [20]
Tanim 3.20 0 =0, 0<o <, o= olacak bicimde p (0< p <) mertebeli f(z) tam

fonksiyonu sirasi1 ile minimal, normal, maksimal tipe sahiptir denir.



4. STRUM-LIOUVILLE OPERATORU
4.1. Materyal ve Yontem

Bu boéliimde sonlu araliktaki Sturm Liouville operatorleri igin spektral teoriye giris
yapilacaktir. Boliim 4.2 de simir sartlar1 incelenecektir. Daha sonra boliim 4.3 de Sturm-
Liouville operatoriiniin sinir deger problemleri icin Ozfonksiyonlar, &zdegerler ile

asimptotik formiiller arastirilacak ve normalatirilmis katsayilar incelenecektir.

4.2. Sturm-Liouville Operatorii Icin Genel Bilgiler
Ly = Ay esitligini saglayan y fonksiyonuna L operatérinun 6zfonksiyonu, A ’yaise 6zdegeri
denir. L herhangi elemanlar ciimlesinde tanimli lineer bir operator olsun. y = 0 olmak (izere

operatorlerin spektral teorisinde sik sik géz 6niine alinan Sturm- Liouville operatori

2

d
L= —W'Fq(X)

seklinde tamimlanir. Burada q(x) , [a,b] araliginda siirekli reel degerli fonksiyondur. L

operatOrii i¢in sinir sartlar1 genellikle agsagidaki gibi tanimlanur.

1. tiir stmir sarti: Bunlara ayrik sinir sartlart denir ve

y(@)cosa +y'(a)sina =0

y(b)cos g+ y'(b)sin =0

sekkinde tanimlanir.

2. tiir simir sarti: Bunlar periyodik ve antiperiyodik sinir sartlart olarak bilinir ve sirasi ile

y(a) =-y(b)

y'(@)=y'(b)

10



3. tiir sinir sarti: Bunlar uglar1 bagh sinir sartlari olarak bilinir ve

y(@)=y(b)=0
veya
y'(@=y'(b)=0
seklinde tanimlanir.
Ly ==y"+a(x)y =21y (4.1)
y(@)cosa +y'(a)sina =0, y(b)cosp+y'(b)sings=0 (4.2)

seklinde tanimlanan (4.1) - (4.2) siir deger problemi literatirde Sturm-Liouville problemi
olarak bilinir [21].
Lemma 421 A #A4, farkh Ozdegerlerine karsilik gelen Yy(x,4) ve Y(X4,)

0zfonksiyonlar1 ortogonaldir. Yani;

[y YA =0 | 4% 4, 43)

dir.
Ispat: f(x) ve g(x) sirekli ve iki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsunlar.

Lf = f(x)
alalim.
f
wirgpo| (0909
fr(x) g (x)

11



olmak tizere bu ifadeye iki kez kismi integral uygulanirsa
[Lfg(x)dx =W { f, g3-W,{f, g}+] f (x)Lgdx (4.4)
0 0

denklemi elde edilir. f(x)=Yy(x,4) ve g(x)=Yy(x,4,) olsun. (4.2) simr sartlarindan

Wo{f, g}=W{f,g}=0

oldugu kolaylikla goriiliir. Bundan dolay1 (4.4) denkleminden
(A =2)[ Y 4)y(x, 4,)dx =0
0

ve dolayistyla A, # 4, oldugundan Lemma (4.2.1) ispatlanmis olur.

Lemma 4.2.2 (4.1) - (4.2) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: 4, =u+iv kompleks bir 6zdeger olsun. q(x) reel degerli bir fonksiyon «ve p

sayilart reel oldugundan dolay1 Yy(x,4,) o0zfonksiyonu A, =4 =uU+iv sayisina sahip bir

0zdeger olur. Bu taktirde Lemma (4.2.1)’den
[lyex )] dx=0
0

elde ederiz ki buradan da y(x,4,) =0 oldugu bulunur [4].

4.3. Ozdeger ve Ozfonksiyonlar I¢in Asimptotik Formiiller
1. q(x) , [0,m] arahginda strekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak Uzere asagidaki

Sturm-Liouville Problemini
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-y'+a(x)y=4y , xe[0,7]

y'(0)-hy(0)=0 , y'(x)-Hy(x)=0
(4,6)

g0z Oniine alalim. (4.5) denkleminin
90,4)=1 , ¢'(0,4)=h
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii ¢(x, A)ile gosterelim. Ayn1 denklemin

y(O0,4)=1 , y'(0,2)=H

baslangic sartlarini saglayan ¢oziimiinii de w(x, A) ile gosterelim.

Lemma 4.3.1 A =s?olsun. Bu taktirde

(X, 1) = COS S +gsin sx +%Tsin{s(x O (D)e(z, A)dr

w(X,A) = %sin SX + %Isin{s(x -7)}(7)y (7, A)dr

seklindedir.

(4.5)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Ispat: Oncelikle (4.9) esitligini ispatlayalim ¢(x, 1) fonksiyonu (4.5) denklemini sagladig

icin

jsin{s(x —-7)}(7)e(r, A)dr
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O ) <

sin{s(x—7)}¢"(r,A)dr + szjsin{s(x —7)}o(r,A)dr

yazilabilir. Daha sonra sagdaki ilk integrali iki kez kismi integralleyelim ve (4.7) sartin1 goz

oniine alalim. Bu takdirde
j sin{s(x—7)}¢"(r, A)dzr
0

integralini hesaplayalim.

fsin{s(x —2)}'(z, A)dz

=@'(x, A)sin{s(x—x)}—¢'(0, 1) sin{s(x—0)}+ s_x[ cos{s(x—17)}p'(z,A)dz

=—hsinsx+ s_X[ cos{s(x—7)}¢'(r,A)dr
=-hsinsx+s {(p(x, A)cos{s(x—x)}—¢(0, 1) cos{s(x—0)}— sisin{s(x —7)}o(r,A)d r}
=—hsinsx+s {(p(x, A) —COS SX — SJX‘sin{s(x —7)}p(r,A)d r}

bulunur. Boylece

j'sin{s(x —-7)}(7)e(r, A)dr

= Isin{s(x —7)}p(r, A)dr + szisin{s(x -7)}p(r,A)dr

=—hsin sx+s{p(x, 1) —cos sx}
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—szisin{s(x —)}o(r,A)dr + szisin{s(x —1)}o(r, )dr

=—hsin sx + sg(X, 1) — S COS SX

elde edilir. (4.10) bagintisinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Lemma 4.3.2 s=o+i olsun. Bu durumda 6yle s, >0 vardir ki |S| >, i¢in asagidaki

esitlikler saglanir.

ft|x
p(x,1)=0@E"™) | w(x,4)=0 (TTI} (4.11)
e\t\x
o(r, 1) =cos sx+O(HJ (4.12)
- lt|x
(X A) = S'”Ssx+o[|es|2] (4.13)

0< x <7 i¢in X’in aldig1 tiim degerlerde bu ifadeler saglanir.
2. Simdi 6zdegerler ve d6zfonksiyonlar igin asimptotik formiilleri hesaplayalim. (4.5) - (4.6)

Sturm-Liouville problemini goz oniine alalim. Lemma 4.3.1 ve Lemma 4.3.2 den dolay1

(X, A) = cos sx +gsin SX +%isin{s(x -7)}(7)e(r,A)dr

t}x
¢(x,A) =cossx+0 (eqj

seklindedir.
h#o ve H=oo olsun. ¢(x,4), (4.5) denkleminin (4.6) sinir sartlarini saglayan bir

¢oziimli oldugundan bu funksiyonun 7 noktasindaki degerini (4.6) sinir sartlarinin

ikincisinde yazdigimizda 6zdegerleri buluruz. Lemma 4.2.2 den dolay1 6zdegerler reeldir.
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Negatif 6zdegerlerin sayisi sonludur. A pozitif sayist i¢in Ims =0 ’dir. Bu sebeble (4.12)

formuliinden
1
o(x, A) = cos sx+0(—) (4.14)
S

yazilabilir. Daha sonra (4.9) ifadesinin x’e gore diferansiyelini alip ve (4.14) bagmtisin1 da

kullanirsak

@, (X, A) = —ssin sx+hcos sx + O(EJ (4.15)
S

ifadesini elde ederiz. (4.6) sinir sartlarinin ikincisinde (4.12) ve (4.15) ifadelerini yerlerine

yazarsak 6zdegerleri bulmak i¢in asagidaki
—ssinsz + (h+ H)cosm+0(1j:0 (4.16)
S

denklemini elde ederiz, s’nin  biylk degerleri icin (4.16) denkleminin tam dogal
sayilarinin  komsulugunda kokleri olmak iizere ¢Ozlimlerin varligi aciktir. Buradan
0zdegerlerin sonsuz bir climlesinin var oldugunu elde ederiz. Herhangi yeteri kadar biiyiik
tam n’den baslayarak her n’nin komsulugunda (4.16) denkleminin sadece bir kdkunun
bulundugunu gosterelim. Bu amagla (4.16) denkleminin sol kisminin s’ye gore diferansiyeli

alinirsa
—nscossz —sinsz—z(h+H)sinsz+0(1)=0

elde edilir. Sol taraftaki ifadenin s biiyiik tam degerleri komsulugunda sifira esit olmadigini

gostermek mumkundr.

s, ile (4.16) denkleminin n. dereceden kokini gosterelim. Sturm’un salinim

n

teoreminden ve (4.12) formiliinden s, i¢in s’nin sifirlarini yalniz tam n komsulugunda elde
ederiz. Bu iddianin Sturm teoremine baglh kalmadan bagska bir ifadesini de sdyleyebiliriz.
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A =s* olsun. Bu taktirde 6zdegerler
o, (7,2)=Ho(r,2)=wW(2) =0

denkleminin kokleri oldugu igin W(A) = w,(s) ’dir. (4.9) ifadesinden dolay1 W,(S), s’ye gore
tam fonksiyondur. Buna ilaveten (4.14) ve (4.15) formdllerinden sinsz =0 igin

w(A) =w,(s) ifadesinden

W, (s) =—Hssin 72'{1+O(iJ} (4.17)

9

elde edilir.

S duzleminde R=N +E yarigapli ve merkezi orijinde olan Dy dairesini g6z 6nune

alalim. Rouche teoreminden ve (4.17) asimptotik formilinden D, dairesinin iginde w;(s)

fonksiyonunun sifirlarinin sayisina esit olup bu say1 2n+2 dir. W,(S) ‘nin her pozitif sifirina

karsilik gelir. Yani N +E den kuguk olan s, 6zdegerinin sayisi olacaktir. S, i¢in asimptotik

formiil agagidaki gibi olur.

s, =n+0(1) (4.18)
s, =Nn+0, olsun. O zaman (4.16) denklemi

nsing, +0(1) =0

seklinde olur. Buradan sin &, 7z = o(lj yani ¢, = o(lj olur. Buna gore (4.16) denkleminin
n n

koklerini bydk n ler icin
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s, =n +o(1j (4.19)

n

Eger (4.1) denkleminde q(x) fonksiyonu sinirl tiireve sahipse (4.19) formili yeteri kadar
diizgiin sayilir. Sayet (4.9) esitliginin X gore tiirevini alip daha sonra ¢(X,1) ve ¢ (X, 1)

ifadelerinin (4.6) sinir sartlarinin ikincisinde kullanip birkag doniisiim yaparsak

A=h+H +I{cos ST+iSin Sr}q(r)g)(r, A)dz
S
0

B :h—H+j{sin sr+%}q(r)¢(r,/1)dr

olacak sekilde

(-s+B)sinsz + Acossz =0 (4.20)

ifadesini elde ederiz. (4.14) ifadesinden dolay1 ve A ve B igin

17 17 1
A=h+H +Ej;q(r)dr+5£q(r)COSZSTdTJrO[gj

1% : 1
B :E_!'q(r)sm ZSZ'dZ'-f-O(Ej

olur. Hipotezimizden dolay1 q(X) potansiyel fonksiyonu sinirli tiireve sahip oldugu i¢in kismi

integral alinirsa
f; 1
j q(r)cos2srdz =0 (—j
S
0

olur. Dolayistyla
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1 T
== d
h =2 ! q(z)dz
olmak tzere A ve B ifadeleri i¢in

A=h+H +hl+0(lj

S

ve

elde edilir. Bu sebeple (4.20) denklemini

h+H +h1+0(1)

]

seklinde yazmak miimkiindiir. Tekrar S, =N+ 0, alinirsa

tansz =

" n n?

s =h+H—”‘1+o(ij
olmak Uzere

tan 7o, = M+O(%}

elde edilir ve

1 1%
c:;(h+ H +E.([q(r)dr]
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olmak Uzere
s, =n +3+o(i2j (4.21)

elde ederiz. q(x) eC® (0,7[) oldugunu kabul edersek daha yaklasik bir asimptotik formiil

buluruz, c,sabit olmak tzere

S =n+£+—+0(ij (4.22)

olur. Simdi (4.21) formulinden faydalanarak ¢(x,4,)=¢(X) ozfonksiyonlart igin
asimptotik formiil bulalim. Bunun i¢in (4.9) esitliginde ¢(x,A1) yerine (4.14) ifadesini

yazarsak

@(X, 1) = COSSX + Dsin SX +%Isin{s(x —7)}cosszq(r)dz+0 (izj
S 0 S

=cossx+ﬂsin sx+5m SXJ.q(r)errO(izj (4.23)
s 2s s

bulunur. Boylece 6zfonksiyonlar icin asimptotik formuller elde edilir. (4.21) formulinde s

icin her yerde s, alinirsa,

B(X) =—Ccx+ h+%iq(r)dr

olmak Uzere

@(X, 4) = p(x) = cos nx - Zsin nx+ﬂsin nx + o Iq(r)dr+0(i2j
n n 2n n
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=CoSNX — B )smnx+0(n1j

elde ederiz. ¢, (X) normlastirilmig 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiillerini bulmak igin

R
=}
N
O'—m

2(X)dx = jcos nxdx +— '[ﬂ(x)sm 2nxdx+0( L ]

integralini g6z Oniine alalim. 8 (x) fonksiyonu diferensiyellenebilir oldugundan

]Eﬂ(x)sin 2nxdx =0 [1]
0 n

dir. Bundan dolay1 ¢, > = % +0 (izj oldugundan
n

i:\/z{1+0[i2j}: E+0(in (4.24)
a, T n T n

bulunur. Normlastiric1 sayilar igin asimptotik formiiller elde edilir. Bdylece normlu

0zfonksiyonlar i¢in asimptotik forml

v, (X) :ai(p(x) = \F{cos nx+&sm nx}+0(%} (4.25)

seklinde olur.

3. Simdi h=00, H # o oldugu durumu inceleyelim. (4.6) sinir sartlarinin birincisinde

y(0) =0 (4.26)

oldugunu oldugunu kabul edelim. w(X,4) fonksiyonu (4.26) sartin1 saglar. Bundan dolay1
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arastirdigimiz durum i¢in (4.6) sinir sartlarinin ikincisinde w(X,4) fonksiyonunu yazarak

Ozdegerlerini arastirabiliriz. (4.10) ifadesinin X e gore diferansiyelini alirsak
w'(X,A) = COSSX + Isin{s(x— 7)}(r)w (x,A)dr
0
elde ederiz. Bundan dolay1 (4.6) sinir sartlarinin ikincisinden

COSS7T + Jx'cos{s(n -70)(@)w(r,A)dr

+H {S"‘:’f +%isin{8(ﬂ—T)}Q(T)V/(Tﬂl)df} =0 4.27)

elde ederiz. (4.13) ifadesinden dolay1 (4.27) den

COSS7 + %JCOS{S(%’ —7)}sinsrq(r)dz + Sm:” +0 (ij =0 (4.28)
0
bulunur. g(x) sinirh tiireve sahip oldugundan

o(X,7)= Tq(r) cos{s(x—r7)}sinszdr

T
=C0S s;rfsin srcossrq(r)dr
0

+C0S 37r_|.sin2 srdr = Sm;ﬂ Jq(r)dr +O(%)
0 0

olur. Bundan dolay1 (4.28) esitliginden
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olur.

S, :n+l+5n
2

olmak Uizere

olur ve

olmak Uzere

COSS7 + SISz {H +1_[q(r)dr}+o(izj
S 2% S

— coS ST + Hls'”5”+o(ij=o (4.29)
S

cot(n+%+5n}r:—tan5n7z=— H, +O( . j

Sn =N+ 2+W+O(Fj (430)
rin+=

elde ederiz. Simdi (4.30) da S, degerini yerlestirirsek (X, 4,) =, (X) dzfonksiyonlari i¢in

asagidaki asimptotik formiilii
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v, (X) :Lsin(n +%j+o(i2j (4.31)

elde ederiz. o, normlastirilmug katsayilari igin

a, V4 2 n

1
formiiliinii elde ederiz. Bundan dolay1 bu durum igin v, (X) = [—j v, (X) normallestirilmis
a

n

Ozfonksiyonlari

vn(x):\/gsin(n+%jx+o(%j (4.33)

seklinde olur.

4. Sonolarak h =00 ve H =00 durumunu arastiralim. (4.6) sinir sartlarinda
y(0)=y(x)=0

oldugunu sdyleyebiliriz ve bundan dolay1 y(x, 1) fonksiyonu 6zel olarak y(x, A1) =0 sartin

saglamalidir. (4.10) ifadesinden

sinsz+ TSin{S(ﬂ' -}y (r,A)dz =0

ya da
sinsz +{1+ jcos stq(7)w (7, A)d z‘} —C0S Sﬂ'J-Sin stq(7)w(r,A)dz =0
0 0

elde edilir. (4.13) ifadesinden dolay1 (q(x) sinirlr)
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sin Sﬂ—iCOS Snjq(r)drm(izj =sinsz—Zcos s;wO(izj =0 (4.34)
2s 5 s S S

elde ederiz. Bu denklem (4.16) denklemi ile aynidir. Bundan dolay1 (4.34) denkleminin s,

kokleri o, = (zij.fq(r)dr olmak uzere
4 0

sn:n+1+ﬂ+0(i2] (4.35)
2 n

seklindedir. (4.30) da S, ’nin degerini yerine yazarsak y (X, 4,) =, (X) 6zfonksiyonlari i¢in

o () = +o[i2j (436)
n n

asimptotik formulini elde ederiz. ™ normlastirilmis katsayilari i¢in
1 \E” {1+ o (E)} (4.37)
a, T n

1
formiiliinii elde ederiz. Bundan dolay1 v, (x) = [—j v, (X) normlastirilmis 6zfonksiyonlari
a

n

v, (X) :\/%sin nx+0(%j (4.38)

olur. Bdylece Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdeger, 6zfonksiyon ve normlastirict sayilari

icin asimptotik formuller elde edilir [3, 4, 20,22].
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5. TERS PROBLEMLERDE DELTA ETKILESIMLI “AGIRLIKLI”
STURM-LIOUVILLE OPERATORU

Asagidaki Strum-Liouville problemini ve sinir sartlarini diigtinelim L := L(q(X))

yl=-y"+a(x)y =21y , XG(O,@UGJJ (5.1)
U(y)=y'(0)=0 , V(y)=Yy(x)=0 (5.2)

Ve X =% noktasindaki sinir sartlar1 da asagidaki gibi verilsin,

(5+e)-(3-0)+(3)
y(30)+(5-0)-on(3)

burada q(x), W, (0,7)’de reel degerli bir fonsiyon ve o >0; Aspectral parametre.

1(y) = (5.3)

Problemin basit gergel ve Ozdegerlerinden olusan ayrik bir spektruma sahip oldugu

bilinmektedir [23,24]. Dikkat edilirse (5.1) problemi, (5.3) denkleminin incelenmesidir.

—y"+q()y =Ap(x)y , x€(0,7) (5.4)

p(X)=1+ aé‘(x—%) ifadesinde &(x) dirac fonsiyonudur [25]. Bu agidan, denklem (5.4)

igin gesitli spektral problemler [19]'de incelenmistir. Burada kendimizi verilen spektral
Ozellikler kimesinden L'yi elde etme sorunuyla sinirlayacagiz [23,24], burada bu problem

i¢in uygun bir iiretim uzay1 L,[0, z]@® C de kendine eslenik operator-teorik formilasyonunu

ile spektrumun bazi 6zellikleri elde edilmis ve L 'nin ters problemleri i¢in bazi teoremler
kanitlanmistir. Aralik i¢indeki siireksizliklerin oldugu sinir deger problemleri matematik,
mekanik, fizik, jeofizik ve doga bilimlerinin diger dallarinda siklikla goriiliir. Genellikle bu
tiir problemler siireksiz malzeme ozelliklerini igerir. Ornegin, siireksiz Sturm-Liouville
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problemi (5.1) - (5.3), sonlu sayida nokta kiitleli bir diziye karsilik gelen tek boyutlu dalga
denkleminde ortaya cikar (bkz. [13]), ayrica, bir i¢ noktadaki siireksizliklerle birlikte sinir
valfi sorunlar1 da Diinya'nin salinimlarina iligkin jeofizik modellerde ortaya ¢ikmaktadir
(bkz. [26]). Buradaki ana siireksizlik, kabugun tabanindaki kayma dalgalarinin
yansimasindan kaynaklanmaktadir. Bir ortamin maddi ozelliklerinin, ortamin disindan
toplanan verilerden yeniden yapilandirilmasina iliskin ters problem, merkezi éneme sahiptir.

Spektral parametreye bagli i¢c nokta kosullariyla ilgili ters Staurm-Liuville
problemlerinin aragstirilmasi daha azdir ve gilinlimiizde bu yonde olduk¢a sinirli sayida
calisma bulunmaktadir (bkz. [16,25,27-29] ve buradaki referanslar).

Bu tezde, L'yi Weyl fonksiyonundan veya spektral verilerden veya iki spektrumdan
kurtarmanin bazi teklik teoremlerini ii¢ ters problemi kanitliyoruz. Burada elde edilen
sonuglar, i¢ nokta kosullar1 (5.3) spektral parametreyi igerdiginden, klasik ters

problemlerdeki iyi bilinen sonuglarin dogal genellemeleridir.

5.1. Ters Problemin Formulasyonu. Teklik Teoremi

Bu bélimde L sinir deger probleminin spektral 6zellikleri verilecek ve bu spektral
ozellikler arasindaki iligkiyi belirtilecektir. Ayrica L problemini yeniden yapilandirmanin
ters problemini Weyl fonksiyonundan, spektral verilerden ve iki spektrumdan formile

edilecektir. Baslangi¢ kosullart altinda denklem (5.1)'in ¢ozimleri ¢(x, 1) ve w(x, A) olsun.

p(0,1)=1, ¢'(0,1)=0 ; wy(x,41)=0 , y'(x,1)=1 (5.5)

ve sirastyla i¢ nokta kosullari (5.3) verilmistir. Her sabit X € (0,%} U(%,ﬁ) icin o(x, 4)

ve (X, A) fonksiyonlar1 ve bunlarin x'e gore tiirevleri A cinsinden tamdir. Kolaylik olmasi
acisindan p = JA = o +ir olarak ifade ederiz. Asagidaki asimptotik tahminlerin X € ( 0, 7z)

'ye gore | ,0| — oo olarak ayni sekilde gegerli oldugu bilinmektedir [24].

Sin

@(x, 1) = C0oSs pX + pXJ'q(t)dt+0(i2exp|r|xj,x<£
2p % P 2
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o(x,4) = —%psin px+%psin o(—X) +cos,ox{1+%fq(t)dt}
0

+%cos p(ﬂx)[ [ attydt- {q(t)dt]m(%equdx)j,x>% (5.6)

7(/2

ve

sin p(7 —X) N cos p(x —X)
27

w(x, 1) =— ]Eq(t)dt +O(i3exp(|r|(7z—x))}x d
g P 2

7r/2

w(X,A) :—%cos,ox—%cos,o(n—x)—%[sin pX+sin p(z—x)] _[ q(t)dt

1 V4
+O(?exp(|r!(7z—x))j,x<E (5.7)

Wronskians determinanti olan (y,z)(x):=(yz'—y'z)(x) ifadesinde y(x) ve z(x)

fonksiyonlar1 (O,ﬁ)\(%j uzerinde strekli ve turevlenebilirdir. (5.3) ve (5.5)'ten

<¢.w>(%—0,ﬂj=<<o.l//>(%+0,/1j

ifadesi dogrulanabilmektedir, bu Wronskian (¢,y)(x,4)' nmn (0,7) tzerinde stirekli

oldugunu ima eder. Liouville'in formiilii sayesinde (¢, ) (X, ) ifadesinin x'e bagli olmadig1

sonucuna varilmaktadair.
A(2)=(p(% A).p (% 2)) (5.8)

(5.8) denkleminde x=0 ve X=7 yerine koyarsak, A(1)=-V(¢)=U(y) elde edilir.
{3 A(/i) fonksiyonun smirlart olsun. O zaman {A },, sayilart (5.1) - (5.3) ile

tanimlanan L probleminin 6zdegerleriyle ¢akisir ve bu nedenle A(/l) fonksiyonuna L'nin
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karakteristik fonksiyonu denir. (X, 4,) ve w(X,4,) fonksiyonlar1 &zfonksiyonlardir ve

{5.} dizisi
v(X4)=Bp(X4,), B=0 (5.9)

Burada g, =y (0, 4,) dir.
a, :J'gpz(x,/ln)dx +ap’ (%,/inj (5.10)
0

notasyonunu A, Ozdegerine karsilik gelen normlama sabiti olarak kullanilmaktadir.

Q={A, a,} verileri problem (5.1) - (5.3) ile iliskili spektral veriler olarak adlandirilir.

Lemma 5.1. Asagidaki ifadeler gecerlidir.

I. Her bir A, 6zdegeri igin,

A(4,) = a,f, (5.11)

da()

burada A(4,) = i1

ii. (5.1) - (5.3) probleminin 6zdegeri A, olsun. {p’}*, tiim fonksiyonlarin sifirlari

olsun.
A,(A) = %Sin ou1

Daha sonra N — o ve

wl=§+%£q(t)dt , o, =%+%[£ q(t)dt—;q(t)dt]
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olmak Uzere [24],
1 - g
=n-1+—(o,+(-)""'o,)+22,& e/
pn ﬂ'n( 1 ( ) 2) n (:gn 2

elde edilir.

iii. & >0 icin, dyle bir C; sabiti vardir ki
|A(/”L)|>C§|p|zexp(|z'|7z), peGs  |o|=p

yeterince biiyik p”icin, G, ={p:|p—p,?|z5,n 21}.

Iv. Asagidaki esitlik gecerlidir.
a,=a+0(1),n— o

burada
al = j¢2(x,lf)dx+a¢2 [%,ﬂ:j :
0

Weyl fonksiyonunu su sekilde tanimlariz,

A(4)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Burada (0, 1) fonksiyonu, y(0) =V (y) =0 sinir kosullarina ve (5.3) nokta kosullarina tabi

olarak denklem (5.1) i¢in sinir deger probleminin karakteristik fonksiyonudur. (0, A1)

fonksiyonunun tamaminin sifirlar1 {g,}, olsun. Agikcast y(0,4) ve A(/i)‘mn ortak

sifirlar1 yoktur. Dolayisiyla Weyl fonksiyonu M (y) , {4}, da meromofiktir ve {x } de
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sifirlar vardir. Asagidaki lemma L' nin spektral 6zellikleri arasindaki iligkiyi saglar: Weyl

fonksiyonu M (1), spektral veri Q ve iki spektrum {4,, &, };, .

Lemma5.2. M (/1) Q ve A(/l) 'nin Lemma 5.1°deki gibi tanimlandigini varsayalim.

= 1

M(A)=) ——— 5.15
(1) ;an(l_%) (5.15)
Ayrica eger kosul (5.13) gecerliyse,
AA) = -ma (A - D[] by =4 (5.16)
n=2 n

Lemma 5.1 — 5.2 nin kanitlarin1 klasik Strum-Liouville operatdriine benzer oldugu i¢in
athyoruz [12].

L’nin asagidaki ters problemlerini ele alalim:

(i)  Ters proplem 1: Weyl fonksiyonu M (1) verildiginde, q(x)‘i bulunuz.
(i)  Tersproblem 2: {4, u,}._, spektral verilerinden q(x)‘i bulunuz.

(iii)  Ters problem 3: (5.1.1.13) ‘iin gegerli oldugunu varsayarak {4,z }., spektral
verilerinden q(x)‘i bulunuz.

Bu bize ters problemlerin ¢dziimleri igin istenen teklik sonucunu verir. Dahasi, (5.14),
(5.15) ve (5.16) 'ya gore, L'nin spektral verilerden ve iki spektrumdan kurtarilmasinin ters
problemleri, L'nin Weyl fonksiyonundan kurtarilmasinin 6zel ters problemidir. Sonug
olarak, ters problemler 1-3 esdegerdir.

Ilk olarak, (i) - (iii) problemlerinin ¢oziimleri igin teklik teoremlerini kanitlayalim. Bir
sinir deger problem Lile aym 6zelliklere sahip fakat farkli a(x) katsayili L simr deger
problemini ele alaim. Eger asagida belirli bir e sembolii bir nesneyi ifade ediyorsa L ile ilgili,
yaklagik isaretiyle birlikte karsilik gelen e sembolii L ile ilgili benzer nesneyi belirtir.

Teorem 5.3. Eger M(4)=M(A) ise L=L. Boylece, Weyl fonksiyonununM (4), Lyi

belirler.

Kanit. Matrisi tanimlayalim, P(x, 1) =[P, (x,4)];,,, formilune gore

31



o(x, A) Eﬁ(x,ﬂ)J {Eo’(x,z) éﬁ(x,z)]

P(x,2)| _ » .,
o (X,1) D(x,4) o (X,1) @D (x,4)

burada

D(x, 1) :%: S(x,4)+M ()p(x, 1), (5.17)

ve S(x,A) baslangic kosullart S(x,4) =0 S’(0, 1) =1 ve nokta kosullar1 (5.3) olan denklem

(5.1) 'in ¢ozimudur. ®(x, ) fonksiyonuna L igin Weyl ¢6zimu denir. (5.17) denklemini

hesaplarsak

P (%, 4) = U (x, )® (%, 2) = DU (x, g (X, 2)

_ B . ” (5.18)
Py, (x, 2) = @Y (x, D)g(x, 2) — 9" (x, 1) p(x, 4)
ve
P(x,2) = R (6 g, 4) + Py (6, D)9 (%, 2), (5.19)
D(x, 4) = P, (X, DX, 2) + P, (x, D (X, 2).
(5.6), (5.7) ve (5.13) 'ii dikkate alarak sunu ¢ikaririz:
||311(X,/1)—1|SC5 |:0|_l ’ |PlZ(X,ﬂ,)—l|SC5|p|_1 , peG; | |p|2,0* , (5.20)

burada G; (5.13)’te tamimlanir ve Cj bir sabittir. Diger yandan (5.14) ve (5.18)'e gore

B A) = (%, A)S (X, A) = S(x, )¢ (X, A) + (M () = M (A))p(x, ) (X, A),
P, (%, 2) = S(X, ))e(X, 1) = (X, 1)S (X, A) + (M (2) = M (2))@'(X, A)p(X, 2).
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M (1) = M (4) oldugundan, her x i¢in P, (X,4) k=1,2 fonksiyonlarinin A ’da tam oldugu

sonucu ¢ikar. (5.20) ve Liouville teoreminin yardimiyla bu,

Pi(x,4) =1 ve B,(x,4)=0

sonucunu verir. (5.19)’u degistirirsek herXE(O,ﬂ)\{%} ve A icin (1)=p(1),

® (1) =D(1) elde ederiz. Bunu dikkate alarak, (5.1)"den, (0, z) tizerinde q(x)=q(x)elde

ederiz. Sonuc olarak, L=L.

Teorem 5.4. Eger A :ﬂ,n,an:;n,nzl,z.. ise L=L. Boylece spektral verinin

n

Q={A,, 1, }._, Ozellikleri, L operatorunt belirler.

Kanit. Teoremin hipotezi altinda, (5.15)'in 1s181nda M (1) = /|\7|/(/1) sonucunu Teorem 5.3'e

gore L = Lelde ederiz.

Teorem 5.5. Eger /1n=j;,,un=/7n,n=l,2... ise L=L. Dolaysiyla iki spektrumun

{4, o}, ozellikleri L'yi belirler.

Kanut. A(ﬂ) ve y(0,4) karakteristik fonksiyonlarmin sirastyla {4}, ve {e, }._, dizileri
tarafindan belirlendigi agiktir. Eger, A, = A, fn =@, n = 1,2.., ise A(1)=A(4),
w(A) =w(A)olur. (5.14) ile birlikte bu, M (1) = I\A/I/(ﬂ) sonucunu verir. Teorem 5.3’ e gore

L = L elde ederiz.
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6. SONUCLAR

Bu tezde, katsayilar1 genellesmis fonsiyonlardan olusan c¢ekili Strum-Liouville
probleminin spektral 6zellikleri incelenmistir. Giris boliimiinde integral denklemler ile ilgili
calismalarin nasil basladigi ve bu calismalarin sonucunda operatorler, 6zdegerler ve
Ozfonksiyonlar ile normlastirici sayilar ve spektral fonksiyonlar gibi spektral verilerin ortaya
cikislarinin nasil oldugu ile ilgili bilgiler verilmistir. Sonrasinda diferansiyel operatorlerin
spektral teorisinde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmis, asimptotik formuller
bulunmus ve Strum-Liouville propleminin sinir degerleri i¢in sonuglari elde edilmistir. Son
olarak ters problemlerin delta etkilesimli agirlikli Strum-Liouville operatorii incelenmistir.
Elde edilen sonuglar fonksiyon katsayilli Strum-Liouville problemleri hakkinda

aragtirmalarin daha ileri bir noktaya gidecegi yoniinde umut vermistir.
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