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Bu tez caligmasinda, Garcia-Falset genellesmis genislemeyen doniisiim olarak
adlandirilan  genellesmis genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin  yakinsama
sonuglar1 incelenmektedir. T.S- iterasyon siireci yardimiyla Garcia-Falset genellesmis
genislemeyen doniisiimlerin sabit noktaya yakinsakligi ispatlanmakta ve bu doniisiimlerin
sabit nokta yaklagimlari orneklerle gosterilmektedir. Ayrica bu 6rneklerde, Garcia-Falset
genellesmis  genislemeyen doniisiimiin  Suzuki-tip  genellestirilmis  genislemeyen
dontisiimleri ve genellestirilmis a-genislemeyen doniistimlerin = sinifin1  kapsadigi
gosterilmektedir. Verilen Orneklerle Garcia-Falset genellestirilmis doniisiimiiniin sabit
noktasina yaklasiminda kullanilan T.S. iterasyon siireci yakinsamasi, diger bilinen
iterasyon siirecleri ile karsilastirilmakta olup T.S- iterasyon siirecinin sabit noktaya
yaklasiminin digerlerinden daha hizli oldugu gozlemlenmektedir.

Anahtar Kelimeler: Genellesmis genislemeyen doniisiim; Iterasyon siirecleri;
Sabit nokta, yakinsaklik; Diizgiin konveks Banach uzayu.
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In this thesis, the convergence results of fixed points for generalized nonexpansive
mappings, referred to as Garcia-Falset generalized nonexpansive mappings, are studied.
Using the T.S- iteration process, the convergence of Garcia-Falset generalized
nonexpansive mappings to a fixed point is proven, and the fixed point approximations of
these mappings are showed with examples. Additionally, it is shown that the Garcia-Falset
generalized nonexpansive mapping encompasses the class of Suzuki-type generalized
nonexpansive mappings and generalized a-nonexpansive mappings. With the given
examples, the convergence of the T.S- iteration process used for approximating the fixed
point of the Garcia-Falset generalized mapping is compared with other well-known
iteration processes, and it is observed that the T.S. iteration process converges to the fixed
point faster than the others.

Keywords: Generalized nonexpansive mapping; Iteration processes; Convergence;
Fixed point; Uniformly convex Banach space.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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: Dilizgiin konveks Banach uzay1
. ¥ nin sabit noktalariin kiimesi

. Genellesmis geniglemeyen doniisiimler



1. GIRIS

Matematikte ve bircok disiplinde sabit nokta kavrami ¢ok onemlidir. Doniisiimlerin
¢oziimlere sahip oldugu kosullar sabit nokta sonuglariyla saglanir. Sabit nokta yaklagimlari,
bilisimden biyolojiye, ekonomiden kimya ve miihendislige kadar pek ¢ok farkli alanda
yaygin olarak kullanilmaktadir. Sabit nokta kurami, ¢ogu zaman analitik yontemlerle
yaklagilamayan dogrusal olmayan problemlerin c¢oziimlerini bulmak icin alternatif
teknikler saglamakta olup bunun iki ana aragtirma yonii vardir: birincisi, sabit noktalarinin
varliginin kurulabilecegi doniisiim siniflar1 ve kosullar1 bulmaktan olusurken, ikincisi
bunlara ulasmak igin iterasyon siirecleri tanimlamaya odaklanir. Iterasyon siireci,
amaglanan sabit noktayr elde etmenin yaygin yollarindan biridir. Son 65 yilda pek ¢ok
yazar bu alanlarla ilgilenmis ve genislemeyen doniisiimler i¢in yaklasik sabit noktalar ve
genislemeyen doniisiimlerin daha genis smiflar1 i¢in birgok iterasyon siiregleri
olusturulmustur. X bir Banach uzay1 ve K # @ bir altkiimesi olsun. K iizerinde tanimlanan
doniistim, bu alt kiimedeki tiim u ve v noktalari i¢in ||#(u) — P (v)]| < |Ju — v|| esitsizligi
gerceklenirse bu tiir donilistimlere genislemeyen (nonexpansive) doniisim adi verilir;
ayrica, ¥ 'nin en az bir sabit noktasi varsa, yani ¥ 'nin F(¥)={p € K:¥p =p} ile
gosterilen sabit noktalari kiimesi bos degil ve tim u € K ve p € F(¥) igin
|¥(u) — pll < |lu—pll ise bu doniisiimiin quasi-genislemeyen oldugu soylenir. Quasi-
genislemeyen doniisiimlerin sinifi, genislemeyen doniisiimlerin sinifindan daha zayiftir. ¥
'nin sabit noktalarinin varliginin belirlenebilecegi kosullarin tanimlanmasi, onlarca yildir
onemli bir arastirma konusu olmustur. Boylece, Kirk (1965), K, X yansimali bir Banach
uzaymin bos olmayan kapali, sinirli ve konveks bir alt kiimesi oldugunu ve ayrica bu alt
kiimenin normal bir yapiya sahip oldugunu gostermistir (Agarwal & Regan, 2009). Ayrica
K iizerinde tanimli ¥ genislemeyen doniistimiiniin sabit bir noktaya sahip oldugunu da
gosterdi. Browder (1965) ve Gohde (1965) tarafindan bagimsiz olarak X'in diizgiin
konveks Banach uzayir (DKBU) olmasi durumunda benzer sonuglar elde etmislerdir.
Ozellikle genislemeyen doniisiimlerin bazi genislemeleri ve onlarin sabit nokta
teoremlerinin incelenmesi son yillarda yogun bir sekilde yiiriitilmiistiir (Suzuki, 2008;
Aoyama & Kohsaka, 2011; Garc'ia-Falset vd., 2011, Thakur vd., 2016; Pant & Shukla,
2017; Ullah & Arshad, 2018; Pandey vd., 2019; Usurelu & Postolache, 2019; Usurelu vd.,
2020; Thakur, 2021; Usurelu vd., 2022; Temir & Korkut, 2023; Temir & Zincir, 2023).
Suzuki (2008) (C)-sart1 olarak bilinen genellesmis genislemeyen doniisiimler (GGD)



kavramini sunmustur. K # @, X Banach uzayinin konveks bir alt kiimesi olsun. Tim u, v €
K i¢in
%Ilu—lP’u Il=llu—viI=1PYu—%rii=llu—vl

ise ¥ : K — K, (C) sartin1 saglar. Suzuki (C)-sartin1 saglayan doniisiimiin genislemeyen
doniistimlerden daha zayif, quasi-genislemeyenden daha gii¢lii oldugunu gostermistir. Son
zamanlarda, Suzuki-(GGD) tipli i¢in sabit nokta teoremleri ¢ok sayida kisi tarafindan
incelenmistir (Suzuki, 2008; Thakur vd., 2016; Ullah & Arshad, 2018; Usurelu &
Postolache, 2019; Usurelu vd., 2020; Temir, 2021; Usurelu vd., 2022; Temir & Korkut,
2023; Temir & Zincir, 2023).

Yine yakin zamanda Aoyama ve Kohsaka (2011) a-genislemeyen doniisiimler olarak
adlandirilan genislemeyen doniisimlerin yeni bir smifim  sunmuslardir. Bu sinif,
genislemeyen doniisiimler sinifin1 kapsamaktadir. Burada, 0-genislemeyen doniistimler
olarak genislemeyen dontigiimler oldugu goriilmektedir. Genislemeyen doniistimler
stireklidirler. Ancak, Suzuki’nin (2008) sundugu Suzuki-genellesmis genislemeyen
doniisimler ve Aoyama ve Kohsaka’nin (2011) sundugu o-genislemeyen doniisiimlerin
stirekli olmalar1 gerekmez. Bu yiizden, bu doniisiimler uygulamada ve teorikte dnemlidir.
Buradan, dogal olarak bir soru ortaya ¢ikmaktir. Suzuki-tip genellesmis genislemeyen
dontisiimleri ve a-genislemeyen doniisiimlerin her ikisini kapsayan doniistimler sinifi var
midir? Kismi olarak bu sorunun cevabi olumludur. Pant ve Shukla’nin (2017) bu soruya
kismi olarak olumlu cevap verdikleri gozlemlenmektedir. Pant ve Shukla (2017) a-
genislemeyen doniisiimler ile Suzuki-GGD’leri birlestirerek genellesmis o-genislemeyen
dontigimler olarak adlandirilan doniisimlerin yeni sinifin1 sunmuslardir. (C)-sartini
saglayanlardan daha genis sabit nokta oOzelliklerini koruyan iki yeni genellesmis
genislemeyen doniigiimlerin smifi, 2011 yilinda Garcia-Falset ve ark. (2011) tarafindan
sunulmustur. (E)-sart1 olarak adlandirilan Garcia-Falset-GGD'lerini arastirmiglardir. Lineer
(dogrusal) olmayan dontisiimlerin bu yeni sinifi genislemeyen doniistimleri, Suzuki-tip
genellesmis genislemeyen doniistimleri ve genellestirilmis a-genislemeyen doniisiimlerin
simifin1 igermektedir. Ancak (E)-sartin1 saglayan doniisiimlerin sinifi quasi genislemeyen
doniisiimlerin  sinifindan daha kuvvetlidir. 2019'un sonlarinda, Yyine siirekli olmasi
gerekmeyen genislemeyen doniisimlerin sinifi igin Pandey ve ark. (2019) sabit nokta
sonuclarint sunmus ve diger GGD’lerin smiflarinin bu smifin icinde yer aldigim
gostermiglerdir. Son zamanlarda Usurelu ve ark. ( Usurelu & Postolache, 2019; Usurelu

vd., 2020; Usurelu vd., 2022) cesitli iterasyon siireglerin ve (E)-sartin1 saglayan



dontigiimlerin  smifi i¢in bazi1 sabit nokta sonuglarmin yakinsama davranislarini
aragtirmistir. Usurelu ve ark.(2020) diizgiin konveks Banach uzay1 (DKBU)’nda (E)-sartini
saglayan GGD’lerin Thakur iterasyonu kullanilarak sabit noktaya yaklasimlari
incelemislerdir. DKBU 'da genellestirilmis a—genislemeyen doniisiimler i¢in Temir ve
Korkut (2023) yakin zamanda bir iterasyonu (T.S- iterasyonu olarak adlandirilir)

sunmustur ve bu iterasyonu kullanarak bazi yakinsama sonuglari ispatlanmistir.

Bu ¢alismada, Suzuki (2008), Garcia-Falset ve ark. (2011), Pant ve Shukla (2017) ve
Temir ve Zincir (2023) makaleleri detayli olarak incelenerek, GGD’lerin bir sinifi olan (E)-
sartint  saglayan doniisiimleri incelenmektedirr. DKBU ‘da Suzuki genellesmis
genislemeyen doniisiimlerin genellestirilmesi olan Garcia-Falset genellesmis genislemeyen
dontisiimleri i¢in zayif ve giiclii yakinsama sonuglart kanitlanmistir. Bu amagla, T.S-
iterasyon siireci kullanilmistir. ~ Ayrica, Suzuki GGD olmayan Garcia-Falset- GGD
ornekleri verilmistir. Bu 6rnekler iizerinde T.S-iterasyonunun, Garcia-Falset GGD’nin sabit

noktasina, diger alinan iterasyon siireclerinden daha hizli yakinsadigi gosterilmistir.



2. BASLICA TANIMLAR VE KAVRAMLAR

2.1. Bashca Tanimlar ve Kavramlar

Calismanin 1ilerleyen kisimlarinda kullanilacak temel kavramlar, tanimlar ve
teoremler bu boliimde ele alinmustir.

Tamm 2.1.1. X #+ @ bir kiime olsun. p: X x X — R fonksiyonuna, her her u, v,w € X igin
1 p(uv)=0
2.p(u,v) =00 u="v

3. p(u,v) = p(v,u)

4. p(u,v) < p(u,w) + p(w,v) (licgen esitsizligi)
kosullarmni gergeklerse X iizerinde bir metrik adi verilir. Bu durumda (X, p) ikilisine de
bir metrik uzay denir (Kolmogorov & Fomin, 1970; Kreyszig,1989).
Tanmm 2.1.2. (X, p) bir metrik uzay ve bu uzay iginde bir dizi {u,,} olsun. Her ¢ >0 i¢in

ny = n,m oldugunda

p(u,,u,,) <e
saglayacak bi¢imde bir n, dogal sayisi varsa {u,} dizisine bir Cauchy dizisi denir

(Kolmogorov & Fomin, 1970).

Metrik uzayda yakinsak her dizi Cauchy dizisidir. Eger (X, p) metrik uzaymndaki her
Cauchy dizisi X i¢inde yakinsak ise, bu metrik uzaya tam metrik uzay denir( Kolmogorov
& Fomin, 1970; Kreyszig,1989).

Tanmm 2.1.3. (X, p) metrik uzay1 i¢inde {u,} bir dizi olsun. lim p(u,, u) = 0 olacak
n—oo

bigimde bir u € X bulunabiliyorsa {u,,} dizisi u noktasina yakinsaktir denir (Kolmogorov

& Fomin, 1970; Kreyszig, 1989).Ayrica U noktasina {u,,} dizisinin limiti denir. limw,, = u

n—oo

ya da u,, — u seklinde gosterilir.
(X, p) bir metrik uzay ve K < X altkiimesi olmak tizere u, € X elemani igin her bir
up‘dan farkli en az bir v € K noktasi igeriyorsa uy noktasmna K ‘nin bir yigilma noktasi

denir. K 'nin yi1gilma noktalarinin kiimesi K’ ile gosterilir.
(X, p) bir metrik uzay ve K c X altkiimesi olmak iizere K U K’ kiimesine K’nin

kapanisi denir ve K ile gosterilir(Kolmogorov & Fomin, 1970; Kreyszig, 1989).



K = K ise K’ya kapali kiime denir (Kolmogorov & Fomin, 1970;
Kreyszig, 1989).

Tanmm 2.1.4. (X, p) bir metrik uzay olsun. Bir K c X kiimesindeki her {u,,} dizisi K’nin

bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse K’ya bir kompakt kiime denir.

Tamm 2.1.5. V= @ bir kiime ve K bir cisim olsun. +:VXV-V ve . KXV - V iglemi
tamimlansin. Eger + ve . islemleri asagidaki ozellikleri sartlar1 saglarsa (V, K, +, .)
dortliisline lineer uzayi (vektor uzayi) denir.

1.Heru,v,w €EVigin (u+v)+w = u+(v+w) di.
2.Heru,v € Vicinu +v =v +u’ dir.

3.Heru €V ic¢in u+ 68 = 6 + u = u olacak sekilde & € V vardur.
4. Her u€V igin u+v = v+u = 6 olacak sekilde v € V vardir.
5 Hera € K veheru,v € Vigina.(u + v) = a.u + a.v’dir.
6.Hera,b € K veheru € Vigin (a+ b).u = a.u + b.u ’dir.
7.Hera,b € Kve heru € Vigin (ab) u = a(b.u)’dir.

8. Her u € V i¢in 1. u = u olacak sekilde 1€ K vardir.

Tammm 2.1.6. X ,K cismi {izerinde bir vektér uzayr olmak iizere |.[:X — R

fonksiyonunun bir u elemanindaki degerini ||u|| ile gosterelim. O zaman, Vu, v € X igin
Ljull=z0 vellu|=0=u=206

2. laull = lalllull , (a € K)

3. lu+ vl = [lull + [[v]
kosullarn1 gergeklerse, ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. Bu durumda,
(X, |I. 1) ikilisine de normlu uzay denir.
X bir normlu uzay olmak iizere, p: X X X — R, p(w,v) =l u— v |l ile tanimlanan
p, X uzay1 tlizerinde bir metriktir. Bu metrige norm metrigi denir. Buradan da her normlu
uzay bir metrik uzaydir (Kreyszig, 1989).

Simdi asagidaki ifadeleri verelim.



i) (X, ]| - |I) normlu vekt6r uzayinin alt kiimesi K olsun. Eger
Ry = sup{|lu —v||:u,v € K}

Rg’ya K kiimesinin ¢ap1 denir.

i) (X, |l.1) bir normlu uzay olmak iizere, bu uzaydaki her yakinsak dizi sinirli olup,
tek bir limite yakinsar.

iii) K sinirlidir ancak ve ancak her u € K igin [[u|| < k olacak sekilde bir k > 0 vardir
(Kreyszig, 1989).
Tanmm 2.1.7. K, X vektor uzaymin bir alt kiimesi olsun. Her u, v € K ve A €[0,1] i¢in
(1 —Au + Av € K ise, K’ya konveks(disbiikey) kiime denir. Her lineer uzay konvekstir.
Her alt uzay konvekstir (Kreyszig, 1989).
Tanmm 2.1.8. Bir (X,]||.|]) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite
yakinsiyorsa, (X, ||.|]) uzayma tam normlu uzay ( Banach uzayi) denir.
Tanim 2.1.9. X bir Banach uzay1 olsun. Her e=>0 icin

[ul]] < 1, [|v]] =1 ve||lu— v| = e sartin1 saglayan her u, v € X i¢in
u+v

1=
olacak sekilde §(g) = 0 sayis1 varsa, X uzayma diizgiin (uniformly) konveks Banach
uzay1(DKBU) denir (Clarkson, 1936).

| =1-46(e)

Tanmm 2.1.10. X ve Y aym skaler K cismi iizerinde tanimlanmig vektor uzaylar: olsun.
¥:X — Y ile tanimlanan donilisiim, Vu,v € X ve Va € K i¢cin

Yu+v)=¥w)+¥w)
Y(@a-u)=a- -¥u)
ya da buna denk olarak her Vu,v € X ve Va, b € Kigin

Ya-u+b-v)y=a-%w)+b-¥(w)
sartini sagliyorsa ¥’ye dogrusal doniisiim denir.

Eger ¥ doniisiimii yukaridaki kosullardan herhangi birini saglamazsa ¥’ ye dogrusal
olmayan doniisiim denir.
Tanmim 2.1.11. X normlu vektdr uzayr olsun. X’ de tanimli tim siirekli ve reel degerli
dogrusal fonksiyonellerin kiimesini B(X, R) olarak gosterelim. Yani

B(X,R)= {¥:X — Rlineer ve siirekli } olsun.

Her u € X ve ¥;,¥, € B(X,R) i¢in



{([P'l + ) (uw) =¥, (u) + &, (u)
(a?) () = a¥; (w)

olursa, B(X,R) bir vektor uzayidir. X tizerindeki tiim siirekli dogrusal fonksiyonellerin
olusturdugu uzaya X'in normlu duali denir ve X™ ile gosterim yapilir (Kreyszig, 1989).

Tamm 2.1.12. X normlu uzay ve {w,}, X’ de bir dizi olmak tizere eger lim ||u,, — u||=0

olacak sekilde u € X varsabu {u,} dizisi u’ ya yakinsaktir (veya norma gore yakinsaktir
k
) denir ve lim u,, = u Yya da kisaca u,, — u olarak gosterilir (Kreyszig , 1989).

Tamim 2.1.13. X normlu uzay ve {u,}, X ‘de bir dizi olmak tizere eger her f € X” i¢in,
Tim £ (,) = f (1)
olacak sekilde u € X varsa bu {u,} dizisi u’ya zayif yakinsaktir denir ve u,, S ya da
u,, — u olarak gosterilir (Kreyszig, 1989).
Teorem 2.1.14. X normlu uzay ve {u,}, X de bir dizi olsun. O zaman
1) {u,} dizisi kuvvetli yakinsak ise ayni zamanda zayif yakinsaktir. Fakat zayif
yakinsak olan bir dizi kuvvetli yakinsak olmak zorunda degildir.
i) Sonlu boyutlu normlu uzayda zayif yakinsaklik ile kuvvetli yakinsaklik denktir
(Kreyszig, 1989).
Tanmm 2.1.15. (X, [|.|[1), (Y, 1l.]l;), normlu vektér uzaylar verilsin ve uy € X ve X

uzayindan Y uzayma bir g fonksiyonu tanimlansin. Ve > 0 sayisina karsilik

lu —wolly < 6= llg@w) — g(uolll> <«
ya da buna denk olarak

g(B(Uo, 5)) c B(Q(HOJE))
olacak sekilde bir 0 >0 sayis1 varsa g fonksiyonuna wu, noktasinda siireklidir denir.

Her noktada siirekli olan g fonksiyonuna, X {izerinde siirekli bir fonksiyon denir
(Kreyszig, 1989).

Tammm 2.1.16. (X, . 1) ve (Y, |l.]]) iki normlu uzay ve ¥: X — Y bir doniisiim olsun. Her
u€ X igin

17l =M - [lull
olacak sekilde bir M > 0 sabiti varsa, ¥ sinirli bir doniisiimdiir (Kreyszig, 1989).



2.2. Sabit Nokta Kavrami

Tamm 2.2.1. X = @ ve ¥:X — X doniistimii verilsin. ¥(u) = u olacak sekilde bir u € X
varsa u noktasina ¥ doniisiimiiniin sabit noktasi denir. Bu tezde ¥ doniisiimiiniin tiim sabit

noktalar1 kiimesi F (%) olarak gosterilmektedir.

. Su 0<u< % 1
Ornek 2.2.2. ¥(u) = 1 5 doniisiimii tammlansin. O zaman F (‘P):E’dlr.
1—-u 5 =u< 2

Ornek 2.2.3. ¥ (u)=In u doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur.

. 1—u O<u<?
Ornek 2.2.4. ¥(u) = w7 1 doniistimii tanimlansin. O zaman F (¥)=1
— z=u=1
8 8

olur.

Tanmm 2.2.5. (X, p) bir metrik uzay ve ¥:X — X bir doniisiimi verilsin. Eger

a) Vu,v €Xigin p(Pu, ¥v) = 8p(u,v)olacak sekilde bir 8 =0 sabit sayis1 varsa ¥
doniistimiine Lipschitzian doniisimii denir. Bu esitsizligi saglayan en kiiciik
0 sayisina da Lipschitzian sabiti denir.

b) Eger Vuv€eX pu ¥v) = 0p(u,v) olacak sekilde bir 6 € [0,1) sayisi

bulunabiliyorsa ¥ doniisiimiine daralma doniistimii (contraction mapping) denir.
Lipschitz sartin1 saglayan her doniisim diizgiin siireklidir. Dolayisiyla daralma
dontigtimleri de diizgiin siireklidir. Eger ¥ siirekli degilse, bir daralma doniisimi de
olamaz. Ayrica ¥ daralma doniisimii olmasa bile, herhangi bir n i¢in ¥" daralma

dontsimii olabilir.

2.3. Genislemeyen ve Quasi-Genislemeyen Doniisiimler

Tamm 2.3.1. K # @, X Banach uzaymnin kapali ve konveks bir alt kiimesi olmak {izere
¥: K — K doniisiimii, her u, ve K icin,

Yu—Prisllu—vl|
kosulunu gergeklerse ¥:K — K donilisimiine genislemeyen (nonexpansive) doéniisiim

denir. Her daralma donilisiimii ayn1 zamanda genislemeyen bir dontsimdir. ¥: K — K

genislemeyen bir doniisiim ise Lipschitz sabiti 8 = 1.



.. 2 - -

Ornek 2.3.2. ¥:[0,1] — R olmak iizere Yu = 1 — u3 doniisimii verilsin,

V uv€[0,1] icin ||[Pu—®v| < |lu—v| ifadesinde u =272 ve v =372 olarak
19

alirsak || Yu—¥v ||:£ e ||u — v || olur. Dolayisiyla ¥ genislemeyen doniisiim

degildir.

Ornek 2.3.3. R? iizerinde u = (uy,u,) € R? i¢in || u lI= yu?+uZ ile tamml oklidyen
normunun oldugunu diistinelim.

B = {u:llu < 1} ,R? “ deki birim yuvari gostermek iizere, ¥:B — B,

Y(uq,uy) = (—%,uz) ile taniml1 ¥ doniistimii

ul 'Ul 'Ul — ul
Yu—-%vl= (——,u )— (——,'19 ) = H( JUg — 1 )H
I =1 5l > V2 I 5 2~V

V-
B \/(T)Q +(uz —12)? <y (uy —v1)? + (1 — 1)
<Jlu—wvl

olup genislemeyen (nonexpansive) doniisiim olur. u = (0,0) € R?, ¥’nin sabit noktasidir.

Tamim 2.3.4. K # @, X Banach uzaymin kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Eger
p € F(¥) #+ @ ve her u € K igin

1Pu —pll = [[u—pl
sartin1 saglarsa ¥: K — K doniistimiine quasi-genislemeyen doniisiim denir.

Ornek 2.3.5. ¥ doniisiimiinii [0, 4] aralig1 iizerinde
0, u =+ 4

ap(u):{i

olarak verilsin. Bu % doniisiimiiniin sabit noktas1 u = 0 olur. ¥, siirekli bir doniisiim

u = 4

degildir. Bu nedenle ¥ doniisiimii, genislemeyen doniisiim degildir. Bunun yaninda
VYu€e|[o, 4] i¢in

1¥(w) — O] = [lu— 0l
oldugundan, ¥ doniisiimii, quasi-genislemeyen doniistimdiir.

Ornek 2.3.6. X=RR olmak iizere #:X — X doniisiimii

0: (_00:1]
P = —1 u>1
7!

tanimlansin. X {izerinde alisilmis mutlak deger normunun oldugunu diisiinelim. Burada
¥ doniisiimii siirekli degildir, bu nedenle ¥ genislemeyen doniisiim degildir. Bu
doniisiimiin sabit noktas1 u=0’dir. Her u € X i¢in Her u € X i¢in

1¥ () — O] = [lu— 0l



olup, ¥ doniisiimiiniin bir quasi-genislemeyen doniisim oldugu goriiliir.
Ornek 2.3.7. ¥:[0,2] — [0,2] doniisiimii
u?, 0=su<1

IP(“):{E l=u=s2
= =u<=

olarak tanimlansin. ¥ dontisiimii, siirekli olmadigindan genislemeyen doniisiim degildir.
u = 0 noktasi bu doniisiim i¢in sabit noktadir. Her « € [0,2] i¢in

1P (w) — 0l < [[u— o0
olup ¥ doniisiimii quasi-genislemeyen doniisiimdiir.

Buradan da gorildiglii gibi; quasi-genislemeyen doniisiimlerin, genislemeyen
dontistimlerden daha zayif oldugu soylenir. Genislemeyen doniisiim bir sabit noktaya
sahipse o zaman bu doniisiim, quasi-genislemeyen doniisiim olur.

2.4. (C) -sartin1 Ger¢ekleyen Genislemeyen Doniisiimler

Tammm 2.4.1. (Suzuki (C)-Sarti) K #= @, X Banach uzaymnin bir alt kiimesi olsun.

¥:K — K doniisiimii, eger, her u, v € K i¢in

5 lu—%Pull=lu—viI=2IlPu—Pri=lu—vl
ise (C) sartin1 saglar denir (Suzuki, 2008).
Onerme 2.4.2. Her genislemeyen doniisiim (C)-sartim1 saglar. Fakat bunun tersi dogru
degildir (Suzuki, 2008).
Ornek 2.4.3. ¥:[0,3] — [0,3] doniisimii

0, u=3
1, u=3
olarak tanimlansin. ¥ doniisiimii (C)-sartin1 saglar, fakat genislemeyen doniigiim degildir.

Eger u<wvve (u, v)€ ([0,3]x[0,3D\ ((2,3)x{3}) ahmrsa

‘P'u:{

| Yu —%¥v <]l u— v | olur.
Eger u € (2,3) ve v = 3 alinirsa

Slu—Pull=S>1>lu—-vll ve Slv—¥ri=1>lu—v]
olup (C)-sartin1 saglar. Fakat ¥ siirekli olmadigindan, ¥ genislemeyen degildir (Suzuki

(2008)).
Ornek 2.4.4. ¥:[0,1] - [0,1]

1—u u € [0,1—12)
Pu=4 411 1
> u € [ﬁ' 1)

doniisiimii verilsin.

10



u= 22—5 v = li icin ¥ doniligiimiiniin genislemeyen doniisiim olmadig1 goriiliir.

IIHU(IL) — P ()|=|Pu — Pv|

133 |3312—3325|_ 13

=1 —— - —|= =
25 144 3600 3600

o= |- 25
|# () — %) = ||lu— v|| Buradan ¥ nin genislemeyen doniisiim olmadigi goriiliir.
Simdi de ¥’nin Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiim oldugunu kanitlamak igin

asagidaki durumlari inceleyelim.

5

Durum 1. ue[a.I—Z) igin 2 flu— ¥ Q)= (Eﬂ elde edilir.

- 1-2 -
%llu—ﬁ"’(u)” < |lu—vl igin == < v —u elde edilir. Buradan

: 1
% <=wvyani vE [E' 1] olur.
= POl = flu— vl = ”*”-(1—;)\ S 1\ <= ve
5 -
lu—v|| =|u—7v|= ‘— —375 elde edilir.

é lu — P )| = llu— v ise ||Pu — Pv|| = ||lu— v|| oldugu goriliir.

1 |ut+11 11 11u

Durum 2.u € [i,ll icin z |l —¥(u)] == 0,—=| olur.
12 2 2 12 288

11-11u

1 .. . o
3 I — %)l < |lu— v igin < ||lu — v|| elde edilir. Buradan iki durum ortaya

cikar:

1-11u ) 11+13u
< Vv—Uulse v =

a) u< vigin = [145 1] - [1—121] olur. Buradan

u+l11 v+11

12 12

1 .
|Pu — Pv|| = =5 lu — v|| = ||lu— v|| elde edilir.

1 . g
5 |l — P ()|l = l|lu— v ise||Pu — Pv|| < ||lu— v|| saglanir.

.. 11-11u 35u—-11 . —97
b) u > v i¢in = |lu—v| v= ise v € [ﬁ'll dolaysiyla v € [0,1]
oldugu goriiliir.
35u—11 24v+11 _ [11
vE iseu=—— € —.1] olur.
24 35 35

u € [i , 1] vev € [1—12 1] secilirse (a) durumunun aynisi elde edilir.

u+11

T 24

u+12v— 1‘ - 1

u € [il] ve vE [0. 1—12) icin ||¥Pu — ¥v||= —(1— )‘

11



o —v|| = % Dolaysiyla ||%u — Pv|| < ||lu — v]| oldugu goriliir.

u € F, 1] v E [0.i) icin  ||¥Pu— ¥v| = Loove Jlu—vl> =2 Buradan
2 12 12 12

|Pu — Pv|| < ||lu— v|| oldugu goriiliir.

% | — %) = lu— vl isel||Pu — Pv|| < ||lu— vl biitiin durumlar icin

saglandigindan ¥ doniisiimii Suzuki genellesmis genislemeyen dontisiimdiir.
Onerme 2.4.5. Sabit noktaya sahip ¥ doniisiimii (C)-sartin1 saglarsa , ¥ déniisiimii quasi-
genislemeyen dontisiimdiir (Suzuki, 2008).
Ornek 2.4.6. ¥:[0,3] — [0,3] déniisiimii

0, u=3
2, u=3
ile tanimlansin. F(¥) = @’dur. ¥ quasi-genislemeyen doniisiim olup (C)-sartini

‘P'u:{

saglamaz. F(¥) = {0} = @ ve ¥ quasi-genislemeyen doniigiimdiir. Fakat

%II 3—%¥3 |I=§‘=_11 =[|3—-2|ve |P3I—-F2|=2=1=3-2]
oldugundan (C)-sartin1 saglamaz (Suzuki, 2008).
Ornek 2.4.7. ¥:[—1,1] — [-1,1] doniisimiini

du 1
Wy — {?SU’IE u=0
0 u=2~0
olarak tanimlayalim. O zaman, ¥ siirekli ve quasi-genislemeyen doniisiimdiir. Fakat R’de

alisilmis norm altinda genislemeyen doniisiim degildir.

Acikca goriilmektedir, ¥ stireklidir ve ¥ ‘nin tek sabit noktas1 O‘dir. u #= 0

du

ve Wu=u ise, 0 zaman u € [—1,0)U(0,1] aldigimizda u = ?sinz—lu veya

du

o1
31n—| =
2u

4u

5

.1 5 .. )
sin— =~ icin bu sonu¢ imkansizdir. |#u — 0| =

- oldugundan her

u€[-11] igin |Pu—0] <|u—0| gergeklediginden ¥ quasi-genislemeyen
dontigiimdiir. Ancak ¥ genislemeyen doniisiim degildir. u = % ve v = i alinirsa,

16 2
|Pu — ¥v| =— Iu—vl—g ve |[Pu —¥r|>|u —v|

olup ¥’nin genislemeyen doniisiim sartin1 saglamadig goriiliir. Ayrica u = % ve v = —

3m
degerleri igin llu—Pul=— <|lu—vl== saglanir. Ancak |¥Pu —¥v| = 18
> 2 10m im 15m
2 o v e e <
>~ = [u—v| oldugundan ¥ doniisiimii (C)-sartim da saglamaz.

12



Suzuki (2008) c¢alismasinda, (C)-sartin1 saglayan doniisiimlerin genislemeyen
dontigiimlerden daha zayif, quasi-genigslemeyen doniisiimlerden daha giiclii oldugunu

gostermistir.

2.5. a- Genislemeyen Doniisiimler ve Genellesmis a- Genislemeyen Doniisiimler

Aoyama ve Kohsaka (2011) o-genislemeyen doniisiimler olarak adlandirilan
genislemeyen doniisiimlerin yeni bir sinifini1 sunmuslardir.
Tamm 2.5.1. K # @, X Banach uzayimnin bir alt kiimesi olmak {izere her u,v € K i¢in

lPu—-%PYrviP<sallPv—ulP+alPu—vI*+(1—-2a)lu—uvl|?
esitsizligini saglayan bir a € [0,1) varsa W:K — K donlisiimiine a-genislemeyen

doniistimii denir (Aoyama & Kohsaka, 2011).

Bu sinif, genislemeyen doniistimler siifin1 kapsamaktadir. Burada, 0-genislemeyen
doniistimler olarak genislemeyen dontisiimler oldugu goriilmektedir. Geniglemeyen
dontigimler siireklidirler. Ancak, Suzuki’nin (2008) sundugu Suzuki-GGD ve Aoyama ve
Kohsaka’nin (2011) sundugu a-genislemeyen doniisiimlerin siirekli olmalar1 gerekmez.

Pant ve Shukla (2017), o-genislemeyen doniisimler ile Suzuki-genellesmis
genislemeyen doniistimleri birlestirerek genellesmis a-genislemeyen doniisiimler olarak
adlandirilan dontigiimlerin yeni smifini sunmuslardir. Pant ve Shukla (2017), asagida
tanimi verilen ve (C)-sartin1 saglayan doniisiimleri igeren genellestirilmis a-genislemeyen
dontistimler sinifin1 tanitmislardir.

Tamim 2.5.2. K # @, X Banach uzayinin bir alt kiimesi olmak tizere her v, v € K i¢in

1
> lu—%ull=llu—vl

2N Pu—PrisallPv—ulltall Pu—vi+1—-2a)lu—vl
olacak sekilde bir @ € [0,1) varsa , ¥: K — K doniisiimiine genellesmis a-genislemeyen

dontisiim denir (Pant & Shukla, 2017).

Onerme 2.5.3. (C) sartim saglayan her doniisim genellestirilmis «- genislemeyen
doniistimdiir. Fakat bunun tersi dogru degildir. @ = 0 oldugu zaman genellesmis a-
genislemeyen doniisiim, (C )- sartin1 saglayan bir doniisiime dondsiir (Pant & Shukla,
2017).

Ornek 2.5.4. K = [0,4] alisilmis norma sahip R’nin bir alt kiimesi olsun.

VK> K, ‘Pu:{o' w4

2 u=a4 olarak tanimlayalim.

u € (2.2 ve v = 4 alalim.

13



1
2 lu—%ul=slu—vI|l ve ||Yu—Y%Pvi=2=lu—7v]

¥, (C) sartin1 saglamaz. Simdide u € (g 3] ve v =4 alindiginda

1
> lrv—%v|=llu—vI| ve || Fu—YPv|=llu—vl

¥, (C)-sartin1 saglamaz. Bununla birlikte « E% icin genellesmis o—genislemeyen

doniistimdiir (Pant & Shukla, 2017).
Ornek 2.5.5. %:[0,2] — [0,2] doniisimi

0, u=2

Fu= {1, u=2

olarak tanimlayalim.
u € (1, 1,33]ve v = 2 i¢in

é lu—Pull < lu—vrlve |[Pu—¥v||=1>2 —u=||lu—7v|
oldugundan ¥doniisiimii (C)-sartin1 saglamaz. Bununla birlikte @ = % icin genellesmis a

geniglemeyen doniisiim olur (Suzuki, 2008).
Ornek 2.5.6.%:[0,8] — [0,8] doniisiimii

0, u+8
4, u=2_8
olarak tanimlayalim. u € (4, 5,33] ve v = 8i¢in

Yu :{
1
S lu —Pull < llu—v|vel||Pu—¥r||=4>8—u=|lu—v

oldugundan G doniisiimii (C)-sartin1 saglamaz. Bununla birlikte a = % i¢in genellesmis a-

genislemeyen doniisiim olur.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. terasyon (Yineleme) Siirecleri

Sabit nokta bulma problemlerinde, farkli iterasyon yontemleri ve yaklagimlarindan
yararlanilir. Bunlardan bazilar1 sunlardir:
Tamm 3.1.1. Picard iterasyonu (1890), ardisik yaklasimlar dizisi seklinde tanimlanir. X bir
diizgiin konveks Banach uzayi, K # @ X'in kapali konveks bir alt kiimesi olsun. ¥: K — K
bir doniisiim olsun. Keyfi uy € K, n = 1 pozitif tamsayi i¢in

Ups1 = Puy, (3.1.1)

olsun. (3.1.1) olusan diziye Picard iterasyonu siireci denir (Picard, 1890). Krasnosel’skii
(1955) genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktasi bulunsa bile, Picard iterasyonunun bu

sabit noktaya yakinsamayabilecegini gostermistir. Simdi bunu agiklayahm. X = [0,1]

olmak tizere ¥ : [0,1] — [0,1], Pu = 1 —u genislemeyen bir doniisiim olsun. F(‘P’):{%}

elde edilir. Buradan herhangi bir u; =a # % noktasi i¢in (3.1.1) Picard iterasyonu,

u=%Yu;=1-a
U, = Pu; = ¥2(up) = a

Uz = Pu, = P2(wy) =P3wy) =1—a

w, = Pu,_; = P?2(u,_,) = - = ¥™(u,)
seklindedir. Bu ise (a, 1 —a, a, 1 — a, :+ ) dizisini olusturur. Bu dizi a #% igin yakinsak
olmadigindan, Picard iterasyonu ¥ doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsamaz.
Mann iterasyonu, sabit nokta teorisinde kullanilan oOnemli bir yOntemdir.
Nonexpansive (genislemeyen) doniisiimler i¢in sabit noktasin1 bulmak amaciyla kullanilir.

Banach sabit nokta teoremi daralma doniisiimler i¢in gegerliyken, Mann iterasyonu daha

genel durumda, 6zellikle genislemeyen doniisiimlerde ise yarar.

Tamm 3.1.2. 1953 yilinda, Mann (1953) literatiire Mann iterasyonu olarak gegen yontemi
Onermistir. X Banach uzayi, K #= @, X’ in kapali konveks bir alt kiimesi olarak alinsin.

¥:K — K bir doniisiim ve u; € K olmak {izere Mann iterasyonu,
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Uy = (1 — au, + a,Pu, (3.1.2)
olarak tanimlanir. Burada {a,}, [0,1] araliginda bir dizidir.
S. Ishikawa (1976) tarafindan Ishikawa iterasyonu sunulmustur. Ishikawa
iterasyonu, Ozellikle daha karmasik sabit nokta denklemleri ve daha genel doniisiimler igin
avantajlidir.

Tamim 3.1.3. X Banach uzayi, K # @, X’ in kapali konveks bir alt kiimesi ve ¥:K — K

doniistim olsun. Ishikawa iterasyonu ;
U= uy

Unty = (1 —aplu, + an¥yn, (3.1.3)
Vo = (1 — by)u, + b, ¥u,
olarak tanimlanir. Burada u; € K keyfi eleman1 ve {a,}, {b,} € [0,1] dur.

Ishikawa iterasyonda b,= 0 alinirsa, Mann iterasyonuna indirgenmis olur. Mann
iterasyonu, 1- adimli bir yaklasimdir. Ishikawa iterasyonu, 2- adimli bir yaklagimdir.

2000 yilinda, Noor (2000) tarafindan Noor iterasyon yontemi sunulmustur. Bu
calisma, Hilbert uzaylarinda ortaya ¢ikan cesitli esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerini elde
etmek amaciyla kullanilan {i¢ adimli Noor iterasyon yontemini tanitmis ve bu yontemi
yinelemeli teknikler ¢ercevesinde analiz etmistir. Noor iterasyonu, sabit nokta teorisinde ve
Ozellikle nonexpansive doniistimler altinda ¢6ziim ararken kullanilan, Mann ve Ishikawa
metodlarinin daha genellesmis bir halidir.

Tamim 3.1.4. Noor (2000), u; € K keyfi eleman1 ve [0,1] araliginda olan {a,},{b,} ve
{c,} dizileri i¢in
U= uy,
Unt1 = (1 — aplu, + aPyy,
v, = (1 —=b,)u, +b,¥z,,

z, = (1 —c)u, + c,Pu,
iterasyonunu tanimladi.

Tanim 3.1.5. Thakur vd. (2016), «, € K, [0,1] araligindaki {a, } ve {b,} dizileri i¢in
U = Uy,
Upy1 = (1 — ay)¥z, + @, Py,
M = (1- bn)zn + b, ¥z,
zp, = (1 — cuy, + cpPuy,
iterasyonunu sundular ve genellesmis genislemeyen doniisiimler i¢in yakinsaklik

(3.1.4)

(3.1.5)

sonuglarmi bu iterasyon metodunu kullanarak ispatladilar.
Ullah ve Arshad (2018), asagida yer alan ve mevcut iterasyon siirecleri ile

karsilastirildiginda daha 1yi yakinsaklik oranlari sunan, M-iterasyonu olarak bilinen, ii¢
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asamali yeni bir iterasyon siirecini sundular. Genellesmis genislemeyen dontisiimler i¢in
yakinsaklik sonug¢larini M iterasyonunu kullanarak ispatladilar.
Tanim 3.1.6. M iterasyonu,

g, € K ve {a,} € [0,1] olmak {izere,

U= uy,
Un+1 = PV,
Vo = Pzp,
z, = (1 —a)u, + a,¥u,
seklinde tanimladilar.

(3.1.6)

K-iterasyonu, sabit nokta teorisinde kullanilan ve 0Ozellikle genislemeyen
(nonexpansive) veya daha genel doniistimler i¢in Onerilen genellestirilmis bir iterasyon
yontemidir. Hussain vd. (2018), K-iterasyon islemi yardimiyla, daralma doniistimlerinin
sabit noktasi i¢in veri bagimliligi sonucu ispatlamiglardir. Ayrica, diizgiin konveks Banach
uzaylarinda, hem daralma hem de genislemeyen doniisiimlerin genellestirilmesini ifade
eden, Suzuki (C )-sartin1 saglayan genellesmis genislemeyen doniisiimler i¢in bazi zayif ve
giclit  yakinsaklik teoremlerini  ispatlamiglardir. K iterasyonu asagidaki gibi
tanimlamislardir.

Tamm 3.1.7. K iterasyonu asagidaki gibi tanimlandi.
u,; € K,[0,1] araligindaki {a,}, {b, } dizileri i¢in
U =1u,,
Un+1 = PV,
Vo = ¥((1 — a)Pu, + a,¥z,),

z, = (1 — b,)u, + b,¥Yu,
iterasyonunu tanimladilar.

(3.1.7)

Temir ve Korkut (2023) diizgiin konveks Banach uzaylarinda, genellesmis a-
genislemeyen donisiimler i¢in asagida verilen T.S-iterasyon siireci kullanarak bazi

yakinsaklik sonuglarini ispatlamiglardir.
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Tanim 3.1.8. T.S-iterasyon siireci asagidaki gibi tanimlandi.

u; € K,[0,1] arahigindaki {a,}, {b,}, {c,} dizileri igin

U= uy,
Up+1 = Fwp

w, = P((1 — ap)vy + an¥y,), (3.1.8)
Vi — 1{»’((1 — bn)l.‘pun + bnq.':'zn)_
z, =¥Y((1 —c)u, +c,Pu,.

3.2. Gerekli Tanimlar, Lemmalar ve Teoremler
Tamm 3.2.1. Banach uzay1 X, Opial sartin1 (1967)) sagliyorsa, her zayif yakinsak dizi {u,, }

ve her u € X, u # v i¢in asagidaki sart saglanir:

'

Eger w, — v (yani wu, zayiff olarak v 'e yakinsiyorsa), o zaman

lim infl|w,, — u|| < lim inf]|w, — v||.
n—oo n—oo

Opial sart1, sabit nokta kuraminda 6zellikle zayif yakinsaklik analizlerinde kullanilan
bir kosuldur. Banach uzaylarinin bazi 6zelliklerini ifade eder ve 6zellikle genislemeyen
dontigiimler i¢in yakinsama analizinde 6nemli bir rol oynar.

Tamim 3.2.2. Bir Banach uzayi olan X’ de, K # @ kapali bir altkiime olsun. ¥: K — K
doniigimi tanimlansin. K iginde {w,} smrh dizisi, u € K’ya zayif yakinsak ve
|Pu,, —u,|| -0 ise Pu = u, yani u, ¥ doniisiimiiniin sabit noktasidir. O halde I — ¥I
doniistimii (yani sabit nokta esitligini ifade eden Yu = u igin, sifir (0)’ da yar1 kapal

(demi-closed) doniisiim denir (Agarwal & O’Regan (2009)). Burada I birim doniistimdiir.

Tamm 3.2.3. (I Sart1): X bir DKBU ve K, X’ in bostan farkli konveks alt kiimesi,
¥:K — K tanimlanan doniisim ve F(¥) # @ olsun. Her k > 0 i¢in f(k) > 0,f(0) =0

olacak bi¢cimde azalmayan bir f:[0,o) — [0,00) fonksiyonu var ve her u € K igin
lu—Pull = f (d(u,F(‘P))) ise, ¥ ye (I) sartin1 saglar denir (Senter & Dotson, 1974).

Burada d(u, F(IP)) = Ei?(t;p) d(u,v)’dir. (I) sartr, K’nin kompaktligindan daha zayiftir.
v

Lemma 3.2.4. X bir DKBU ve tiim pozitif tamsayilar i¢in 0 <p < t, = g < 1 olsun.

Ayrica {u,}ve{v,} X‘debazi r =0 igin

limsup|lu,|| = r, limsup|lv,|l =~

n—oo —oo
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ve
lim it + (1= £)vll = 7
sartlarin1 saglayan iki dizi olsun. Bu durumda Ai-ﬁ}:” u, — v,ll = 0 olur (Schu, 1991).
Tammm 3.2.5. K,X Banach uzaymn bir alt kiimesi ve {u,}, X’ de sinirli bir dizi olsun.
u € X olmak iizere,
re, (uad) = lim [, —
ile verilen r, (1, {1t,,})’nin infumumuna {u,,} dizisinin K'ya gore asimptotik yarigap1 denir
ve r (K, {u,}) ile gosterilir. Yani asimptotik yaricap
(K, {u,}) = inf{r (v, {u,}):u € K} olarak ifade edilir.
z € K i¢in
ra(z, fun}) = inf{rg(u, {u,1):u € K} = 1 (K, {un )

ise z € K noktasina {u,,} dizisinin K ya gore asimptotik merkez denir . {u,,} dizisinin K’ ya
gore asimptotik merkezlerinin smifi Z, (K, {u,,}) seklinde ifade edilir.

Za(K-{“n}) —gflyc K:ra(zn{un})} = ra(K-{Hn})!dir-
Z,(K,{u,}) nin eleman1 olmayacagi gibi bir veya birden ¢ok elemani olabilir.

Edelstein [5] da, X bir DKBU ve K, X’in bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun.
X’deki her smirh {u,} dizisi i¢in Z,(K,{u,}) kiimesinin tek elemana sahip oldugunu
asagidaki teoremle gosterdi.

Teorem 3.2.6. K # @, X DKBU’nun kapali konveks bir alt kiimesi olsun. Her sinirl

{u,} © X dizisi, K altkiimesine gore yalnizca bir asimptotik merkeze sahiptir. Yani

Za (K, {uy}) = {z}

ve u # z olmak lizere
li_r;gasup lu, —z|| < li_I}Tc}DSILp ||, — u|| "dir (Garc'1a-Falset vd., 2011).
Sonug¢ 3.2?7. ’
1. Eger K zayif kompakt ise Z, (K, {u,,}) bos olmayan bir kiimedir.

2. Eger K kapali ise Z, (K, {u,}) de kapalidir.
3. Eger K konveks ise Z,, (K, {u,}) de konvekstir (Agarwal & O’Regan, 2009).
Teorem 3.2.8. K, X DKBU’ nun bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve {u, }, K da
Z,(K,{u,}) ={z} olacak bi¢imde smrli bir dizi olsun. Eger {v,}, K’ de
TEI_I}I{}D o (U, {1 }) = 15(K, {u,}) kosulunu gergeklestiren bir dizi ise TTIIIE;D vy, = z dir [1].
Lemma 3.2.9. K,X Banach uzaymin bos olmayan alt kiimesi olsun. ¥:K — K

genellesmis o — genislemeyen dontisiim olsun. Her u, v € K igin
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3+ a
e =Wl = T —— llu = # @)l + llu —vll

esitsizligi vardir (Pant & Shukla , 2017).

Lemma 3.2.10. ¥, X Banach uzayinin K alt kiimesi tizerinde bir doniisiim olsun. (C)-
sartin1 sagladigini varsayalim. O zaman her (u,v) € K i¢in

lu—%YvriI=3Nl%Fu—ull+lu—vI
saglanir (Suzuki, 2008).

Lemma 3.2.11. ¥, X Banach uzayinin K alt kiimesi {lizerinde bir donilistim olsun. (C)-
sartin1 sagladigin1 varsayalim. O zaman asagidaki durumlar s6z konusudur (Suzuki, 2008):
DIl Pu — P2u <] u — Pul,
i)l u— Pu il u—v llyada S I Pu— ¥2u <] Pu—v |,

i) | Yu —%v |l u—v | yadall ¥2u —%v I Pu—v .
Teorem 3.2.12. K, X Banach uzayinin bos olmayan bir altkiimesi olsun. ¥ : K — X bir

doniisiim olsun. Eger,

i) K'de ¥ i¢in {u,} varsadyle ki lim || u, — Pu, || = 0veu,, — u € K (zayif olarak)
11 =0

i) ¥, K tizerinde (E)-sartin1 sagliyorsa
i) (X, I.IH) Opial kosulunu saglyorsa u = ¥u olur (Garca-Falset vd., 2011).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Garcia-Falset Genellesmis Genislemeyen Doniisiimler

Tamm 4.1.1. ( Garcia-Falset genellesmis genislemeyen doniisiim): X Banach uzay1 ve
K # 0,K c X bos olmayan bir altkiimesi olmak {izere p= 1 i¢in, ¥: K— X doniisiimiinii

tanimlayalim. Her u, v € K i¢in u>= 1 varsa,
lu — Pv|| < pllu—Pul] + ||lu—vll, (4.1.1)

K tzerindeki (Ep) sarti sagladiginda, ¥'nin K iizerindeki (E)-sartim1 sagladigini
soyleyebiliriz.  (E)-sartin1 gerg¢ekleyen dontisiimler simifi, Garcia-Falset-genellesmis
genislemeyen doniistimler veya Garcia-Falset GGD doniistimleri olarak isimlendirilecektir.
Garcia-Falset genellesmis genislemeyen doniistimlerin sinifi, Suzuki dontisiimleri sinifini
(ve dolayisiyla genislemeyen doniisiimler sinifini) kapsar, ancak quasi-genislemeyen
doniisiimlerden daha giicliidiir
Onerme 4.1.2. Eger ¥ : K — X genislemeyen bir doniisim ise, o zaman (E,)-sartin
saglar. Bunun tersi dogru degildir(Garc 1a-Falset, 2011).
Onerme 4.1.3. Eger ¥ : K — K, K iizerindeki (C)-sartin1 sagliyorsa, o zaman (Es)-
sartin1 saglar (Garc1a-Falset, 2011).
Onerme 4.1.4. ¥ : K — X, K iizerinde (E)-sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. &'nin bir
sabit noktas1 varsa, ¥ quasi-genislemeyen doniistimdiir. Tersi dogru degildir
(Garc'1a-Falset, 2011).
Onerme 4.1.5. ¥ : K — X, K iizerinde (E,)- sartin1 saglayan bir doniisim olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler gecerlidir.

a) Eger ¥, K c Kisetimu € K igin,

lu—%%ul| = (a+ 1)||lu— Pul|
b) Eger ¥, Kc K ise tiim u, v € K i¢in,
Pu — Pv|| < al||Pu — P2u|| + ||Pu — v||

C)Egerr € (0,1) ise, 0 zaman ¥r = r¥ + (1 — r)I olarak tanimlanan
Yr: K — X donisimleri (burada I, birim doniisiim), K tizerinde (E,)- sartin1 saglar
(Garc'1a-Falset, 2011).
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Onerme 4.1.6. K, X Banach uzaymm bos olmayan siirli bir alt kiimesi olsun.

¥ : K — K keyfi bir doniisiim olsun. O zaman asagidaki ifadelerin en az biri gegerlidir.

a) |lu, — Pu,||— 0 olacak sekilde K iginde bir {u,} varsa boyle dizilere ¥ nin

hemen hemen sabit nokta dizisi denir.

b) ¥, K tizerindeki (E)-sartin1 saglar (Garc 1a-Falset, 2011).
Ornek 4.1.7. K=[-2, 1] € R, R 'de alisilmis normla donatilmis olsun ve

¥:[-2,1] —» [-2,1] olmak lizere

b

Yu = 2_1
— u=1
2

u€[-21)

doniigiimii verilsin. ¥'nin [—2, 1]'de (E)-sartin1 sagladigin1 gostermek i¢in asagidaki

durumlar ele alalim.

a) ue[-20]ve[-21] icin |lu—Pul = §||u||

[ — Pv|| < ||u|] + % v = % [ — v|| = |lu— Pull + ||lu — v]| elde edilir.

b) w€[01), v e [-21] igin Jlu—Pull =3 |lull

lu — || = |Jull + % lv| = % llw — || = 3||lu— Pull + |lu — v|| elde edilir.
0 u=1ve[-21)i¢n [u—Pull =3

1-|v]

|1 —%v| =
2

_l_

B | =

= 1 -P@I 4511 v < 1= P@]+ |1 - v] elde edilir.
u, v € [—2,1) alinirsa, biitiin durumlar i¢in [[u — Pv|| < 3||lu — Pul| + |[u — v|| olur.

Yani ¥, [-2, 1]'de (E3)-sart1 saglanir. Ancak bu 6rnek, tersinin dogru olmadigini
gosteriyor. Clinkii bu doniisiim, [-2, 1] de (C)-sartin1 saglamiyor.

g 4
Egeru=c-vev = 1 alinirsa
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-G =s=F-1
[7(G)-rwl=5+3> -1
elde edilir. Boylece (E )-sartin1 saglayan doniistimler (C )-sartini saglamaz.
Son olarak, Onerme 4.1.4'den ¥ (0) = 0 oldugundan, ¥'nin  [-2, 1] iizerinde quasi-
genislemeyen oldugunu elde edilir (Garc 1a-Falset, 2011).
Ornek 4.1.8. K=[-1, 1] € R, R 'de alisilmis normla donatilmis olsun ve

v -1,1] - [-1,1]

.1
——sin-— u=+0
0 u=2~0

seklinde tanimlansin. ¥'nin sabit noktasinin 0 doldugu kolayca goriilebilir.
Simdi u € [—1,1] alalim. O zaman |Pu| < u bulunur.

|ul

1
- <
1+

u
Pu| = |75in
177 1+ |ul  u

{:| u < ul
= < |u
1+ |ul (|

Bu da [—1,1] araliginda ¥ nin quasi genislemeyen doniisiim oldugunu sdyler.

Simdi ? nin [—1,1] araliginda (E )- sartin1 saglamadigini1 gosterelim.

- 1 1
Egeru, = omgT VU = — V¥n € Z* almirsa 0 zaman
2
T A e T T I (el (S T
|un — %, | o u, — Pu,|

_Pn
_ Up—(vp—up) _ (1+un)(2 un) oo
u% un
1+un

Sonug olarak ¥ dontisiimii [—1,1] araliginda (E )-sartin1 saglamaz(Garc 1a-Falset, 2011).

Ornek 4.1.9. K=[0, 1] € R, R 'de alisilmis normla donatilmis olsun ve

u€f0,1)
Y:K—-> K, Y=
u=1

ol N |
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olarak tanimlansin. Ik olarak ¥ nin Tanim 2.5.2 de verilen esitsizligi yani genellesmis -
genislemeyen durumunu saglamadigini gosterelim. Aslinda u = gve v = 1 secersek

dogrudan hesaplama ile

%”u— Pul| ==<==|lu—v| oldugunda,

1.2
6 9
alPu—v|+a|Pv—u|+ (1 - 2a)|lu—v|= %(a: +1) < % = |Pu — Pv|
elde edilir. Boylece ¥ nin genellesmis a-genislemeyen doniisiim olmadigini gosterir.
Diger taraftan kabul edilebilir parametreyi p=4 segersek doniisiim (E)-sartin1 saglar. Bu

baglamda asagidaki durumlari inceleyecegiz.

Durum 1: u, v € [0,1) olsun. Boylece (4.1.1) esitsizligi asagidaki sekilde elde edilir.
|lu—®v| = |u — g| <u-+ év = g+§|u —v| = 3|lu — Pull + [lu— v|| ifadesinden
¥, Ej; sartini saglar.

Durum 2: u=1ve v € [0,1) olsun. Buradan |u— %Wul| = g olur. Bu durum igin (E )-

sart1 degerlendirildiginde,

[u—%v|| =1 —g < ,u% +1—v veya v = ,u% elde edilir. Bu durumda ¥, E5 sartini

saglar.
Durum 3: u € [0,1), v = 1igin (E)- sart1 asagidaki duruma doniisiir:

8|{: u+1
u 9_,.u: u

—wyl|l =
|2 v|| 5

Eger u = g olursa yukardaki esitsizlik 2u = g,u + g seklinde yazilabilir. Bu durumda
Y, (E4)- sartin1 saglar. Ancak u < g icin ¥ nin (E)- sartin1 sagladig1 kolayca goriilebilir.

U parametresinin en biiyiik degeri alindiginda ¥ nin (Es)- sartin1 sagladigi goriiliir. Daha
genel bir ifade ile Ornek 4.1.9° da tanimlanan ¥ doniisiimiin Garcia-Falset doniisiimii

oldugu ancak ¥ nin genellesmis a-genislemeyen doniisiim olmadigi sonucuna ulasilir.

Ornek 4.1.10. K = [0, 1] € R, R 'de alisilmis normla donatilmis olsun ve
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1

P:K - K, Yu= ”;+2
" u=1

u=+1

ile tanimlansin. ¥ nin ( E, ) sartin1 sagladiginmi gostermek i¢in asagidaki esitsizlige

bakalim.

[u—®v|| = 4|lu —Pull + ||u—7v] Yu,v € [0,1] (4.1.2)

Durum 1: u = 1 ve v € [0,1) olsun. Yukaridaki esitsizlik asagidaki sekilde yazilir.

e I L AL
) i Lt R

yani 1 —

=14+ 1—v buradan v — =1 esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik

v2+2 v2+2

v < 1 iken saglanir.

Durum 2: u € [0,1) ve v = 1 olsun. Esitsizlik (4.1.2) den asagidaki ifade elde edilir.

3

I <alu—
u 4| u

1
u? +2| +lu—1l

u = % oldugunu varsayalim. Bu durumda f(u) = u — fonksiyonu azalmayan

uz+2

olduguicin f(u) = f G) =3 - degeri elde edilir. Buradan saglanmasi gereken

164
esitsizlik
3 g — % 1w olduu edriili
u— =4 —— u oldugu gortiliir.
L < 4 7 . . . 4 7 .
Yani, 0 = 2u — 1y T4 i¢in gu) = 2u — PR fonksiyonu azalmayandir ve en

kiigiik degerinin g G) = % i¢in pozitif oldugu goriiliir.

u € [o, g] icin (4.1.2) esitsizlizi su sekilde elde edilir.

3 <4
2 u=

1
uz+2

u—

|+1—u

. 2 7 . .. o - e esqes
Yani 0 < ~+3 |u — u2+2| ifadesinin dogru oldugu gortiliir.

Durum 3: u,v € [0,1) igin (4.1.2) esitsizligi

1
242

1
uz+2

|u — | <4 |u — | + |u — v| seklini alir. Buradan asagidaki ifade elde edilir.
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1 1
u2+2 v242

u—

< |u—
v2+4+2 u?+ 2
u——

=
uz+2

| + |lu—v|

1
uz+2

£4|u— |+|u—v|
Bu da bize istedigimiz sonucu verir.
Durum4: u = 1ve v = 1 ig¢in (4.1.2) esitsizligi;
|1 - %| <4 |1 — g| + |1 — 1| seklinde elde edilir. (4.1.2) esitsizligi sagladigindan

¥nin ( E4 )- sartin1 saglar. Bu durum igin de istedigimiz sart saglanir.

Sonug olarak yukarida verilen durumlar géz oniine alinarak bu durumlardan ¥nin ( E, )-

sartin1 sagladig1 goriiliir.

Simdi bu doniisiimiin (C )-sartin1 saglamadigini gosterelim.

u=1, v= 320,8 alalim. O zaman

L lv||—1|1 3|—0125<oz—|| ol
zu u —2 4— = U4 = ||U (K

3 25 198 — 100 98
|Pu—Pv| = |-——| = —

1766 6l YV 0.3712 > 0.2 = |lu — v||

elde edilir. Bu da (C )-sartinin saglanmadigini gosterir.

Ornek 4.1.11. K = [-1, 1] € R, R 'de alisilmis normla donatilmis olsun ve ¥: K — K,

1

—u, u€[-1,0]—-{-=
u u€E| ] { 2]

1

Yu = 0 - __
, u >

u
—5 u € (0,1]

doniislimiinii tanimlayalim.

Bu doniisiimiin (C )-sartin1 saglamadigini gosterelim.

1
u=-1, v= -3 alalim. O zaman

1 1 1
Ellu —WYul| = El_l —1| = 2= [ — v]|
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1
|[Pu—Pv||=11—-0]=1 >E = |lu— v||

elde edilir. Bu da (C )-sartin1 saglanmadigin1 gosterir.

Simdi (E )-sartin1 sagladigin1 gosterelim ve asagidaki durumlari inceleyelim.
i) uVve(0,1] igin

lu — Pv| = [lu —Pull + ||lu—v||
u v

= |lu — Wull + Hg - EH

1
= ||u — Pul| + 2 [l — v||

< |lu —Wul| + ||[u—v||
i) u€[-10] - {—%},v € (0,1] i¢in

[lu —Pr| = [lu —Pull + [|Pu — Pv||
v
= ||lu — Yul| + H—u + EH
< |lu—Yul| + ||—u + v||
=

lu —Pull + [Jlu—v||
iii)yu € [~1,0] — {—%},v =2 igin

[lu — Pr| = |ul = 2.|u|l + |u -I-%|

= |lu — Pul| + ||[u—v||

ivyue (01] ,v= —; icin

3
[lu—Pv| = |ul = 5 lu| +

+ 1|
u+=
2
=||lu — Wu|| + ||lu — v|

Boylece W, i = 1 ile (E )-sartin1 saglar ve W doniistimii, O sabit noktasina sahip olur.

4.2. (E) - Sartin1 Saglayan GGD’lerin Zayif ve Kuvvetli Yakinsakliklar

Bu boliim, diizgiin konveks Garcia-Falset GGD'lerinin (3.1.9) iterasyon siireci igin
zayif ve gii¢lii yakinsama teoremlerini ispatlanmaktadir.
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Lemma 4.2.1. K, diizgiin konveks bir Banach X uzayinin bos olmayan kapali konveks bir
altkiimesi, ¥ : K — K, F(¥) # @ olan bir Garcia-Falset GGD olsun. Keyfi olarak segilen 1,

€ K igin, {u,} (3.1.8) tarafindan iiretilen bir dizi olsun, o zaman herhangi bir p € F('¥) i¢cin

I}ijg Il u,, — p Il mevcuttur (Temir & Zincir, 2023).

Ispat F(¥) # @ oldugunu varsayalim. ¥ : K — K bir Garcia-Falset GGD oldugundan ¥
quasi-genislemeyendir. (3.1.8) iterasyon siireci ve herhangi bir p € F(¥) i¢in, ¥ quasi-
genislemeyen donilisiim olmasindan dolay1

Iz, — plI=1%(Q0 - cup, + ¢,%u,)— p

=l (1 - Cn)(“n - P) + Cn(tiuun - P) Il
=(A-edlluy —pll +epllu, —pl
=lu, — p elde edilir. (4.2.1)
(3.1.8) ve (4.2.1)’den

Ty, —pll=I IP((]- - bn)tpun + bnlpzn) —pl
= (1 — b)Wu, —p) + b,(¥z, — p)
=@A-b)llu, —pll +byllu, —pl
=lu, —pl elde edilir. (4.2.2)
(3.1.8) ve (4.2.2)’den

lw, —pll=1%({(1 —a,)y,) + a,¥y) —pl
= (1 - an)()’n _ P) + an(w}’n - P) Il
=1 -a)llu, —pll +a, lu, —pl
=lu, —pl elde edilir. (4.2.3)
Ayrica (3.1.8) ve (4.2.3)’den

ey —2N=1%w, —pll<llw, — plI<Ilu, — plleldeedilir.
Bu, {ll u, — p ll}nin tim p € F(¥) i¢in smurh ve artmayan oldugu anlamima gelir.

Dolayisiyla, IP—IE: Il u, — p Il vardir (Temir & Zincir, 2023).
Teorem 4.2.2. K, DKBU X'in bos olmayan kapali konveks bir altkiimesi olsun. p > 1 igin,
Y : K — K bir Garcia-Falset GGD olsun. Keyfi olarak segilen 1; € K i¢in, {u,}un [0,

1]'de {a, }, {b.} ve {c,} reel dizileriyle (3.1.8) ile tanimlanan bir dizi olsun. O zaman

F(¥)+ 0 ancak ve ancak {u,} smirliysa ve I{1_1)101O Il uy — Pu, l = 0 olur (Temir &
Zincir, 2023).
Ispat

F(¥) # @ oldugunu ve p € F(¥) oldugunu varsayalim. Lemma 4.2.1'den, 1{1_1)1010 Ilup,— p

vardir ve {u,,} smirhdir.
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&1_1)1010 Il 2, — p ll=« yazalim. (E) kosulunu saglayan bir GGD quasi genislemeyen doniisim

oldugundan ve (3.1.8)'den,

limsupllz,— pll < limsupllu,— pll= x
n—oo n—oo
limsup lw, — pll = limsuplly, —pll = limsupllu,—pll= x
limsup | Pu, — pll = limsup |l u, — p Il = xelde edilir.
n—oo n—oo

Ayrica, || upe; — p =<1l w, — p |l olur. Bunedenle, x < liminf |l w,, — p |l dir.

n—oo

Boylece, k = lim || w, — p llelde edilir.
n—00

Buradan da, x = liminf |l w, — p | < liminf |l y, — p Il elde edilir.
n—oco n—co

Sonug olarak, k= lim |l y,, — p Il elde edilir.
n—oo

Ayrica,
lye — P I=1%(A — by)Pun + by¥z,) —p
=1 (1 - bn)(lp“n _ P) i bn(lpzn - P) [
=1 -b)I%Pu, —pll +b, I ¥z, —plI
=@ -by)llu, —pll +bpllz, —pI
Bu nedenle
Iy, — pll — luy, — pl

=Pl —lluy —pl<s2F——F <z, —pll —lluy —plllyn —pI<
Iz, —pl
elde edilir.

Boylece k = IP-IE: Il z, — p Il oldugu bulunur.

Yine (3.1.8)’den IP—IE: (1 - c)(u,— p) + c,(Pu, — p) Il = xelde edilir.
Boylece Lemma 3.2.4°¢ gore IP-IE: Il u, — Pu, |l= 0elde edilir.

Tersine, { w,, }'un sinirh ve AI—I}{}@ Il w, —Pu, ll=0o0lsun.p € A(K,{u,}) alahm.

Y, n>1 ile (E)-sartim1 sagladigindan,
r(¥p,{u,}) = T{E’T{L sup llu, — ¥plls ;%L—{E: sup (pll Pu, — u, l +llu, —pl)

< limsup | u, — p I = r(p, {u,})olur (Temir & Zincir, 2023).

n—oo

Teorem 4.2.3. X' in ger¢ek bir DKBU ve K'nin X'in bos olmayan kompakt konveks bir
altkiimesi oldugunu ve ¥: K — K'in p > 1 i¢in bir Garcia-Falset GGD oldugunu
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varsayalim. ¥ ve { u,, }'un Teorem 4.2.2'deki gibi oldugunu varsayalim. Eger F(\¥) # @
ise, 0 zaman (3.1.8) ile tanimlanan { u,, } sabit bir ¥ noktasina giiclii bir sekilde yakinsar
(Temir & Zincir, 2023).

ispat

F(W) # @ oldugunu varsayalim. Boylece Teorem 4.2.2'ye gore r{l_fl; | Pu, —u, Il =0
elde edilir. K kompakt oldugundan, k — o bazip € K iginu,, — p olacak sekilde {u,}
dizisinin {u,,, } alt dizisi vardir. ¥, p > 1 ile (E) -sartin1 sagladigindan, tiim k € N igin,

I wn, — P I = pll Puy, — uy, |+ 11wy, — p |l elde edilir.

k — oo alindiginda, w,, — W¥p elde edilir. Bdylece ¥p = p, yani p € F(¥) olur.
Ayrica, r{l_fl; Il u, — pll herp € F(¥) i¢in vardir, dolayisiyla {u,}, ¥ doniisimiiniin
sabit noktasina gliglii bir sekilde yakinsar(Temir & Zincir, 2023).Ayrica, (I)-sartini
saglayan Garcia-Falset GGD'lerinin gii¢lii yakinsama teoremi asagida verilmistir.

Teorem 4.2.4. K, X diizgiin konveks Banach uzaymin bos olmayan, kapali konveks bir
altkiimesi ve ¥: K — K, p> 1 i¢in bir Garcia-Falset GGD olsun. ¥ ve {u,} Teorem
4.2.2'deki gibi tanimlansin ve F(¥) # @ olsun. ¥, (I)-sartim1 sagliyorsa, (3.1.8) ile
tanimlanan {u,,}, ¥ sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar (Temir & Zincir, 2023).

Ispat: Lemma 4.2.1°den p € F(¥)igin, lim llx, — pll mevcuttur ve bdylece
lim d(xn, F(W)) meveuttur. r =0 igin lim llx,, — pll = r oldugunu kabul edelim. Eger
r =0 ise sonu¢ bulunur. r > 0 oldugunu kabul edelim. Hipotezden ve (l)-sartindan
fld(xn, F(¥))) = [Px, — x,ll elde edilir. F(¥) # @ oldugundan Teorem 4.2.2° den
lim [|[¥x, = x,l =0 elde edilir. Bu da lim f(d(ew F(¥))) =0 oldugunu verir. f

azalmayan bir fonksiyon oldugundan ?21_1)1{}0 infd(x,, F(¥)) =0 elde edilir. Boylece tiim

j €N igin ||z, — ;]| < 2 olacak sekilde {x,} dizisinin bir altdizisi {x,} ve {y;} = F(¥)

dizisine elde ederiz. O zaman

1
n —yf” <57

E

<]

Mjeg yJ|
Boylece
lyjer = w5l = [yje1 =502l + e — 5

1 1 1
—21+1+2J <2;—1 0,n .
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Baylece {y;} dizisi F(¥) iginde bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir ve dizi bir p noktasina
yakinsar. F(¥) kapali oldugundan p € F(¥) olur ve [xn}.} p ye kuvvetli yakinsar.
?lli_l)lgollxn — p|l mevcut oldugundan {x,} — p € F(¥) elde edilir (Temir & Zincir, 2023).

Son olarak, Opial kosulunu saglayan diizgiin konveks Banach uzayindaki(DKBU)
Garcia-Falset GDD'lerinin asagidaki zayif yakinsama teoremi verilmistir.
Teorem 4.2.5. K, Opial'in kosuluyla donatilmis bir DKBU olan X'in bos olmayan kapali
konveks altkiimesi ve ¥: K — K, u > 1 igin bir Garcia-Falset GGD olsun. ¥ ve {u,},
Teorem 4.2.2'deki gibi ve F(¥) #@ olsun. O zaman, {u,} zayif bir sekilde ¥ sabit
noktasina yakinsar (Temir & Zincir, 2023).

Ispat
F(¥)~ @ oldugundan, p'nin W'nin sabit bir noktas1 oldugunu varsayalim. Teorem 4.2.2'ye

gore, {u,} dizisi smirhdir ve Ilim || Pu, —u, [=0 ve Lemma 4.2.1'e gore,

n—oo

lim || u, — p |l vardir. X diizgiin konveks oldugundan, X yansimalidir. X'in yansima
Ti— 00
ozelligi nedeniyle, {w,} dizisinin {u,; } alt dizisi vardir ve {un; }zayif bir sekilde bazi vy

€ X'e yakinsar. K, X'in kapali ve konveks altkiimesi oldugundan, Mazur Teoremi'ne gore,
v; € K dir. Buradan, Teorem 4.2.2 'ye gére Wvi = vi, dolayisiyla vi € F(¥) elde edilir.
Celiski yoluyla tartisarak, {u,} dizisinin zayif bir sekilde sirasiyla vi ve vo'ye yakinsayan
iki alt dizisi {u,, 5 } ve {u,, } oldugunu varsayalim. v, = vp, ¥v1 = vi'de aym sekilde elde
edilir. Bundan sonra, tekligi ispatlanacaktir. Lemma 4.2.1'e gore, lim |l u,, — v, |l ve
n—oo
lim || u, — v, |l mevcuttur. vi # v, oldugunu varsayalim, daha sonra Opial kosuluna
Ti— 00

gore,

lim | u, — vy Il =lim |l Up; — V1 I <

n—0oo J'I—)OCI

lim || Up; — V3 I=lim llu, — v, Il =

Jj—m n—co
lim | up, — vo I <lim luy, — vy I=lm lu, — vy |l
k—co k—oo f—+0o

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir. Buradan, v; = v, olur. Dolayisiyla, { u, } zayif bir sekilde ¥

sabit noktasina yakinsar. Bu, kaniti tamamlar (Temir & Zincir, 2023).
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4.3. (E) - Sartim Saglayan Déniisiimlerin Ornekleri

Bu boliimde, Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiimler sinifin1 kapsayan
Garcia-Falset-GGD’lere drnekler verilmektedir.
Ornek 4.3.1. K=]0, 1] € R, R 'de alisilm1is normla donatilmis olsun ve

Y: [0, 1] — [0, 1], su sekilde tanimlanan bir déniisiim olsun.

arctanu
u =1
¥, = 5
=, u=1
7

Burada, W bir Garcia-Falset GGD'dir. Simdi W¥'nin (E7p)-sartin1 karsiladigini
gosterecegiz. W igin, ( E7 )-sartin1 karsilamak, acik¢a asagidaki esitsizligin gegerli olup
2

olmadigini kontrol etmek anlamina gelir:

Timu,v €[0, IJiginflu — Pv || = % lu — Pull +llu — vl (4.3.1)
Yhin ( E7 ) -sartin1 sagladigini dogrulamak i¢in agsagidaki durumlari ele alalim.
2

Duruml:u = 1vev € [0,1) olsun. O zaman, (4.3.1) bu 6zel durum i¢in agagidaki gibi

yazilir
arctany 7 5
1 - <21 = — vl
1_arctanv<1+1_v
Boylece
v - arczam =1+ 1 — v elde edilir ki bu da sonugta f(v) = v — amt;nv =1

arctan v

kosuluna esdegerdir. f(v) = v — [0, 1) aralifinda azalmayan oldugundan,
Im(f) = [f(0),f(1)) = [f(0),1 — g); dolayistyla bu esitsizlik saglanir.

Durum Il: u € [0,1) ve v = 1 olsun. O zaman, (4.3.1) esitsizligi bu durum igin

asagidaki gibi yazilir

arctanu

5 7
u— <-lu-—
7 2

+lu — 1]

7u  7arctanu
<
-2

+1—u

32



5u  Farctanu
<—-

2 4

+1

Su Farctanu

g@) =2 -

Su Farctanu

+ 1 fonksiyonu elde edilir. g () = e 1 fonksiyonu [0,1)

araliginda azalmayan oldugundan I'm(g) = [g(0),g(1)) = [1,% — ??H) dir. Bu nedenle
timu € [0, 1) icin g(u) > 1> ‘u — g‘ Bu nedenle, bu esitsizlik saglanir.

Durum Il: w,v € [0, D) olsun. |u — Pv |<[lu — Pull + | Pu — Y || elde edilir.

Yerine koyarak

| _ arctan® ‘ <’ | _ aretany | —l—E ‘ arctanu — arctanv | elde edilir.
2 2 2 2
Ortalama deger teoreminden
arctan v 7 arctan u 1
|u—?| = > |u—?| +E |u—v‘
< % ‘u_arctzcmu ‘ 4 ‘IL —‘!?‘

elde edilir. Bu da tam olarak (4.3.1) esitsizligi, u, v € [0, 1) i¢in gegerlidir. Dolayisiyla, bu
esitsizlik saglanir.
Durum IV: u = 1,v = 1 olsun. O zaman, yerine getirilmesi gereken (4.3.1) esitsizligi

su sekildedir:

12 s 21-2] 4 11l
7 2 7

=1

=1 | b2

ve agikca yerine getirilmistir.
Son olarak Ornek 4.3.1 in (C)-sartin1 saglamadigini gdsterelim.

Egeru = 1,v = 0,8 alinirsa, o zaman

Mu-—wull=21-2|=%=01428 <02 =lu — vive
2 2 7 7

5

lwu — woll=|2 - T2 ] = 037693 > 0,2 =llu — v olur. Bu nedenle

¥, (C) kosulunu saglamaz (Temir & Zincir, 2023).
Simdi de Garcia-Falset GGD'nin((E)-sart1) Ornek 4.3.1 saglandigindan (3.1.2-3.1.8)

iterasyonlarinin yakinsama davraniglarini bu 6rnek i¢in sayisal hesaplamalarini yaparak
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sekil ile belirtelim. Ornek 4.3.1 ‘de verilen doniisiim icin asagidaki cizelge ve sekilde,
(3.1.2-3.1.8) iterasyon siireglerinin yakinsama davraniglar1 karsilastirilmaktadir. Tim
n = 1 icin {a,} ={bn} = {cn} = 0,8 olsun. 0, Ornek 4.3.1'de tanimlanan déniisiimiin sabit
noktasidir.

Cizelge 4.1. Ornek 4.3.1’in ¥ doniisiimii icin (3.1.2-3.1.8) iterasyon siireclerinin

vakinsaklik ¢izelgesi

Adim Mann Ishikawa Noor Thakur  M-iterasyonu K-iterasyonu T.S

0 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8

1 0,453028 0,359513 0,243856 0,153031 0,104781 0,059514 0,012588
2 0,27277 0,170834 0,085974 0,034111 0,016307 0,00534 0,000238
3 0,168052 0,08237 0,030822 0,007659 0,002548 0,00048 4,51E-06
4 0,104449 0,039855 0,011073 0,00172 0,000398 4,31E-05 8,53E-08
5 0,065139 0,0193 0,003979 0,000386 6,22E-05 3,87E-06 1,61E-09
6 0,040678 0,009348 0,00143 8,68E-05  9,72E-06 3,48E-07 3,05E-11
7 0,025415 0,004528 0,000514 1,95E-05 1,52E-06 3,13E-08 5,78E-13
8 0,015882 0,002193 0,000185 4,38E-06  2,37E-07 2,81E-09 1,09E-14
9 0,009926 0,001062 6,64E-05 9,83E-07 3,71E-08 2,52E-10 2,07E-16
10 0,006204 0,000515 2,39E-05 2,21E-07  5,79E-09 2,27E-11 3,91E-18
11 0,003877 0,000249 8,57E-06  4,96E-08  9,05E-10 2,04E-12 7,4E-20
12 0,002423 0,000121 3,08E-06  1,11E-08  1,41E-10 1,83E-13 1,4E-21
13 0,001515 5,85E-05  1,11E-06  2,5E-09 2,21E-11 1,64E-14 2,65E-23
14 0,000947  2,83E-05 3,98E-07 5,62E-10 3,45E-12 1,48E-15 5,01E-25
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Farkli terasyon Yontemlerinin Kargilastinimas|

. =4 Mamn

' =B lhikawa
== Noor
== Thakur

071 == Miterasyonu
== Kiterasyonu
== 15

061

031

iterasyon dederi
=
=

031
021
011
001
6 : : } } 0 i I
Adim Sayisi
Sekil 4.1. Ornek 4.3.1'de tamimlanan ¥ doniisiimii icin (3.1.2-3.1.8) iterasyon
stire¢lerinin yakinsaklik davraniglart.
Ornek 4.3.2.

K =10, 1] € R, R 'de alisilmig normla donatilmis olsun ve ¥: K — K,

E. u €[0,1)
Yu = 53
-, u=1
7
doniislimiinii tanimlayalim.
Simdi ¥ doniisiimiiniin genellesmis o—genigslemeyen doniisiim olmadigini ve Garcia

— Falset GGD’niin ((E )- sart1) saglandigini gosterelim.
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. .1 .
Ik olarak ¥'nin 3 lu—WPul| < |lu— v|ise
Wu — Yr| < a/Pu — v| + alPv —u|+ (1 — 2a)|u — v| esitsizligini saglamadigini
) . 6 )
gosterelim. U = —vev= 1 alalim. O zaman |u — v| = - olur.

1 116 12 1|18 —12
Elu—Tulz———— ‘7 —| <z lu—v|

217 211 21 21 | 21177
saglanirken yukaridaki esitsizliginin saglanmadigi gortliir. Ciinkii u ve v igin

3] 1

6
‘——1 —l—or‘ ?‘—I-(l—ZO:)Iu—vl

? a+0+(1 —20:)— = %(0: + 1)«:% = |Yu — ¥v|
elde edilir. Buradan ¥ genellesmis o — genlslemeyen degildir.
Diger taraftan u=6 kabul edilebilir bir parametre se¢ersek ¥ doniisiimiiniin (E )-
sartin1 sagladig goriiliir. Bunun i¢in asagidaki durumlart analiz edelim.
Durum 1: [u —Wu| = 2 olacak sekilde v € [0,1) olsun. O zaman

2v v 5 2
— — — — | = g — —_ = — —
lu —¥Yv|= |u 3‘_u+ . _3+3|u v| =5|lu — ¥Yv|+ |lu—v| (4.3.2)

esitsizligi saglanir. O zaman ¥, (Es )-sartin1 saglar.

Durum 2: u=1,ve€ [0,1) ise 0 zaman

lu —Wul| = |1 —§| = % olur. Buradan esitsizligi elde edelim.
| wy| = |1 2v . 2v - 1 1
u—Hvl=|1-—7= —?_Ju?—l- — v

olmalidir. O halde
v— 23—” < Ju% isev = % u olmalidir. O zaman da ¥, (E3 )-sartin1 saglar.
Durum 3:u € [0,1) ve v=1 i¢in

lu —WYu| = |u——

= ;—I olur. (4.3.2) esitsizligini analiz edelim.
lu —¥v| = |“ - §| = ﬁlg + 1 — u olmalidir. O halde;

aju = g ise 0 zaman u — g = ,u;—{ +1—uden2Zu = Ju;—{ + ?bulunur. Boylece ¥, ( Es
)-sartini saglar.
byu = g ise 0 zaman ¥, (E; )-sartin1 sagladig1 gosterilir.

Buradan u parametresinin maximum degeri alinarak ¥ doniistimiiniin ( Eg )-sartin

sagladigi sonucuna ulasiriz. Sonug olarak, ¥, Garcia-Falset GGD((E) sartini1) sagladigi

goriiliir.
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Ornek 4.3.2 de verilen déniisiim i¢in asagidaki ¢izelge ve sekilde, (3.1.2-3.1.8)

iterasyon siire¢lerinin yakinsama davranislar1 karsilastirilmaktadir. Timn = 1 igin

{an} ={bn} = {c} = 0,8 olsun. 0, Ornek 4.3.3'de tanimlanan doniisiimiin sabit noktasidr.

Cizelge 4.2. Ornek 4.3.2’in ¥ doniisiimii icin (3.1.2-3.1.8) iterasyon siireclerinin

vakinsaklik ¢izelgesi
Adim Mann Ishikawa Noor Thakur Me-iterasyonu K- T.S
iterasyonu
0 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8
1 0,6 0,5 0,433333 0,325 0,266667 0,192593 0,074074
2 0,45 0,3125 0,234722 0,132031 0,088889 0,046365 0,006859
3 0,3375 0,195313 0,127141 0,053638 0,02963 0,011162 0,000635
4 0,253125 0,12207 0,068868 0,02179  0,009877 0,002687 5,88E-05
5 0,189844 0,076294 0,037304 0,008852 0,003292 0,000647 5,44E-06
6 0,142383 0,047684 0,020206 0,003596 0,001097 0,000156 5,04E-07
7 0,106787 0,029802 0,010945 0,001461 0,000366 3,75E-05 4,67E-08
8 0,08009 0,018626 0,005929 0,000594 0,000122 9,03E-06 4,32E-09
9 0,060068 0,011642 0,003211 0,000241 4,06E-05 2,17E-06 4E-10
10 0,045051 0,007276 0,001739 9,8E-05 1,35E-05 5,23E-07 3,71E-11
11 0,033788 0,004547 0,000942 3,98E-05 4,52E-06 1,26E-07 3,43E-12
12 0,025341 0,002842 0,00051 1,62E-05 1,51E-06 3,03E-08 3,18E-13
13 0,019006 0,001776 0,000276 6,57E-06  5,02E-07 7,3E-09 2,94E-14
14 0,014254 0,00111 0,00015 2,67E-06  1,67E-07 1,76E-09 2,72E-15
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Iterasyon degeri
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Farkl terasyon Yontemlerinin Kargllatrimasi

I
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=B Ehikawa
== Noor
=4= Thakur
== M-iterasyony
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s
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Adim Saysi

8 1

stire¢lerinin yakinsaklk davraniglart.

0

1

14

Sekil 4.2. Ornek 4.3.2'de tammlanan WV doniisiimii icin (3.1.2-3.1.8) iterasyon
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligma, diizgiin konveks Banach uzaylarinda Garcia-Falset GGD((E )-Sart1)’leri
icin T.S-iterasyon siirecinin sabit noktalara yakinsamasini incelemistir. Bu ¢alismanin en
onemli sonuglar1 aciklayici sayisal orneklerle sunulmustur. Ormek 4.3.1 (E)-sartim
saglamaktadir. Ancak, bu o6rnek (C)-sartin1 karsilamamaktadir. Bu, Garcia-Falset GGD
simifinin aslinda Suzuki GGD smifindan daha genis oldugunu sayisal olarak gostermeyi
amagclamaktadir. Ayrica, Ornek 4.3.1°den olusturulan Cizelge ve Sekil’den de gériildiigii
gibi, T.S-iterasyon siirecinin Materyal ve Yo6ntem kisminda verilen diger iterasyonlara gore
karsilagtirmalar1 yapilmis olup T.S-iterasyon siirecinin digerlerinden daha hizli yakinsadig:
gosterilmistir. Ornek 4.3.2°den olusturulan Cizelge ve Sekil’den de goriildiigii gibi , T.S-
iterasyon siirecinin yine Materyal ve Yontem kisminda verilen diger iterasyonlara gore
karsilagtirmalar1 yapilmis olup T.S-iterasyon siirecinin digerlerinden daha hizli yakinsadigi
gosterilmistir. Gelecekteki caligmalarda, burada sunulanlardan daha hizli yakinsayan yeni
yinelemeler gelistirilebilir. Ek olarak, bu ¢alismada elde edilen sonuglart karsilastirmak

icin daha karmasik 6rnekler de incelenebilir.
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