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OZET

GENELLESMIS KAYMANIN DOGURDUGU FLETT POTANSIYELLERININ
DALGACIK TIPLI DONUSUM KULLANILARAK TERSLERININ IFADE
EDILMESI

Nazife TASKIN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Simten BAYRAKCI DOGAN
OCAK 2023; 34 sayfa

Bu tezde, dalgacik tipli bir doniisiim kullanilarak genellesmis kayma operatorii tara-
findan iiretilen Flett potansiyelleri i¢in ters belirleme formiilleri elde ettik.
Genellesmis kayma operatorii, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii
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ABSTRACT

EXPRESSING THE INVERSE OF FLETT POTENTIALS GENERATED BY
THE GENERALIZED TRANSLATION BY USING A WAVELET LIKE
TRANSFORM

Nazife TASKIN

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof.Dr. Simten BAYRAKCI DOGAN
January 2023; 34 pages

In the thesis, we obtain the inversion formulas for the Flett potentials generated by the
generalized translation operator by using a wavelet like transform.
The generalized translation operator is related to the Laplace-Bessel differential ope-

rator
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ONSOZ

Bu tez ¢alismamizda
N
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Laplace-Bessel diferansiyel operatoriinii géz oniine alinmistir. Bu diferansiyel operator
ilk N degiskenine Bessel diferansiyel operatoriiniin ve (n — N) degiskene Laplace dife-
ransiyel operatoriiniin uygulandigi bir hibrit operatordiir.

Amacimiz Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu genellesmis kayma
ile tamimlanan Flett potansiyellerinin uygun bir dalgacik tipli doniisiim kullanarak tersle-

rini belirlemektir.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans olarak sundugum “Genellesmis kaymanin dogurdugu Flett Potansiyel-
lerinin Dalgacik tipli doniisiim kullanilarak terslerinin ifade edilmesi” adli bu ¢alismanin,
akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez calisma-
sinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagin1 gosterdigimi beyan ederim.

20/01/2023
Nazife TASKIN



SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:

R™ : n. — boyutlu Reel sayilar kiimesi

Ry + : ilk N-degiskeni pozitif olan n-boyutlu Oklid uzay1
|E|, : E kiimesinin agirlikli Lebesque 6l¢timii

E(z,r) : R}  uzaymda z-merkezli, r > 0 yaricaph yuvar

Ap : Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

Kisaltmalar:

LP7V<R7]{7,+) : L

p?u

vi
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1. GIRIS

Fourier veya Fourier-Bessel harmonik analizinin 6nemli teknik araclarindan birisi de po-
tansiyellerdir. Potansiyellere 6rnek olarak Riesz, Bessel, parabolik, Flett potansiyellerini
verebiliriz. Gegmisten giinlimiize arastirmacilar i¢in potansiyel operatoriiniin tersini be-
lirleme ilging problemler arasindadir.

Stein (1961,1971) , Lizorkin (1970) , Wheoden (1968) , Samko (1984) , Rubin (1986,
1996) , Aliev ve Bayrakci (1998) ve bircok matematikg¢i potansiyellerin terslerini belirle-
mede hipersingiiler integral teknigini kullanmistir. Bunun yaninda Rubin (1999) tarafin-
dan tanimlanan Rubin ve Aliev (2009, 2001, 2005, 2008) tarafindan gelistirilen siirekli
dalgacik tipli doniistimler vasitasiyla Fourier veya Fourier-Bessel analizinde Riesz, Bes-

sel, Parabolik ve Flett potansiyelleri icin ters belirleme formiilleri bulunmustur.

Fourier-Bessel harmonik analizinin dnemli teknik araclarindan biri olan Bessel veya
Laplace-Bessel diferansiyel operatorleri ile ilgili calismalar Delsarte (1938) ile bagla-
mistir. Daha sonra Levitan (1951), Kipriyanov (1967), Lyakhov (1983), Trimeche (1997),
Gadyiev ve Aliev (1988), Guliev (2003), Bayrakci (1998) ve bircok matematikgi caligma-

larinda bu diferansiyel operatorleri kullanmasgtir.

Flett (1971) tarafindan tanimlanan klasik Flett potansiyellerinin (Laplace operatorii-
niin dogurdugu) dalgacik tipli doniisiim ve hipersingiiler integral teknigi ile terslerinin
belirlenmesi Aliev, Sezer ve Eryigit (2006), Sezer (2009) tarafindan yapilmistir. Bununla
birlikte Bessel diferansiyel operatoriinii tek degiskene uygulayarak elde edilen Laplace-
Bessel diferansiyel operatorii ile iliskilendirilen Flett potansiyellerinin uygun dalgacik

tipli doniisiim ile terslerinin bulunmas1 Aliev ve Yiicel (2018) tarafindan yapilmigtir.

Bu tez ¢caligmasinin amaci ilk N-degiskene Bessel ve (n — N) degiskene Laplace di-
feransiyel operatoriinii uygulayarak elde ettigimiz Laplace-Bessel diferansiyel operatorii
Ap ile iligkilendirilen Flett potansiyellerinin uygun bir dalgacik tipli doniistim kullani-
larak tersleri belirlemektir. Dolayisiyla bu calismada yeni bir diferansiyel operator kul-
lanarak Flett potansiyelleri tammmlanip, 6zellikleri incelenmistir. Ayrica terslerinin belir-

lenmesinde kullanilan dalgacik doniisiim icin genellesmis Poisson Integrali elde edilip
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baz1 ozelliklerine yer verilmistir. Calismamizin bu konuda ¢aligan bilim insanlarina 6rnek

olmasini amaglamaktayiz.

Tez, Kaynak taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma ve Sonug¢ boliimle-
rinden olusmaktadir. Kaynak taramasi boliimiinde bizim icin gerekli olan analizin temel
tanim ve kavramlar verilmistir. Materyal ve Metot boliimiinde ilk olarak Fourier-Bessel
analizinden gerekli kavramlar ve sonra genellesmis Poisson Integrali elde edilip, 6zel-
likleri incelenmistir. Bulgular kisminda ise Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin do-
gurdugu Flett potansiyellerinin tersi uygun bir dalgacik tipli doniisiim kullanilarak elde
edilmistir.

Calismamiz boyunca kiymetli zamanini ve degerli bilgilerini benden esirgemeyen da-
nismanim Sayin Prof. Dr. Simten Bayrak¢i Dogan’a ve benden desteklerini esirgemeyen

aileme tesekkiir ederim.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde calismamiz i¢in gerekli olan reel analizin ve Fourier harmonik anali-
zinin temel tanim ve kavramlarini ifade edecegiz. Temel kavramlar i¢in Folland (1984),
Grafakos (2009) ve Stein-Weiss (1971) kaynaklarina bakilabilir.

R", n-boyutlu Oklid uzay1 olsun. R" iizerinde ol¢iilebilir fonksiyonlarin klasik Lebes-

que uzay1 L,(R™) olmak iizere

1

L,®) =4 [ |fll, = /|f<x>|pdx <00, 1<p< oo

ile tanimlanir. Burada dx = dz; - - - dx,, dir. Ayrica p = 0o igin Lo, (R") uzay1

Loo (R") = {f : [[fllo < 00}

Ve
1l = 6Si§gp|f($)| =inf{A>0: [{z:[f(z)] > A} = 0}

dir.

C(R") ile R™ *de siirekli ve smrli fonksiyonlar uzaym gosterelim. Iyi bilindigi gibi
f € C(R") i¢in C'(R") uzaynda norm | f| = m%ﬂf(a:)\ ile tanimlanir. Cp(R™) ise
reR?
C(R™) uzaynin bir alt uzayidir ve

Cy(R") = {f [ € O ve lim f(x) = o}

|00

ile tanimlanir. Burada |z| = (22 + - - - 4+ 22)!/2 Oklid normudur.
C*°(R™), R™ ’de her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlar uzay1

olmak iizere Schwartz test fonksiyonlart uzay: S(R"™)

o8
S(R") =< f:feC®R")veVa,B € Z7 igin sup |2°—— f(z)| < oo
zeR™ afL’fB
dir. Burada
Y P s
=z am ve 5 () = P2 axgnf(%, s Tn)
dir.
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Ayrica Li°¢(R™) ile R™ Oklid uzaymin her J- komsulugunda Lebesque integrallenebi-
len fonksiyonlar uzayini gosterelim.

R" Oklid uzayinda z—merkezli r > 0 yarigapli yuvar
E(xz,r)={yeR": |z —y| <r}

ile tantmlanir. Ayrica R™ Oklid uzayinda bir 6nerme sifir 6l¢iimlii kiime disinda saglani-
yorsa, hemen hemen her yerde (h.h.y) saglaniyor demektir. Ornegin R" de ol¢iilebilir f
ve g fonksiyonlar1 i¢in

{z e R": f(x) # g(x)} = 0
ise f ile g fonksiyonlarina hemen hemen her yerde esit fonksiyonlar denir veya kisaca
f =g, h.h.y ile yazilir. Burada || , kiimenin Lebesgue 6l¢iimiinii gosteriyor.

Bu kesimi reel analizden ve Fourier analizden iyi bilinen birkag teorem ile bitirelim.

Teorem 2.1. (Fubini Teoremi)
(X, M, ) ve (Y, N,v) o—sonlu élciim uzaylari ve ;1 X v ise M x N kiimesinde p ile
v oOlciimlerinin ¢carpumi olsun. Eger f : X X Y — R fonksiyonu p x v olciimiine gore

Lebesque integrallenebilir ise
/f(x,y)d,,(y) <00, h.haxeX ve /f(:z:,y)d#(x) <00, h.hyeY
Y b's

ve

[ s = [ [1epiw | d@ = [ [ 1@ ) o

XxY X
esitligi saglanir.
Teorem 2.2. (Holder Ejsitsizligi)

feL,(R"), g€ L, (R"),1<p,qg<o0 ve % + % =1 olsun. Bu durumda

1/q

/If(ﬂf)g(w)!dxﬁ /If(ft)\”dflf : /Ig(%’)!qdw

dir.
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Teorem 2.3. (Minkowski Integral Esitsizligi)
(X, M, ) ve (Y, N,v) o—sonlu dl¢giim uzaylari ve f(x,y), M x N élgiilebilir fonk-
siyon olmak iizere p > 1 icin integraller icin Minkowski egitsizligi

[ 1@l pcw:) 1: [ 1w e 1/pdy<y>
geklinde;’(in ) S

Teorem 2.4. (Hardy-Littlewood Maksimal teoremi)

f € LY*(R") olmak iizere R"™ de Hardy-Littlewood Maksimal operatorii

(1) (@) =sup o= [ Ifa =yl dy

ly|<r

ile tamumlanir. Burada €, R™ uzaymin E (0, 1)—birim yuvarimin Lebesque él¢iimiidiir.

f € L,(R") olsun. Bu durumda 1 < p < oo icin dyle A = A(n,p) sabiti vardir ki
IMfll, < AllfI,
esitsizligi saglamir. Diger bir ifade ile M f operatorii (L,(R™), L,(R™)) —giiclii tiplidir.
p = Ligin M f operatorii (Ly(R™), Ly(R"™)) —zayif tiplidir ve her \ > 0 igin
fre®: (U f)@) > 2} < 2
saglanr.

Teorem 2.5. (X, M, u) olgiim uzayi ve {1.} __, lineer operatirler ailesi de L,(X, M, 1),

e>0

(1 < p < 00) uzayinda tammlanmis olsun. Eger f : X x Y — R" fonksiyonu p x v

olgiimiine gore Lebesque integrallenebilir ise f € L,(X, M, ) olmak iizere

(T*f)(x) = Sup (T-f)(x)]

diyelim. Eger T* yari-lineer operatirii (L,(X, M, ), L,(X, M, p))-zayif tipli; yani, her
A > 0 igin

ply € X (T f)ly) > A} < (%) , (1<g<o0)

ve X in yogun bir alt kiimesinden alinmis her x icin

lin (7. )(x) = (x)
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ise

dir.

lim(7.f)(z) = f(z), hhxe X

e—0
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde ilk olarak Fourier-Bessel analizinden gerekli tanim ve kavramlari verece-
giz. Ardindan genellesmis Poisson integralini elde edip bazi gerekli 6zelliklerini kanitla-
yacagiz. Bu kismin son konusu tezimizin esas teoremlerinde kullanilacak olan dnteorem-

leri ifade etmek olacaktir.

3.1. Fourier-Bessel Analizinden Gerekli Tanim ve Kavramlar

R™ Oklid uzayinm alt kiimesi olan n-boyutlu uzay1
Ry, ={z=(z,2") €R", ' = (21, ,2n); T1,--- ,ony >0, 1 <N <n}

seklinde tamimlayalim. v = (vy,--- ,vy) multi-indexiise vy > —1/2,--- vy > —1/2
seklinde tanimlanmig sabit tutulmus sayilardan olusur ve |v| = vy + - - - + vy dir.
E C R}, olgiilebilir kiimesinin Lebesque dlgiimii |E|, = [(2')**'dz ile tammla-

E
nir. Burada

(2 dy = 23 - Ny - day,
dir. Ayrica RY, | uzayinda x—merkezli, » > 0 yarigapl yuvar
E(z,r)={ye RY |z —y| < r}
ile tanimlanir. Ayrica

1
E O -
| ( 7T)|u r

m&)(n, I/,N) ve (JJ(TL, v, N) = |E(O, 1)‘1/

dir.
Bu tez calismasinda bizim goz Oniine aldigimiz Laplace-Bessel differansiyel opera-

torii

N n
0? 2u,+1 0 o?
Ap = E (a 2—|— Uk B )+ W (3.1

=1 N9 Tk Ok r=nNt1 9k
seklinde tanimlanir.

Bu diferansiyel operatorde ilk N degiskene Bessel diferansiyel operatorii ve n — N

degiskene Laplace diferansiyel operatorii uygulanmaktadir.
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Bir boyutlu halde Bessel diferansiyel operatorii

& 2uvd
B, = — t
4 dt2+tdt O<t<oo,v>0

ile tanmimlanir. Ayrica ® = ®(x, y) olmak tizere
B,® =DB,®, 0<uz,y<oo
(I)|ac:0 - f(y)v ;d’)_i|a::0 =0

Sinir-deger probleminin ¢oziimii

(v

q)(x,y)ESyf(x):F(—/f \/x2—2xycosﬁ—|—y)smz” L9do

mh—n wl»—‘

ile tanimlanan genellesmis kayma (Bessel kaymasi) operatoriidiir. Bessel diferansiyel
operatorii ile ilgili ilk caligmalar Delsarte (1938) ve Levitan (1951)° nin ¢alismalar ile
baglamistir ve bu diferansiyel operator Fourier-Bessel harmonik analizinin temel ¢calisma

araglarindan biri olmustur.

Fourier-Bessel harmonik analizinde genellesmis girisim operatorii

(f®g)(x /f N(TYg)(x)(y)* dy, ©eRy,

ile tanimlanir ve burada genelle§ml§ kayma operatorii

v 1)
Tfa Il¢ﬁwii1n./ Q/f @y & =) d, 60

(17‘,3/‘)9 = ((m1>y1)917”'a(xN7yN)9N);

(Ilm yk)ek = (l‘k — 2x3,yy, cos O, + Yy, )1/2

k=1,2,---,N ve d,(0) = 11_\/[ sin®’* 0,df,, dir.

Bu genellesmis kayma opekr?[éjrii, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Ap ile ilis-
kilidir. Ilk /V-degiskene Bessel kaymasi ve n — N degiskene klasik kayma uygulanarak
elde edilmektedir.

Bu tezimizde ¢alisacagimiz Lebesque Olgiilebilir fonksiyonlar uzayini L, , (RY . ) ile
gosterecegiz. f € LP,V(RRI, ) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1/p

11, = /Wﬂ@ﬁ@%”wx <0 1<p<oo
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olmasidir. RY; Oklid uzayinda tanimli Schwartz test fonksiyonlar1 uzayinin R 4 uza-
yina kisitlanmigint da S(RY; , ) ile gosterecegiz. S(RY ) uzaymin Schwartz fonksiyon-
lar1 21, 29, - - - , 2 degiskenlerine gore ¢ift fonksiyonlarda olusur. S(RY; , ) uzayinin sup-
remum normuna gore kapanigini Co(RY, | ) ile gosterecegiz ve Lo, (R}, ) = Co(RY, )
dir.

Lofstorm ve Peetre (1969) dan iyi bilinir ki
1T fll,, < I1fll,,, 1 <p<oo (3.2)

ve
I7%f = fll, =05 Jyl =0
dir.
Bu calismamiz i¢in A g diferansiyel operatorii ile iligskilendirilen Fourier-Bessel do-

niisiimil ve onun tersi

N
ED@) = [ )< T Lin )0y, = € B
k=1

(F, ' f)(@) = e(n, v, N)(F,f)(a', —z")

ile tanimlanir. Burada
1

N
= [<27r>"—N22'”' [Iwe+ 1| =+ +on
k=1
dir. Ayrica burada

Go(t) = 2T (p+ )t P J,(1), p> —1/2, 0 < t < 00, j,(0) =1

dir ve J,(t), Bessel’in birinci tip fonksiyonudur. Bundan bagka

(@', y") = Tneayner + o oy, ()2 dy = PV 8y, - dy,

dir.

Iyi bilinir ki (Levitan (1951),Trimeche (1997))

F(f®g) = F(f)F.(9)

dir. Ayrica agagidaki Young esitsizligi de saglanir:

1 1 1
||f ®gHr,u S ||f||p,y Hqu,VJ 1 S b,q,7r S e, ]_? + - = 1 + - (33)

q r

9
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3.2. Genellesmis Poisson Integrali

Genellesmis Poisson Integrali, genellesmis kayma tarafindan iiretilen girisim tipli bir
integral operatordiir. Bu integral operatoriin ¢ekirdegi e~1¥l, 4 € Ry 4, t >0 fonksiyo-
nunun Fourier-Bessel doniisiimiidiir. Dolayisiyla, oncelikle e, y € R? ~,4+ fonksiyonu-

nun Fourier-Bessel doniisiimiinii hesaplamak ile ¢calismamiza baglayalim. Bunun icin

e_Z
S Bz,

s_ 1 /
VT ) Vz
0
formiiliinii kullanacagiz (Stein ve Weiss (1971),p.6).

Boylece Fubini teoremi goz Oniine alinarak

—~

FVe_M)(x) = / e—|y|67i<z",y“> H.]l/k (xkyk>(yl)2y+ldy

k=1
R}, 4

/€—e|y2/4zdz e~z ") H]yk arye) (y) > dy
0

z
RY, |
]. 672 *|y|2/42 —’L CC” u 241
= e e H]l,k (xpyr)dz(y)* dy
RY 0 =
- L e’ / e~ Wittun)/4z, —i(z"y") H] (i) ( 2u+1dy dz
) \z k
0 RY, ,
— L/e__zﬁ /e—yi/4zj (Zeys ) 2vp+1 dys, ﬁ /e—yﬁ/4ze—ixkykdyk dz
VT 0 \/E":l 0 k=N+1 \

(3.4)

elde edilir. Bu son ifade de oncelikle

oo

/ /42 Jue (xkyk) Vit dyy
0

integralini hesaplayalim. Bunun igin j,(t) = 2°I'(p + 1) té), p > 3t esitligini

kullanalim. Dolayisiyla

Jo (TrYk)

k) = 2T+ 1)

10
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ve
yk/4z I/k+1d — 2’/]@:[‘ 1 —yz/llz(] —V  —Vg 2Vk+1d
Jui (TYR) Yy, Yk (vk+1) [ e v (@Y, Y Y Yk
0 0

o0

= 2%D(vy + 1)z, / e Ve T, () ypt dy
0

= 2%T(vgp + 1)z, " ”’“(2z)”’“+16_ziz

— 2HID(yy, + 1) 2R

elde edilir. Burada agagidaki Gradshteyn-Ryzhik (1994)’in 706. sayfasindaki formiil

/?/Vﬂe_ay?z]u(ﬁy)dy = @O?Te_ﬁ/m, (Rea > 0,Rev > —1)
0

kullanilmugtir. Ayrica
/ VR gy 9. fe— i
R

dir. Boylece bulduklarimizi1 (3.4) ifadesinde yerine yazarak

n

o 3 N
/6 H 22uk+1r l/ _|_1) I/k+1e*$iz) H (2\/56736%)(&2
0

k=1 k=N+1

(F, e*lyl

-
RN

N 00

1 I

_ ﬁ22|v\+N2an(\/E)an H F(}/k + 1) / %Zl \+N(\/E)ane*\x|2de
k=1 0

n
22\1/\—4—7171_

N o0
== HF(Vk +1) /6_(1+x2)zz|”|+N+;_1dZ
k=1 0

= ot =142z dt = (1+ |z|*)dz

N
S Iree+1) / et (L [y MRS (1 o)

_ 22‘1/‘-{-7171_

— 22\V\+n7r HF ve +1)(1 + ’.CIZ‘ V‘+N+n+1 / _tt‘VH_NHL 1 i
0
n N 1
= 22M+nﬂ' HP v +1 1 -+ |x‘ ) (|’/H‘N+2+1)F<|y| + i)
2
bulunur.
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Ayrica
-1

N
c(n,v,N) = |(2m)" N2V H (g + 1)
k=1

(vc(n,v,N))™* (27r

)

dir. Buradan

v 1 D(METET

VA (14 [a?) " E

(Fl,e_|y‘)(x) = (v ¢(n, V,N))_12|

olur.
Bundan bagka
F,(f(Ay)(z) = / f(/\y)eﬂ (') ijk i) (y) 2+ dy
= "'Z:)\y,dZ:)\ndy
= / f ,1 x" Z >ij xk— 2|V|—N(Z\)2y+1>\—ndz
Rn
= A‘2""‘N—"<m<y>><§>, A>0
dir.
Boylece

Efe @) = T (Ee ), 10

v N+n+1
p(\ |+ )

—2|lv|—-N—n -1 n 1
— g ( c(n,y,N)) olvl+=s

\x|2)| v+ Npetl
$2

-1
]_ 2‘V|+n+]2\7+1 |V‘+n+]2\7+1 t

= < c(n,u,N)) \/_2_7r I( (t2+|x|2)|”‘+w

olur. Buradan genellesmis Poisson ¢ekirdegi

v n+N+1 v n+N+1 t
|x| t =ve n v, N _2‘ += F(| =5 ) 2)|V‘+N+§+1 (3.5)

(2 + ||

ile tanimlanir.
Asagida genellesmis Poisson ¢ekirdeginin temel 6zelliklerini ifade edip, ispatlayaca-

81z.
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Teorem 3.6. /)

Fy(B,(5 1) () = e, £ > 0; (3.6)
2)
1P,(5 )y, =1, t > 0; (3.7)
3)
P(|z];t) >0, Vo € Ry, t > 0;
4)

Pullal it +5) = Plalst) @ Pullelis) = [ Pullali 0T (Pullel:3)) ) s

3)
P(lz|;t) =t " P 2] 1), t > 0. (3.8)

Ispat 1) (3.6) ifadesini kamtlamak icin esitligin her iki yanindan ters Fourier-Bessel

doniistimii almak yeterlidir. Soyle ki

FY (e ™ (z) = e(n, v, N)F, (e ) (z', —a")

v

-1 1 .
= ¢(n,v, N)( c(n, v, N)) \/_272‘ a (t2+|x‘2)lul+N+§+1

n+]2\7+lr<|y‘+n+]2\7+l t

= B(|x];1)

2) (3.6) ifadesinden

N
/ Py(lyl:6)e™ ) T o (on) () iy = e~ ¢ > 0
k=1

n
RY +

esitligini yazariz. Bu esitligin iki yaninda x = 0 yazarak ve j,(0) = 1 esitligini kullanarak

| Pllsliow e dy =1
N+
esitligi elde edilir.
3) Genellesmig Poisson ¢ekirdeginin tammindan Vz € RY ,,¢ > 0 ig¢in istenilen

aciktir.

13
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4) Bu son ifade genellesmis Poisson cekirdeginin yari-grup 6zelligidir ve esitligin, her
iki yanindan Fourier - Bessel doniisiimii elde edilir.

5) Genellesmis Poisson ¢ekirdeginin (3.5) tanimini asagidaki gibi yazalim. Boylece

At
N+n+1

(A212 4+ N2 |z )+ 3

1 n 1 n 1
P el M) = /elmv, N)—=21* SEp(eE

e A )

olur. Bu son ifadede A = { aliirsa

_@lvl+N+n)

P,(|z|;t) =t P,(t " x|;1), t>0

elde edilir. ]

Simdi genellesmis kaymanin dogurdugu girisim tipli integral operatorii olan genelles-
mis Poisson integralini tanimlayabiliriz. f fonksiyonunun genellesmis Poisson integrali

Vi f,t > 0 ile gosterilir ve

(Vi) (@) = (f @ P(1))(z) = / P(|yl; )T f () (y')**+dy (3.9)

R .
ile tanimlanir. Genellesmis Poisson integralinin V;V,f = Vi f, (t,k > 0) yari-grup

ozelligi Fourier-Bessel doniisiimii kullanilarak goriiliir:

F,(Vigef) (@) = e EIEE, f) ()
= e (e I(E, f)(2))
= e_ﬂz‘Fy(ka)(x)

Asagidaki teorem ile genellesmis Poisson integralinin bazi temel 6zelliklerini ifade

edecegiz.

Teorem 3.7. Genellesmis Poisson integrali V,f, t > 0 (3.9) ifadesinde tammlandigi gibi
olsun. Bu durumda f € L, , (R ), 1 < p < oo icin
1)
IVeflly < 1A, - £>0 (3.10)

14
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2)
sup [(Vef)(z)| < (M, f)(x),t >0, z € Ry , (3.11)

t>0

dir. Burada M, f, genellesmis kaymanin dogurdugu Hardy-Littlewood maksimal opera-

toriidiir ve

(M, f)(x) = sup ——— +Ni(n N / TV f(x)(y)* dy (3.12)

r>0 T
E(0,r)

ile tanimlanir. Burada belirtmek gerekir ki bu operator 1 < p < oo igin gii¢lii-(L,, ,, Ly, )
ve zayif-(Ly,, L1,) etki gostermektedir, (Guliev 2003).

3)

R T

sup [(Vif)(2)] < ct (1 <p<o0). (3.13)

PV’
zeRY | '

4)
lim (Vif)(z) = f(=) (3.14)

t—0F

dir. Burada limit L, , normundave h.h.x € RY; , icin noktasaldir. Ayrica f € Ly, ,(RY )

Co(RY . ) icin yakinsama diizgiindiir.

Ispat 1) f ¢ LP,V(R’}W +); 1 < p < oo icin Minkowski integral esitsizligini, (3.2) ve
(3.7) ifadelerini kullanilarak

Wil = / B(lyl: T F(2) ()2 dy
RY +
P 1/p
_ / / Pyl T f(2) (g Hidy| ()2 de
Ry + R4

: (Blyl ) [T ()P (@) i) 7 () dy
er{’# R?J,Jr

= [ RIS, 6y
erif,+

= TVl 1G5,

< Ifll,,

15
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elde edilir. Bu genellesmis Poisson integralinin L, , (R}, , ) uzaymndan L, , (R}, ),
1 < p < oo uzayina sinirli olmasi demektir.
2) (3.11) esitsizligini kanitlamak i¢in Oncelikle asagidaki esitsizligi gosterelim.
¢ € Ly, radyal (p(z) = ¢(|z|)) ve ¥(r) = ¢(|z|), » > 0 negatif olmayan ve [0, co) da
azalan fonksiyon olmak iizere f € L, , (R} ,), 1 < p < oo igin

sup |(f @ ¢,)(@)] < gl (M, f)(a) (3.15)

r>0

—n—2v|-N

esitsizligi saglanir. Burada ¢, (z) = r @(%), r > 0 dir. Bu esitsizligi ilk olarak

basamak fonksiyonlari i¢in gorelim.

—Li x € E(0,1)
90(9:,) _ w(n,v,N)
0 , ¢ €RYL\F(0,1)

olsun. Agiktir ki [|¢l|, , = 1 dir. Buradan

1
EEE'W’“”’”)(”' S50 F 2 N (n, v, N)

/ TVf (@) (y)*dy = (M, f)(x)

E(0,r)
olur. Burada M, f, (3.12) de tamimlanan Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir. Simdi

 basamak fonksiyonlarinin lineer bilesimi olmak {izere

m
Z%X T)E0,t); €k = 0
k=1

seklinde alinirsa

(@ e)@l = 3 s | Ty

(0 rti)
m n+2|v|[+N
crw(n, v, Nty o
= D T TV f () (y)* dy
k=1 k

E(Ovrtk)

n+2|u\+N

IA
&
==
B
NE

cpw(n, v, N)t,

- @Y« / () dy

E(O,tk)

- MO« / @) B0 (1) dy

n
RNmL

16
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= (M, f)(x) / (chx(y)E(o,m) (y)* " dy

RN+

= llelly, (M, f)(z)

olur. Buradan
Sup [(f @ e)(@)] < el (M f)(z)

bulunur. Basamak fonksiyonlar1 L, ,, (]R’]\,’ +) , 1 < p < oo uzayinda yogun oldugundan
ispat herhangi f € L, , (R%, +) icin yaklagim yontemi ile tamamlanir. Simdi (3.15) esit-
sizliginde ¢ fonksiyonu olarak genellesmis Poisson cekirdegini alirsak (3.11) esitsizligini
elde ederiz.

3) (3.13) esitsizligi gormek i¢in Holder esitsizliginden faydalanacagiz. Boylece (3.2)

ve (3.8) ifadelerini géz Oniine alinarak ve % + % = 1 olmak iizere

|(Vif)(@)] = [(f @ B(51)) (2)] < / 7% f (@) Pu(lyl:4)(y)* Hdy

R’;\,’_‘_
1/p 1/q
< / ‘Tyf(x)‘l’ (y\)Zquldy / ‘Py<|y| ;t)|q <y\)2u+1dy
RY @i,
1/q

—(2|v[+n+N)q — N 2v
= 1Tl | [ R ) )

n
RN#

N 2v+1
= e ez = t_lya dz — t_ndya (yl)2y+1 - t2‘V|+N (Z) o

< ||pr’l/ t—(Z\uH-n+N)t(2\u|+n+N)/q / |Py(’2‘ 7 1>|q (Z\)Qv—l-ldz

R}
—(@lv[+n+N)/p

= ct 1110

elde edilir. Burada c—sabiti

¢ = / P(J]; DI ()2 d=

RY; ,
dir. Son olarak her iki yandan z € RY; , ler iizerinden supremum alinarak (3.13) esitsizligi
elde edilir.

4) Once L, ,—normunda yakinsamay1 gosterelim. Bunun i¢in Minkowski esitsizligini
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ve (3.7) ifadesini goz Oniine alarak

Wif = Fl = || [ Plloli0) (@750 = ) ()7
< [ RO IT O - 1O, )y

esitsizligi elde edilir. Buradan yukaridaki esitsizligin sag tarafina (3.8) ifadesi olan
Blyl;t)y =t TR, yl 1), £ > 0
esitligi uygulanirsa ve ardindan y = ¢ |z| ; dy = t"dz deg8isken degisimi yapilarak

Vif — fll,, < ¢ / Bty DTV F() = FOIL, () dy

n
RY+

_ t_(z\uI+N+n)t2|V\+N+” / Py(|2| ; 1) HTt‘Zlf(') - f(){

R

(z~>2u+1dz

p,v

elde edilir. Son olarak Lebesque’in baskin yakinsama teoremini ve Lofstrom-Peetre
(1969)’nin
lim [T f(-) = f(-)|| =0

t—0

esitligi kullanilarak PH& |Vif — Il = 0bulunur. Ispatin geri kalan kismi, Aliev-Bayrakci
— v
(1998) makalesindeki Teorem?2.2’nin benzeridir. 0]

Bu boliimde son olarak esas teoremin ispatinda kullanacagimiz dnteoremleri ispatsiz

ifade edecegiz.

3.3. Yardimci Onteoremler

Onteorem 3.8. (Aliev ve Rubin (2001))
i, [0, 00) araliginda tanumli sonlu Borel él¢iimii ve A > 0 olsun. Ayrica p—dl¢iimiiniin
(A + 1). mertebeden kesirsel Rieamann-Liouville integrali

s

(1) (9) = s [ (5= 0P

0
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olmak iizere
1
kx(s) = , () (s) (3.16)
olsun. Bu durumda eger
/tjd,u(t) =0,7=0,1,--- [\ (Nmn tam kismz)
0
ve .
[l @) < 0.9 >0
ise -
o0 D(=A) [ d|pl(t), t¢Zy
c(p, \) = /k,\(s)ds =1 o " (3.17)
o S Plogtd |u| (1), t€Zy
0
dir. Dahast ji(t) = [ e "d|u| (), p—dlgiimiiniin Laplace doniisiimii ise
0
_ [ R()
0
dir.
Onteorem 3.9. (Gradshteyn ve Ryzhik (1994)
2 I(a)
1
o g — )t = —— 2y — 1)° 1o >0). 3.19
Jreto-nti - S - 0 > La 0. 69

1
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez caligmasinda amacimiz 6ncelikle genellesmis kaymanin dogurdugu Flett potansi-
yelini tanimlamak ve ardindan uygun dalgacik doniisiim ile bu potansiyellerin terslerini

veren formiilleri ispatlamaktir.

4.1. Flett Potansiyelleri ve Bazi Ozellikleri

Flett potansiyeli 7%, (o > 0)

[e.9]

Fof(x) = ﬁ / e (Vif) (@)

ile tanimlanir. Burada V;f, f fonksiyonunun (3.9) ile tanimlanan genellesmis Poisson

dt

; (4.20)

integralidir.

Asagidaki teorem Flett potansiyelinin bazi 6zelliklerini verir.

Teorem 4.10. f € L,  (RY ), 1 < p < oo olsun. f fonksiyonunun Flett potansiyeli
Fof, (o> 0) (4.20) deki gibi tammlansn.
Buradan

i) Fof, (a > 0) igin L, , (R} , ) uzayinda simirlidir: Yani,
||‘Faf||p,y S Hf”p,]/? 1 S p é OO

dir.

iit) F* f, (a > 0) operatoriiniin Fourier-Bessel ¢arpani (multiplier)
M(z) = (1 + [])™
dir. Soyle kiVf € S(RY, ) igin
F(Ff) () = (L+ [x) " F(f)(2), © € Ry, (4.21)

dir.

iii) F*, (o > 0) operatorii S(RY; , ) Schwartz uzayinda bir otomorfizmdir. Yani,
F* SRy, ) — SRy, ).
iv) F*, (o > 0) Flett potansiyeli asagidaki yarigrup izelligine sahiptir:
Fotef = F(Fef), feL,,(Ry,).
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Ispat i) Minkowski integral esitsizligi ve (3.10) ifadesi goz Sniine alinarak
1P f e < gy [t Vil
o= T(a) ol

0

[e.9]

1
< - tafl 7tdt
< 7 Ml / :
= £l

elde edilir. Burada I'(a) = [ ¢* 'e~!dt dir.

0

ii) Once Fubini teoremini kullanarak

BFNE = [ e = [Tl @)™ dy

R k=1
N,+
N ! 00
- —i<aty" y N\2v+1 a—1 —t
- / o<y >vak(ivkyk:)(y) + T'a) /t e "(Vif)(y)dt | dy
RY L k=1 )
1 Vi . N
= —F(Oz) /ta—le—t / (th) (y)e—z<ac“,y“> H]vk (iﬂkyk)(y‘)b—i_ldy dt
0 RY k=1
— 1 I a—1 —t
~ I(a) / e (Vo f) (w)dt 4.22)

elde edilir. Diger yandan genellesmis Poisson integrali V; f,¢ > 0 tanimindan

E,(Vif)(x) = F,(f@P,(;1))(z)
= e E,(f)(2)

dir. Boylece (4.22) den
RPN = fo 7 (=1 D ) o)t
= r=t(1 +mmw7:u+hwﬁ
= RAN@ gy [ A k) e (0 o)
— 4 RO

olur. Burada Gamma fonksiyonu I'(a) = [ 7%~ e~ "dr dir.
0
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iii) Fourier-Bessel doniisiimii F),, S(RY; , ) Schwartz uzayinda bir otomorfizm oldugundan

herhangi ¢ € S(RY, ) igin (4.21) formiiliine gore

F(F0)(€) = (L+[E) " Fu(p)(§), € RY ¢

esitligi saglanir. Buradan

(Fro)(@) = F, " [(1+ €)™ "F(#)(€)] (2)

ve F%p € S(RY ) dir.
iv) (4.21) ifadesi goz oniine alinarak herhangi f € S(R} ) fonksiyonu i¢in Fourier-

Bessel carpani terimlerinde

FA(Fenf) = (1ol e ()
= (L |z E(F*F)
= F(FuFef)
elde edilir. Bu esitligin L, , (R} , ) uzayinda saglanmasi Flett potansiyelinin L, ,(R% )

uzayinda sirliliginin ve S(RY, | ) Schwartz uzayimin L, (RY , ) uzayinda yogun olma-

sinin bir sonucudur. [l

(4.21) esitligi, Flett potansiyelinin I + (—Ap)'/? operatoriiniin —c. mertebeden ne-

gatif kesirsel kuvveti seklinde yorumlanabilecegini gosterir. Soyle ki
Fof = (I +(=8p)""")7f f € SR, ).

Burada Apg, (3.1) ile tamimlanan Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ve I, birim opera-

tordur.

Teorem 4.11. Genellesmis Poisson integrali V, f, (t > 0) ile Flett potansiyeli F* f, (o > 0)

L,,(RY ) (1 < p < oo) uzayinda degisme ozelligine sahiptir.
Ispat Vf € S(RY, ) i¢in Fourier-Bessel doniisiimii dilinde
F(F(Vif)(@) = (L+[z])"F(Vif)(2)
= (1+|z)) e ME,(f)(2)
- Fy(%(faf))(x)
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olur. Genel durum S(RY, , ) Schwartz uzayinn L, (R} , ) uzayida yogun olmasinin bir

sonucudur. O

Simdi bu agamada genellesmis Poisson integrali tarafindan dogurulan dalgacik tipli

(wavelet like) doniisiimii tanimlayabiliriz.

Tanim 4.12. p, [0, 00) araliginda tamumly dalgacik (wavelet) 6lgiimii olsun. Yani, i, [0, 00)
araliginda tanimly sonlu Borel olgiimii, 11{[0,00)} = [ du(t) = 0 ve onun tam varyas-
0

yonu
oo

Il = [ dlul ) <0

0

olsun. Genellesmis Poisson integrali V; f ve p Borel ol¢iimii tarafindan dogrulan dalgacik

tipli doniisiim

(W), y) = / eV (Viyf)(@)du(t), x € Ry 1,y >0 (4.23)

[0,00)

ile tamimlanr.

(3.14) ifadesini dikkate alarak e="(V}, f)(x) |1=o= f(x) olarak kabul edebiliriz. Boy-
lece (4.23) den

o0

(Wi f)(2,y) = / (Vi) (@)du(t) + 1 {0} f () 4.24)

0

olur.

Dalgacik tipli déniisim W, f, L, ,(R% ) uzayimda iyi tanimlidir. Minkowski in-
tegral esitsizligi ve (3.10) ifadesi kullanilarak

[e.9]

(W )0, < /6_”’ Ve Fll,,, d1pl (@) < Al ],

0
elde edilir. Bu son egitsizlik ayn1 zamanda dalgacik tipli doniistimiin L, , (R | ),
1 < p < oo uzayinda sinirhiligi demektir.

Asagidaki teorem Flett potansiyeli 7%, (o > 0)’nin dalgacik-tipli doniisiim W, ,, ile

ifade edilebilecegini verir.
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Teorem4.13. f € L, ,(RY ,),1 < p < oo fonksiyonunun Flett potansiyeli F* f, (o > 0)
ve W, f de (4.24) ile tamimlanan dalgacik-tipli doniisiim olsun. Eger

oo o0

/ £d || (£) < 00 ve Cap = / £odp(t) £ 0 4.25)
0 0
ise -
1 dy
FN @) = —— [ W ), y) Y
FNE = Fae / W) ,0)
dir.

Ispat Oncelikle (4.25) kosulundan {0} = 0 elde edilir. Dolayisiyla (4.24) ifadesine ve

Fubini teoremine gore

oo o0 o0

/y( W f)(, y)C;y = /ya /e_ty(Vtyf)(x)dM(t) d?y

0
o0

4 ]o [y Wn@® | dute)

0
= -..z=ty, dz=tdy---

:/ /zataz(Vf)( )3% dp(t)
_ / | [ @S | du
= Cou(T(Q)(Ff)(2)

elde edilir. Ispat: tamamlamak icin Fubini teoreminin uygulanabilirligini gostermemiz

gerekir. Bunun i¢in asagidaki tekrar integralin mutlak yakinsakligina bakmaliy1z. Boylece

7 e 7 VA T | duln)| <

(e} o

< [ee /“‘Z|(Vf>( I Z ) il (1)

0

sup\ V.f)(z \/t « /z“lezdz d|p| (t)

IA

IN

(M, [)(2)T () / £ || (f) < o0, Mz €RY,

0
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dir. Burada M, f, (3.12) ile tanimlanan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur ve

h.h.x € R}, igin sonludur. U

4.2. Flett Potansiyeli Icin Ters Bulma Formiilii

Bu tez ¢alismamizda esas amacimiz, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Ag va-
sitasiyla genellesmis Poisson integralinin dogurdugu Flett potansiyelinin tersini uygun
dalgacik-tipli doniisiim ile belirlemek idi. Bu asamada tezimizin esas teoremini ifade edip,
ispatlayabiliriz. Teoremin ispat1 Aliev ve Rubin (2005) 'nin gelistirdigi teknige dayan-

maktadir.

Teorem 4.14. F°f, o > 0 Flett potansiyeli ve W, f ise (4.24) ile tanimlanan dalgacik
tipli doniigiim olsun. Ayrica [0, 00) araliginda tamimlanan sonlu Borel dl¢iimii j1 asagidaki

kosullart saglasin:

/t'ydm] (t) < o0, baziy > «

1
ve

/tjd,u =0,7=0,1,2,--- ,[a] (a’mntam degeri).
0

Bu durumda .

—a o dy
[y W) )% = o fa) 426)
0
dir. Burada C(p, o) sabiti (3.17) ve (3.18) esitlikleri ile tanumlidur.

(4.26) ifadesi

7 dy d
/y W%fﬁﬂxwy—hm/ (W) 2,)Y

0

seklindedir ve limit L, ,(RY; , ) uzaymmin normunda, h.h.x € R}y, | icin noktasal diisiiniil-

mektedir. Ayrica f € Co(RY% ) ise yakinsama tiim R, | uzayinda diizgiin yakinsamadur.
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Ispat f ¢ L, , (R} ) olsun. Teorem 4.3 *i kullanarak

o0

(W Ff) (2,y) = / e (Vi F ) () dpu(t)

- / e (FV, £) () dp(t)

o0 o0

1 - a—1_-—z
= [ e mn@as | du
0 0
elde edilir. Genellesmis Poisson integralinin yari-grup 6zelligini dikkate alarak
@ 1 i — [ a—1_-=z
WP f) (z,y) = m/e ty /Z Le (Vo f)(z)d2 | dp(t)
0 0

= s:z+ty,ds:dz-~

_ FL / / (s — ty)2™ e (Va ) (2)dsdpu(t)

olur. Burada

( ty) s—ty; s>ty
S — =
e 0;s<ty

dir. Bundan sonra bu son esitsizligi ve Fubini teoremini uygulayarak verilen € > 0 i¢in

o

/ y (W P2 F) () y)%y

£

- ﬁ]@ 77@ e (Vof ) (wdsdut) | dy

- ﬁ:]oe%v;f)(w 7 ot 7 ot (5-9)" dy | aute) | ds

- @ 7 e (Vaf) () //t //y (o) ) duty ) s
- @ 7 o [ [ /y (5-0)" ay | dute) | <as

0 €
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) s s/t
_ 1 —as a—1 —a—1, —a—1_a—1 (5 . a-l
= m/ (Ves ) (z /t /5 Y € <t y) edy | du(t) | eds
0 1
S s s/t
— 1 / —€s V f /ta—l / —a—1 <§ o )a—ld J (t) s
= () es Y / Y Y| ap
0 0 1

bulunur. Bu son esitlikte once (3.19) ifadesini ve ardindan (3.16) esitligini goz Oniine

alirsak

(e 9] (e 9] S

[ nen? = g [ van@s | [ - ) s

€ 0 0

[e.e]

— [ @ha(s)ds (4.27)

0
dir. Burada C'(u, o) sabiti (3.17) ve (3.18) olmak iizere (4.26) esitligini L, , (R}, , ) uza-

yinda kanitlayalim. Bunun i¢in (4.27) dikkate alinarak

(e 9]

/ y (W Ff) (2, y)%y () f()

- [t 0/ I

olur ve Minkowski integral esitsizligi uygulayarak

o0

/ Y (W) (o )y — Clua)f]| <

€ PV

o0

< [ WV = 1l Vol ds 111 [ 1= lhaolds @29
0 0
elde ederiz. Bundan sonraki asama i¢in Lebesque baskin yakinsama teoremini uygulaya-

cagiz.

0<e <1,

1—e*| <2, /|ka(s)|d5 < 00
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ve [[Vesf — fIl, < 2], oldugundan ve
lim [[Veof = fII,, =05 lim(1—e™) =0

esitlikleri saglandigindan yukaridaki (4.28) esitsizliginin sag tarafi ¢ — 0 iken sifira gider

ve dolayisiyla

o0

lim /y“ (W F2f) (y)dy — Cp, ) f|] =0

e—0

€ b,V

bulunur. Bu esitlik soyle de yazﬂabilir:
dy
L,, (RY.,) —hm W Ff) (x,y)— ” =C(u,a)f(x).

p = oo durumunda, L , (R}, +) = Co(RY ) kabul ettigimizden f € Cy(RY; ) icin ya-
kinsama diizgiin yakinsamadir, benzer sekilde gosterilir ve norm olarak supremum normu
kullanilir.

Simdi de € > 0 parametresine bagl olan

[ W F ) ey, @R L, (B)

fonksiyonlar ailesinin € — 0 iken C'(u, ) f(x) degerine noktasal yakinsakligini incele-
yelim. Bunun icin Kaynak Taramasinda ifade ettigimiz Onteorem 2.5 ’i uygulayacagiz.
Daha dogrusu Reel analizin iyi bilinen maksimal operator teknigini uygulayacagiz. Onte-

orem 2.5 i kullanabilmemiz i¢in {7.}__ , lineer operatérler ailesini soyle tanimlayalim:

e>0

o0

(T.f) (x) = / Y (W Fof) (o9)dy , (2 € R, , fe L (RY,)).

€

Boylece (3.11) ve (4.27) ifadeleri kullanilarak

sup|(Tf) (@] = sup| [ 7 (W F" ) )y
e>0 e>0

= Sslilg /ees(Vesf)(:c)k:a(s)ds

< Suprf |/|k )| ds

< C(M,f)(z)
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elde edilir. Burada M, f, genellesmis kaymanin dogurdugu (3.12) ile tanimlanan Hardy-
Littlewood maksimal fonksiyonudur. M, f operatorii 1 < p < ooigin (L, (R} ), L, ,(R% )

D,V ? p,

giiglii tipli (L, , (R% ), L, (R ,)) zayif tipli oldugundan

T" f(x) = sup [(T..f) ()]

e>0

olmak tizere 7™ operatorii de 1 < p < oo igin (Lp,u(R?\C L, (R L)) giiclii tipli,
(L, (R¥ 1), Ly, (RR .)) zayif tipli olur. Giiglii tipli operatér aym zamanda zayif tipli
oldugundan bdylece T* operatdriiniin 1 < p < oo i¢in (L, (Ry ), L, (R% ,)) zayif
tipli oldugunu soyleyebiliriz.

Bundan bagka L, ,(R% ), (1 < p < 00) uzaymn yogun alt kiimesi olan
C(—)(R?V,-i-) m Lp,l/ (R}IV,-F)

uzayinda {7, f}__, ailesi f fonksiyonuna diizgiin (dolayisiyla noktasal) yakinsadigindan
Onteorem 2.5 e gore {7, f} ailesi ¢ — 0 iken f fonksiyonuna h.h.y yakinsak olacaktr.
Yani, h.h.z € R}, | icin

o0

lim [y~ (W, P2 f) (2,9)dy = C(, ) ()

£

dir. O
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5. SONUCLAR

Teorem 5.15. f € L, (RY ), 1 < p < oo olsun. f fonksiyonunun Flett potansiyeli
Fof, (a > 0) (4.20) deki gibi tammlansn.

Buradan
i) Fof, (> 0) igin L, ,(RY, | ) uzayinda siurhdir. Yani,
IFf e < M Fl,, L <p <00

dir.

ii) F* f, (a > 0) operatoriiniin Fourier-Bessel carpani (multiplier)

M(z) = (1+|z|)™°
dir. Soyle kiVf € S(RY, ) icin
F (Ff)(x) = (L+ [2) " F(f)(2), z € Ry,

dir.

iii) F*, (o > 0) operatorii S(RY; , ) Schwartz uzayinda bir otomorfizmdir. Yani,

F* SRy ) — S(Ry,)
iv) F*, (o > 0) Flett potansiyeli asagidaki yarigrup izelligine sahiptir:
Fetenf = FOF), € L, (R )

Teorem 5.16. Genellesmis Poisson integrali V, f, (t > 0) ile Flett potansiyeli F* f, (o > 0)
L, (RY ) (1 < p < oo) uzayinda degisme ozelligine sahiptir.

Tanim 5.17. p, [0, 00) araliginda tanumly dalgacik (wavelet) olgiimii olsun. Yani, pu, [0, 00)
araliginda tanumly sonlu Borel olgiimii, pu{[0,00)} = [ du(t) = 0 ve onun tam varyas-
0

yonu
oo

lull = / a1ul (t) < 0

0

olsun. Genellesmis Poisson integrali V, f ve u dalgacik élgiimii tarafindan dogrulan dal-

gacik tipli doniigiim

(Wi f)(2,y) = / (Vi f) (@)du(t), = € Rl 4.y > 0
[0,00)

ile tamimlanur.
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Teorem 5.18. f € L, ,(RY ,),1 < p < oo fonksiyonunun Flett potansiyeli F* f, (o > 0)
ve W, f de (4.24) ile tamimlanan dalgacik-tipli doniisiim olsun. Eger

/ £d || (£) < 00 ve Cop = / £dp(t) £ 0
F N0 = e [ VW ),
dir.

Teorem 5.19. F° f, a > 0 Flett potansiyeli ve W, ,, f ise (4.24) ile tamimlanan dalgacik
tipli doniigiim olsun. Ayrica [0, 00) araliginda tanimlanan sonlu Borel dl¢iimii j asagidaki

kosullari saglasin:

/t7d|u| (t) < 00, bazty > «

1
ve

/tjdu =0,7=0,1,2,--- ,[a] (a’mintam degeri).
0

Bu durumda -

o o dy
/y (Wu,l/f f) (l’,y)? = C(:ua Oz)f(l’)
0
dir. Burada C(j1, o) sabiti (3.17) ve (3.18) esitlikleri ile tanimlidur.

(4.26) ifadesi

o0

—a o dy BT 7 —« « dy
[ve WF @ =t [y (0, 0%

0

seklindedir ve limit L, ,(RY; | ) uzaymin normunda, h.h.x € RY, | icin noktasal diisiiniil-

mektedir. Ayrica f € Co(RY, ) ise yakinsama tiim RY; , uzayinda diizgiin yakinsamadr.
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