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ONSOZ

R™ Oklid uzaymm bir alt uzayinda tamimlanan ve bu calismada goz Oniine alinan

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

k n
82 21/1‘ 0 82
A, = E (a—l‘?‘i‘x—zaxz)—F E 8_1:227 (1, ., v > 0)

1=1 i=k+1

ilk k-degiskene Bessel diferansiyel operatoriiniin ve n — k degiskene de Laplace diferan-
siyel operatoriiniin uygulandigi hibrit bir diferansiyel operatordiir.

Bu tez calismasinda Oncelikle Laplace-Bessel diferansiyel operatorii A, ile iligki-
lendirilen genellesmis kaymanin dogurdugu Genellesmis Gauss-Weierstrass yarigrubu
tanimlandi. Ardindan genellesmis kaymanin dogurdugu parabolik Riesz ve parabolik
Bessel potansiyelleri tanimlanip, bu potansiyellerin Genellesmis Gauss-Weierstrass ya-
rigrubu vasitasiyla ifade edildi. Tezin bulgular kisminda ilk olarak Parabolik Riesz ve
parabolik Bessel potansiyellerinin agirlikli Lebesgue uzaylarinda sinirliligi teoremi olan
Hardy-Littlewood-Sobolev tipli teorem kanitlandi. Daha sonra potansiyellerin agirlikli
Lebesgue uzaylarinda yakinsama 6zelliklerinin incelendigi teorem kanitlandi. Son ola-
rak uygun dalgacik tipli doniisiim kullanilarak Calderon tipli yeniden iiretme formiilii elde
edildi.

Calismamiz boyunca kiymetli zamanlarim1 ve degerli bilgilerini benden esirgemeyen
danigmanim Sayin Prof. Dr. Melih Eryigit ve Prof. Dr. Simten Bayrak¢i Dogan hocala-
rima, bu tezi 2210-A Yurt i¢i Genel Yiiksek Lisans Burs Programi cercevesinde destekle-

yen TUBITAK a ve daima yanimda olan sevgili Aileme ¢ok tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:
R™ : n-boyutlu Reel sayilar kiimesi
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|E|, : E kiimesinin agirlikli Lebesque 6l¢iimii
f®g : file g 'nin genellesmis girigimi
Kisaltmalar:
Ly (RE 4) Ly
Ly(R™) Ly
S(RE.) s
Diizgiin Yakinsama : ¢, (z) = ¢(z)
Hemen hemen her h.h.
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GIRIS D. SARI

1. GIRIS

Jones ve Sampson tarafindan tanimlanan klasik parabolik potansiyeller, /-Birim ve A-
Laplace diferansiyel operatorii olmak iizere (2 — A) ve (£ + I — A) diferansiyel opera-

torlerinin negatif kesirsel kuvveti olarak yorumlanir ve Fourier doniisiimii dilinde

(HOf) (w,t) = (|2 + it) 2 f" (. 1)

veE

(HO )M, t) = (14 |z|* + it)%f/\(:c,t), (r €R™, te R, a>0)

seklinde tanimlanir. Lebesgue uzaylarinda sinirliliklarinin incelenmesi, ters bulma prob-
lemi gibi 6zelliklerin ¢alisilmasi Bagb (1971), Gopala Rao (1977), Chanillo (1981), No-
gin, Rubin, Aliev, Gadjiev, Bayrakci (1986, 2001, 2006, 2008) ve daha bircok matema-
tik¢inin arastirma alani olmustur.

Ayrica klasik parabolik potansiyellerin Lebesque uzaylarinda yaklasim 6zelliklerinin
incelenmesi Gadjiev, Aliev, Bayrakci (2006) tarafindan yapilmastir.

Bizim bu ¢alismadaki amacimiz

k n
0? 2u; 0 92
A, = E — + — + 1.1
v (83;3 X (9:Ci> et or 2 , (V1,0 > 0) (1.1)

ile tanmimlanan Laplace-Bessel diferansiyel operatorii A, tarafindan dogurulan genelles-
mis kaymanin iirettigi parabolik potansiyelleri tanimlamak ve agirlikli lebesque uzayla-
rinda smirhiligini, yaklasim ozelliklerini ve uygun dalgacik tipli doniisiim kullanilarak
Calderon tipli yeniden iiretme formiilii incelemektir.

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii, ilk k-degiskene Bessel diferansiyel operatorii
ve kalan degiskenlere ise Laplace diferansiyel operatoriiniin uygulandig: bir "hibrit" dife-
ransiyel operatordiir.

Fourier-Bessel analizinde bu gibi Laplace-Bessel diferansiyel operatorleri ile calisil-

maktadir. Ornegin

0? 0? 2v 02
Z (ax2 —na—x) (v >0,2,>0)

ilk n — 1 degiskene Laplace diferansiyel operatorii ve sonuncu degiskene Bessel dife-

ransiyel operatoriiniin uygulandigi Laplace-Bessel diferansiyel operatorii Ap ile bircok

1
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matematikci calismalar yapmistir. Bunlardan bazilar1 Kipriyanov (1967), Klyuchantsev
(1970), Lofstrom ve Peetre (1969), Lyakhov (1983), Stempak (1986), Trimeche (1997),
Gadjiev, Aliev, Rubin, Bayrakci, Sezer (1988, 1998, 2002, 2008), Guliev, Hasanov (2000,
20006) dir. Aliev ve Rubin (2001) makalelerinde bu diferansiyel operator ile iliskilendirilen
parabolik potansiyellerin uygun dalgacik doniisiimii kullanilarak terslerini belirlemisler-
dir. Aliev ve Sezer (2008) makalelerinde parabolik potansiyeller uzayini incelemislerdir.
Yine benzer olarak tiim degiskenlerine Bessel diferansiyel operatoriinii uygulayarak elde
edilen Bessel diferansiyel operatorii ile iligkilendirilen parabolik potansiyellerin agirlikli
Lebesque uzaylarinda sinirliligi ve yaklasim 6zellikleri Bayrakci, Keles (2014) tarafindan
caligilmugtir.

Tez, Kaynak taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular, Tartisma ve Sonug boliimlerinden
olugsmaktadir.

Kaynak taramas1 boliimiinde bize gerekli olan Fourier analizin ve Fourier-Bessel ana-
lizinin temel tanim ve kavramlar1 verilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde ilk olarak genellesmis kaymanin dogurdugu Genelles-
mis Gauss-Weierstrass cekirdegi ve yarigrubu tanimlanarak 6zellikleri incelenmistir.

Bulgular kisminda ise Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu parabolik
Riesz ve parabolik Bessel potansiyelleri tanimlanarak agirlikli Lebesque uzaylarinda ve

stnirliliklari, yaklagim 6zellikleri ve Calderon tipli yeniden tiretme formiilii kanitlanmustir.



KAYNAK TARAMASI D. SARI

2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Klasik Fourier Harmonik Analizinin Baz1 Temel Tanim ve Teoremleri

Tezin bu kisminda bizim i¢in gerekli olacak Fourier harmonik analizin bazi temel tanim
ve teoremleri ifade edilmektedir. Teoremlerin ispatlarina yanlarinda verilen kaynaklardan
ulagilabilir. Temel tanimlar i¢in Folland(1984), Stein(1970) ve Grafakos(2009) kaynak-

larina bakilabilir.

Tanm 2.1. n-boyutlu Oklid uzayt R" = {x : x = (21, ...,2,),Vi = 1, ..., nicin v; € R}

ve R" iizerinde norm )

ol = (Z)

Ayrica ' C R” 6lgiilebilir kiimesinin Lebesgue ol¢iimiinii | E£| ile gosterecegiz. R™ de

seklinde tanimlanir.

x—merkezli, r > 0 yaricaph (agik) yuvar ise
B(x,r)={y eR": [z —y| <7}
ile tamimlanir. f ve g fonksiyonlar1t R™’de Lebesgue oOlciilebilir fonksiyonlar olmak tizere
{z e R": f(x) # g(x)}[ =0
ise f ile g fonksiyonlarina hemen hemen her yerde esit fonksiyonlar denir ve
f(z) =g(x), h.haxeR"
ile gosterilir.

Tamm 2.2. (Folland (1984)) R™ ’de olgiilebilir fonksiyonlarin normlu L,—Lebesgue
uzayl

L= LRY) =4 f: ], = /\f(fc)|pd1‘ <00, 1<p<oo

ile tamimlanur.

Burada dx = dz,...dz,, seklindedir.
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Ayrica p = oo igin Lo, Lebesgue uzayt Lo, = Loo(R™) = {f : || f]|., < oo} ve

flloc = esssup [ f(2)| = inf {A >0 [{z + |f ()] > A} = 0}
TER™
bicimindedir. 1 < p < oo igin L,- Lebesgue uzay: Banach uzay:dir.

C(R™) uzay1 R™ de siirekli fonksiyonlar uzayidir ve bu uzayda norm

[fIl = max | f ()]

z€eR™

ile verilir. Bundan bagka C'(R") uzayinin bir alt uzayi olan Cy(R") uzay1

Cy(R™) = {f . feC®RY) ve lim f(z) = o}

|| =00
seklindedir. R™ uzayinda her mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin lineer uzay1
C>*(R") ile gosterilir. Ayrica Vz,y € R" igin z.y = i wpyp Ve |z] = /23 a2
dir. Bundan bagka 0; = % notasyonu ile kismi tﬁrevikg:ésterecegiz. Yiiksek mertebeden
kismi tiirevler i¢in multi-indeks notasyonu kullanilir. « = (ay, ..., v, ) multi-indeks olmak

uzere

n n 9 a1 D) an
— | — | o [~
o ;ak,a. ;ak.,a (8x1> <3xn)

dir ve x = (x4, ..., z,,) € R" igin
n
= H o
k=1
seklindedir.
C'*°(IR™) uzaymin bir alt uzay1, her mertebeden tiirevlenebilir, kendisi ve tiim tiirevleri,

polinom ile ¢arpilsa dahi sonsuzlukta hizla sifira giden fonksiyonlarin normlu uzayina

olan S = S(R")- Schwart test fonksiyonlar1 uzayidir ve

S={7€C* R Wlay sup (141D %) <00, ¥,

seklinde tanimlanir.

Ornegin R™ de f(x) = e~lel” fonksiyonu Schwartz uzayina aittir. Her mertebeden
tiirevlenebilir, kendisi ve tiim tiirevleri (hatta polinom ile ¢arpimi dahi) hizla sifira giden
(sonsuzlukta limiti sifir olan) fonksiyondur. Kolayca goriilebilir ki R” de f(x) = eIl
fonksiyonu ise Schwartz uzayina ait degildir. Schwartz uzay1 L, uzayinda yogun oldu-
gundan, L, uzay1 i¢in test fonksiyonlar1 uzayr olarak bilinir. Ayrica Fourier doniisiimii

Schwartz uzayini, Schwartz uzayina tasir.
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Tamm 2.3. R"” ’de lokal integrallenebilen fonksiyonlarin lineer uzay:
L,,=L, R")={f:R" - R: /|f(:1:)| dr < 00,VK C R", K kompakt

ile tamimlanr.

Teorem 2.4. (Fubini Teoremi) (Folland (1984)) (X, M, u) ve (Y, N, v) oc—sonlu olgiim

uzaylart, |1 x v ise M x N iizerinde y ve v nin ¢arpimi olsun. Eger f : X xY — R

fonksiyonu ji x v élgiimiine gore integrallenebilir ise h.h.x € X icin [ f(z,y)dv(y) ve
s

h.hy €Y icin [ f(x,y)du(x) integralleri sonludur ve
X

[t ) - //fa:ydu dutz) = [ /farydu av(y)

XxY Y

esitligi saglantr.

Teorem 2.5. (Hélder Egsitsizligi) (Folland (1984)) f € L,, g € Ly, 1 < p,q < 00 ve

]l? + % = 1 olsun. Bu durumda

/|f v)| d < /|f par) NERE

dir.

Teorem 2.6. ) (Minkowski Egitsizligi) (Folland (1984) f ve g € L,, 1 < p < oo olsun.

Bu durumda

/If +g(2)[ do /If )P d p+ /|g(x)|pdx

dir.

Teorem 2.7. (Genellesmis Minkowski Egitsizligi) (Folland (1984))
(X, M, ) ve (Y, N, v) o—sonlu ol¢giim uzaylari ve o(x,y) , M x N él¢iilebilir fonk-
siyon ve p > 1 olmak iizere integraller icin Minkowski esitsizligi

[ 1ottty pdu(x) < [ [1enraut i)

bicimindedir.
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Teorem 2.8. (Lebesgue baskin yakinsama teoremi) (Folland (1984))

(X, M, p) dl¢iim uzayinda { f,,} ol¢iilebilir fonksiyonlar dizisi ve [ fonksiyonu veril-
mig olsun. Ayrica lim,, . fn(x) = f(x), h.ha € X |fu(z)| < (), Vn olacak gekilde
X de integrallenebilir ¢ fonksiyonu var olsun.

Bu durumda f fonksiyonu X de integrallenebilirdir ve

n—00
X

lim fn(a:)da::/f(a:)da:

esitlik saglanir.

Teorem 2.9. (Chebyshev Egitsizligi) (Folland(1984))
(X, M, ) olgiim uzayr ve 1 < p < oo igin f € L,(X) olsun. Bu durumda her o > 0

sayist igin

(07

plz | f(x)] > ) < (”f ”“”“)

esitsizligi saglanir..

Tanim 2.10. (Klasik girisim (convolution) operatorii)

f, 9 € Ly olmak iizere f ve g fonksiyonunun girisimi
(fxg)(x) = [ fy)r’g(x)dy = | f(y)g(z —y)dy
Jromsan=]

seklinde tanimlanir. Burada 7Y klasik Oklid kayma operatériidiir.

Teorem 2.11. (Girisimin operatoriiniin ozellikleri)
f, gve h € Ly olmak iizere
(a) fxg=gx [ (degisme ozelligi)
(b) (f xg)*xh= f=(g*h) (birlesme izelligi)
(¢) F(f % g)(x) = F(f)(x)F(g)(x)
(d)fEvaegequlmakiizerel§p§q§r§oove%—i—éiginf*gELrve

1F*gllp, < Iz, lgll,

Young egsitsizligi saglanr.
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Burada (c) ozelligi ile ifade edilen esitlik, Fourier doniisiimii ile girisim arasindaki
bagintiy1 veren harmonik analizinin en 6nemli teoremlerinden biridir. Soyle ki Fourier
doniisiimii kolay diyemeyecegimiz bir iglem olan *“x”(girisim) islemini daha basit bir ig-
lem olan “noktasal carpim " islemine doniistiirmektedir. Bu esitlik Fourier doniisiimiiniin
tanim1 kullanilarak kolaylikla goriilebilir.

Asagidaki Klasik Hardy-Littlewood maksimal operatorii ve bu operatoriin sinirliligi-

veren teorem verilmistir.

Tamim 2.12. (Hardy-Littlewood maksimal operatorii) (Stein(1970))

f € L} olmak iizere

loc

[ 1=y

lyl<r
ile tamumlanan fonksiyona Hardy-Littlewood maksimak operatorii denir. Burada w,, ile
R"™ uzayindaki birim yuvarumn olgiimii (hacmi) gosterilmektedir. Eger yukaridaki esitlikte
z = x — y degisken degisimi yapilirsa maksimal operatoriin tanimi

1
(M f)(x) = sup |@X|Q/ (o)) d

bicimine gelir. Burada supremum x-merkezli tiim Q. yuvarlari iizerinden alinmaktadir ve

|Qz| ise x-merkezli Q) yuvarimin hacmidir.

Teorem 2.13. (Hardy-Littlewood teoremi) (Stein(1970))

feL,1<p<ooolsun. Budurumda

IMFfll, < ClfIlL,

olacak sekilde C = c(n, p) sabiti vardir. Baska bir ifade edilisle M-operatorii (p, p)-gii¢lii
tipli bir operatordiir. p = 1 durumunda ise M f maksimal operatorii (1,1)-zayif tiplidir.
Yani,

Cllfll,
«

uf{r e R" : M f(z) > a} < , (Yoo > 0)

dir.
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2.2. Fourier-Bessel Harmonik Analizinin Temel Tanim ve Teoremleri

Bu kisimda ilk olarak Laplace-Bessel kayma operatorii ile iligkilendirilen Fourier-Bessel
harmonik analizinin nasil olusturuldugunu agiklayalim. Diferansiyel operator dilinde R"™
de ilk k- degiskene Bessel diferansiyel operatorii ve kalan (n — k)- degiskene de Laplace
diferansiyel operatorii uygulanarak elde edilen diferansiyel operator, Laplace-Bessel di-
feransiyel operatoriidiir. Bu diferansiyel operatoriin dogurdugu genellesmis kayma veya
Laplace-Bessel kaymasi ile olusturulan harmonik analiz, Fourier-Bessel harmonik ana-
lizi olarak bilinir. Bu kesimde calismamiz i¢in gerekli olacak Fourier-Bessel harmonik
analizinin bazi temel tanim ve teoremleri ifade edecegiz.

Bu tez ¢alismasinda Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

k n
0? 2u;
M= (gt Ba) v g om0 0D

=k+1

seklinde tanimlanmustir.
Ry, ={z=(d,2") eR": 2/ eR* 2" e R" ", &, ...,0p > 0,k < n}
ve
R xR ={z=(2/,2",t) eER"xR:2' € R* 2" e R" * t € R,ay,...,w, > 0,k < n}

olmak iizere Ry, | ve Rj , x R’ de dl¢iilebilir fonksiyonlarin Agirlikli Lebesque uzaylari
v = (v1, v, ..., v)-multi indeks (vy, ..., v, > 03 |v| = vy + ... + 1) olmak iizere

1 <p<ooigin

B =

Ly = Lp(®R2) = {F: Ifl,,, = /ﬁf\p e | < oo

ve

Low = Lop (R, < R) = {f : ||f,, = L//Uxtfﬁ (e | < oo}

seklinde tanmimlanir.Burada (2/)%dx = 22", xi"’“ dxy,,,dxy,, ,dx, bicimindedir.

p = oo i¢gin L, ve Lo, uzaylarin1 C uzay1 olarak altyoruz.

8
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Bundan bagka, £/ C R}, dlgiilebilir kiimesinin Lebesque dl¢timii

B, = [ ()

E

ve R} | uzaymda x-merkezli 7 > 0 yarigapli yuvar ise
Ba,r)={yeRy, |t —y|<r}
seklinde tanimlanir. Boylece orjin merkezli » > 0 yaricapli yuvarin Lebesque dl¢timii

B(O,1)], = / (') dz

B(0,r)

_ 2v1 2uy,
a / €y 777‘1;]9 dmhwdxk’v?d'rn
B(0,r)

olup burada z = £ degisken degisimi yapilirsa

|B(0,7)|, = p2lvitn / (Ndz = r*"Hw(n, k,v)

B(0,1)

bi¢iminde elde edilir. Burada, w(n, k, v) = |B(0, 1)|, dir.

Teorem 2.14. (Holder Esitsizligi ) (Sadosky(1979), Rubin(1996))

(X, M, p) o-sonlu élgiim uzayvve || f||, == (){ |f(x)]? d,u(x)) " olsun. Bu durumda

fe€ly,,g€ly,,1<p<oove 11—)—1-%: 1 olmak iizere
[15@g@lds < £l o,
X

ve X =R} | ve du(x) = (2')*dx alimirsa

/ F@g@)] ) dw < 11, gl
Ry,

esitsizligi saglanr.

Teorem 2.15. (Integraller Icin Minkowski Esitsizligi) (Sadosky(1979),Folland(1984))
(X, M, p) ve (Y, N,~) o-sonlu olgiim uzaylari ve f : X x Y — R fonksiyonu da

W X y-olgiilebilir olsun.
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Eger, hemen-hemen her y icin f(.,y) € (X, M, u),(1 <p < o0)ve

J15Cal,,,, dr) <o

ise [||f(x,y) HLP’M d~(y) integrali de hemen-hemen her x i¢cin sonludur ve

[, o) < [17wl,,, 6

dir.
Ozel halde; dv(y) = (y)*dy , du(z) = (2')*dz ve f(z,y) € R} | xR de olgiilebilir

bir fonksiyon ise

[ tenwra| < [ 1@, o
B L, R

esitsizligi saglanr.

Tanim 2.16. (Genellesmis Kayma Operatorii) (Delsarte(1938), Levitan(1951))
z,y € R, vet,7 € R olmak iizere, (2.1) esitligi ile tanimlanan Laplace-Bessel
diferansiyel operatorii A, ’ye karsilik gelen f : R} xR — C fonksiyonunun genellesmis

kayma operatorii

yffxtzﬂﬁj:*'/ /f (@1 (0 =4, (= 7)) i)

=1 0

wl

seklinde tanimlanir.

Burada, (z',y'), = ((x1,Y1)ar, "+ (Tk, Yk )y )»

(:L‘ivyi)ai = \/9512 — 2y, cos a; + %27 (@ =1,.., k)» du(a) = HSiHQVi_l a;da;

i=1
ve
k
s

i=1

l\?lH N’h—*

katsayisi da normallestirici katsayidir.

10
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Ayrica genellesmis kayma igin

177 fll,, < I, 2.2)

ve
lim [TV f — =0 2.3
(y.7)~(0,0) 17277 = Fle,., 3

esitsizlikleri saglanir. Detaylar icin Aliev, Bayrakci (1998) ve Levitan (1951) kaynaklarina
bakilabilir. Levitan(1951) tarafindan tanimlanan bir-boyutlu Bessel Kayma operatorii ise
T(v+1)
L()L(3)

seklinde tanimlanmugtir. Bu operatoriin sagladig1 bazi 6zellikler asagidaki gibidir:

S7g(r) = / g(Vr2 — 2rrcosa + 72) sin® ! ada
0

STg(r)=S"g(r)  S7S'g(r) = S'S7g(r),
STg(r)=5""g(r)  S°(r)=g(r),

/ f(T)STg(r)r*dr = / STf(r)g(T)T*dr.
0 0
Klasik kayma operatdrii 7¥ vasitasiyla tanimlanan klasik girisim “x” operatoriine ben-

zer olarak 7% "-genellesmis kayma operatorii vasitasiyla olusturulan ve “®” sembolii ile

gosterilen genellesmis girisim operatorii tanimlanabilir.

Tamim 2.17. (Genellegmis Girisim Operatorii)
f.g € L, fonksiyonunun genellesmis girisimi f ® g, TY"-genellesmis kayma ope-

ratorii vasitastyla

(f®g)(r,t) = / g(y, )TV f(x, t)dr(y )" dy , (x,t) e R} | xR

Ry | xR

biciminde tanimlanir.

Klasik girisim operatdriiniin sahip oldugu 6zelliklerin benzerleri genellesmis girisim

operatorii i¢cin de saglanmaktadir. Soyle ki

(f®g)(z)=(9® f)(x) (2.4)

ve

F,(f ® g)(x) = F,(f)(2)F.(9)(x). (2.5)

11
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Teorem 2.18. (Genellesmis Young Esitsizligi)
feLl,,,g€ly,,1<pqg<oo vel—lj—i—é:1+%isef®gELr,l,dir.Ayrlca

If®gll.,, <1, l9l,, (2.6)
esitsizligi saglanir.

Ispat Once ¢ sabit tutulup, r = ¢ ve p = 1igin || f ® g||,  (r = ¢) normunu integraller

icin Minkowski esitsizligini géz Oniine alarak hesaplayalim:

1
q

If®gllr,, = /|(f®g)(:)3)|q(:v’)2”d:p
RY
q ¢
- / / Fy) () (v dy | (2)>da
I
< LFW)| 1T g(2)|* (") da | () dy
Ry+ \Ri o

Q=

IN

/|f(y)| /|Tyg<x>|q<x'>2”das () dy

= e, 1%, < WFlle,, 91l

elde edilir.
Yani, genellesmis girisim (1, ¢)-giiclii tiplidir.
Simdi de r = oo ve p = %3 icin || f ® g|[,_, normunu | + = —— +
Holder esitsizligini goz Oniine alarak hesaplayalim:

f®gll,., = suw [(f®g)(z)

weRg+

oeRE 1

= sup / fy)TYg(x)(y')* dy

12
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:EGRZ_’

< swp /|f(y)Tyg(w)!(y’)2”dy

IN

:EERZ_JF

sup F)IP () dy TV g(x)|" ()" dy
RZ/+ RZ/+

= [l 1T%9ll,, < Wfll,, l9llL,,

elde edilir. Yani, genellesmis girisim (p, oo)-giiglii tiplidir. Boylece Riesz-Thorin Interpo-

lasyon teoremi geregince

If®ql.,, <lfl,, l9l.,,

esitsizligi elde edilir. U

Tanim 2.19. (Fourier-Bessel ve Ters Fourier-Bessel Doniigiimii)
f € L1,(R} ) fonksiyonunun Fourier-Bessel doniisiimii, ilk k-degiskene gore Fourier-

Bessel doniisiimii, (n-k)-degiskene gore de klasik Fourier doniisiimii uygulanarak
3 SN
(Ff) (x) = / 1) (H Jures <xiy,->> Ny, (@ e RY)
Ry + =

seklinde tanimlanir.

Burada (z",y") = Tpi1Ykt1 + - + TnYn Ve jp(t) , (p > —1) fonksiyonu normal-
lestirilmis Bessel fonksiyonu olup, 6zel fonksiyonlar sinifinda iyi bilinen ve L.tip Bessel

fonksiyonu adi verilen J,(¢)-fonksiyonu yardimiyla ifadesi asagidaki gibidir:

(1)

Jp(t) = 2T(p+ 1) (0 <t <00, jp(0) = 1), 2.7)

Jp(t)-normallestirilmis Bessel fonksiyonu, Bessel diferansiyel operatoriiniin j,(0) = 1 ve

7p(0) = 0 kosullarini saglayan 6z vektoriidiir. Bagka bir ifadeyle her A > 0 igin
Btij‘t) = _/\Qj’p(/\t) > (j’p(o) =1, j;,(O) =0)

dir.
Klasik Fourier doniisiimiinde integral operatoriiniin ¢ekirdegi olan e~**¥ fonksiyonu

d%diferansiyel operatOriiniin 0z vektoridiir. SOyle ki

e—iry |x=0 — 1

e = (ir)e ™ [,o0=0

13
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esitlikleri saglanmaktadir.

Dolayisiyla klasik Fourier analizinde “e~**¥ ” fonksiyonunun iistlendigi rolii, Fourier
Bessel-Harmonik analizinde “ j,(zy)” fonksiyonunun tistlendigini sdyleyebiliriz.

Diger yandan F},— Fourier Bessel doniisiimiine uygun olarak F,; ! ters Fourier Bessel
doniistimii de

(sz_lf) (l’) = C(nv v, k) (Fl/f> (xlv _IU>

esitligi ile tanimlanir. Burada

. -1
c(n,v, k) = [(QW)”_k22”|_k H 2 (y; + %) (2.8)
i=1

seklindedir.
S+ RE, xR — C “yeterince iyi tamimli ” fonksiyonlar i¢in de benzer tanimlari

yapmak miimkiindiir. $6yle ki (z,t) € R} , x R olmak iizere

k "o .
(F,f) (z,t) = / /f(y,T) (iji_;(%yi)) €*i<z V') =T 4 ()2 dy
R, R i=1

= //f(y,T) (H]V%(xlyl)> e_i<<x”’y”>+”>dT(y’)Q"dy

(F, ' f) (z,t) = c(n,v, k) (F, f) (2, =", —t)

esitlikleri ile tanimlanir. Buradaki ¢(n, v, k) sabiti (2.8) ifadesindeki ile aymdir.
Ayrica klasik Fourier doniisiimiiniin sagladig: tiim 6zellikleri F,,— Fourier-Bessel do-

niisiimii de saglamaktadir. Ornegin

F,(f ® g)(x) = F,(f)(x)F(9) (). (2.9)

dir.

14
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Genellesmis Gauss-Weierstrass Cekirdegi

Bu ilk kisimda genellesmis kaymanin dogurdugu Gauss-Weierstrass ¢ekirdegini elde ede-
cegiz. Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

k

0? 2VZ n
e ; <8:1: x; 6@;) Z a 2 , (v, .., v, > 0)

i=k+1

ile iligkilendirilen ve bu tez ¢alismamizin esas operatorleri olan genellesmis kaymanin
dogurdugu Parabolik Riesz ve Parabolik Bessel potansiyellerini tanimlayabilmemiz i¢in
A, —Laplace Bessel diferansiyel operatoriine karsilik gelen Gauss-Weierstrass cekirde-
gine ve integraline (yari-grup) ihtiyacimiz vardir.

Klasik Fourier analizinden f(z) = el g >0,z € R fonksiyonunun Fourier
doniisiimiiniin klasik Gauss-Weierstrass cekirdegi oldugunu biliyoruz. Konu biitiinliigii
acisindan klasik Gauss-Weierstrass cekirdegi asagida hesaplayalim.

Once R de f(x) = e~maz? fonksiyonunu goz Oniine alalim ve Fourier doniisiimiinii

bulalim. Boylece f/(x) = (—2amz)f(z) ve (f)" (z) = (2miz) f(x) oldugundan
(7Y (@) = / Flt)em s = / L (Fwe ey dr

_ / (—2mit) F(£)e 2=t dt = ((—2mit) ()" ()

_ R(g(%at)f(t))A (z) = (af’(t))A ()
_ 22m’:13f/\(x) =< 2”) fh ()

elde edilir. Buradan f"(z) = g(z) i¢in g¢'(z) = —*Zg(z) diferansiyel denklemi
.1'2 . . . . .
¢oziilerek g(z) = c e~ " bulunur. Bu ifade f(x) = g(z) esitli§inde yerine yazilir

. 22
f/\(l') — /eﬂamze%'rm.tdt —c 67%

R

c= /ethdt =
R

15
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bulunur. Boylece

() = / Flne 2=t = e

. - 2 . . . . .o . ss *
dir. R" de f(z) = e ™I*I" fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii ise

f/\(x) _ /em|t|2€2m‘x.tdt:/e—na(t§+...+ti)€2m(xlt1+...+xntn)dt1mdtn

R R”
n n 9 5
H —rat? —2mi H 1 = 1 _xe?
_ /6 7T(ltk€ 27rzmktkdtk — \/_6 @ = e el
a 2
k=15 k=1 a

bicimindedir. Boylece klasik Gauss-Weierstrass ¢ekirdeginin acik ifadesi

1 e
W(z,a) = a—%e—% (3.10)

seklindedir.
Bu motivasyon ile ¢alismamizin bu kisminda ¢ > 0 olmak iizere e~tlel’ fonksiyonu-
nun ters Fourier-Bessel doniisiimii genellesmis kaymanin dogurdugu Genellesmis Gauss-

Weierstrass ¢ekirdegi olarak tanimlanacaktir. Yani,
wy(,t) = F N (e (@) = e(n, v, k) Fy (e 1) (2!, =) 3.11)

seklindedir.
Simdi Genellesmis Gauss-Weierstrass ¢ekirdegini hesaplayalim. Bunun i¢in, 6nce-
likle anlamsal biitiinliik acisindan birtakim hatirlatmalar1 yapmakta yarar vardir.

v>—1 vea, >0 olmak lizere

[e.e]

v _ 32
\/e—ocrzry-f—l(]y(ﬁr)dr — (vaeﬁx (312)
0

dir. Detaylar i¢in Stein-Weiss (1971) kaynagina bakilabilir. Burada
J,(t) =27"[D(v+ )], (t)

1.tip Bessel fonksiyonudur. ( 3.12 ) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

7 (v +3) -2
/G_QTQTQVjV_;(BT)dT — MG% (313)

QOZVJF%
0

esitligi elde edilir. Bundan bagka ¢t > 0 olmak iizere

—ll2 A 2
e11" (2) = 2V/mtele!

16
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oldugundan

1 () = YT - lal
e | () \/ge (3.14)

olur. Bu bilgiler 1s181nda, gerekli diizenlemeler yapilarak

k
F(e )@, ) = / el (H jw_;myi)) e (yf )V dy
=1

n
RE+

=1

k
— / eft(y%Jr...er%) (Hjl/zé(xlyl>> e*i(ikarlykJrl+...+mnyn)y%7jl.“yzl’kdylmdyn

E—— e~ A (3.15)

2ly|+n

2kt=2

esitligi elde edilir. Bu esitlik (3.14) ifadesinde yerine yazilip diizenlenirse

Fle ") 2) = c(n,v, k)F, (e (@, —2")
k
) Hl D(v;+3)m 2
= = e 4t
k L 2|y |+n
(27)n—k22lv|—k l:llpz(yi + %) 282

2
|

= e(n,v k)(2t)” e o=

ve buradan Genellesmis Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi

2

w,(z,t) = /c(n, v, k)(Qt)_we_% (3.16)

seklinde elde edilir. Dahas1 Genellesmis Gauss-Weierstrass ¢ekirdeginin tanimindan
FNe ) (@) = w2, ) & B (w,( 1) (@) = e (3.17)

elde edilir.
Genellesmis Gauss-Weierstrass ¢ekirdeginin bazi onemli 6zelliklerini agagida ifade

edelim.

Teorem 3.20. (Genellesmis Gauss-Weierstrass Cekirdeginin Ozellikleri)
(1)
/ w, (2, t)(2)*dr =1 (3.18)

n
Ric.+

17
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(2)

’lUV(J], 13 + 8) = UJ,,(I7 t) @ wV(xa 8) = / wV(y7 t)ng<wV('ra 3))(y/)2ydy (319)
RY |

(3)Ve>0,t>0 vexEIR’,;+ icin

72|v\+’ﬂ

w,(Vex,et) =e¢ 2z w,(x,t) (3.20)
dir. Burada (3) ozelligi “Cekirdegin Anizotropik Ozelligi” olarak da bilinir.

Ispat (1)
k S ]
F (w,(-,1))(x) = / w, (y, t) (iji%(xiyi)> 6—Z<x Y >(y’)2”dy — otlal
R}, s

oldugunu biliyoruz. Diger yandan Genellesmis /.tip Bessel fonksiyonu i¢in j,(0) = 1

oldugundan x = 0 alinmasi halinde

/ w,(z,8) () dz = 1

n
Rk7+

esitligi elde edilir.
2)

Elwy () @ wo (- 8)](x) = Flw, (-, )](2) Ffw, (-, 5))(2)

—  tlalP sl — o= (t+s)lzf
= Fluw,(t+39)](x)
olup, Fourier-Bessel doniisiimleri esit olan fonksiyonlarin kendileri de esit olacagindan

wy (1) ® wy (-, s) = wy (-, t +s)

esitligi elde edilir
2|y +n x 2
3) wy,(x,t) = y/c(n, v, k)(2t)‘%e‘% ifadesinden yararlanaark
vitn Ve 2
wy (Ve et) = /Ol ) (2et) 24" e

2ly|+n _2ly|+n
2

= /C(n,v,k)e *° 2t e i

_2ly|+n
= ¢ 7 w(z,t)

18
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esitligi elde edilir. Ozel olarak ¢ = ; yazilirsa

2ly|+n
wy(z,t) =¢ 7 w,(Vex,et)
esitliginden
_2|y|+n 1
w,(z,t) =1 w,(rt™2,1) (3.21)
elde edilir. U

3.2. Genellesmis Gauss-Weierstrass Yarigrubu

Genellesmis Gauss-Weierstrass yarigrubu, genellesmis kaymanin dogurdugu girisim tipli

bir integral operatordiir ve Genellesmis Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi vasitasiyla

(Gug N(&) = G, f(,1) = (f ® w, (-, 1))(x) = / F() T (w, (2, ) ()2 dy

seklinde tanimlanir.
Genellesmis Gauss-Weierstrass integral operatoriiniin yarigrup olarak anilmasinin se-

bebi yarigrup 6zelligini saglamasidir:

(Grprst (@) = Gup [(Gus £)()](2). (3.22)

Gercekten de, (3.22) esitliginin her iki yanina Fourier-Bessel doniisiimii uygulanirsa

FAG, 0 @) = F(f@w(,t+s)(x) = E(f) (@) F(w(,t+ s))(z)
= F(N@)F(w(. 1) ®w (-, s))(x)
= (@) F (w0, (1) (@) F, (w(-, 5))(z)
= TR (f) (@)

ve

FAG,, (Gus f)()(x) = E(f ® (w(, H)wy(-, 5)))(x)
= E(N@)F(w (1) () (w (- 5))(z)
— e—(t+5)\x\2py(f)($)
esitlikleri elde edilir.

19
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Tez ¢alismamizin ilerleyen kisimlart igin w, (z, t) Gauss-Weierstrass ¢ekirdegini

Ve(n, v, k)(Zt)_we_% ; >0

wy(,t) = (3.23)
0 ;0 <0

seklinde kabul edecegiz. Ayrica bundan sonraki boliimlerde

a1 t%_l 5 t>0
27 = (3.24)
0 0 <0

gosterimi de kullanilacaktir.

20
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde tez ¢calismamizin esas amaci olan genellesmis kaymanin dogurdugu parabo-
lik Riesz ve parabolik Bessel tipli potansiyelleri tanimlayip, parabolik Riesz tipli potan-
siyellerin agirlikli Lebesque uzaylarinda sinirliligi, parabolik Riesz ve parabolik Bessel
tipli potansiyellerin yaklagim 6zelliklerini ve uygun dalgacik doniisiimleri i¢in Calderon

yeniden iiretme formiiliinii ifade edip kanitlayacagiz.

4.1. Genellesmis Kaymanin Dogurdugu Parabolik Riesz ve Parabolik Bessel Tipli

Potansiyeller

Laplace-Bessel Diferansiyel operatorii

k

0? 21/, Z
N 121 (ax if 3:102) Z 3 2 , (v, .., > 0)

=k+1

ile iligkilendirilen genellesmis kayma tarafindan dogurulan ve

0 0
(E—Ay> veE (&-‘—I—AV)

diferansiyel operatorlerinin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanan parabolik Ri-
esz ve parabolik Bessel tipli potansiyellerin Fourier-Bessel doniisiimii dilinde sirasiyla

asagidaki gibi tamimlanir. Yani, (7,t) € RE , X R ve a > 0 igin
Fy(Py f)(,t) = (| +it) "% (F,f)(x, 1), (4.25)

Fy (P f)(w,t) = (14 |z]* +it) "% (F, f)(x, t). (4.26)

Buradan parabolik Riesz ve parabolik Bessel tipli potansiyellerin girigsim tipli integral
operatorler oldugunu goriiriiz.

A a1

1 1 .
pa(yaT) = F(Q)T—ﬁ wu<y77—) ve QOz(yaT> - P(Q)T+ € wl/(y77—)
2

2

olmak iizere parabolik Riesz ve parabolik Bessel tipli potansiyellerin integral ifadeleri ise

sirastyla asagidaki gibidir:
Pf(x,t) = (pa®f (, t)
YO / / 7wy (y, )T f (2, t)dr(y) dy;  (4.27)
5
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’P;lf(l’,t) = (QOc@f -Tt

= (e // 2 e Tw, (y, )TV f(x, t)dr(y)*dy.  (4.28)
(%)

f, Ry, x R’da tamml Schwartz test fonksiyonlari uzayindan olmak tizere

F(PJf) = Fo(pa ® f) = Fu(pa) Eu(f) (4.29)

Ve

F(Pyf)=F(qa®f)=F,(q)F(f) (4.30)

dir. Dahasi1 6nceki kesimde yer alan (3.23) ve (3.24) dikkate alindiginda

k
(Eypa)(z,t) = / /pa(y,T) (Hj,/i_é(:viyi)> o= i) G ()2 gy
BRI, i=1
1 % —i((z" Y )+tT) 2v
- F(g) + H.]V,—— Zy’L dT( ) dy
2

1 T o 1 _itr " // v
F— (& /TQ ! ‘ / Wy yv H]VZ—— zyz i ( )2 dy dr
(%)
0 RE +
U e [
— _ /TQleltTFl,(wl,( )) dT— a /7_2 -1 fth 7T‘LB| dr
I'(3) I'(3)
0 0
1 7 21 77(|z| +zt)
= - 72 le dr (4.31)
[($)

0

esitligi elde edilir. Bu son esitlige Gamma fonksiyonunu

[e.9]

['(z) = /$Z1€8d8 , (Re(z) > 0) (4.32)

0

uygulayalim. O halde (4.31) esitliginde bir degisken degisimi yapalim: s = 7 (|9(:|2 + it)
icin ds = (|m|2 + it) dr oldugundan

(Fupa)(x>t) = 1a /(’(%‘24‘2'75)138;165 (‘l"Z—FZ't)ildS
o5/
= (jaP+it)"® (4.33)
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elde edilir. Benzer sekilde

(Fuga)(@,t) = (1+ |z)* +it) 2 (4.34)

dir. Bu ise Parabolik Riesz ve Parabolik Bessel tipli potansiyellerinin sirasiyla

0 0
(E_Ay) ve (E—'—[_AU)

diferansiyel operatorlerinin negatif kesirsel kuvveti (—3) olarak yorumlanmasi demektir.

4.2. Parabolik Riesz Tipli Potansiyellerin Agirhkh Lebesque uzaylarinda Simirhihig:
Bu boliimde, (1.1) ile tanimlanan A, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ile iligkilendi-
rilen genellesmis kayma dogurdugu parabolik Riesz tipli potansiyellerin agirlikli Lebes-
que uzaylarinda sinirlilig1 yani, Hardy-Littlewood-Sobolev tipli teoremi kanitlayacagiz.

Teorem4.21. fc £,,, 1 <p<oo vel <a< olsun. Bu durumda

n+2+2|v|
p
(1) Pg f(x,t) parabolik Riesz tipli potansiyeli h.h.(z,t) € Ry, x R icin mutlak
yakinsaktir.

(2)1 < p<q< oo olmak iizere

1 1
1558 e, < elflle,, & a=m+2+ 2D =) (4.35)

dir. Yani, P—Parabolik Riesz potansiyelinin 1 < p < q < oo olmak iizere L, , uzaymn-

dan L, uzayina simirl etki gostermesi icin gerek ve yeterli kosul oo = (n+2+2 |V|)(%—%)
olmasidir.
N)p=1vea=mn+2+2|v|)(1- %) olmak iizere P —Parabolik Riesz potansiyeli

zayif (1, q)-tiplidir. Yani,

q
m{(z,t) € R, x R:|(Pf)(x,1)] > A} < (%) (4.36)

dir. Burada m{E} = [(2/)*dxdt ile tamimhdur.
B
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Ispat (1) Parabolik Riesz tipli potansiyeli

Pof(e,t) = / / 75w, (y, 7TV f(z, () dy

2
2

_ / / 8=l (y, 7) TV f(x, )dr(y ) dy

2
2

1 o
+F(Q) / /TQ_lwu(ya T)Ty’Tf(ﬁ, t)dT(y,)Qde
2 RZHr 1

Al(l',t) + Ag(x,t)

seklinde yazalim, A; ve A, tahminlerini ayr1 ayr1 hesaplayalim. Oncelikle (2.2) esitsizligi
ve genellesmis Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi igin (3.21) esitligi gdz Oniine alinirsa

1A |

Lp,v

1
1 %—1 Y, T N2v
< / / #5179 (o) ey dy

7, / / #51 u (y, 7)) dr () dy
2

- %HfHﬁp / / g1~

1

2v
elde edilir. Burada » = y7~2 icin dz = 7 3dy ve ()% = (Tiz’) = 7

1k // g e
T2

o 72\ v|+n y , n
= Il / / BT (s D) e ()2

2
2

ety | dr(y)ay

oldugundan

A,

T )| )y

oc ||f||£ / /7 21 |wl, Z, 1 |d7'( )2”dz
5 Py
1

= (g) HfH /TgldT / lw, (z,1)| (/) dz
2 0
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/ lw, (z,1)| () dz
Epl/ =

I(1+%)

= ( HfH

NIQ

Aq(z,t) sonludur.

Simdi Ay (x,t) i¢in Holder Esitsizligi goz Oniine alinirsa, % + é = 1 olmak iizere

1 [ e
Al < gy [ [ ) )y
2'Rp, 1

B =

< / / )4 o, (y, 7| dr () dy / / TV f (e, ) dr (2 dy
) RP 1

(%>| s, / / ) (g, )| () dy

olur. Burada (2.2) esitsizligi ve genelle§m1§ Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi icin (3.21) ifa-

2v
desi kullanilir ve z = yr2 , (dz = 7 2dy , ()% = (T%Z/> = 7 (%)) doniisiimii
uygulanirsa
1

Ay 1) < (%) I s, / / (8704 fu, (1) |7 dr ()2 dy

q

< w7 Ml / / ) s ) dr (2 dy
2

Q=

(g—l)q _<2“V£ﬁ)q 1 q NI
< 1 M. e wy(T72y, 1) dr(y')™dy
(5) ; R 1
ky+
S « ||f||£ / /T(g_l)q']— (2|V‘+n)q ‘VITQ |wy<z’1)|q dT(Z/)QVdZ
g e oy
k,+
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Q=
Q=

1_ T «@ v|+n vl4n
< = I, u/nlub(z,1”q(232vdz j/7g(21mi;)+m:fd7
Leg) e | /
kot
1
"3 q
_ 2 q<%717%)+wd
F(%) ||f||£p,y /7’ T

elde edilir. Burada ¢y, = ( [ Jw, (2, )] (2 )2"dz) dir. Bu son esitligin sonlu bir say1
RE,
olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul

q(g_1_2|y\+n)+2|v|+n<_1

2 2 2

olmasidir. Bu ise,

a 2Vl +n 2v|+n 11
gl =—1- + <-lve-+-=1
2 2 2 P q

ifadelerinin ortak ¢dziimii ile birlikte,

24+2y|+n
ol —
p
kosuluna denktir. Sonug olarak, P f(x,?) parabolik Riesz potansiyeli h.h.(x,t) € R} , X
R icin mutlak yakinsaktir.
Teorem(5.28)’in (2) ve (3) kosullarini direkt kanitlamak yerine P — parabolik Riesz
tipli potansiyelinin 1 <p < g<oo vea = (2+2|v|+n) <% — %) icin zayif (p, q)-

tipli oldugunu gosterecegiz.

Daha sonra da Marcinkiewicz interpolasyon teoremini uygulayacagiz. Yani,

Pa <y7 7—) =
oldugundan

m{z: |(pa ® f)(z)] > A} < <w>

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 6ncelikle

Pa(y,7) 5 T 0 DT <
e (y,7) = ve pi(y,7) =
0 7>up Paly,7) 5 T >
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tanimlayalim. Buradan
Pa(y.7) = po (4, 7) + P2 (4. 7)
dir ve buradaki p-parametresi daha sonra belirlenecektir. f € £, ,, ve || f|| c,, = 1olsun.
Boylece
m{(y,7) ERY L X R:|(pa ® f)(y,7)| > A}
< m{(y,7) ERY, xR:|(ps ® )y, 7)| > 3}
+ m{(y,7) €RY, xR: (07 ® f)(y,7)| > 5}

seklinde yazabiliriz. Buradan Chebyshev ve Young esitsizlikleri géz oniine alindiginda

m{(y,7) R}, xR:|(pa® Ny 1) >3} < () lba® I,
< ()" Iz, IA11E,,

= ( ) Hpchly

elde edilir. Simdi bu son esitsizlikteki ||p}, || ,, normunu hesaplayalim. w, (y, 7) genelles-

mis Gauss-Weierstrass ¢ekirdeginin (3.21) 6zelligi géz Oniine alinir ve

1

o 2v
z=yr 2, dz =1 2dy, (y)* = (T%Z’) = 7 ()»

doniisiimii uygulanirsa

il = [ [irwolewra- | / e . )] ()l

R" R"

- 75 / / () ey
(%)
1 // a_y Afn
—= T2 T
i,
= e |w,,zl\/72 Yr (2 )dz = =———
'(s) / F( 9"

elde edilir. Burada c3; = [ |w,(z,1)| (2/)*dz dir.
R+

Boylece (4.37)’a geri donersek

w,,(yT_E 1)‘d7’( N2 dy

M\Q

A 2\
m{(y,T) cRy, xR: |(pé ®f)(y,7)| > 5} <y (%) (4.37)
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p
esitsizligi elde edilir. Burada ¢, — (ﬁ) dir.
2

Diger yandan Young esitsizliginden (veya Holder esitsizliginden)

1 1
It ® e, < W2, Wfley, 555 =1

esitsizligini elde etmek miimkiindiir. Boylece burada w, (y, 7) genellesmis Gauss Weierst-

rass cekirdeginin (3.21) ozelligi g6z Oniine alinir ve degisken de8isimi yapilirsa

1
q

1
W2l = g | [ [
2 &

k,+

Qi
Q=

1 @ |v[+n |v|+n
- T(9) / lwy(z,1)]7 (') d= /Tq(2122+)+2£+d7'
2
RZ’+ .
1
7 a

e’ 2Jlt+n) 2lvl+n
= c5 /Tq(21 2 )Jr 2 dr

n

esitligi bulunur. Burada c; = g < [ |w,(z,1)]" (= )2”dz> dir.
2

Simdi bu integrali hesaplayalim. Oncelikle, 0 < o < %”M oldugundan
+ 2y n+2 1
q @ 4T id + id = —(ag—2¢—(n+2v|)g+2|v|+n)
2 2 2 2
1
= S(aq—20— (n+2]) (- 1))
1
= Slag—2-(n+2+2)(g—1)
< -1

dir. Ayrica, o = (n+ 2+ 2|v|) (% - %) ve - + ¢ =1 oldugundan

o} n+2|v n+2\v 1
q(E—l— QH)—F 2"+1:§(aq—(n+2—l—2|u|)(q—1))

esitliginde

q 1 1
ag=Mn+2+2))(-—=) ve —+-=1l<=-=¢—-1
p
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dikkate alindiginda

Qo n+2|v n+2|v
NEEITARETE I

= S+ 242p)(g—2) — (n+2+ 2] (g - 1)
n+2+ 2|y
AR L

9 9 _nt242p|\ ¢ _ n42+42|y|
olur. Buradan ||p; ||, , = ¢ el =cep~ 2 ve

q

1
1 2 a
- - » 1 q /21/d -
R+

dir. O halde
9 _ n42+2y|
lpe® fll.., <en™ =
e 9 . . . . _nt2+42|y] A .
elde edilir. Simdi p-parametresini belirleyelim. ¢ 2¢ = 5 olmasi halinde p =
e\ 724777 elde edilir. Burada cr = (206)"+22£2I"l dir. Boylece
A
o2 @ fll,. <)
ve
A
m{(y,r>eRZ,+><R:\(pi@f)(w)}>§}=0 (4.38)

elde edilir. Bu durumda (4.37) esitsizliginden

m{(y,T) S RZ,_;_ xR: |(pa®f)(yv7_)| > )‘}

a\p op
2 2 a

elde edilir. Ayrica

apq pn+24+2v))(1+q¢g—2)
e f— _1 —
P 22 n+2+2 pla—1)=q

oldugundan
m{(y,7) €RL, xR |(pa ® f)(y,7)| > A} < esh™PFawdim) — gn—e

elde edilir.
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n+2+2|v|
p

Dolayisiylal <p<g<oo ve0 < a < olmak iizere

a:(n+2+2WD<%—é)

kosulu altinda || f|| ¢,, = 1 oldufundan P— parabolik Riesz tipli potansiyeli zayif

(p, q)-tiplidir. Yani,

m{(y,7) R, X R:|[(PIf)(y,7)| > A} < (%)

dir. Boylece Teorem(5.28)in (3).kismi kanitlanmug oldu.

Diger yandan (2).kismin ispat1 icin Marcinkiewicz interpolasyon teoremini uygula-
yalim. Oncelikle P%— parabolik Riesz tipli potansiyelinin lineer bir operatdr oldugunu
ve yukaridaki ¢alismamizdan P%—parabolik Riesz tipli potansiyeli zayif (1, qo)-tipli ve
zayif (p1, q1)-tipli oldutiunu biliyoruz. Boylece p > 1 i¢in Marcinkiewicz interpolasyon

teoremine gore P%— parabolik Riesz tipli potansiyeli (p, ¢)-tiplidir. Yani;

125 fllz,, < clifll,,

olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 vardir. Ayrica

1 1—-6 0 0
[ — +_:1_9+_
p DPo b1 b1
1 1-0 0
- = +— ;0€(0,1)
q qo0 q1
ve
1
a = (n+2+2]y])(1——)
qo
1 1
a = (n+2+2]y])<———>
P1 1
oldugundan
1 «Q 1 1
—_———_=— S a=(n+24+2|v -— =
p g n+2+2 ( ’D(p Q)
elde edilir.

Teorem(5.28)’in tamamlanmas i¢in, (2). kisimda P f — parabolik Riesz tipli potan-
siyelinin 1 < p < ¢ < oo igin L,, uzayindan L,, uzayma smirli olmasi i¢in gerekli

kosulun

a:(n+2+2WD(%—l)

q
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oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in herhangi f € £, , verildi§inde 1 < p < ¢ < co ve

n+2+2|v|
0<a<——

icin

yonu i¢in de saglanir. Soyle ki

1Bz, =
R?+XR
o
RZ | xR Ry, 0
[o.¢]
S )
I'($)
R27+XR RZ’+ 0
o
_ / !
B I'($)
RTIZ,-&-XR RZ’+ 0

dir. Burada z = e 22 icin do = €2dz, (96")21/ = 6‘”'(2,)

doniisiimii yapilirsa

1P fllg,, <c

| 1) s

||f||LW ;>0

esitsizligi saglansin. Aym esitsizlik € > 0 olmak iizere g(z,t)

= f(e 2, e 't) fonksi-

Q=

q

- / %%) / / 5w, (y, 7TV g, )dr (P dy| di(e!)>da

Q=

q

“Wdr(y)*dy| dt(x")*dx

QI

q

ve s = e !ticgin dt = eds

||P39||Lq,u
q 1
1 r o B
= / (%) / /7’2—111),,(y,7)T6 Pt (y, T)dr (Y dy| di(2')* dx
Ry | xR 2 R0
: :
1 a_q s Y n+2+2|v| Ny
= F(a) 7?2 wV(yJT)T ' f(y77—>d7—(y) dy € 2 dS(Z) dZ
Ry | xR 2 R0
o “ .
1 a1 T N2 R 2
= F(a) T2 w,,(y,r)Ty’ f(Z, S)dT(y) dy dS( ) dz
RzerXR 2 ]R}CLYJr 0
_ €n+224;2|1/\ / |(Plf¥f> (Z’ S>|q d8(2/>21/dz
R” XR
n+2+2| \ o
= 1P £, (4.39)
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elde edilir. Ote yandan

3 =

ollep, = | [ It dreyas

R?+XR

hSA

= / ‘f(e_%m, e ') ' dt(z')* dx

R? xR

dir. Yine burada z = e 2z i¢in dz = e2dz (/)% = eI(2))% ve s = ¢ 'ticin dt = eds

doniistimii yapilirsa

1
p
p
lolle,, = | [ |reto e dayas
Ri 4 xR
1
P
— / ]f(z,S)|pen+22+2‘|y‘ds(z/)2"dz
Ry xR
1
p
n |v|
_ / F(z, )P ds(2)2d
Ry 4 xR
n+2+2|v|
= A (4.40)

elde edilir. Boylece

1P2gll. <cllgl,,, ve IPSfll.. <clfll, :e>0

oldugundan 4.39 ve 4.40 esitsizlikleri gdz oniine alindiginda

n+2+42|v| a a n+242|v|
e 2 B fllg,, = 1509l <clall,, =ce 2 1Ifll,,

esitsizliginden
n+2+2v|

1_1
1P fll,,, <ce 2 (3 q)HfHEW

elde edileceginden

a n+2+2y (1 1 1 1
— = |-—= | <= a=n+2+2||-—-
2 2 P q P q

bulunur. O
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4.3. Parabolik Riesz ve Parabolik Bessel Tipli Potansiyellerin Yaklasim Ozellikleri

Asagidaki teorem, parabolik Riesz ve parabolik Bessel tipli potansiyellerinin agirlikli Le-

besgue uzaylarinda norma gore, noktasal ve diizgiin yakinsamasi iizerindedir.

Teorem4.22. f € L,,, 1 < p < oo olsun. Bu durumda

(a)
lim f(z,s)=(; —oc0<(l< o0, (r,t)eRy, xR

(2,8)—(z,t)

limiti varsa o zaman

lim (POf)(x,t) = ¢ lim (P f)(z,t) =¢

a—0t a—0t
esitlikleri saglamir. Dahast f fonksiyonu herhangi bir (z,t) € R} | X R noktasinda siirekli

ise bu durumda

lim (BPf)(2,t) = lim (P f)(2,t) = f(z,?)

dir.
(b) f € L,, NCy ise yakinsama diizgiindiir. Yani,

Prf =/, Prf=f, a>0
dir.

Ispat Teoremi P f—parabolik Riesz potansiyeli icin ispatlayacagiz. Benzer sekilde
P¢ f—parabolik Bessel potansiyeli i¢in de ispat yazmak miimkiindiir.
(a) I.durum

lim z,8) =4/ ; —oc0o<l <
(zs)—)(mt)f( )

olsun. O halde

P = 1 0/

g0z Oniine alalim. Ayrica

/ 75w, (y, T)TY f (2, 6)(y)) 2 dydr 4.41)

veE

1 [ .
— / /7’2_1wy(x,t)e_TdT(x')2l’dx =1 (4.42)
I'(3) /
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ifadeleri gz Oniine alinarak

i~ = o [ [ e ) )y

— d //Tg_le_Twl,(y,T)Ee—T( "2 dydr

- / [ 75wl (007 ) — 07)

OR"

wl@

esitligi elde edilir. Bunun yaninda herhangi € > 0 verildiginde 6yle d > 0 vardir Oyle ki
Y]yl < V6 ve0 <7 <6 igin

|T9T f(x,t) =l <e, (1—€7)<e (4.43)

oldugundan

)
P f(x,t) — €] < @ / / 75w, (y, 7) [T f(x,t) — Le™7| (y')* dydr
5
0 |yl<

lyl<v/s

2
2

00
(@ /
2

5 B},

5
//7’3 Yw, (y, 7) [TY7 fx,t) — Le™7| (v ) dydr
O‘ >3

\

75w, (y, 7 ’T?”f x,t) — le” ‘(y’)zl’dydT

= Ei(a) + Ex(a) + Es(a) (4.44)

elde edilir. Simdi £ («), E2(«) ve E3(«) degerlerini hesaplayalim.

Ei(a) = C / / 72w, (y, 7) | TV f (2, ) — Le 7| (y)* dydr
0 Jyl<v/3

IA

0
1 2-1 Y, T "\ 2v
[ e I s — e

é
+ rm)/ / 72wy, (y, ) (1 — € T (y) P dydT
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IN

= U7 (4.45)

olur. Ey(«) ise

Fale) = ré)j

lyl=
1 6
< o [ [ ot 97 e 01
“ o ly|>V/8
1)
o [ e u e Py
I'(3)
0 Jy[>vs
= Ey(a)+ Ey(a) (4.46)

biciminde elde edilir. (3.23) ve ; + ; = 1 icin Holder esitsizligi goz oniine alinrsa o > 0

icin

)
B = g / / P8V (y, 7) [TV £ (e, 1) (o) dyelr

L(3)
O lyl=ve
5 ,
= T (/ |Tnywt)|p( ) dydr
2 0
5 .
/ / (0w, (y, 7)) () dydr
0 Jy|=vs
5 .
= clI‘(lg) 177 fllzs, //T(§1W)qe‘£q(y’)2”dyd7
0 ly>v3s
5 i
< ”];‘(’f) / P53 / e 5 (o dydr
0 ly|>Vv'é
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2
2 e |22 K
olur. Burada @—Tq = |2|° doniisiimiinii uygulanir ve e " = e 2 em 2 < ez eTEr

esitsizligini géz Oniine alinirsa

P
, 1] o _y_mi2lv] 2
Ey(a) < ¢ F(;:I;V /7(2_1_+22)q / e_‘yifq(y/)zydydT
? 0 ly|>v8
1
6 q
Hf”[jp,,, q(g_l_w)+w —|z? f n\2v
= ¢ F(g) T2 2 2 e (z) dzdr
’ 0 2125/ %
1
g q

L(3)

2

é
CQWHE”’” /74(3‘—1—”5'”)+”3'”6—§de / e ()
0

bulunur. Buradan da

1
a — 07 igin ) ~ 5@
tahmini kullanilarak
Ey(a) < es(®)allfll,, (4.47)
elde edilir. Benzer sekilde
By (a) < es(0) |{] a (4.48)

esitsizligini de yazmak miimkiindiir. Boylece 4.45 den

Ba(@) < (e5(0) Ifllg,,, +ea(®)10]) @ = es(0)a (4.49)
bulunur. Simdi F5(«)’y1 hesaplayalim. Boylece

Es(a) = F(l%)/ / Tgflwl,(yﬂ') |Ty’Tf(:c,t)—€e’T‘(y')zl’dydT

5 R,

1 i g1 Y, T N 2v
el I R L

>R},

4 //73_16_7wu(y77)(y')2”dyd7

(g
() ol

Ey(a) + E5(a) (4.50)

IN

+
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elde edilir. Burada

//72 wy(y, 7) [T f (2, 1)] (y')* dydr

1) 5 RY,
n+24+20v| - - 1 1 _ .. .. [T
olup o < N (L 1 olmak tizere Holder esitsizligi uygulanirsa
Ey(a)
1 o0
< wa | [ [ e reor o / [ )
2 5 Ry 5 Ry
1
||T=‘“f|| (3 TR
= LP” // -1) ( C(n,v, k)(27)” At e4f> (v )" dydr
1
||f I r (5-1-22]) 2
< ¢ LP” /T §-1-ng /6_47—( "2 dydr
s R,

z|” doniisiimiinii uygulanirsa

’ f 7 @ n v y2q
Ey(a) < CGH HEP’V /Tq<2_1_ 34) / 67‘4‘* (y/)2ydyd7'
é

elde edilir. Son esitsizlige i

Q=

['(3)
2 B},

Qe

1
q

a n |1J n lvl
= C7—§P’V /7‘ i e A g /ez|2(z')2ydz
['(5) /

&+

elde edilir. Burada da

1
—«

a— 07 igin ——— ~
IS 2

tahmini kullanilarak
Ey(a) < cs(d) [I£1l,, @ (4.51)

bulunur. Diger yandan [ w,(y, 7)(y')*dy = 1 oldugu kullamlarak

Ey(a) = %7/7316710”(% 7)) dydr

k,+
i 7 . / : f
= - T2 e " w, (y, 7)(y) ¥ dydr < ¢ >
I'(3) gr(g)
5 Ry,

Q=
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olur. Yine
a — 0" igin ! 104
(%) "2
tahmini kullanilarak
Ej () < ¢o(0) |{] a (4.52)
elde edilir. Boylece
Ey(a) < (es(0) IFlz,, +eo(0)10]) @ = cio(6).0 (4.53)
bulunur. Sonug olarak (4.44)’a geri donersek
(1416)) 62
Pif(x,t) — 4| < ~——"—€+c5(0)a+ c10(0)x
P2 0,0) =0 < gy <+ es(0)a+ en(d)
ve o — 07 i¢in
lim sup [P f(x, 1) = €] < (14 ]6]) e
a—0t
olur ve keyfi € > 0 i¢in lim, o+ | P2 f(z,t) — ¢| = 0 elde edilir.
II.durum
lim Z,8 00
(z,8)—(z,t) f( )
olsun. ( l)m% : f(z,8) = —oo olmasit durumu da benzer sekilde yapilir. Bu durumda
z,8)—(x,t
verilen M > 0 igin dyle § > 0 vardir oyle ki V|y| < v/ ve 0 < 7 < 4 igin
T f(@, )| > M
dir. O halde
5
POl < [ ] ) 1 0] o dyar
%) 0 Jyl<vs
5
(5 / / 72wy (y, 7) [TV f (2, 0)] (') dydr
5
0 Iy\ Vs
1 a_1 T N 2v
iy [ T I G 0] )y
275 RY |
= Fi(a)+ Fy(a) + F3(a) (4.54)
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diyelim. Simdi F} («),F(a) ve F3(«) degerlerini hesaplayalim:

Fila) = / [ ) [ ) ) dydr

['(3)
O lyl<vs
ur 5
> F(a)/Tg_1 / wy(y, 7)(y)* dydr
2 ly|<v/§
5
M e n v 2
I5ray /7’2_1_+22| / o = (v dydr
I'(3)
0 lyl<vé
dir. Burada % = |z/° doniisiimii uygulanirsa (y')*dy = 2"*2‘”‘7%2‘”(2')2%2 ve

Jyl < V8 ¢ [2] < 3,/2 olup

0
M o n v 2
Fi(0) 2 ey / P e ) ayar
F(§

ly|<V/§
)
— cz—]\/o[l /Tg_l_n+22|yl7n+22y / e_‘z|2(z’)2”dsz
I'(3)
0 | |<2 5
Moz 2
_ —|z| / 2I/d
= 3——— e z z
TA+9) / %)
l2l<34/2
M6z
= ¢ 4.55
T(1+9) (43)

elde edilir. F5(c) ve Fy(a) ifadeleri Ldurum’daki Ej(a) ve Ej(«) ifadelerinden yarar-
lanilarak

Fa(a) < e3(0) | fllg,, @ ve Fs(a) <es(d) [Ifll,, @ (4.56)

esitsizlikleri elde edilir. Boylece (4.54) *dan

Mé3
(B ) (1) = “Ta+2) cs(0) [ fllz,, o = es(O) [[fllz,, @
olacagindan o — 07 icin(P%f) (x,t) > ¢4 M elde edilir. Bu ise
lim (P f) (z,t) = 00

a—0t

olmasi demektir.
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(b) f € L,, N Cp olsun. Bu durumda, herhangi ¢ > 0 sayis1 verildiginde 6yle ¢ > 0
vardir oyle ki V |y| < v/d ve 0 < 7 < § igin

sup [TV f(z,t) — f(z,t)] <€, (1—€7)<e (4.57)

(zt)ERY | xR
dir.
Buradan I.durum’daki (4.44), (4.45), (4.49) ve (4.53) ifadelerinden de yararlanilarak,

(14171, 6%
B (o) = F@ e, S s sy

+ <03(5) 1£llgp, + ea(0) Hf”£°°#> “
+ (0 1y, + @ 1L, ) o

elde edilir. Boylece o« — 07 i¢gin € > 0 keyfi oldugundan
li BEr— =0
Jim [|BEf =l

bulunur.
P f-Parabolik Bessel potansiyeli i¢in de ispat benzer sekilde yapilir. Tek fark: agagi-

daki esitliin dikkate alinmasidir:

(Pof)(x,t) — € = F(I%) O/R/ T%_le_Twl,(y,T) (T%Tf(x,t) — Ee_T) (v ) dydr
1 y )
= = 75 e Tw, (y, T) (TY7 f(x,t) — Le™™) (v ) dydr
it O/Iy</\/3
19
1 £—-1 - - N\ 2v
= T2 e Tw,(y,T) (Ty’Tf(x,t) —le T) (v )" dydr
F(Q) U/Iy>/\/3
]. T a_1 _r T —T N\ 2v
+F(%) /R/ 2 e Tw, (y, T) (Ty f(z,t) — Ce ) (v )* dydr.

O
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4.4. Parabolik ve Agirhkh Parabolik Tipli Bilesik Dalgacik Doniisiimleri icin Cal-

deron Yeniden Uretme Formiilii

Calderon yeniden iiretme formiilii (Calderon Reproducing Formula) 1964 yilinda Calde-

ron’un ilk calismalarinda

1 o0
o / f*ut*vt (4.58)
0

esitligi ile verilmektedir.
Dalgacik ve sinyal analizinin,fizigin,matematiksel analizin ve uygulamalarinin 6zel-
likle Fourier ve Fourier-Bessel harmonik analizinde bir¢cok problemin ifade edilmesinde

onemli rol oynamaktadir. Burada u ve v radyal "yeterince iyi" fonksiyonlar, 6rnegin, Sc-

hwartz test fonksiyonlart uzayindan fonksiyonlar olmak iizere;
1 1
w(z) = —u(z) ve v(z) = —v(f) , (0<t<o0)
t 1 t 't
icin
A A dt
frlat)g(at)—= =1 ,a € R — {0}

kosulu altinda (4.58) esitligi Lo(R™)-normunda ve h.h.x i¢in noktasal yakinsaktir.

Bundan bagka, siirekli dalgacik(wavelet) doniisiim ise

f(z,t) t"/f

seklinde tanimlanir. Burada w, integrallenebilir, radyal ve [ w(z)dz = 0 kosulunu sag-
Rn
layan bir dalgacik fonksiyonudur. Siirekli dalgacik dﬁnii§iimler, Calderon yeniden iiretme

formiilii (4.58)’in bir genellesmesi olan

Vi d
/Wf<x7t)?t - a,wf(x)
0

esitligi ile analiz ve uygulamalarinda 6zellikle, integral denklemler teorisindeki problem-
lerin ¢oziimiinde 6nemli bir teknik ara¢ olarak kullanilmaktadir.

2005 yilinda Rubin ve Aliyev , "Bilesik Dalgacik Doniisiim (Composite Wavelet
Transform)" ad1 verilen bir siirekli dalgacik doniisiim tanimlamislardir. Bu doniisiimler,

stirekli dalgacik doniistimlerin iki degiskene baglh bir sinifidir. Bu degiskenler yarigrup
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fonksiyonu ve dalgacik fonksiyonudur, her ikisinin secimi de calisilan probleme baglh
olarak secilebilir.

Klasik Fourier analizinde Laplace diferansiyel operatoriiniin dogurdugu klasik kayma
ile iligkili Riesz, Bessel, Parabolik gibi potansiyeller icin yeni ters belirleme formiilleri
Rubin ve Aliyev tarafindan, bilesik dalgacik doniisiim kullanilarak belirlenmistir.

Bizim ise bu boliimde amacimiz, Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogur-
dugu genellesmis kayma operatorii ile iligkili Gauss-Weierstrass yarigrubunu ve uygun
dalgacik fonksiyonunu kullanarak parabolik tipli bilesik dalgacik doniisiim tanimlayarak,
Calderon tipli yeniden iiretme formiiliinii kanitlamaktir. Bu formiillerin parabolik Riesz
ve parabolik Bessel potansiyellerinin ters belirleme formiilleri i¢in gerekli oldugunu bil-
mekteyiz. Bundan sonraki ¢calismamiz bu ters belirleme formiilleri iizerine olacaktir.

(Pf)(x,t) radyal ¢ekirdekli, girisim tipli yarigrup ve p-uygun dalgacik fonksiyonu

olmak iizere bilesik dalgacik doniistimii

o0

Vi) = [(PHatr)dn(r)
0
esitligi ile tammlanir. Burada p, [0, 00) araliginda sonlu Borel 6l¢iim ve p( [0,00)) = 0

dir. u( {0}) = 0 kabul ediyoruz.Yani,

/wmszm:o
[0,00) 0

dir. Bu sekildeki u-6l¢iimlerine, 6zel olarak [0, co) araliginda tanimli dalgacik 6l¢iimii adi

verilir. p-6l¢iimiiniin tam varyasyonu ise

[e.9]

Il = [ dlul () < o0

0

seklinde tamimlanir. Ornegin £ C [0, c0) olmak iizere u(E) = [ h(t)dt ile tanimlanirsa,
E
p-6l¢timiiniin [0, oo) araligindaki tam varyasyonu

HM:/WMﬁ

esitligi ile ifade edilir. 0 < ¢ < oo olmak iizere

1 ; 0<t<«1
ht)=¢ -1 ; 1<t<?2
0 ; 2<t< ™
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fonksiyonunu goz oniine alalim. p-ol¢iimiide du(t) = h(t)dt seklinde tanimlansin. Bu

durumda
o0 0 1

/du@):/h(wﬁ:/ﬁ_jdt:o

0 0 0

ve p-ol¢iimiiniin [0, co) araligindaki tam varyasyonu

Il = [ Incolde =2

dir.
1 dalgacik 6lciimii ve Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu Genelles-

mis Gauss-Weierstrass gekirdegi w, (y,7) ,(y € R} , , 7 > 0) olmak lizere

dm(y, ) = w,(y, 7)dv(y)du(r) , dv(y) = (y')*dy

Ol¢ciimiinti tanimlayalim. Burada Gauss-Weierstrass cekirdegi i¢cin 7 < 0 olmak tiizere

w,(y, 7) = 0 kabul ediyoruz. A¢iktir ki, m(y, 7) 6lgiimii sonludur ve
m(@y, xB) = [ [ wlyr)dv@iu(r) = [ dutr) =0
R! R} | R
esitligi saglanir.
Artik genellesmis kaymanin dogurdugu parabolik tipli bilesik dalgacik doniisiimiinii

tanimlamak i¢in hersey hazirdir.

Tamm 4.23. f € L,,(R},), (1 < p < 00), (Looy = Co) ,w,(z,t) Genellesmis
Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi ve (G f) (x,t) yarigrup olmak iizere parabolik tipli bilesik

dalgacik doniisiimii
Wof(aton) = [ TV07 (o, tydm(y. ) (4.59
R}, x[0,00)
ve agirlikli parabolik tipli bilesik dalgacik doniisiimii

W f (2, tm) = / TV f (o, ) dm(y, ) (4.60)

Rn

k,+><[0>oo)

ile tamimlanir.
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Minkowski integral esitligi kullanilarak L, , ,(1 < p < 00), (L, = Cp) uzayinda
(5.68) ve (5.69) operatorlerinin iyi tanimli oldugu gosterilebilir. Ornegin (5.68) deki ope-

ratoricin f € L, , (1 < p < o00) igin

W Cosmlly,, < (1l wy, (y, 7)| d || (1)dv(y)
y

= 1 fl N / jw, (9, 1) di(y) < o0

RY
dir. Calderon yeniden iiretme formiiliinii kanitlamak i¢in asagidaki onteoremlere ihtiyaci-

miz vardir.

Onteorem 4.24. (Stein-Weiss 1971)
{T.} , (e > 0) Lineer operatorler ailesi L, ,(R}. ) ,(1 < p < 0o) uzaymndan Ry, ,
uzaymndaki olgiilebilir fonksiyonlar uzayna tanumli olsun. Ayrica, © € Ry | olmak iizere

herhangi p € Ly, (R}, | ) icin

(T7¢) (x) = sup |(Tep) (2)|

e>0

olsun. Eger T*, q¢ > 1 icin zayif (p, q)-tipli yani,

q
mly  (T70) (0)] > 3} < (%) 1A 0)

ve

lim(T.p)(z)

e—0

limiti h.h.x € D icin var ve sonlu olacak sekilde bir D C L, (R} ) yogun altkiimesi
varsa, o zaman N € Ly, (R} ) icin im. ,o(Tep)(x) limiti h.h.x € R}, icin var ve

sonludur.

Onteorem 4.25. (Rubin 1986)
k(x) € Li(R"™) ve k,(x) = %k (%) olsun. Bu durumda g € L,(R") (1 < p < 00)
icin
l}g}}o g * Kol g1y = O
dir. Ayrica g € Cy ise
lim sup [g*k,| =0

P00 pcRn

dir.
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Onteorem 4.26. (Aliev, Bayrakci 1998)

¢ € Ly, (R ) veV(x) = sup [p(y)| olmak iizere

|z|<|yl
/ U(x)dv(z) =c < o0
RE+

olsun. Bu durumda f € L, ,(R} ) ,(1 <p < oo)ver € Ry igin

sup [(f ® o) (2)] < (M, f)(2)

e>0

2|v|+n

dir. Burada p.(x) = ¢~ 2 ¢ (f) (e > 0) ve M, ise Hardy-Littlewood Maksimal fonk-

siyonudur.

Asagidaki teorem parabolik tipli ve agirlikli parabolik tipli bilesik dalgacik doniistimii

icin Calderon yeniden iiretme formiiliidiir.

Teorem 4.27. f € L,, (1 <p < oo)veV,, ise sirastyla (5.68) ve (5.69) esitlikleri ile
tamimlanan parabolik tipli ve agirlikli parabolik tipli bilesik dalgacik doniisiimlerinden

biri olsun. Ayrica ., sonlu Borel él¢iimii [0, 00) araliginda tanimlansin ve

/ dpu(t) = 0, / llog 7| |u] () < oo
0 0

kosullar: saglansin. Bu durumda

o0

Cun= /log (%) du(r) # 0

0

olmak iizere

o0 p
d . d

/Vl,#f(x,t,n)—n = lim wa(x,t,n)—n =C,f(x,t) 4.61)

/ no 77

dir. Burada limit L, ,,-normu (1 < p < 0o) anlanmindadir.

Ispat Once V,,, = W, olsun. Fubini teoremi ve Genellesmis Gauss-Weierstrass gekir-
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n+2|y|

deginin 6zelliklerinden biri olan w, (y, 7) =n * w,(\/ny, nT) esitligi kullanilarak

p
77
A f(z,t) = / Wof b))

— / //T\fynffxzf)wl,(y7 7Ydv(y)du(T) dn

n
[0 Ry,

oo

gl d
::/_//ﬁwwvuwn'uwmewm»ngﬂ
e R?

0

elde edilir. Bu son esitlikte z = \/fy ve s = n7 doniisiimiinii uygulanirsa dv(z) =
n+2|y|

n * dv(y) ve ds=7dn olur. Buradan

oo pT

Apf(a,t) = // /T&mwmu@wm © gu(r)

olur. [ju|| = [dlu|(r) < oo, f €Ly, veherz € R" s> 0 i¢in w,(z,8) € Ly,

0
oldugundan son esitligin sag tarafina Fubini teoremi uygulanabilir. Boylece

pT 0

Attty = [ [ [t e odun Zavte)

pT

du(T dv(z)

®w | =

S — e P O —3

_ / T f(x, t)w,(z, s)

Rn

k+ T

_ / T f(x, t)w,(2, s) 70

RY . 0

1
= //T”fxtwyzs) -
s

Ry 0

W | =

du(t dv(z)

du(T) dsdv(z)

elde edilir. Burada

Ko =7

/wm:;mw»,h®=§®wwﬂe<w

olmak tizere
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tanimlayalim. Boylece

Acpf(z,t) = (f® K) (2,t) — (f ® K,) (z,1), (z,t) € Ry, x (0,00) (4.62)

olur. (5.31)’den k € L;(0,00) ve [ k(t) f log (%) du(r) = C,, # 0, [Rubin] dir.
0
Simdi (4.62) esitligini kullanarak (5.70) 1le verilen

li_{% A pf(z,t) =C. f(x,1)

p—00

limitinin £, ,-normunda yakinsakligin1 gosterelim. Minkowski integral esitligine gore

(4.62)’den

[Acpf = Cufllz,, SIf @ Ke=Cuflly,, +IIf @ Kz, (4.63)
esitligi elde edilir. Buradan Lebesque baskin yakinsama teoremine gore

lim |1 ® Ke = Cufllg,, =0 1< p <00, (£acy = Co) (4.64)

dir. Simdi
lim || f® K|, =0

oldugunu gosterelim Bunun i¢in dnce Minkowski integral esitligi ve Genellesmis Gauss-

Weierstrass ¢ekirdeginin (3.21) 6zelligi géz oniine alinirsa

I ® Kp) (1), = //T“f Oz 5) K ()dsd(2)

L

= g

p

/ /R . 7 T2 f(z,1)] |w, (2, 8)| | K,(s)| dsdv(z) | dv(x)

n

/ / (/ . 'Tz’5f<f»t>|”dv<w>) [w, (2, 8)| | K, ()| dsdu(2)
Ry, 0 it
T _2ly|+n
= [ sl s
Ry, 0

IN

IN

(253, 1)‘ K, (5)] dsdv(2)
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_2ly|+n
olur. Buraday = 2572 ,dv(y)=s * dv(z) doniisiimiinii uygulanirsa

=

i e \
I(f® K,) (Ol < / /||T~,sf SO, s wy(zs‘i,l)‘ |K,(s)| dsdv(z)

IA

/ / 196t =9l o DI 6, ()] dsdly)

_ /my, | dv(y) /Hf )y, 1Ky(5)] ds
_ /Hf Iy, 1K, (s)|ds

elde edilir. Bu asamada
B = (ot =)l

fonksiyonunu tanimlanirsa
I(f @ Kp) (D, < ) (K| xh)(t), (=00 <s<0) icinKy(s) =0

esitsizligini yazmak miimkiindiir. Boylece

3=

ok, = | [ [1eK) @or

n
RE+

| [ om0l

3=

IA

/ (@) [(Hp | h) @) dt | = c() [ K] * Al @)

R

bulunur. f € £,,, oldugundan h € L,(R) dir. Onteorem 4.25’ye gore
plggo [ £, ] hHLP(R) =0

dir. Buradan

lim I @ Kol ,, =0 (4.65)
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elde edilir. Dolayisiyla (4.64) ve (4.65) esitlikleri (4.63) esitli§inde gdz Oniine alinirsa

lg% HAﬁ,pf - CufHLW, =0, (ﬁoo,l/ = CU)
pP—00

bulunur.

Benzer sekilde, V,, , = Ww icin de teoremin ispati benzer sekilde yapilabilir. 0
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5. SONUCLAR

Laplace-Bessel Diferansiyel operatorii

k n
0? 21/1
e ; (am T 3@) Z a 2 , (v, v, > 0)

=k+1

ile iligkilendirilen genellesmis kayma tarafindan dogurulan ve

0 0
(a—Ay> ve <8t+] A)

diferansiyel operatorlerinin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanan parabolik Ri-
esz ve parabolik Bessel tipli potansiyellerin Fourier-Bessel doniisiimii dilinde sirasiyla

agagidaki gibi tanimlanir. Yani, (7,t) € RE , x R ve a > 0 igin
F(PSf) (@, t) = (jaf” +it) "% (Ff)(a, 1),

E,(Pyf)(@t) = (L+ |2* +it) "2 (E,f)(x, ).

Buradan

o 1 o

1 —T
pOt(y?T) = F(Q)T—E wl/<y?7—) ve QOL(y7T> - F(Q)Tﬁ € wl/(y77—)
2 2

olmak iizere parabolik Riesz ve parabolik Bessel tipli potansiyellerin integral ifadeleri ise
Prf(x,t) = (pa ® f)(x t)

- @ / / $tun, (g, 7TV, 1) (4 dy:

Prf(z,t) = (¢a® f)(2,1)
1 a_ 1 —F T N\ 2v
= T2 e Tw,(y, )TV f(x, t)dr(y' )= dy.
: )]R”/O/

(5

bicimindedir.
Teorem 5.28. (Hardy-Littlewood-Sobolev tipli teorem)

242
n2420) o 1sun. Bu durumda

fel,,  , 1<p<oovel<ac<
(1) Pgf(x,t) parabolik Riesz tipli potansiyeli h.h.(z,t) € Ry | x R icin mutlak

yvakinsaktir.
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(2)1 < p < q< oo olmak iizere
. 11
1B flle,, <cllfllg,, ©a=@n+2+2 IVI)(]—Q - 5) (5.66)

dir. Yani, P—Parabolik Riesz potansiyelinin 1 < p < q < oo olmak iizere L, , uzaymn-
dan L, uzayina simirly etki gostermesi icin gerek ve yeterli kosul o = (n+2+2 ’V‘)(%—%)
olmasidur.

)p=1lvea=n+2+2|v)(1- é) olmak iizere PS'—Parabolik Riesz potansiyeli
zayif (1, q)-tiplidir. Yani,

m{(z,t) € Ry, xR [(P)f)(z,t)] > A} < (%) (5.67)

dir. Burada m{E} = [(z')*dxdt ile tammhidur.
B

Teorem 5.29. f € L,,, 1 < p < oo olsun. Bu durumda

(a)
lim )f(z,s)zﬁ;—oogégoo, (z,t) e Ry, xR
t ?

(2,8)=(z,

limiti varsa o zaman

lim (P f)(x,t) =¢ lim (P} f)(z,t) =¢

a—07t a—07t

esitlikleri saglamir. Dahast f fonksiyonu herhangi bir (x,t) € R} + xR noktasinda siirekli

ise bu durumda

Tim (P2)(,t) = T (P2)(, 1) = £ (1)

dir.
(b) f € L,,NCy ise yakinsama diizgiindiir. Yani,

Prf= T, Prf=f a>0
dir.

Tamm 5.30. [ € L,,(RY,), (1 < p < 00), (Looy = Co) ,w,(x,t) Genellesmis
Gauss-Weierstrass ¢ekirdegi ve (G, f) (x,t) yarigrup olmak iizere parabolik tipli bilesik

dalgacik doniisiimii

Wi f (2, tim) = / TV f (2, £)dm(y, 7) (5.68)

R% , x[0,00)
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ve agirlikli parabolik tipli bilesik dalgacik dontigiimii

W f st ) = / TV (. t)e " dm(y, 7)

RZ,+ x[0,00)

ile tamimlanur.

(5.69)

Teorem 5.31. f € £,, ,(1 <p < oo)velV,, ise sirastyla (5.68) ve (5.69) esitlikleri ile

tamimlanan parabolik tipli ve agirliklt parabolik tipli bilesik dalgacik doniigiimlerinden

biri olsun. Ayrica (1, sonlu Borel olgiimii [0, 00) araliginda tamimlansin ve

/ dpu(t) = 0, / llog 7| d || () < oo
0 0

kosullart saglansin. Bu durumda

olmak iizere

o0 o

dn . dn B
/Vl/,,uf(xvta 77)? - 11_1;% /Vl,#f(x,t, 77)? - C,uf(xvt)
0

p—o0 ",

dir. Burada limit L,, ,-normu (1 < p < 00) anlamindadir.
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