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OZET

GENELLESMIS PARABOLIK TiPLI POTANSIYELLER VE ONLARLA
ILISKILI YENI ANIZOTROPIiK DALGACIK DONUSUMLER

Cagla SEKIN

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal
Damsman: Prof. Dr. lham ALIYEV

Aralik 2023, 72 sayfa

Harmonik Analizin 6nemli teknik araclarindan olan, klasik parabolik Bessel ve para-
bolik Riesz potansiyelleri, A Laplace operatorii ve I birim operator olmak iizere,

(I — A+ 0/0t) ve (—A + 0/0t) diferansiyel operatorlerinin negatif kesirsel kuvvetleri
olarak tanimlanirlar.

Bu tezde, klasik parabolik Bessel ve parabolik Riesz potansiyellerinin genellesmeleri
olan H§f = (I + (—A)P? + 3/875)70[/5 fve Hyf = ((=A)P2+0/0t) ~/% ¥ opera-
torleri tamimlanarak, onlarin Lebesgue uzaylarinda davraniglart incelenmis ve 3 = 2 6zel
durumunda klasik potansiyeller i¢in iyi bilinen sonuglar elde edilmistir.

Laplace operatorii yerine, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii alinarak olusturulan
singiiler parabolik-tipli potansiyeller i¢in de benzer sonuglar bulunmustur. Ayrica, klasik
Gauss ve Poisson cekirdeklerinin ikisini de genellestiren bir cekirdek fonksiyonu ve bir
ozel "dalgacik ol¢iimii" yardimiyla yeni anizotropik dalgacik (wavelet) doniisiimleri ta-
nimlanarak, bu doniisiimler icin Calderon tipli ters ¢cevirme formiilleri bulunmustur. Bun-
larin yanisira, anizotropik dalgacik doniisiimleri ile, parabolik tipli H3 f ve Hj f potansi-

yellerini iligkilendiren bir boyutlu integral gosterimler elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Anizotropik dalgacik-tipli doniisiimler, Calderon-tipli ters
cevirme formiilleri, genellesmis parabolik Riesz potansiyeli, genellesmis parabolik Bessel

potansiyeli, Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi, singiiler parabolik-tipli potansiyeller.
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ABSTRACT

GENERALIZED PARABOLIC-TYPE POTENTIALS AND ASSOCIATED NEW
ANISOTROPIC WAVELET TRANSFORMS

Cagla SEKIN

PhD Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. lham ALIYEV
December 2023, 72 pages

Classical parabolic Bessel and parabolic Riesz potentials, which are important tech-
nical tools of Harmonic Analysis, are defined as negative fractional powers of differen-
tial operators (I — A+ 0/0t) and (—A 4+ 0/0t) , where A is the Laplacian and [ is
the unit operator. In this thesis, the operators Hg [ = (I+(=A)2+09/0t) o/ f and
Hgf = ((—A)P2 4+ 9/0t) - f are defined and their behavior are examined in Lebes-
gue spaces. These operators being the generalizations of the classical parabolic Bessel
and parabolic Riesz potentials, turn into them in special case § = 2.

Similar results have been found for singular parabolic-type potentials created by using
the Laplace-Bessel differential operator instead of the Laplace operator. Moreover, new
anisotropic wavelet transforms are defined with the help of a special "wavelet measure"
and a kernel function that generalizes both the classical Gauss and Poisson kernels, and
then the Calderon type inversion formulas have been obtained for these transforms. In
addition, one-dimensional integral representations relating parabolic type potentials Hj f

and Hf f with the anisotropic wavelet transforms, are established.

KEYWORDS: Anisotropic wavelet-type transforms, Calderon reproducing formula, ge-
neralized parabolic Riesz potentials, generalized parabolic Bessel potentials, Hardy-Little

wood-Sobolev theorem, singular parabolic-type potentials.
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ONSOZ

Harmonik Analiz, ¢cagdas matematigin 6nemli bir dali olup, hem matematigin kendi
icinde ve hem de Fizik ve Miihendislikte genis uygulama alanina sahiptir. Harmonik Ana-
lizin 6nemli teknik araglarindan biri, ¢esitli diferansiyel operatorlerin negatif kesirsel kuv-
vetleri olarak yorumlanan Riesz, Bessel, parabolik Riesz, parabolik Bessel vb. potansiyel-
lerdir. Yine, Harmonik Analizin bagka bir kullanigli teknik araci, 6zellikle son 40 y1lda ¢ok
onemli uygulama alanlar1 bulmus olan ¢esitli dalgacik (wavelet) tipli doniistimlerdir.

Bu tez ¢alismasinin esas konusu, parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansiyelle-
rinin ileri genellesmelerini tanimlayarak, onlarin Lebesgue uzaylarindaki davraniglarini
incelemek ve yine bu potansiyel operatorlerle ilintili olan 6zel anizotropik dalgacik tipli
doniisiimler tammlayarak, onlar i¢cin Calderon tipli ters cevirme formiilleri bulmaktr.

Bu tez caligmasi ii¢ ana boliimden olugmaktadir. Bu boliimlerin igeriklerini kabaca
ozetleyecek olursak,

Kaynak Taramasi boliimiinde, konunun biitiinlii§ii ve anlasilabilirligi i¢in bazi 6nemli
kavramlar ve notasyonlar verilmis; daha sonra da genel hatlariyla ¢calismanin izlenecegi
yol belirtilerek bir girizgah yapilmustir.

Materyal ve Metot boliimiinde, Bulgular ve Tartisma boliimiinde elde edilecek olan
sonuglarin ispatlarinda kullanilacak, ¢alisma alanimizda da sik¢a kullanilan, bazi temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Son olarak, Bulgular ve Tartisma boliimii ise ii¢ alt bagliktan olusmaktadir. Bu alt
bagliklardan ilkinde, klasik parabolik Riesz ve klasik parabolik Bessel potansiyellerinin
genellesmeleri tanimlanarak, ortaya ¢ikan integral operatorlerin Lebesgue uzaylarinda
davraniglar1 incelenmistir. Ayrica, genellesmis parabolik Riesz potansiyelleri icin Hardy-
Littlewood-Sobolev tipli teoremin bir benzeri kanitlanmistir. Ikinci alt boliimde, isareti
degisen bir Borel Olciimii ve 6zel bir cekirdek fonksiyonu yardimiyla yeni anizotropik
dalgacik tipli doniistimler tanimlanmis ve bu dalgacik tipli doniisiimler yardimuiyla, ilk alt
boliimde tanimlanmig olan genellesmis parabolik tipli potansiyel operatorlerinin tek katli
integral gosterimleri elde edilmistir. Daha sonra da, anizotropik dalgacik tipli doniisiimler
icin Calderon-tipli ters ¢evirme formiilleri elde edilmistir. Son alt boliimde ise, Fourier-
Bessel Harmonik Analizinin 6nemli diferansiyel operatorii olan Laplace-Bessel operatorii

yardimiyla olusturulan genellesmis singiiler parabolik Riesz ve genellesmis singiiler para-
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bolik Bessel potansiyelleri tanimlanarak, onlarin L,, , uzaylarindan L, , uzaylarna sinirl
etkisi incelenmistir.

Tez ¢alismamizin igerigi pedagojik olarak belli bir diizen ve siralamada olup, daha
sonra bu konuda caligmak isteyen kisiler i¢in diizenli ve anlagilir bir kaynak olusturacagi
diisiincesindeyiz.

Tiim doktora egitimim siiresince benden ilgisini ve destegini esirgemeyen, tiim bilgi
birikimini paylasan ve bana her kosulda tecriibeleriyle yol gosteren danigmanim Sayin
Prof. Dr. Ilham Aliyev’e minnetimi ve sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, her daim desteklerini hissettigim cok kiymetli biitiin hocalarima; maddi-manevi
beni hi¢bir zaman yalniz birakmayan, her kosulda yanimda olduklarini bildigim annem,
ablam ve arkadaslarima da tesekkiirlerimi bir borg¢ bilir, siikranlarimi sunarim.

Son olarak, beni bir yerlerden gururla ve giilimseyerek izledigine tiim kalbimle inan-

digim ve 6zlemle andigim canim babama sonsuz minnettarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

R}
Rn—H
L,=L,(R")

Ly, = L, (R" x RY)

R ={z:2=(v1, - 2p_1,2,) € R", 2z, > 0}
R =R" x R! = {(x,t) : x € R",t € R'}
1
Ly = {11, = (oo |00 dd) 77 < o0
p .2v 1/p
Ly = 38 Wl = (S s [ ) 22dzdt) " < oo

CO(R™1) : Siirekli ve || — oo igin 0’a yakinsayan fonksiyonlar uzay1

S(R™H) : R""1°de verilmis test fonksiyonlarinin Schwarz uzay1

Flg] = g¢" : g fonksiyonunun Fourier doniistimii

Flgl = g¥ : g fonksiyonunun ters Fourier doniigiimii

fxg : f ile g fonksiyonlarinin girigimi

f®g : f ile g fonksiyonlarinin genellesmig girisimi

A : Laplace diferansiyel operatorii

A, : Laplace-Bessel diferansiyel operatorii

Mf : Hardy-Littlewood maksimal operatorii

F,[g] : g fonksiyonunun Fourier-Bessel doniisiimii

F ] : g fonksiyonunun ters Fourier-Bessel doniisiimii

Ty : Genellesmis kayma operatorii

I'(t) : Gamma Fonksiyonu

H~f : Klasik parabolik Riesz potansiyelleri

H f : Klasik parabolik Bessel potansiyelleri

HEf : Genellesmis parabolik Riesz potansiyelleri

Haf : Genellesmis parabolik Bessel potansiyelleri

W,Eﬁ ) f : Parabolik-tipli dalgacik doniisiimii

fV[ZEB ) f : Agirlikli parabolik-tipli dalgacik doniisiimii

Hg, : Genellesmis singiiler parabolik Riesz potansiyelleri

M3, : Genellesmis singiiler parabolik Bessel potansiyelleri
Kisaltmalar

h.h.h.  : Hemen hemen her

viil



GIRIS C. SEKIN

1. GIRIS

Harmonik Analizin ve Matematiksel Fizigin en énemli diferansiyel operatorlerinden

biri olan Laplace operatorii, yani,

diferansiyel operatorii yardimiyla olusturulan ( —A+ %) ve (I — A+ %) operatdrleri-
nin negatif "kesirsel kuvvetleri", matematik literatiiriinde parabolik Riesz ve parabolik
Bessel potansiyelleri diye adlandirilmaktadirlar. Bu potansiyel operatorleri ¢ ve H®,
(o > 0) ile gosterirsek, Fourier Doniisiimii terimlerinde klasik H® ve ‘H“ operatorleri

soyle tammlanir: f fonksiyonu, R™*’de verilmis Schwarz test fonksiyonu olmak iizere,

FIH*f](&,7) = (|]* +i7) "2 F[f](&, 7); (1.1)

veE

F[Hf](€,7) = (L + |6 + i)/ Ff](€,7); (€ € R, 7 € RY). (1.2)

Bu operatorler, ilk olarak, Sampson (1968) ve Jones (1968) tarafindan tanimlanmus-
tir. S6z konusu potansiyel operatorlerinin Lebesgue uzaylarindaki cesitli 6zellikleri ve
onlarla ilgili olan anizotropik Sobolev-tipli uzaylar, Bagby (1971); Gopala Rao (1978);
Chanillo (1981); Nogin ve Rubin (1985, 1986, 1987); Samko vd. (1993); Aliev ve Rubin
(2002) vb. bir ¢ok matematikg¢i tarafindan incelenmistir.

Bu tez ¢caligmasinin esas arastirma konularindan birincisi yukarida bahsi gecen klasik
H< ve H* parabolik potansiyellerinin genellesmelerini tanimlayarak, Lebesgue uzayla-
rinda incelemektir.

Daha acik ifade edersek, oncelikle, « > 0, # > 0 verilmis parametreler ve [ €

L,(R"!) olmak iizere,

HS f(x,t) = % / WO E T fa — €, — T)dEdr (1.3)
B Rn+1
ve
HGf (2, t) = F(lg) / e T2 WwB(E, ) flw — €t — T)dEdr (1.4)
Bl
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integral operatorleri tanimlanmig ve bunlarin L, (R™*!) uzaylarinda davraniglar aragtiril-

mistir. Burada, z € R™, ¢t € R! ve

T, T>0ise

Ty =
0, 7<0ise
olup, w® (¢, 1) fonksiyonu, e=7”, (¢ € R, > 0) fonksiyonunun ters Fourier dénii-

siimii olarak,

w(ﬁ) (577—) = (QW)_n/eiy{e_leﬁdya (y : 5 = Zyk€k>
k=1

R”

seklinde tanimlanmistir. Gorildigu gibi, 5 = 1 ve = 2 igin, sirasiyla, klasik Pois-
son ve Gauss gekirdekleri elde edilir. Dolayisiyla, w'® (¢, 7), (¢ € R, 7 > 0) cekirdek
fonksiyonu, Poisson ve Gauss cekirdeklerinin ikisini de genellestiren bir ¢cekirdek fonksi-
yonudur.

Yukaridaki (1.3) ve (1.4) formiilleriyle tanimlanan Hg ve ’Hg operatorlerinin Fourier
carpanlari (multipliers) (|¢|” + i7)~/# ve (1 + |¢|° 4 i7)~*/# oldugundan, bu opera-
torler, ((—A)P2 + 2) ve (I + (—A)%/2 + 2 operatorlerinin (—a/[3) kuvvetleri olarak
yorumlanabilirler. Ayrica, (1.1) ve (1.2) formiilleri dikkate alinirsa, (1.3) ve (1.4) formiil-
lerinde 5 = 2 konuldugunda, klasik parabolik Riesz ve klasik parabolik Bessel potansi-
yelleri elde edilir.

Bu tez ¢alismasinin bir diger esas aragtirma konusu, yukaridaki Hf ve Hj operator-
lerini daha 1yi anlamak i¢in uygun anizotropik dalgacik tipli doniisiimler tantmlamaktir.
Bu dalgacik tipli doniisiimler, yukaridaki w'® (¢, 7) cekirdegi ve 1[0, 00) = 0 ozelligine
sahip, isaret degisen sonlu bir Borel olctimii kullanilarak olusturulmaktadir. Bahsi gecen
dalgacik doniisiimler iki tipli olup, biri (1.3)’teki gibi tanimlanan parabolik Riesz-tipli
potansiyel operatorleriyle ve digeri de (1.4)’teki gibi tanimlanan parabolik Bessel-tipli
potansiyel operatorleriyle iligkilidir. Sunu da belirtelim ki, bizim tanimladigimiz ve bir
B > 0 parametresine bagli anizotropik dalgacik doniisiimler, daha 6nce Aliev ve Rubin
(2002) makalesinde tanimlanmig olan dalgacik doniisiimlerin genellesmesi olup, 5 = 2
icin Aliev ve Rubin (2002) makalesinde tanimlanmis dalgacik doniisiimler elde edilmek-
tedir. Cesitli siirekli (integral) ve ayrik (discrete) dalgacik doniisiimler ve onlarin uygu-

lamalan ile ilgili, 6rnegin, Frazier vd. (1991); Meyer (1992); Chui (1992); Daubechies

2
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(1992); Holschneider (1995); Rubin (1996, 1998, 2000); Sezer ve Aliev (2005); Aliev ve
Rubin (2001, 2002, 2005); Aliev vd. (2008); Aliev (2009); Weisz (2013) kaynaklarina
bakilabilir.

Tezin esas sonuglarindan biri de, yukarida bahsi gecen ve bir § > 0 parametresine
bagh anizotropik dalgacik tipli doniistimler i¢cin Calderon tipli ters ¢cevirme formiillerinin
(Calderon’s Reproducing formula) bir benzerini kanitlamaktir.

Tez ¢alismamizin bir bagka sonucu da, Fourier-Bessel Harmonik Analizinde kullani-
lan singiiler parabolik Riesz ve singiiler parabolik Bessel potansiyellerini genellestirerek,
onlarin davraniglarin agirlikli L, , (R} x R') uzaylarinda incelemekle ilgilidir. Daha agik

ifade edilirse, tezin son boliimiinde,

Ty, O,

NG, 2v 0 "
Ayzza_aj]%_’_ ,(v>0;2 € RY)
k=1

singiiler Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ve o« > 0,5 > 0 olmak {izere, formal

ifadeleri

o o —a/B D) 5o —a/B
Hﬁ,l/ = (a o <_AV) ) ve Hgﬂj = (I -+ E + (—Ay) )

seklinde olan operatorler aileleri tanimlanarak, onlarin hangi kosullar altinda
(Lp, — Lg,)-smurh olduklart aragtirilmistir. Hatirlatalim ki, § = 2 6zel durumu daha
once Aliev ve Rubin (2001) tarafindan incelenmistir.

Bu tez calismasi, Girig ve Kaynaklar boliimleri harig, li¢ ana boliimden ve onlarin bazi
alt boliimlerinden olugmustur.

Kaynak Taramasi boliimiinde (tiim Tez calismalarinda oldugu gibi), kaynak taramasi
yapilarak, bu alandaki ¢calismalardan kisaca bahis edilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde, tezde kullanilan bazi genel kavramlar, gdsterimler ve
onemli teoremler verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiiniin ilk alt boliimiinde, klasik Gauss ve Poisson c¢ekir-
deklerinin ikisini de genelleyen bir ¢ekirdek fonksiyonu yardimiyla, klasik Parabolik Ri-
esz ve Parabolik Bessel potansiyel operatorlerinin genellesmeleri tanimlanmis ve onlarin
L,(R™*') uzaylarinda davraniglari incelenmistir. Bu alt boliimdeki énemli sonuglardan
biri, genellesmis parabolik Riesz potansiyelleri icin Hardy-Littlewood-Sobolev tipli te-

oremdir.
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Bulgular ve Tartigma bolimiiniin ikinci alt boliimiinde, p[0,00) = 0 6zelligine sa-
hip, isareti degisen bir Borel dl¢iimii ve bir 6zel ¢ekirdek fonksiyonu yardimiyla yeni
anizotropik dalgacik tipli doniisiimler tanimlanmis ve bu dalgacik tipli doniistimler yardi-
muyla, Hg ve H3 operatorlerinin tek katli integral gosterimleri elde edilmistir. Daha sonra
da, anizotropik dalgacik tipli doniisiimler i¢in Calderon-tipli ters ¢cevirme formiilleri elde
edilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiiniin son alt boliimiinde ise, Fourier-Bessel Harmonik
Analizinin 6nemli diferansiyel operatorii olan Laplace-Bessel diferansiyel operatorii yar-
dimiyla olusturulan genellesmis singiiler parabolik Riesz ve genellesmis singiiler parabo-
lik Bessel potansiyelleri tanimlanarak, onlarin L, , uzaylarindan L, uzaylarina giiclii-
(p, q) ve zayif-(p, q) etkisi incelenmistir.

Bu tez calismasinda, ¢cok degiskenli fonksiyonlar teorisinin, Lebesgue uzaylarinin,
Olclim teorisinin, Fonksiyonel Analizin, Fourier Analizinin, Fourier-Bessel Analizinin
cesitli teknikleri (6rnegin, cesitli maksimal operatorler, konvolusyon (convolution) tipli
operatorler, Fourier doniisiimii, Fourier-Bessel doniisiimii, Gauss-Weierstrass ve Abel-
Poisson yarigruplarinin genellesmeleri, vb.) kullanilmistir.

Calisma teorik nitelikte olup, elde edilen sonuclarin, Fonksiyonel uzaylar, Harmonik
Analiz, integral doniisiimler, dalgacik doniisiimler, potansiyel tipli operatorler alanlarinda

caligan arastirmacilarin ilgisini ¢ekecek nitelikte oldugunu diisiiniiyoruz.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, tez caligmamizla ilintili olan ve ¢esitli kaynaklarda bulunan ¢aligmalar-
dan bahsedecegiz. Bunun i¢in oncelikle, asagida verecegimiz formiillerde kullanmamiz

gereken bazi temel kavram ve gosterimleri (notasyonlart) hatirlatalim:

R" = {z:x= (21,29, - ,2,);1; eRLWi=1,2,--- ,n};

R*" = R"x R!'={(2,t) : 2 € R",t € R'};

x € R™i¢in

|z| = (x%+...+xi)1/2 ve dr = dx; - - - dzy;

z,y € R" i¢in x ve y’nin i¢ ¢carpimi:
Ty =Ty + TaY2 + 0+ Tnln;

Lebesgue L,-uzayi:

1/p
Ly(R™) = {f AL, = ( / @ dmdt) < oo} , (1 < p < o0);

p = o0 ig¢in,

,(r eR"teRY)

1flloe = esssup|f(z,1)

olarak tanimlanir.

Bu tez calismasinin Bulgular ve Tartisma boliimiiniin "Parabolik-tipli dalgacik do-
niisiimler ve onlar icin Calderon-tipli ters ¢evirme formiilleri” alt boliimiinde p = oo
durumunda L., uzay yerine, C° = C°(R™"!) uzay1 kullanilacaktir:

C0 = CO(R™) = {f . f, R""*de siirekli olup, ‘ lim f(z) = 0} :

z|—00
S = S(R™*1) ile, R"*1°de verilmis test fonksiyonlarinin Schwarz uzayim gosterece-
giz.
Flg] ve F'[g] ile, g € L;(R") fonksiyonunun, sirasiyla, Fourier ve ters Fourier

doniistimleri gosterilecektir:
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veE

Fa) = g [ 9@ = s Flal(-)

Benzer sekilde, f € Li(R™"!) igin,

Fiflly, 1) = flx, t)e @V dzdt, (y € R", 7 € RY)

Rn+1

\

ﬁﬂﬂ(—ya =7).

Klasik Harmonik Analizin en temel diferansiyel operatorlerinden biri olan Laplace

FUf(y,7) =

operatort,
0? o
A= ——4...
o2t o2

seklinde olup, bir f(z), (x € R™) fonksiyonuna etkisi

@aha =y T
k=1 k

olarak tanmimlanir.

I birim operatdr ve % ifadesi de ¢ degiskenine gore (kismi) tiirev olmak iizere,
(=A+0/0t) ve (I — A+ 0/0t) 2.1

diferansiyel operatorlerinin kesirsel kuvvetleri Harmonik Analizde ve onun cesitli uygula-
malarinda 6nemli rol oynamaktadir. Kesirsel kuvvetleri tanirmlamanin cesitli yollar1 vardir
(bakiniz: Samko vd. 1993). Bu yollardan en yaygin olani, Fourier doniisiimii yardimiyla
verilen tanimdir. S6z konusu tanimlamanin temelinde yatan gerceklik, Fourier doniistimii
ile tiirev arasinda olan iligkidir. (2.1)’deki diferansiyel operatorlerin "negatif kesirsel kuv-
vetleri" sirasiyla, parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansiyelleri diye adlandirilir.

« > 0 olmak iizere, Schwarz uzayindan olan bir f € S(R™"!) fonksiyonunun o mer-
tebeden parabolik Riesz potansiyeli H® f ile ve parabolik Bessel potansiyeli de H* f ile
gosterilirse, Fourier carpanlar1 (Fourier multipliers) terimlerinde H“ f ve H® f operator-

leri soyle tanimlanir:

FIH®f)(&,7) = (|€]* +im) /> F[f)(¢, 7) (2.2)

ve

FIHf)(&,7) = (L + €] +im) 2 F[f] (&, 7). (2.3)

6
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Ters Fourier doniisiimii /'~ kullanilirsa, (2.2) ve (2.3) formiilleri sdyle de yazilabilir:
H f(w,t) = F(IE]" + i) F[f](&, 7)](x, 1)

Hf(2,1) = FH(L+ |6 +ir) " 2F[f](€, 7)](x, 1).

H f ve H® f operatorleri, L, uzaylarinda tanimlanmus integral operatorler olup, "agik"
ifadeleri asagidaki sekildedir (Sampson 1968; Bagby 1971; Gopala Rao 1977, 1978; Cha-
nillo 1981; Nogin ve Rubin 1985, 1986, 1987; Samko vd. 1993; Aliev ve Rubin 2002):

Hf(x,t) = 1 / 72wy, 7) f(x —y, t — 7)dydT 2.4)
T'(5) Jenx(o.00
ve

[e3

H f(z,t) = 2 e Tw(y, ) f(x — y,t — 7)dydr. (2.5)

Al
T'(8) Jrrx (.00
Burada, w(y, 7) fonksiyonu, e~71¢ i fonksiyonunun £ € R" degiskenine gore ters Fourier

doniistimiidiir, yani,
Flw(-,7)](€) =™, (7 > 0,€ € RY).
Buradaki w(y, 7) fonksiyonunun (¢ekirdeginin) agik ifadesi bilinmektedir:
w(y,7) = (4m)*"/26*%, (y € R", 7 > 0). (2.6)

Burada,
1 271 7> 0ise
0, 7<0ise
tanimlamasi yapilirsa, (2.4) ve (2.5) formiilleri girisim seklinde yazilabilir:

1 a_ ~
ha(y,7) = ——72 ' w(y, 7) ve ha(y, 7) = € "ha(y, 7)

olmak iizere,
He f(x,t) = (ha x f)(,1)
ve
HEf(2,t) = (ho * f)(x,1).
H® ve H* operatorleri, ilk olarak Sampson (1968) ve Jones (1968) tarafindan tanim-

lanarak incelenmis, daha sonra sz konusu operatorlerin Lebesgue uzaylarindaki ¢esitli

7
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ozellikleri ve onlarla ilgili olan anizotropik sobolev tipli uzaylar (veya onlarin genisle-
mesi olan parabolik potansiyellerden olusan uzaylar) Bagby (1971); Gopala Rao (1977,
1978); Chanillo (1981); Nogin ve Rubin (1986, 1987); Aliev ve Rubin (2002) kaynak-
larinda incelenmistir. Yine, Samko vd. (1993); Samko (2002) kitaplarinda ve Aliev vd.
(2008) makalesinde bu potansiyellerle ilgili calismalar vardir.

Laplace-Bessel diferansiyel operatorii diye adlandirilan

52 #? 2w o
et 4 2L (2 e R 2, > 0,0 > 0) 2.7)

Oxy 0x2  x, 0z,

A, =

singiiler diferansiyel operatoriiniin dogurdugu singiiler parabolik Riesz ve singiiler para-
bolik Bessel potansiyelleri de Arena (1975); Aliev (1992); Aliev ve Rubin (2001); Sezer
ve Aliev (2005); Aliev vd. (2008) makalelerinde ve Sezer (2005) ¢alismasinda cesitli yon-
leriyle incelenmistir.

Klasik Riesz, Bessel, parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansiyellerini incelemek
ve onlarin terslerini bulmak i¢in dalgacik (wavelet) tipli doniistimler onemli teknik arac-
lardan biridir. Son 40 yilda dalgacik tipli doniisiimler harmonik analizde ve onun uygu-
lamalarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu konuda Chui (1992); Daubechies (1992);
Holschneider (1995); Meyer (1992); Rubin (1996, 1998, 2000); Weisz (2013) 6nemli
kaynaklar olarak bilinir. Ozellikle, Rubin’in (1996) kitab1, Riesz potansiyelleri ve baska
kesirsel integrallerin dalgacik tipli doniisiimler yardimiyla incelenmesi konusunda 6nemli
bir kaynaktir. Aliev ve Rubin (2002) makalesinde, 6zel dalgacik tipli doniisiimler yardi-
miyla, (2.4) ve (2.5) seklinde tanimlanmig parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansi-
yelleri i¢in ters ¢evirme formiilleri bulunmustur. Yine, Aliev ve Rubin (2001) makale-
sinde, Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu parabolik potansiyeller icin
ters cevirme formiilleri elde edilmis ve bunun icin 6zel dalgacik tipli doniistimler tanim-
lanarak kullanilmistir. Ayrica, Aliev ve Rubin (2005) makalesinde, "uygun yarigruplarin”
ve bir "dalgacik dl¢timiiniin" dogurdugu dalgacik tipli doniistimler tanimlanmis ve bu do-
niistimler Riesz, Bessel potansiyellerinin ve Radon doniisiimiiniin terslerini bulmak i¢in
uygulanmustir.

Biz, bu tez calismasinda, 8 > 0 bir parametre olmak iizere,

1
()"

w® & 1) = / e‘ﬂmﬁeigydy, (r >0, eRY) (2.8)
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cekirdek fonksiyonunu kullanarak, ii¢ parametreye bagli,

Agﬁf(x, t) = m / 5 ety (B) (y,7)f(x —y,t — 7)dydr (2.9)

R™ % (0,00)
integral operatorler ailesini tanimliyoruz. Hatirlatalim ki, 5 = 1 ve § = 2 alindiginda,
w® (&, 1) cekirdek fonksiyonu, sirastyla, klasik Poisson ve Gauss ¢ekirdegine doniisiir.
Yukaridaki (2.9) formiiliinde, 5 = 2 ve 6 = 0 ise, (2.4)’teki parabolik Riesz potansiyeli;
B = 2vef = 1ise, (2.5)teki parabolik Bessel potansiyeli elde edilir (Ayrica, = 1
ve § = 1 6zel durumu da ilging olup, klasik Flett potansiyellerinin parabolik versiyonu
olarak yorumlanabilir).

Tez ¢alismamizin, Bulgular ve Tartisma kisminda verdigimiz dnemli sonuglardan biri,
Af , operatdrlerinin L, (R™*1) uzaylarindaki davramglarini incelemekle ilgilidir. Hatirla-
talim ki, # > 0 ve # = 0 durumlar1 ¢ok farkli olup, § = 0 durumunda elde edilen sonug,
klasik parabolik Riesz potansiyelleri icin iyi bilinen Hardy-Littlewood-Sobolev tipli te-
oremin bir genellesmesi olarak yorumlanabilir.

Tez calisgmamizin, bir diger 6nemli sonucu da, sirasiyla, "parabolik-tipli dalgacik do-
niisim" ve "agirlikli parabolik-tipli dalgacik doniisim" diye adlandirdigimiz asagidaki
iki integral operatoriin L,, uzaylarinda davramigini vererek, bunlar i¢in Calderon tipli ters
cevirme formiilleri bulmakla ilgilidir:

WOs = [ el 210
ve
~ (B)
W fl.tm) = / oy © T Pyt =)Dy ndu(r)dy. @10
Burada, f € L,(R"!) olup, w®(y, 7) gekirdegi (2.8)’deki gibi tanimlanmigtir ve R'’de
verilmis isaretini degisebilen p 6l¢iimii sonlu Borel dl¢iimii olup, dayanagi [0, co) arali-

gindadir ve 1([0,00)) = 0°dur.

Not 2.1. (2.10) ve (2.11) formiilleriyle tamimladigimiz parabolik-tipli dalgacik doniisiim-
lerinin, (2.9) formiiliiyle tanimlanan parabolik-tipli integral operatorler igin ters ¢cevirme
Sformiilleri bulmada dnemli rol oynayabilecegi kamisindayiz. Ciinkii, 5 = 2 ozel duru-
munda Aliev ve Rubin (2002) makalesinde bahsi gecen uygulama yapiunustir ve genel du-

rumda da yapilabilecegini diisiiniiyoruz. Bu diisiincemizi kuvvetlendiren nedenlerden en

9
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baslicasi, (2.10)-(2.11) doniisiimleri icin asagida Teorem 4.26 ’da buldugumuz Calderon-

tipli ters cevirme formiilleridir.

Nihayet, Bulgular ve Tartisma kisminda verdigimiz bir bagska 6nemli sonug da, Fourier-
Bessel Harmonik Analizi ile ilgili olup, A,, (2.7)’de verilmis Laplace-Bessel diferansiyel

operatorii olmak tizere, formal sekilde

) —a/B o —a/B
g, = (& + (—AVW) ve 1S, = (I + 5t (—AV)M)
gibi tanimlanan ve aslinda,
1/p
Ly =4 f:fll,, = / |f(z,t)|F 22" dwdt <00 p,(1<p<o0)

1
Ri xR

uzaylarinda birer integral operatdrler olarak yorumlanan Hg, ve HF , operatorlerinin L, ,
uzaylarinda davraniglarini incelemekle ilgilidir. Bu alt béliimde kanitladigimiz teoremler-
den biri, Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiniin dogurdugu singiiler parabolik Riesz

potansiyellerinin bir genellesmesi i¢in Hardy-Littlewood-Sobolev tipli teoremdir.

10
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tez calismasinda, Fonksiyonel Analizin, Fourier Analizinin, cok degiskenli fonksi-
yonlar teorisinin, Lebesgue uzaylarinin, 6l¢tim teorisinin ¢esitli kavram ve teknikleri (6r-
negin, cesitli klasik esitsizlikler, maksimal operatérler, girisim (konvolusyon; Ingilizce:
convolution) tipli operatorler, Fourier doniisiimii, Gauss-Weierstrass ve Abel-Poisson ya-
rigruplariin genellesmeleri, dalgacik tipli doniisiimler, vb.) kullanilacaktir.

Calismamizin bu kisminda, Bulgular ve Tartisma boliimiinde verecegimiz esas te-
oremlerimizi ve bu teoremlerden elde etmis oldugumuz sonuclar1 kanitlarken kullanaca-
gimiz ve matematik literatiiriinde 1yi bilinen bazi1 6nemli tanimlar, nermeler ve teorem-
lerden bahsedilecektir.

Tezin, Girig ve Kaynak Taramasi boliimlerinde kisaca bahsedildigi iizere, tez ¢alisma-
mizda, hem klasik Fourier Harmonik Analizindeki parabolik (Riesz ve Bessel) potansi-
yellerinin genellesmelerini tamimlayarak, Lebesgue uzaylarinda davraniglarini inceliyoruz
ve hem de Fourier-Bessel Harmonik Analizinin (kimi kaynaklarda: "Genellesmis kayma-
nin dogurdugu Harmonik Analiz") singiiler parabolik (Riesz ve Bessel) potansiyellerinin
genellesmelerini tamimlayarak, agirlikli Lebesgue uzaylarinda davranislarini inceliyoruz.
Her iki Harmonik Analizin de kendine 6zgii notasyonlar1 oldugunu dikkate alarak, no-
tasyon kargasasi ¢cikmamasi icin klasik Fourier Harmonik Analizi ile ilgili (ve bizim bu
Tezde kullanacagimiz) temel kavram ve bilgileri bu boliimde verecegiz. Fourier-Bessel
Harmonik Analizindeki singiiler parabolik (Riesz ve Bessel) potansiyellerinin bir genel-
lesmesi ile ilgili elde etmis oldugumuz tiim sonuclari, Bulgular ve Tartisma boliimiiniin
son alt boliimiinde verecegimiz icin, gerekli tiim kavram ve bilgileri de orada (yerinde)
vermeyi uygun buluyoruz.

Oncelikle, Fourier Harmonik Analizin temel kavramlari olan Fourier doniistimii ve
iki fonksiyonunun girisimi (convolusyonu) kavramlarini tanitarak, bazi temel 6zelliklerini
hatirlatalim.

f € Ly (R™) fonksiyonunun Fourier doniistimii,

e = Flfiw) = | s

11
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ve ters Fourier doniigiimii,

seklinde tanimlanir.

Fourier doniistimiiniin baz1 6nemli 6zellikleri asagidaki gibidir:
f € L1(R™) olsun. Bu durumda,

1. f*(x) fonksiyonu tiim R™’de diizgiin siireklidir.

2. f"(z) fonksiyonu sinirhidir ve || f*|| o < || ]I, -

3. lim f*(z)=0.

|z| =00

A
4. 3‘97’; € Li(R™) olmak iizere, (%) (x). Buradan,

Laplace diferansiyel operatorii olmak iizere, f € S(R") igin,

(=ANz) = (@] + -+ 27) [ (2)
yani,
(—AS)(@) = [af* /()
ve dolayistyla, her £ € N i¢in

(=) M) = [a* (@)

olur.
5.x;f € Ly(R") ise, (0;f")(A) = ((—iz;) f(x))" ().
6. Iki fonksiyonun girisiminin Fourier doniisiimii, fonksiyonlarin Fourier doniisiimle-
rinin ¢arpimina esittir, yani,
(f*xg)"=f"g"
Burada, f, g € L;(R") fonksiyonlarinin girigimi,

(fxg)(x) = - fy)g(z —y)dy

seklinde tanimlanir.

12
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Girisim icin agagidaki Young esitsizligi gegerlidir: % ==+ % —1lvefelL,gecl,

1
p
ise, f *x g € L, olup,

I1f *gll, < [I£IL, gl

saglanir. Ozel halde, p = 1 olursa, » = g olur ve 1 < ¢ < oo igin

1+ gl < If1l gl

saglanir.
Simdi, ileride verecegimiz ana sonuclarimizin ispatlarinda kullanacagimiz ve Harmo-
nik Analiz alaninda ¢aligsanlarin iyi bildigi ve siklikla kullandig1 baz1 6nemli kavram ve

teoremleri verelim.

Tamm 3.2 (Klasik Hardy-Littlewood maksimal operatorii (Stein 1970, syf. 4)). f €

L,(R™), (1 < p < o0) olmak iizere,

1
(M f)(z) = 250 1B (@)] J, 0

|f(y)| dy, x € R"

seklinde tanimlanan operatire, Hardy-Littlewood maksimal operatérii denir. Burada, B, (),

x € R™ merkezli, r yarigapl yuvar olup, | B, (x)| onun ol¢iimiidiir ("hacmidir”).

Teorem 3.3 (Fubini Teoremi (Folland 1984, syf. 65)). (X, M, u) ve (Y, N,v), o-sonlu
olciim uzaylari, |1 x v olgiimii de M x N iizerinde i ve v niin carpumni olsun. Eger,
[ X xY — R fonksiyonu u x v dlgiimiine gire mutlak integrallenebilir ise, h.h.h.y € Y

icin [ f(x,y)du(z) integrali ve h.h.h. x € X icin [, f(z,y)dv(y) integrali sonludur ve

[ s = [ ([ s ae) = [ ([ ena) a)

esitligi saglamir. Ayrica, tekrarly integrallerden birinde f yerine | f| yazildiginda integral

yakinsak ise, digeri de yakinsak olup, birbirine esitlerdir.

Not 3.4. Fubini (kimi kaynaklarda Fubini-Tonelli) teoreminin uygulamalarda en ¢ok ter-
cih edilen versiyonlarindan birisi asagidaki gibidir:

A ve B o-sonlu dlciimler olsun. Bu taktirde,

A([B|f(x,y)|dy)dx<wveya/B(/A|f(x7y)|dx>dy<oo

13
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ise
| Vel dody < o
AxB
olur ve
J ([ it@miar) o= [ ([ ir@lac)ar= [ sy
saglanir.

Teorem 3.5 (Chebyshev Esitsizligi). 1 < p < oo olmak iizere f € L, olsun. O halde, her
a > 0 igin,

m{z | |f(z)| > a} < (@)

saglamir. Burada, m{E} ile, E C R™ kiimesinin Lebesgue olciimii gosterilmektedir.

Teorem 3.6 (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi (Sadosky 1979, syf. 14)). (X, M, u),

(Y, N, v) élgiim uzaylari ve 1 < pg, p1,qo, 1 < 00, t € (0, 1) olmak iizere,

1 1-—1 t 1 1-—1¢ t
= +—Ve—:
p Po yai q do q1

olsun. Ayrica, T : X — Y yari-lineer operatirii, zayif-(po, qo) tipli:

m{z: |Tf(x) >a} < (%) ,qo 7 00
ve zayif-(p1, q) tipli:

o 7@ > o < () g oo

olsun. Bu durumda, T operatérii giiclii (p, q)- tiplidir. Yani, bir ¢ > 0 sabiti ve her f € L,
icin,
ITfll, < cllfll,

saglanir.

Teorem 3.7 (Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi (Folland 1984, syf. 53)). (X, M, u)
olciim uzayt olsun. { f,,} dizisi de X ’de Lebesque dlgiilebilir fonksiyonlar dizisi ve h.h.h.

x € X igin lim f,(x) = f(x) olsun. Ayrica, bir g > 0 fonksiyonu ve her n € N igin,
n—oo

a) |fu(x)] < g();

14
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ve
b) / g(x)dx < o0
X

saglansin. Bu durumda, f fonksiyonu X 'te Lebesque integrallenebilirdir ve integral al-
tinda limite gecilebilir:

lim an(:v)d:v:/xf(x)dx.

n—o0

Teorem 3.8 (Young Esitsizligi (Stein ve Weiss 1971, Folland 1984)). f € Ly,g9 € L,,

(1 <p < o0)olsun. Bu durumda, f * g € L, dir ve

1+ gll, < 171 Mlgll,
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.9 (Holder Esitsizligi (Sadosky 1979, syf. 13; Rubin 1996, syf. 1)). f € L,

g€ Ly (1 <p,g<o0)ve % + % = 1 olsun. Bu durumda,

|f(@)g(x)| dz < || £, 19l

R"

olur. Ozel halde, p = oo oldugunda, ¢ = 1 olacagindan,

[flloe = esssup[f(z)]

TER™
olmak iizere,

1Fglly < 11l gl

saglanir.

Teorem 3.10 (Integraller i¢in Minkowski Esitsizligi (Sadosky 1979, syf. 14)). (X, M, i)
ve (Y, N,v), o-sonlu él¢ciim uzaylarive f : X x Y — R fonksiyonu da p x v olgiilebilir
olsun. Eger, h.h.h. y icin f(-,y) € L,(X, M, p), (1 < p < o0) ve [, 1£C )l dv(y) <
o ise, [, f(x,y)dv(y) integrali de h.h.h. x icin sonludur ve

/Y [z, y)dv(y)

< /Y VGl dv(y)

esitsizligi saglanr.
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Teorem 3.11 (Stein ve Weiss 1971, syf. 60). {1 }.~¢ ailesi, L,(R"), (1 < p < 00) uza-

yindan, R"de olgiilebilir fonksiyonlar uzayina etki eden lineer operatorler ailesi olsun.
(T"¢)(x) = sup [(Tep) (x)[ , & € R",
e>0
"maksimal operatoriinii” tamimlayalim. Eger, T* operatirii bir ¢ > 1 icin zayif (p, q)-tipli,
yani,

mly (o) > 3 < (L2} >0

ise ve L,(R™)’nin bir yogun alt kiimesi D ’den alinmuis her g fonksiyonu icin lir%(Teg) (x)
e—

limiti h.h.h.x € R" icin var ve sonlu ise, o halde her p € L,(R"™) icin hemen hemen her

x noktasinda lirr(l)(ngp) (x) limiti var ve sonludur.
E—r

Teorem 3.12 (Stein 1970, syf. 62). ¢ € L,(R") fonksiyonu, azalan, integrallenebilir ve

radyal bir majoranta sahip olsun. Yani,

U(x) = sup [p(y)]

ly| =]

tammlanmirsa, V(x) radyal fonksiyonu R™’de integrallenebilir bir fonksiyon olup, |x| —

o0 i¢in azalan olsun. O halde,
/ U(z)de = A

denirse, her g € L,(R™), (1 < p < 00) igin

sup|(g * p.)(z)| < A(Mg)(z),

e>0

saglamir. Burada, p_(x) = e "p(z/e), (¢ > 0,2 € R™) ve M, Hardy-Littlewood maksi-

mal operatoriidiir.

Teorem 3.13 (Rubin 1996, syf. 3). K(z) € L1(R") olsun. 0 < p < oo olmak iizere,
K,(z) = p " K(z/p)
tamumlayalim. Eger g € L,(R"), (1 < p < 00) ise,
Jlim flg + K[|, =0
olur. Eger, g € C°(R") ise,
lim sup |(g * K,)(x)| =0

pHOOxERn

olur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Parabolik Riesz ve Parabolik Bessel Potansiyellerinin Bir Genellesmesi ve Le-

besgue Uzaylarinda Davramslari

Bir f fonksiyonunun, o > 0 mertebeden parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansi-
yelleri diye adlandirilarak H® f ve H® f ile gosterilen klasik integral operatorleri, Fourier

doniistimii dilinde sirasiyla,

FIHf)(&,7) = (|€]* +im) /> F[f)(¢, 7)

\

FIHf1(&,7) = (1 + |£* +ir)"*2F[f](§,7), € € R*, 7 € RY)

seklinde tanimlanirlar. Ayrica, bu potansiyeller, / birim operator ve A = ) % Laplace

k=1""F
diferansiyel operatorii olmak iizere, sirasiyla (—A + %) ve (] — A+ %) diferansiyel
operatorlerin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanirlar.

Bu operatorlerin, birer integral operator oldugu iyi bilinmektedir ve agik ifadeleri:

H @) = o [ 7@ gt ndydr, @a12)

ve
1

P(g

Hf(x,t) = / T%_le_Tw(y, ) f(x —y,t — 7)dydr. (4.13)
(0,00)

)R"x
seklindedir. Burada, w(y,7) = (477) "2 exp(— |y|* /47), (y € R*,7 > 0) cekirdek
fonksiyonu, iinlii Gauss cekirdegidir. H*f ve H“f potansiyelleri ilk olarak Sampson
(1968) ve Jones (1968) tarafindan tammlanmustir. Bu potansiyellerin L,-uzaylarinda ve
anizotropik Sobolev tipli uzaylardaki cesitli 6zellikleri Bagby (1971); Gopala Rao (1977);
Chanillo (1981); Nogin ve Rubin (1985, 1986, 1987); Samko (2000, 2002); Aliev ve
Rubin (2002); Uyhan vd. (2006) ve bir cok baska matematik¢i tarafindan incelenmistir.
Ayrica, singiiler Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ile ilintili olan singiiler parabolik
potansiyeller Aliev (1992), Aliev ve Rubin (2002) tarafindan tanimlanmis ve incelenmig-
tir.

Bu boliimde, klasik H® f ve H® f potansiyellerinin ikisininin de genellesmesi olan,

17



BULGULAR VE TARTISMA C. SEKIN

Ag,ef(% t) =

R™x(0,00)

[(a/B)

seklindeki integral operatorler ailesini tanimlayacak ve bu operatorlerin, Lebesgue uzay-
larindaki davranisim inceleyecegiz. Burada, w® (y, 7), (y € R",7 > 0, 8 > 0) ¢ekirdegi,
B = 2 oldugunda Gauss cekirdegini; # = 1 oldugunda Poisson cekirdegini verdiginden,
bu gekirdek fonksiyonlarinin bir genellesmesidir. Bundan bagka, A7 , integral operatorler
ailesi, § = 1, § = 2 oldugunda, H® f parabolik Bessel ve § = 0, 5 = 2 oldugunda da
H* f parabolik Riesz potansiyelini verir.

Tezin bu boliimiinde elde edilmis sonuclari ifade edebilmek i¢in bazi gerekli gosterim
ve kavramlar hatirlatalim.

L,=L,(R*"xR), (1 < p < 00) dlgiilebilir fonksiyonlarin uzayi ve iizerinde tanimh

norm,
1/p
= x, )P dadt , (1< p< o)
s, ={ [ 1ol p i
R? xR1
| flloo = esssup|f(z;t)], (x € R",t € RY)
olsun.

R™de integrallenebilir bir g fonksiyonunun Fourier ve ters Fourier doniisiimleri, sira-
styla,

(Fg)(§) = /6"&9(%)6156 ve (F1g)(€) = (2m) "(Fg)(=¢).

seklinde tanimlanir. Burada, {x = 21 + ... + €, 2, Ve do = dxy...dx,, dir.
B > 0 olmak iizere, w'®(y,t) ¢ekirdek fonksiyonu, exp(—t|¢|°), (¢ > 0,¢ € R™)

fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii olarak tanimlanir. Yani,
w(y,t) = (27)™" / e g, (y € R™). (4.15)
R”

Simdi, w®(y, t) cekirdek fonksiyonunun ileride kullanacagimiz baz1 6zelliklerini bir

onerme seklinde ifade edelim.

Onerme 4.14 (Aliev vd. 2008; Aliev 2009). 0 < 3 < 00, 0 < t < 00 ve y € R" olsun. O
halde,
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(a) w® (y,t) fonksiyonu y degiskenine bagl radyal bir fonksiyondur ve asagidaki

"anizotropik homojenlik" ozelligini saglar:
WO NPy Xty = NP B) (y 1), YA > 0;

(b) WP (y,t) fonksiyonu, 0 < B < 2 durumunda pozitiftir;

(c¢) B > 0 bir cift tam sayt ise, w\®) (y, t) cekirdek fonksiyonu yy € R™ degiskenine gire
sonsuz diferansiyellenen ve |y| — oo i¢in hizla azalan bir fonksiyondur. Ayrica, 5 > 0
parametresi bir ¢ift sayi degilse, |y| — oo durumunda, w® (y,t) = O(|y|™" ") olur. (Bu
nedenle, w\?) (y, t) fonksiyonunun azalan ve integrallenebilir bir radyal majoranti vardur).

(d) Hert > 0 ve her B > 0 icin /w(ﬂ)(y,t)dy =1

Rn
Not 4.15. 3 = 1 ve B = 2 durumunda, WP (y,t) cekirdek fonksiyonu sirastyla, Poisson

ve Gauss cekirdegini verir. Yani,

() - T((n+1)/2) t
Wy, t) = n+1)/2 2 | 42)(n+1)/2
a2 (Jy| + 12) et v/
ve
w3 (y,t) = (47rt)’”/267‘y|2/4t, (y e R",t>0)
olur.

w® (y,t) cekirdek fonksiyonunun 3 # 1,2 durumunda agik ifadesi bilinmemektedir.

Tanim 4.16 (Aliev ve Sekin 2020). w®) cekirdek fonksiyonu, (4.15) esitligindeki gibi

tammlansim. o > 0, > 0 ve 8 > 0 reel parametreler olmak iizere,
AGof(z,1) = ;/ /OO 5707, (8) & 71)f(x — &t —7)dédr (4.16)
g ['(a/B) J, Jo

seklinde integral operatérler ailesi tammlayalim. Af , operatorler ailesine, 3-parabolik

potansiyel tipli operatorler diyecegiz.

Aj o integral operatorler ailesi, 6 = 0, § = 2 durumunda (4.12) esitligindeki gibi
tanimlanmis klasik parabolik Riesz ve § = 1, § = 2 durumunda (4.13) esitligindeki gibi
tanimlanmus klasik parabolik Bessel potansiyellerini verir.

Eger,

1 T8 , T>01ise

0, 7 <01ise
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seklinde tanimlarsak, (4.16) formiiliinii,

AGof(x,t) = m / Tfi_le’gTw(fB)(f,T)f(x — &t —1)dedT = (ho * f)(2,1),

Rn+1

girisim seklinde yazabiliriz. Burada,

ha(6,7) = RN (g, 7) = ——rl e TWO(E 7). (€, 7) R X R

olarak tanimlidir.
S = S(R"!) ile Schwarz test fonksiyonlari uzayim ve F' ile de R""!’de Fourier

doniisimiinii gosterirsek, f € .S fonksiyonu igin,

F[AGpf1(8,7) = Flha x f1(§,7) = Flha](&, T)Ff](&, 7)

elde ederiz.

Dahasi, || # 0 igin

FlhoJ(€, 1) = @/0 ts e Otemitr /w(ﬁ)(x,t)e_“fdx dt
R’I’L

(o ¢]
@15 4 &—1_—ot,—itr ,—t|¢|®
F(a/ﬁ)/ tr e e € dt

1 G—1 —t(0+|¢|P+ir)
F(a/’g)/o s e dt

= (0+1¢]” +ir) 75,

olur. Aslinda, bizim formal olarak uyguladigimiz Fourier doniisiimii, genellesmis fonksi-
yonlar (distributions) teorisi kapsaminda yorumlanmalidir.

Buradan, f € S(R"") icin,

A3 of (@ ) = F7 [0+ 11" +in) A T)] (2,0)

elde ederiz.

n
Bu nedenle, Agﬁ operatorleri, [ birim operator, § > 0ve A = > % Laplacian olmak
k=1

lizere, (6’] + (—A)g + %) diferansiyel operatoriiniin < >—mertebeden negatif kesirsel

a
B
kuvveti olarak yorumlanabilir.

Simdi, Aj , integral operatdrlerinin L,-uzaylarinda davraniglarinin incelendigi iki te-

orem verelim.
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Teorem 4.17 (Aliev ve Sekin 2020). 6 > 0, 5 > 0 ve a > 0 olsun. O halde,

(a) A3y operetirii L, — Ly, (1 < p < 0o) sumrlidir. Dahasi, her | € L, igin,

45651, < csb™ P | F1],-

Burada, cg = f ‘w (€,1) ’d§ < oove0 < B <2durumunda, czg = 1'dir.

b)1<p < g <oovea> (f+ n)(— — 1) ise A%y operatirii Ly, — Lq sumrlidur.

Ozel halde, o > (3 + n) ise bir ¢ > 0 igin

esssup |A§79f(x, t)‘ <
Rn+l
saglanir.

Ispat (a) Teorem 3.10°da ifadesi verilmis olan Minkowski esitsizligini kullanirsak,

45051, < [ et o€ 171, der

Rn+1
Wl [ e | [ o] ds | ar
R
elde edilir. Burada, w® (¢, 7) cekirdek fonksiyonunun Onerme 4.14-(a)’daki anizotropik
homojenlik 6zelligini, yani w'® (¢, 7) = 77/BwB)(r=1/8¢ 1) esitligini kullanirsak ve

sonra da & — 7/8¢ seklinde degisken degistirmesi yaparsak,

145081l < Wm0 | [r ke e ) ag | ar

R
= Wy ([ 737 ar) [t n]ag
R
= st 7 |IfI,
elde ederiz. Burada, cﬂ:/’w(ﬁ)(f,1)|d§<oo.

R"L
Ayrica, 3 € (0,2] durumunda w® (¢, ¢) pozitif olacagindan, cg = 1 olur.

(b) Young esitsizliginden,

1 1 1
45071, < Whall, 151, (5 =347 -1)
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elde edilir. Burada,

1/r
_ T (5o | B g p|”
Il = | [ [ e oo dea
R

dir.

w® (&, t) cekirdek fonksiyonunun anizotropik homojenlik 6zelligini kullanirsak,

1

]_ o0 [ n I

O ; (515 —our gy
el = oz ‘ |

1/r

elde ederiz. Burada, ¢, = / |w®(g, 1) |T d¢ < 0.
R

||he ||, normumun sonlu olmast igin gerekli ve yeterli kosul (% — 1) r+5(l-r)> -1

olmasidir.

1-— % = ]13 — % esitligi dikkate alinirsa,

o n o n 1 1 1 1

—=1)r+-(1-r >—1<:>—>(1+—)<———)<:>oz> B+n <———)
(5 ) p( ) B B)\p q ( ) P q
olur. O

Bir sonraki teorem, parabolik Riesz potansiyellerinin bir genellesmesi i¢in Hardy-
Littlewood-Sobolev teoreminin bir benzerini ifade etmektedir. S6z konusu teoremi ifade
etmek i¢in 6ncelikle, (4.16) formiilii ile tanimlanan A7 , f operatorler ailesinde, ¢ = 0 ko-
nuldugunda ortaya ¢ikan operatorleri, A7  ile degil, Hf ile gosterelim: Hg f o Afof-
Boyle bir gdsterimin motivasyon kaynagi, (4.12) formiilii ile tanimlanan klasik parabolik
Riesz potansiyelleridir: 5 > 0 parametresine bagh Hf operatorleri, 5 = 2 igin (4.12)

formiilindeki H* ile ¢cakistiindan, H§ operatorii /* nin genellesmesi olur.

Teorem 4.18 (Aliev ve Sekin 2020).

Hgf(l',t) = F(Oél/ﬁ> / T-%l—_lw(ﬁ)(fvT)f(x - fvt - T)dng

RTH»I
integral operatorlerini tamimlayalim.
feLl,, 1<p<oo0<ac< %(6 + n) olsun. Bu taktirde,

(a) Hg f(x,t) integrali, hemen hemen her (x,t) € R™ icin mutlak yakinsaknr.
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(b) 1 < p < q < oo durumunda, Hf operatériiniin Ly,’den L,’ya suurli olmast icin

gerekli ve yeterli kosul « = (n + f3) (i — é) olmasidir.

(c) 1 < p < oo durumunda, Hj operatorii zayif (p, q)-tiplidir. Yani, éyle ¢ > 0 vardir
ki, her X\ > 0 ve her f € L, icin,
w1 (o cllfll,\*
m{(z,t) € R"™ : |Hj f(z,t)] > A} < —

— —dir.

SEPTTIVY 11
esitsizligi saglamr. Burada, .= 1B

1
Ispat (a)D(a/B) |HY f(z,t)| < // T8 wP(E, )| | f(x — &t — 7)| dédr
0
Rn

+4/1007§—1 w7 | f(x =&t —7)| dédr

= ]1(IE, t) + IQ(x7 t)
diyelim. Teorem 3.10’da ifadesi verilmis olan Minkowski esitsizliginden,

1
AR / / 571w (e, )| dedr
R” 01
— 71, / / PLenl8 |8 (r-1/5¢, 1)| dedr
0
R'n

1
=171, [ [0 )]ty [ 75 ar
0
R

= Zes |IfIl, < oo
olur. Boylece, I1(x,t) integrali h.h.h. (z,¢) € R"*! i¢in sonludur.
Simdi de I5(x,t)’nin h.h.h. (x,t) € R™! igin sonlu oldugunu gosterelim. Oncelikle
p > 1 durumuna bakalim. Teorem 3.9°da verilmis Holder esitsizliginden, ﬁ + % =1
olmak tuizere,
1/p’

B <l | [ / T w0 e P dedr
Rn

!
1/p

— ||f||p // T(%—l)P/T_p/% |w(6)(771/6§’1)‘p dédr
1
Rn

/

1/p

=l | [ [ e ) dgr
1
Rn

00 1/p
— sl ¢y ([ Ear)
1
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1/p
elde edilir. Burada, c; = / |w® (&, 1)|" dg < 0.
Rn
a < % kosulu saglandiginda p’ (% —-1- %) + % < —1 oldugunu gorelim:

(e _q_" n _ o — B —
p(ﬂ 1 6)+6 < —l1ejpla=0-n)+n+p)<0
& a<(ﬁ+n)(1—%>:ﬂ+n.
D D

Buradan, v < &% +” olduguna gore, p/ (— —-1- —) + % < —1 saglanir ve dolayisiyla,

integrali yakinsak olur. Bu nedenle, h.h.h. (x,¢) € R""! i¢in I5(z,t) sonludur.
Ayrica, p = 1 olmasi durumunda, o < 3 + n ve |¢] — oo icin Onerme 4.14-(c)’ye

gore |w (&, 1) =0(g ™" #) oldugundan,
I T |w®) — &t —71)|ded
(e, ) <//Oo W&, 7)1 (o = &1 — 7)| dédr
:// T%_IT_”/B‘w(ﬂ)(f,lﬂ|f(x—7'1/5§,t—7)|d£dr
1

< HflhRnfgﬁx AR O, 1] < el

olur. Simdi, Teoremin (b) kismini1 kanitlayalim. Bu kisimdaki kosulun gerekliligi Stein
(1970, syf. 118) kaynagindaki metoda benzer bir metodla kanitlanir ve kanit, w'® (¢, 7)
cekirdek fonksiyonunun anizotropik homojenlik 6zelligine dayanir. Simdi s6z konusu ka-
nitt verelim.

a>0,1<p<g<ooveher f e L,igin

=5 £, < cllfll, (4.17)

olsun. Madem ki, (4.17) esitsizligi her f € L, fonksiyonu i¢in saglanir. O halde her
A > 0igin (€, 7) = f(AE, \P7) fonksiyonu igin de saglanmak zorundadur, ciinkii f € L,

oldugu i¢in ¢ € L, olur. Bdylece, ¢ > 0 yukardaki sabit olmak iizere,

|56l < clel,
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esitsizligi saglanir. Diger taraftan,
q 1/q
[Hs¢l|, = / //Ooo 75w (€, 7) f(Ar — A, Nt — Nor)dedr| dudt
Rn+1 [Rn
Yukaridaki integralde, &€ — A&, 7 — A 7P7, & — X'z, t — APt seklinde degis-
ken degistirmeleri yapilirsa ve ¢ekirdek fonksiyonunun w® (A&, A7) = X"w®) (¢, 7)
ozelligi kullanilirsa,

|Hge|, = A—"a" || Hg ],

elde edilir.
Ote yandan,
1/p
lell, = | [ lrogxenlagar |  =x 1,
R7+1
oldugundan,

|G ], A0 < A= )

esitsizligi her f € L, ve her A > 0 i¢in saglanacaktir.

(4.17) esitsizligi burada dikkate alinirsa,

1 1
—a = §(n+ﬂ) = —5(”+5)

esitligi saglanmak zorundadir. Bu esitlik saglanmazsa, A — 0 ve A — oo i¢in limite
gecilerek celiski elde edilir.
Boylece,

a=(n+p) (1—1)

p g

olmalidir. Boylelikle kosulun gerekliligi kanitlanmis olur.

(b)’nin yeterlilik kismi, teoremin (c) kismindan, Marcinkiewicz interpolasyon teoremi
(Teorem 3.6) kullanilarak elde edilebileceginden, oncelikle (c)’nin ispatin1 yapmamiz ye-
terli olacaktir. Biz burada, Aliev ve Rubin (2002) makalesindeki Teorem 4.1’in ispatinda

kullanilan teknigin bir benzerini kullanacagiz.

k=k(y,r) =71, wP(y,7), @y eR" T €RY
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fonksiyonunu tanimlayalim. Bu k(y, 7) fonksiyonunu kullanirsak,

1
[(a/B)

olur. Boylece, Teoremin (c) kismini kanitlamak i¢in, f € L, (1 < p < oo) olmak iizere,

Hf =

(k* f)

k x f girisim operatoriiniin zayif (p, ¢)-tipli olduunu gostermeliyiz.

k, < 0, 7<
ki = a ve koo = a
0, 7>u k, 7>nu

olmak iizere, k = ki + ko yazilabilir (Buradaki ;1 > 0 parametresinin se¢imini sonra
yapacagiz).
Bir £ C R™"! kiimesinin Lebesgue olgiimiinii m{ E} ile gosterelim. Herhangi A > 0
icin
mo = m{[kx f| > 22} =m{(y,7) € R™: |(k* f)(y, 7)] > 2}
< m{lkx f] > A+ m{lkoo * f] > A}

mi1 + Meo (4.18)

saglandig1 barizdir. Ciinkii 6l¢iilebilir A, B, C' kiimeleri i¢in A C B U C ise m(A) <
m(B) +m(C) olur.

Teorem 3.5°te verilmis Chebyshev esitsizliginden,

my = m{|ky* f| > A} =m{|k = f|° > N}

< APk flly < AR LI, (4.19)

olur.

Dahasi,

M «
Il = / / P71 W (g, 7| dydr.
0

Rn

Burada, Onerme 4.14-(a)’ya gore, w® (y, 7) = Aiw® <)\%y, )\T> kullanir ve A = 77!

/Jl (o]
[ka[, = // 78 /B ‘w(ﬁ) (T‘éy, 1)’dyd7
0
R
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olur. Burada da, y — yT% seklinde degisken degistirmesi yaparsak,

Hoa 6 a
Il = [ [ 75 O D] dydr = Zpse
0
R’Il

elde edilir. Burada, ¢ = / lw@(y,1)| dy < oo.

Bu nedenle, (4.19)’a gore
my < \PuB? (ﬁ%) £} = a? A~ P aP, (4.20)
«

dir. Burada, a = 505 [haime

Bundan bagka, p > 1 durumunda Holder esitsizligine gore,

11
Koo * fllog < kool [1£11,» Gy~ (4.21)

saglanir. Yukaridaki gibi, uygun degisken degistirmesiyle,

lholly = / G R

_ MOOT<§——Z } /\w (.1

1 1
. (a =(n+p) <— — —) oldugunu kullamyomz) e
p q

1/p'

n+ps

S (P =p/lp-1))

elde edilir.

Boylece, bunlar1 (4.21) esitsizliginde dikkate alirsak,

oo * fll < b 57, (4.22)
olur. Burada, b = <(nf—g)p,> " lw® (1) o e
Simdi, p-parametresini,
bu~ =\ saglanacak sekilde, yani = (\/b)~%%/(+5) (4.23)

olarak secelim.
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O halde, (4.22) esitsizliginden,
Koo * fllo < A

elde edilir ve dolayisiyla, (4.18)’deki m, sayisinin tanimina gore, m., = 0 olur.

Bu nedenle,

@18)  (4.20) o
my < mi+me < my < dPXPps?

(4:23) ap)\_p é 7qu:8/(n+5)
b
—  Phwa/ (n+B) \—p—apq/(n+5)

ve dolayisiyla,

my < aPboPe/(th) \—p=apa/(n+h)
olur. Burada, o = (n + ) (% - %) oldugu dikkate alinirsa,

apq/(n+ B) = (%—%)pq:q—p

ve dolayistyla,

\~Papa/(ntB) _ \—p—(a-p) — \—4
olur. Buradan da,
mo < aPb? PN

olur. a ve b sayilarinin agik ifadelerine bakilirsa, bir ¢; = ¢;(n, 3, p, ) ve bir
ca = ca(n, B, p, q) sabiti igin a = ¢ || f||, ve b = ¢z || f||, seklindedir. O halde, bir
¢ = c(n, B, p,q) sabiti ve her A\ > 0 i¢in

q
o< (2121)

saglanir. Sonug olarak, p > 1 igin Hg operatoriiniin zayif (p, ¢) tipli oldugu kanitlanmig

olur.

p = 1 durumu i¢in kanit bir ka¢ ufak degisiklikle benzer sekilde yapilir. Bu durumda,

o= (n+tp) (1—3) Sq=(n+B)/n+b—a)

olur.
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Boylece, Teoremin (c) kismi kanitlanmis olur. Nihayet, yukarida da bahis edildigi
tizere, Marcinkiewicz interpolasyon teoreminin uygulanmasi da teoremin (b) kisminin
kanitin1 verir.

Kanit tamamlanmus olur. U

Not 4.19. (4.12) formiiliiyle verilmis Klasik Jones-Sampson parabolik potansiyelleri icin
(yani, Hg operatdriiniin 3 = 2 durumu igin), Hardy-Littlewood-Sobolev tipli teorem
Gopala-Rao (1977, 1978) tarafindan ifade edilerek kanitlanmaya ¢alisilmistir. Aliev ve
Rubin (2001) makalesinde ifade ettikleri gibi, klasik parabolik potansiyeller icin Hardy-
Littlewood-Sobolev teoreminin Gopala-Rao (1977, 1978) tarafindan verilen kaniti hatali-
dir ve dogru sonug elde etmek icin k(y, T) cekirdegi y € R" degiskenine gore degil, bizim

yukarida yaptigmuz gibi T € (0, 00) degiskenine gore parcalanmalidur.
Not 4.20. Yukarida tanimladigimz,

Hyf(z,t) = —— / Tf‘lw@ (&, 7)f(x — &t —7)dédT (4.24)

§|f8 +i7) "8 Fourier carpamina sahiptir

integral operatirii, bir girigim operatorii olup, (
ve bu nedenle ((—A)?/? + 2) diferansiyel operatoriiniin (—o/3)-mertebeden kesirsel
kuvveti olarak yorumlanabilir. Yani, formal olarak Hf = ((—A)B/ 4 %)_a/ﬁ seklinde
ifade edilebilir. Yukarida da bahsedildigi iizere, = 2 durumu klasik parabolik Riesz

potansiyellerini verir.

4.2. Parabolik-Tipli Dalgacik Doniisiimler ve Onlar icin Calderon-Tipli Ters Ce-

virme Formiilleri

R™de tamimlanmuis bir ¢ fonksiyonunun siirekli (integral) dalgacik doniisiimii, z € R",

7> 0ve [;,w(|z])dz = 0 olmak iizere,

1 1
Weo(z,7) = p /R o(r —yw (; Iy!) dy (4.25)

seklinde tanimlanir. Bu doniisiime kargilik gelen uygun ters cevirme formiilii, (Calderon

Reproducing Formula)

| oo T = cuplo). e £ 0
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bi¢imindedir. Ik olarak Calderon (1964) tarafindan bulunmus olan bu ters ¢evirme for-
miilii ve onun ¢esitli ayrik (discrete) versiyonlar1 Harmonik Analiz ve uygulamali mate-
matikte dnemli rol oynar ve bir ¢ok uygulamasi vardir.

Bu ters ¢cevirme formiiliinden daha genel bir formiil olan,

> d
| Woste )T = caw)(-2) o(a) (4.26)
0

formiili, A = kil% Laplace diferansiyel operatorii olmak iizere, (—A) operatoriiniin
"kesirsel" kuvvetleri icin bir integral gosterimi vermekte olup, fonksiyonlar teorisi, har-
monik analiz, integral geometri gibi alanlarda bir cok uygulama alanina sahiptir. (4.26)
formiiliinde « parametresinin yerine (—«/) yazildiginda iinlii Riesz potansiyelleri i¢in tek
katli integral gosterimi elde edilmektedir. Bu gosterim Riesz potansiyelleri i¢in acik ters
belirleme formiilleri bulma probleminde ipucu vermektedir. Dalgacik doniisiimlerinin Ri-
esz potansiyellerine ve Radon doniisiimiine uygulanmasi konusunda 6zellikle Rubin’in
(1996, 1998, 1999, 2000) calismalarim1 vurgulamak istedik. Yine, dalgacik doniisiimle-
rinin cesitli uygulamalar1 Frazier vd. (1991); Daubechies (1992); Chui (1992); Meyer
(1992); Holschneider (1995); Kahane (1995); Choung ve Tri (2000, 2002); Aliev ve Ru-
bin (2001, 2002, 2005); Aliev (2009); Aliev ve Sekin (2021) kaynaklarinda bulunabilir.
Aliev ve Rubin (2002), (4.25) esitliginde tanimlanmig olan dalgacik doniisiimiiniin
bir benzeri olan anizotropik bir dalgacik doniisiimii tanimlayarak, bu doniisiime para-
bolik dalgacik doniisiimii demisler ve (4.26)’dakine benzer formiiller elde etmislerdir.
S6z konusu formiillerde, (—A) operatorii yerine 1s1 gegirme operatorleri (—A + %),
(] — A+ %) ve singiiler 1s1 gegirme operatorleri (—A,, + %), (I - A, + %) kullanil-

mustir. Burada,

n 2
A =L 42O ()

ox? x, 01,

singiiler Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ve / birim operatordiir.
Parabolik dalgacik doniigiimii kullanilarak, L,-uzaylarinda (—A + %) Il 2,

(I-A+2)" (o, + )"

operatorleri i¢in uygun ters ¢evirme formiilleri Aliev ve Rubin (2001, 2002) tarafindan

ve (I —A, + %)w/ ? (o > 0) parabolik potansiyel

bulunmustur.

Tez ¢aligmamizin bu boliimiinde, n > 0,8 > 0, (z,t) € R"™ ve f € L,(R"™)
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olmak {iizere,

Wit = [ [ e =gyt =y @20

veE

WO f(x,t,1) = / /Ooo e f(z— 0Py, t — ) (y, 7)dp(r)dy, (4.28)

seklinde anizotropik dalgacik tipli doniisiimler tanimlayacagiz. Burada,

WOy, 7) = (2m)" / o9 g, (e = 3 k)
" k=1

cekirdek fonksiyonu ve "dalgacik 6l¢iimii" olarak adlandirilan p dl¢iimii de, p{[0,00)} =
0 esitligini saglayan sonlu Borel dl¢timiidiir.

(4.27) ve (4.28) esitliklerinde verilmis doniisiimlerin 5 = 2 durumu Aliev ve Rubin
(2002) tarafindan tanimlanmustir. (4.27) ve (4.28) doniisiimlerinin klasik parabolik Riesz
ve klasik parabolik Bessel potansiyellerinin genellesmeleri ile baglantili olduklar1 asa-
g1da gosterilecektir. Bahse konu olan bu genellesmis parabolik tipli potansiyeller, o ve

pozitif parametreler olmak iizere,

Hg f(z,t) = a/ﬁ // 57 fT)f(x—S,t—T)def (4.29)
ve

Hif(z,t) =

~1,,(8) e,
04/5 // W& T) f(x =&t — 7)drd¢, (4.30)

seklinde tanimlamis ve tezimizin Bulgular ve Tartisma kisminin ilk alt bolimiinde bu
potansiyellerin Lebesgue uzaylarinda davraniglari incelenmistir.

Bu alt boliimiin sonunda gosterecegimiz iizere, (4.27) ve (4.28) esitliklerinde tanim-
lanmig dalgacik tipli doniisiimler yardimiyla, Hg f(z,t) ve Hg f(x,t) genellesmis para-

bolik potansiyellerin integral gosterimleri,

1 > dn
o _ ®) _an
H3fet) = s | WPt 2 @31)
ve
Hﬁf(x7t) - C(Oé,ﬁ, M) /0 W,u f(l’, t777) nl_a/ﬁu (432)

seklinde ifade edilebilirler. Burada, o > 0 ve p ol¢timii de
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/OOO du(r) =0, /OOO o184\ (7) < o0 , /OOO o du(r) £ 0

kosullarini saglamak iizere, c(a, 3, p) katsayist

c(a, B, ) =T (g) / T B du(r). (@ > 0)

0

g
seklindedir.

Bu formiillere bakilarak, o parametresi yerine formal olarak (—«) yazildiginda, (4.31)
ve (4.32) esitliklerinden, Hj f(z,t) ve Hj f(z,t) integral operatorlerinin terslerinin elde
edilebilecegi ongoriiliir. Yine, (4.31) ve (4.32) formiillerinde formal olarak o« = 0 yazi-
lirsa, matematik literatiiriinde "Calderon tipli ters ¢cevirme formiilii (Calderon’s reprodu-
cing formula)" olarak adlandirilan bir formiil ortaya cikar.

Tezin bu boliimii i¢in esas amacimiz, L,-uzaylarinda (4.27) ve (4.28) doniistimleri
i¢cin Calderon tipli ters ¢evirme formiilleri elde etmektir. Elde etmis oldugumuz sonuglari
vermeden Once, kullandigimiz bazi 6nemli tanim ve notasyonlar: verelim.

L, = L,(R"*") uzay1 ve bir f fonksiyonunun || ||, normu (4.14) formiiliindeki gibi
tanimlanmig olsun. Kaynak Taramas1 boliimiinde de bahis ettigimiz tizere, bu alt béliimde
p = oo durumunda L, yerine C° = C°(R™*!) kullanacagiz ve esssup | f(z,t)| normu
sup | f(z,t)| olacaktir.

p 6lgtimii, dayanagi [0, 0o) araliginda olan ve 1{[0, 00)} = 0 esitligini saglayan sonlu
Borel ol¢iimii olsun. Bagka bir ifadeyle, fooo du(t) = 0 olsun. Bu p dl¢iimiine dalgactk
olciimii diyecegiz.

B > 0 olmak iizere, w? (y, 1), (y € R",7 > 0) ¢ekirdek fonksiyonu, exp(— ]5\5),
(¢ € R™, 7 > 0) fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii olarak, (4.15) formiiliindeki gibi

tanimlansin, yani

Oy, r) = 2m) " [ e g y e R)
n 1/2
olsun. Burada, y§ = y1&; + ... + yn&,, ve |€] = (Zfz) :
Hatirlatalim ki, Bulgular ve Tartisma bdliimii];?iln ilk alt boliimiinde w'® (y, 7) gekir-
dek fonksiyonunun bazi 6zellikleri bir onerme seklinde verilmisti. Tezin bu boliimii igin
de lazim olacak bu 6zellikleri ve bunlara ek bazi baska 6zellikleri iceren bir onermeyi

verelim.
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Onerme 4.21 (Aliev 2009). (a) WP (y,7), (y € R*,7 > 0), y degiskenine bagl bir
radyal fonksiyon olup, asagidaki "anizotropik homojenlik" ozelligini saglar: her A >

0,s > 0ve z € R" icin,
w(ﬁ)()\l/ﬁz, As) = Afn/ﬁw(ﬁ)(z, s).
Ozel olarak, \ = 7 /s icin,
(7)) PwB (1)) VP2, 1) = WP (2,5), (1,5 > 0,2 € R")

ve s = 1 icin,
wB (7Y 1) = 778w (2, 1)
elde edilir.
(b)
/ wB(z,1)dz = / Wy, Ddy =1, (V7 > 0,Y53 > 0). (4.33)
(c) B > 0 cift tam sayr ise, w'\%)(2,1) hzla azalan ve sonsuz diferansiyellenen bir

fonksiyondur. Ayrica, § # 2,4,6, - - - ise,

wP(z,1) = 52|77 (1 + 0(1)),

z| = o0

saglamir. Bu nedenle, w®)(z,1) cekirdek fonksiyonunun R™ uzayinda integrallenebilir ve
azalan bir radyal majoranti vardur.

(d) B-yarigrubu diye adlandirilan,

(P ) () = / (@ — )@ (y, )y, (t > 0) (4.34)

n

integral operatorleri Ly,’den L,,’ye simirlidir. Yani, her ¢ € L, icin

|&:7¢]

< nyo
LyEn) = c(B) ||80||LP(R )

esitsizligi saglanir. Burada,

c(B) = /n ‘w(ﬁ)(z,T)‘ dz = /R" ‘w(ﬁ)(y,1)| dy < oo.

(e) 1 < p < oo, ¢ € L,(R") ve ¢ fonksiyonunun klasik Hardy-Littlewood maksimal
fonksiyonu (operatorii)

1
(Myp)(z) = f}igm ) lp(y)| dy
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olmak iizere, h.h.h. x € R" icin,

SLtlp ‘ <G§B)90> (@‘ < c(My)(x)

saglanir.

Not 4.22. WP (y, 1) fonksiyonu, Gauss ¢ekirdeginin (3 = 2 icin) ve Poisson ¢ekirdeginin
(B = 1 icin) bir genellesmesidir. Ayrica, (4.34)’te tanimi verilmis olan (B-yarigrubu da,

swrasiyla, Gauss-Weierstrass ve Abel-Poisson yarigruplarimin bir genellesmesidir.

Tamim 4.23 (Aliev ve Sekin 2021). f € L,(R™*1), (1 < p < o0) olsun.

WD f(x,t,n) = /n /OOO fla =Pyt —nr)w (y, r)dp(r)dy (4.35)

integral doniisiimiine, parabolik-tipli dalgacik doniisiimii diyecegiz.

Benzer sekilde,

W — oy F 1/8 B
WGt = [ [ e e =gyt =)o)y @36

integral doniigiimiine de, agirlikli parabolik-tipli dalgacik doniisiimii diyecegiz. Burada,
"agirlikll" sozciigiiniin kullanilmasinin nedeni integral ifadesinde bulunan e™"" carpani-

dir.

Hatirlatalim ki, p = co durumunda L., uzay1 yerine C° uzayi kullanilacaktir.
Integraller icin genellesmis Minkowski esitsizligi uygulanirsa, (4.35) ve (4.36) ope-
ratorlerinin f € L,(R"™),1 < p < o0, (Ls = (C°) uzaylarinda iyi tanimli olduklart

goriiliir. Gergekten, VM(B ) ile W,SB ) ve fI/IZSB ) operatorlerinden herhangi birini gosterirsek,

IV 5oty < Wy [ o)l ()
— il e8) 1L ey <

esitsizligi saglanir. Burada,

pll = Ji dlul (7) < oo ve
— (8) d )
() = [ [P 1) g < o

Simdi, tezimizin bu alt boliimiiniin esas sonuglarini bir Teorem seklinde ifade ederek

kanitlayalim. S6z konusu teoremi ifade etmeden Once, iki 6nerme verelim.
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Onerme 4.24 (Rubin 1996, syf.188). u dalgacik olgiimii, 11([0,00)) = 0 ve u({0}) = 0

kosullarin saglayan, dayanagi [0, 00) olan bir Borel olgiimii olsun.

1 S
k(s) = g/ du(7), (0 < s < 00) (4.37)
0
tammlayalim. Eger,
/ymﬂmmﬂ<w 4.38)
0
ise,
oo oo 1
k@)elﬁmﬁm)wz/‘kiﬁds:l/ log ~dju(r) (4.39)
0 0 T
olur.

Onerme 4.25 (Aliev ve Sekin 2021). y élciimii ve k(s) fonksiyonu Onerme 4.24’deki gibi

tamumlansin. Bir a > 1 icin,

K@z/u%mwmm<m (4.40)
0
saglamirsa, k(s) fonksiyonu azalan ve integrallenebilir bir majoranta sahiptir.

Teorem 4.26 (Aliev ve Sekin 2021). f € L,(R™), (1 < p < oo) ve Vi\?) operatirii,
swrastyla (4.35) ve (4.36)’da tanimlanmug I/V,Eﬁ ) ve /V[ZE’B ) operatorlerinden herhangi biri

olsun. |1 sonlu Borel olciimii icin,

/ du(T)—()ve/ [log 7| d|p| (1) < 00
0 0

kosullart saglansin. Ayrica,
o 1
cy = / log —du(T) (4.41)
0 T

sayist sifirdan farkli olsun. O halde,
(a) "(L,) — lim" notasyonu, L,-normunda limit olmak iizere,
o1 f* dn
(L) = ti = [V )5 = fant)

e—0 ¢
pP—0 K

saglanir.

(b) f € C° = CO(R™?) ise,

- L ["ye dn _
lim Sup | — Vu f(xvtan)__f(xat) =0,
5__:0 Rn+1 C“ e 77
p—00
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yani, f € CY icin R"™! de yakinsama diizgiindiir.

(c) f € Ly(R™™), (1 < p < 00), ve bir a > 1 icin

| ogel dln (7) <
0

ise,
(a.e) — lim 1 /P Vu(ﬁ)f(x,t,n)% = f(z,1) (4.42)

e—=0 ¢
p—+00 ’

olur. Burada, "(a.e) — lim" notasyonu, h.h.h. (z,t) € R™"! icin noktasal yakinsama

demektir.

Ispat Biz burada, Aliev ve Rubin (2002) makalesinde kullamilmis baz1 metodlardan ya-
rarlanacagiz. Oncelikle, V,fﬁ ) = W,Sﬂ ) ve W,EB ) operatorii (4.35) esitligindeki gibi tanim-

lanmus olsun. f € L,(R"™) olmak iizere,
"yo dn
Ly(x,t)= [ V7 f(z,t,n)—,0<e<p<oo (4.43)
e n

integralini tanimlayalim.
lull < oo, f € L(R™) ve |z| — oo icin [P (,1)] = e5]2l ™ (1 + o(1))

oldugundan, Fubini teoremi uygulanabilir. Buna gore, Fubini teoremi geregince,
- 1/8 (8) dn
Is,p(xv t) = f(x —-n yat - UT)W (ya T)d/L(T)dy ?
€ nJOo

= [ st =2t = st mran) ) o

olur. y = n~/P2, (dy = n~"/Pdz) degisken degistirmesi yapilirsa,

0 P
]Evp(m’ t) = / d:U’(T) / |: i f(l' —2,t— 777')(.{)(6) (77_1/527 T)n—n/ﬂd2:|
0 e n

elde edilir. Simdi de n = 7715 degisken degistirmesi yapilirsa %’7 = % olur. Bunu kulla-

nirsak,

Lotet) = [Tty [T 2 [ [ Ja=zt= sl ((t)/ﬁ> 2y d,z]

— /Ooo du(T) /Em% { s flo— 2t — s)w(ﬂ)(z,s)dz}

T

elde edilir (Son esitlikte, w® ¢ekirdeginin Onerme 4.21-(a)’daki 6zelligini kullandik).
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Burada, integral sirast degistirilir ve e7 < s < p7 < s/p < 7 < s/e oldugu dikkate

alinirsa,
% dg @ s/e
-Le,ﬁ(xa t) = T f(.T —z,t— S)Cd (27 S)dZ d:u(T)
0 S R s/p
oo 1 s/e
= / flx—zt—s)wP(z,s) | = / du(T) | dsdz

R™ JO S Js/p

olur.

Simdi, Onerme 4.24’de oldugu gibi,

ve 0 < s, A < oo olmak iizere,

RN

fonksiyonlarini tanimlayalim (bu tanima gore, k;(s) = k(s) olur). Buna gore,
1 /s/s 1 s/e 1 s/p
S = 5[ dun - [ i)
S s/p S Jo S Jo
= ke(s) = kols)

olacagindan,

I ,(x,t) = /n /000 flx—z,t — 8)w'P(z, 8)ko(s)dsdz
—/ /Oo flx =zt — 8)wP (2, 8)k,(s)dsdz
nJo

yazilabilir.
w®(z, s) cekirdek fonksiyonu —oo < s < 0 arahigma w'® (2, s) = 0 olarak genisle-
tildikten sonra,

Qn(z,5) = WP (2, 8)kr(s)

seklinde bir fonksiyon tanimlarsak,

I ,(x,t) = flz— 2zt —5)Q(z,s)dsdz — flx —2z,t—5)Q,(z, s)dsdz

Rn+l Rn+1

= (f )@, t) = (f * Q)(a.1)

olur. Yani,

I (x,t) = (f* Q) (z,t) — (f *Q,) (1) (4.44)
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elde edilir. Burada, 0 < ¢ < p < oo, (7,t) € R™! ve s € (—00,0] igin w?(z,5) = 0
olmak iizere,

O (z,8) = w(ﬁ)(z, s)ky(s) = w(ﬁ)(z, s)lk (£> ,

seklinde tanimlidir.

Simdiki amacimiz, L,,-normunda El'ggo I p(x, t) limitini hesaplamaktir. Bunun igin, yu-
p—00

karida da bahis ettigimiz gibi, Aliev ve Rubin’in (2002) makalesinde kullanilan bazi tek-

nikleri kullanacagiz. Her s > 0 igin [, w?)(z, s)dz = 1 oldugundan,

1 /s
_ B, aip (2
Q(z, s)dsdz /Rn+1 w(z, S)gk <6) dsdz
o 1. /s 1 /s
/o (/nw (z,s)dz) gk (g) ds /0 €k<€> ds
= / k(t)dt
0

olur. Ayrica, Onerme 4.24’¢ gore,

o oo 1
/ k(t)dt = / log —du(1) = ¢,
0 0 T

Rn+1

oldugundan,
/ Qc(z,8)dsdz = ¢,
Rn+1
olur. Buradan,
I&P(I?t) - Cuf(x7t) = [(f * QE)(xvt) - Cuf(x’ t)] - (f * Qp)<x’t)
= / W (2, 8)k(s) [f(x — z,t — s) — f(x,t)] dsdz
R+

—(f*Q,)(x,1) (4.45)

yazilabilir.

Bundan bagka,

/Rn+1 w(ﬂ)(z, s)ko(s) [f(z — z,t — s) — f(x,t)] dsdz

integralinde, s = 7, 2 = £'/8y degisken degistirmesi yaparsak ve cekirdek fonksiyonu-
nun anizotropik homojenlik 6zelligini w® ('/%y, e7) = e /Pw¥) (y, 1) seklinde uygu-

larsak, yukaridaki integrali

/R WO () [ — £yt ) = f(w,0)] drdy
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seklinde yazabiliriz. Minkowski esitsizliginden,

||]€aﬁ(‘r7 t) - Cﬂf(l‘, t>HLP(Rn+1)

4.45)
< /R . | (y, M) [R(D)][| (@ = Py t —em) = f(2,1)|| i) dTly
+|1f * QP”LP(RH+I) (4.46)

elde edilir. Lebesgue baskin yakinsama teoremi geregince, (4.46) esitsizliginde ilk topla-
nanmn € — 07 igin limiti 0°’dir (Burada, L, yerine C° kullaniyoruz).

Simdi, pll)rgo | f *Q,l 1, (rn+1y = 0 oldugunu gosterelim. Fubini teoreminden,

(F Q) (. 4) = /Ooo ko (s) ( [ fa=zt= s, s)dz) ds

yazabiliriz. Buradan, Minkowski esitsizligi kullanilarak,

I 9) ) < |/<:p<s>y( 1ot = 9l |w<ﬁ>(z,s)ydz) s
0 R
=cwyA ipIFCot = 5)l, gy s (4.47)

elde edilir. Burada, c(3) katsayist Onerme 4.21-(d)’deki gibi tanimlanmustir.
Simdi,
h(r) = ”f('aT)HLp(Rn) (4.48)

fonksiyonunu tanimlayalim. O halde, k, fonksiyonu, —oco < s < 0 araligma k,(s) = 0

olarak devam ettirilmis olmak {izere,

1 2) O, gy < W%AMWGWU@%wWMWMS
= c(B)(Iky| * h)(t) (4.49)

yazilabilir (Burada, |k,| * h ile, |k,| ve h fonksiyonlarinin girisimi gosterilmistir).

Simdi, (4.49) esitsizligi kullanilirsa,

1/p
H<f * QP) <x7t)HLp(]Rn+1) = (/]Rl e ‘(f * Qp) (ﬂ?,t)‘p d%dt)

1/p
(/’Hf*a Ol 1)

< e(B) k| * Bl gy (4.50)

olur.
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f € L,(R"™) oldugundan, h € L,(R')’dir. O halde, Teorem 3.13’e gore,
i |6y il ey = 0

elde edilir. Bu nedenle,

: (4.50)
plggon*QpHLp(Rnﬂ) =0

olur.

Simdi, (4.46) esitsizligini dikkate alirsak,

Elggo [ Lep(, ) — cuf(z, t)HLP(RnH) =0

p—00
elde ederiz. Tekrar hatirlatalim ki, p = oo durumunda L, yerine C° kullamlir. Bdylece
teoremin (a) ve (b) kisimlari Vﬂ(ﬁ ) = WF(LB ) icin kanitlanmis olur.

Simdi teoremin (c) kisminin kanitin1 verelim. Bunun i¢in dnce,

sup | f * Q|

< c|lfllp,@n+1y> 1 <p < 00) (4.51)
A>0

Lp(R™+1)

seklinde bir esitsizlik kanitlayacagiz ve daha sonra da Teorem 3.11°1 kullanacagiz.

(F * Q) t)] < /Omm(sn / WD)~ 2t 5)dz| ds

(434) /OOO e (s)] ‘Ggﬁ)f(',t — 3)(95)} ds

< / |ka(s) sup’G (-t —s)(x)| ds
0

<o / k()| M [F(t — 5)] (2)ds, 4.52)

olur. Sonuncu esitsizlikte Onerme 4.21-(e)’yi kullandik. Burada, M fonksiyonu, z € R"

degiskenine bagli "kismi" Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir, yani,

MIf(,t = s)](z) = i&%wrl(xﬂ B.(@)

seklindedir. Burada, B, (z) = {y € R" : |x —y| < r}, x € R" merkezli ve r yarigapl

[f(y,t = )| dy

yuvardir.

Fla,t) = M[f(-,1)](x) diyelim ve

i _sup_/ o

s>0 2s
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tanimlayalim. Son fonksiyon, ¢ € R! degiskenine bagli bir boyutlu Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonudur. Bu notasyonlar1 kullanirsak,
(@Dl < a [ ) fat - s)ds
0
= cl/ |k,\(s)|f(x,t— s)ds

o0

olur. Burada, —oco < s < 0 i¢in ky(s) = 0 olarak alinmistir.
Onerme 4.25’e gore, (0, 00) araliginda |k (s)| fonksiyonu azalan integrallenebilir bir

majoranta sahiptir ve dolayisiyla Teorem 3.12’ye gore,

sup /OO kx(s)| f(z,t — s)ds < 02?(35,15)

A>0 J -0

ve buradan
sup | (f * 0)(z,1)| < esf(2,1), (x € R™,t € RY) (4.53)
A>0

olur.

(4.53) esitsizligini ve "kismi" Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonlar1 f(z,t) ve

f(x,t)’nin Ly-siirlili@ini kullanirsak,

sup [(f * Qx)(+, )] <er|[f(0) =ca ||| F(50)
x>0 Ly (1) Ly (1) Lo®)]| gy
§C5 Hf7’ =G5 Hf:‘
( ) Lp(RY) Ly (R™) ( ) Lp(R™) Lp(RY)
< ¢ |[lIf(-, ')||Lp(Rn) L, (RY) = Ce ||f||Lp(Rn+1)
P

elde ederiz. Bir daha hatirlatalim ki, burada, 1 < p < oo olup, p = oo i¢in L., = Cy’dir.
Boylece, (4.51) "maksimal esitsizligi" kamitlanmisg olur.

Yukarida gosterildigi gibi,

Lp(x,t) = (f % Qo) (2, 1) = (f Q) (2, 1)

olup, f € C%ise, e — Oigin (f * Q) = f ve p — oo igin (f *Q,) = 0 saglanmaktadir.
Burada, "=" notasyonu diizgiin yakinsaklig1 simgelemektedir.
C° uzay1, L,(R"™) uzayinda yogun oldugundan, Teorem 3.11°e gore, h.h.h. (z,¢) €
R™ i¢in
6li_}rglofsyp(yc, t) =c.f(x,1)

pP—00
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olur.
Boylece, V WL(L ) oldugu durumda teoremin (c) kisminin da kanitin1 tamamlamig
oluruz. Dolayistyla, Vu = Wﬁﬁ durumu icin Teorem ispatlanmig olur.

Wéﬁ ) agirlikli parabolik-tipli dalgacik doniisiimii i¢in Teoremin (a), (b) ve (c) kisim-
larinin kaniti W,E'B ) durumunda izlenen yola benzer sekilde, (4.44) formiiliine dayanarak
yapilir.

S6z konusu kanitin esas adimlarini verelim. Oncelikle,

L(z,t) = /pwﬁﬁ)f(x;t;n)% = (f % Q) (x,t) = (f * Q) (2, 1), (0 < £ < p < o),

tanimlayalim. Burada (2, t) = e "'w® (z, t)kx(t) olup,

L[ du(r), t>0ise

1 t
kx(t) = <k <—> ,(0< A< o0)vek(t) =
A 0, t <O0ise

A

olarak tammlanmustir. Q) (z,t) = W@ (z,1)ky\(t) = w@(z,t)1ky () fonksiyonu icin
yukarida
/ Oz (z, t)dzdt = ¢,
R+l
esitliginin her A > 0 icin saglandigim gostermistik.
O halde, Q,(z,t) = e 'Q,(x, ) olmak iizere, yukarida tamimladigimiz jt;,p(x, t) igin

sunlar1 yazabiliriz:

]Ep(a:,t — cuf(x t)

= |~ — ()]~ (£ 0.
{ BN A P —
« Q) o)z, t).

Ik integralde, yukaridaki (4.46) formiiliinii elde ederken uyguladigimiz degisken de-

gistirmelerini ve w(®) ¢ekirdeginin anizotropik homojenlik 6zelligini tekrar kullamirsak,

1, /7
-7 .,8) k(L _ _
/W+1 e Tw (y,T)gk: <€) flz —y,t —1)dydr

= / X e =W (y, Dk (1) f(z — /Py, t — eT)dydr
Rn+1
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olur ve dolayisiyla,

INaﬁp(x, t) —cuf(z,t) = (e — 1)w(5)(y, Tk (1) f(z — eWBy t — eT)dydt

Rn+1

/Rn+1 w® (y, Tk (1) [f(:v — Byt —er) — f(x, t)} dydr

—(f +Qp)(2,1)

+

elde edilir. Tk iki integrale Minkowski esitsizligi uygulanirsa,

Z—:,p - C,uf

‘LP(R"“)

I Y e ' e

Il @y /Rw(l — e ) [ (y, 7)] |k(7)| dydr + Hf # €0,
= Ai(e) + As(e) + As(p).

Lp(Rn+1)

Yukarida kanitladigimiz iizere,

plggo I1f * QPHLP(R"+1) = 0.
Aslinda, (4.47)-(4.49) formiillerine dikkat edilirse, orada daha giiclii bir sonug elde
edilmistir:
T 141 %911, ) = 0

Bunu ve ‘Qp(y, 7')‘ < |Q,(y, 7)| esitsizligini dikkate alirsak,

=0

lim A3(p) = lim Hf * ﬁp L)

p—+00 p—00

olur. Lebesgue Baskin Yakinsama teoreminden, lin%Al(g) =0 ve liH(l)Ag(e) = 0 oldugu
e— e—

goriiliir ve buradan

I.,—c.f =0

lim —
Lp(R"+1)

E—0O
p—r00

elde edilir. Burada, tekrar hatirlatalim ki, L, yerine C° kullamyoruz.

(4.42) esitliginde bahsi gecen h.h.h. (Ingilizce: a.e) yakinsaklig1 da,

sup | f * 62,\‘

S c HfHLp(Rn+l) ) (1 < p S OO)
A>0

Lp(R™+1)

seklindeki maksimal esitsizligine ve Teorem 3.11’a dayanur..

Boylelikle, Teorem 4.26’nin ispat1 tamamlanmis olur. U
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Ornek 4.27 (Aliev ve Sekin 2021). Simdi, Teorem 4.26°da kullanilan ve

Cy = /000 log %dﬂ(T) £ 0, (bknz: (4.41))

ozelligi dahil tiim kosullari saglayan bazi dalgacik olciimii ornekleri verelim.

Bunun icin, oncelikle asagidaki fonksiyonlari tanimlayalim:

(a)

e"(1—7), 0<7<o0,
h(r) =
0, —o00 < 7 <0,

(b) a # 0 reel sayisi icin,
a, 07«1,
h(T) - —a, 1 S T < 27
0, 7e€R\[0,2),
(c) h(T) = ¢'(7) ve g(T) fonksiyonu
YT 0< T < 00,

0, —oo <71 <0,

seklinde tanuimli olsun.

(d) a(7) ve b(T) fonksiyonlari, [0, 00) araliginda pozitif ve siirekli fonksiyonlar olsun.

Ayrica,
/ Ta(T)dT < 00 ve / Tb(7)dT < 00
0 0

saglansin. a = [° a(T)dr, b= [;° b(T)dT olmak iizere,

ab(t) —ba(t), 0<7 < o0,
h(r) =
0, —o0 <70,

seklinde tanimlansin.

(e)
1—7, 0<7<2

0, TeR\[0,2].

h(t) =

Simdi, h fonksiyonu yukarida tamimlannus olan fonksiyonlardan herhangi biri olsun

ve du(1) = h(7)dr olarak tammlayalim. Bu durumda,
| duo) =0, [ os i dlul (1) < o0, (@ > 1)
0 0
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ve
o0 1

Cy = / log —du(r) # 0
0 T

ozelliklerinin saglandigini gostermek zor degildir. Ornegin,

durumunda,
1—7, 072

0, 7eR\[0,2],
fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon icin,

[ 1 2
Cy = / log —h(7)dT = —/ (1—7)logrdr =1
0 a 0

olur ve bu nedenle (4.42) formiiliinden, (x,t) € R" ! icin,

/ VO st m ™ = fa,t)
0 n

elde edilir. Bu esitligin sol tarafi,

olarak yorumlanmalidir ve Vu(’g ) f operatorii,

[ " fo = Pyt — o)y, 7)1 = r)drdy
nJo

veya
2
/ / e f(x = 0Py t — )P (y, 7)(1 = T)drdy
nJo
integral operatorlerinden herhangi biri olarak alinabilir.

Hanirlatalim ki, f = 1 ve B = 2 oldugu durumda w\®) (y, ) cekirdek fonksiyonu,

swrasiyla, Poisson ve Gauss cekirdeklerine doniisiir.

4.2.1. Parabolik-Tipli Dalgacik Doniisiimlerin Genellesmis Parabolik Potansiyel-
lerle Tliskisi

Biz, Bulgular ve Tartigma boliimiiniin ilk alt boliimiinde, iki & > 0 ve 8 > ( paramet-
relerine bagli, genellesmis parabolik Riesz ve genellesmis parabolik Bessel potansiyelle-

rini tanimlayarak, onlarin L,, uzaylarindaki davraniglarini inceledik. (Tekrar hatirlatalim
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ki, # = 2 durumunda klasik parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansiyelleri elde edi-
lir). Bu alt boliimde ise, bir 5 > 0 parametresine ve bir p dalgacik l¢iimiine bagl iki
integral doniisiim tanimladik. Parabolik-tipli dalgacik doniisiimler diye adlandirdigimiz
bu doniisiimler icin Teorem 4.26°’da Calderon tipli ters belirleme formiilleri ifade ederek
kanitladik. Dogal olarak, soyle bir soru ortaya ¢ikar: Parabolik-tipli dalgacik doniisiim-
ler" diye adlandirdigimiz W,SB ) f ve W,S’B ) [ doniisiimlerinin, Hf f ve Hf [ (genellesmis
parabolik Riesz ve parabolik Bessel) potansiyelleri ile bir iliskisi var midir? Asagidaki
teorem, bunlar arasinda derin bir iligki oldugunu ve dolayisiyla, "Parabolik-tipli Dalgacik

Doniisiimler" isminin de isabetli oldugunu gosteriyor.

Teorem 4.28. H f ve Hj f genellesmis parabolik potansiyelleri (4.29) ve (4.30) formiil-
leri ile tamimlansin. Ayrica, W,EB ) fve fWV,EB ) f operatorleri de (4.35) ve (4.36) formiilleriyle

tamimlannus parabolik-tipli dalgactk doniisiimler olsunlar. Bu taktirde, o > 0 ve

|ty < oo [T autn) #0 (4.54)
0 0

olmak iizere,

(@fel,(1l1<p<oo)vel<a< %(n + B) ise, h.h.h. (z,t) € R""! icin,

4 d
HS f (1) = t/n”WW@%W# @55)
0

1
Cu(a/7 5)
olur.

(B)f€L,(1<p<oo)vel<a<ocise h.hh. (x,t) € R icin,

X 4= d
HG f(x,t) = /0 ns WP f(x,t, 77)# (4.56)

Cu(ohﬁ)

olur.

Burada, c, (o, B) katsayist

olarak tamimlanir.

Ispat (a) Dogrudan hesaplama yaparak,

AWWWWW@mm%Z%mﬁWWWM
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oldugunu gosterecegiz. Yazilimin kolaylig1 agisindan,

A:/O n /ﬁW,EB)f(l’,t,n);

kisaltmasini kullanalim.
Simdi, W,SB ) f doniisiimiiniin (4.36)’daki agik ifadesini kullanirsak ve f € L,, (1 <
p<o0)l<a< %(n + () kosullar ile, p dl¢iimil {izerine konulmusg (4.54) kosullarini

dikkate alarak Fubini teoremini uygularsak,

A= /Ooona/ﬁ </n/ooofx—77wy,t—m) (y, T)dydu(r )> Cf;]
= /OOO </n /Ooo i (= Py,t - nT)w(B’(y,T)dndy> dp(7)

esitligi elde edilir (Fubini teoremini uygulayabilmek i¢in gereken kosullarin saglandigini
asagida gosterecegiz). Sonuncu ifadede, igcerideki integralde oncelikle 7 — %77 seklinde

degisken degistirmesi yapalim:

— /OOO (/ /OOO s B f(w — (/) Pyt — n)w(m(yﬁ)dnd9> dp(T).

Simdi de, y — (7/n)"/?y seklinde degisken degistirelim:

= /OOO (/n /OOO i el ()M fa =yt — ) (/) y, ) dndy> dp(r).

Burada, (7/0)""? w® ((r /)%y, 7) = w® (y, n) formiiliinii kullanirsak,

A z/ (// 5w yn)f(x—y,t—n)dndy)T‘“/ﬂdu(T)
= </O ~/Bdp(r) )// 3w (y,n) f(x =y, t —n)dndy

_ ( /Omfa/ﬁdum) (/) HE (2, 1) = cylev, B) HS ()

olur ki, buradan da (4.55) formiilii elde edilir.
Simdi, Fubini teoreminin uygulanabilirligini gosterelim. Bunun i¢in, A’nin ifadesin-

deki tekrarli integralin h.h.h. (x,¢) € R"™! i¢cin mutlak yakinsadigini, yani

L

integralinin h.h.h. (z,¢) € R™™ i¢in yakinsadi§im gosterelim.

f (x — iyt — 777) ‘ WP (y, 7)] dndy> d|p| ()
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Yukarida A i¢in yaptigimiz degisken degistirmelerin aynisini A icin yaparsak,

A= [T (L[ ool 17 o = oot = )l andy ) 7=l )
:(/O 78 | (7 >// a5 [ )| 1 (o — 9.t — )] dndy

ifadesinin h.h.h. (z,¢) € R™™ i¢in sonlu degere sahip olduunu gostermemiz yeterli
olacaktir. Teoremin kosulu geregi, A’mn ifadesindeki I 77/Bd || (7) carpani zaten
sonludur. A’nin ifadesindeki ikinci carpanin da h.h.h. (2,¢) € R™! i¢in sonlu oldugunu

gosterelim.

/ / 05wy, )| |f (v —y,t —n)| dndy
nJo
1

/ /Wl WPy, )| 1f (x —y,t —n)| dndy
nJ0

+ / / 5wy, 1f @ — gyt — m)] dndy = ir (2, ) + ia(e, 1)
R™ J1

yazarak, i;(z,t) ve io(z,t) nin her ikisinin de h.h.h. (z,¢) € R™"! i¢in sonlu oldugunu
gosterelim.

Minkowski esitsizliginden,
I )
lill, < 150, [ [ 08 o | dndy
R" J0

1
T / / ni Ty [wlf
R™ JO

Burada, y — 1'/%y seklinde degisken degistirmesi yapilirsa,

1
lill, < 161, [ 03 1) dndy
R™ JO
1
= 171, [ 0¥ tan [ 0| dy
O n

B
= Zeslfll, < oo

V(™ Py, 1)| dndy.

olur. Burada, ¢5 =[5, [w®(y,1)| dy < oo.
Boylece, ||i1]], < 505 | f]l, < oo oldugundan, i;(x,?) fonksiyonu, h.h.h. (z,t) €
R i¢in sonlu deger alir. Simdi de, i5(,t) nin her (x,t) € R"™ i¢in sonlu oldugunu

gosterelim.
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Oncelikle, p > 1 olsun. Bu durumda, Holder esitsizligine gore, ; + . = 1 olmak

uzere,

o 1/q
ia(z,t) < |Ifll, <// n(ﬂ—l)q|w(6>(y7n)|qdndy)
R” J1
= Il (520 @18 T )
B p " n~ 2w (= Py, 1) dndy
R” J1

y — n'/Py degisken degistirmesi yaparsak,

o) 1/q
in(e,t) < /1, (// (5 Ve Bats \w<ﬂ>(y,1)|qdndy)
R™ J1

1/q 0o 1/q
191, ([ e nfan) ([T 2an)
. 1/q
Coq = (/R WP (y, 1)] dy)

dersek, w® (y, 1) fonksiyonunun Onerme 4.21-(a)’da verilen anizotropik davranigindan

™

olur.

dolay1 ¢z, < oo oldugu goriiliir. Diger yandan, o < %(n + /3) kosulundan

olur ve dolayisiyla,
/ TR gy < oo
1
saglamir. Boylece, her (z,t) € R i¢in iy(z, t) < oo olur.

Sonug olarak, A = A(x, t) ifadesi h.h.h. (z,¢) € R™ igin sonlu olur ve dolayisiyla,
Fubini teoremi uygulanabilir.

Simdi de, p = 1 olsun. Bu durumda, f € L; ve 0 < a < n + 3 icin (4.55) formiilii
kanitlanmalidir. Bunun i¢in, p > 1 durumundakine benzer olarak, i (z,t) ve iy(x,t) nin
h.h.h. (z, 1) i¢in sonlu oldugu gosterilmelidir.

Yukarda ||4, ]|, < gcﬁ | f]l, oldugunu gostermistik. Bu esitsizlik p = 1 i¢in de dogru-
dur. Dolayistyla, h.h.h. (z,t) i¢in i1 (x, t) sonludur.

Diger yandan,

sup iy, t) < || flly sup 07w (y,m)]|.
1<n<oo

(z,t)eRn+1
yeR™
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Burada,

Wy, )| =n"7

W@ (n_%y, 1) ‘
esitligini kullanacagiz.

w®(z, 1) fonksiyonu tiim R™de siirekli ve simrlidir. Dolayisiyla, 3¢ > 0, ¥z € R”
icin,

‘w(ﬂ)(z, 1| <ec

saglanir.

O halde, o < n + 8 kosulu kullanilirsa,

sup 77%_1 ‘w(ﬁ)(y,n)‘ <c¢- sup n%_l_% < 00
1<n<oco 1<n<oo
yeR™

olur.
(b) (b)’nin ispat1 da (a)’nin ispatina benzer yapilir ve /I/IZ(L’B ) f operatdriiniin ifadesin-
deki e™"" carpaninin varligi, (4.56) esitliginin saglanmasi i¢in o > ( parametresi iizerine,

0<ac< }D(n + [3) gibi bir ek kosul konulmamasina olanak saglar.

> —~ d
/ W f (o) T = (e, Y5 1)

0
esitliginin h.h.h. (z,t) € R™ i¢in saglandig1 gosterilmelidir. Bunun igin, (a)’daki yol
izlenerek, Fubini teoremi uygulanir ve uygun degisken degistirmeleri yapilir. Fubini te-

oreminin uygulanabilirligini gostermek icin, (a)’daki gibi hareket ederek, nihayetinde

B= (/OOOT‘“/ﬁdIM (T)) / /0006‘"773_1 WO (y, )| | £z =y, t —n)| dndy

ifadesinin h.h.h. (z,¢) € R""! i¢in sonlu oldugu gosterilmelidir. Yine, (a)’daki gibi,

/ / e WP (g, )| 1 (@ — yst — )| dndy = ja(a, 1) + (e, 1)
n 0

yazalim. Burada, j; ve j, fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanmiglardir:

1
jl(x,t)zf / e s |lw Oy, )| | f(z =y, t —n)| dndy
nJ0

ve

ol ) = / / e WO ()| 1£ (@ — .t — )| dndy.
nJ1
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e~ < 1 oldugu kullanilirsa, (a)’daki gibi Minkowski esitsizligi uygulanarak,

: g
liall, < —es [l £l < o0
«

elde edilir. j, fonksiyonu i¢in de, (a)’daki gibi, p > 1 durumunda % + Il) = 1 olmak iizere,

Holder esitsizligi uygulanirsa, basit hesaplamalarla

) 1/q
) < 5l ca ([~ om0y < oo
1
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Fubini teoremi uygulanabilir.

Benzer sekilde, p = 1 durumunda, || j;]|, < gcﬂ | fll; < oo ve

jo(z,t) < |Iflly sup e st w P (y, )|
1<n<oo
yeR”

< [fll e sup e < oo

Wy 1<n<oo

Dolayisiyla, h.h.h. (z,t) icin ji(x,t) ve ja(z,t) sonlu oldugundan, Fubini teoremi

uygulanabilir. 0

4.3. Laplace-Bessel Diferansiyel Operatorii ile Iliskili Olan Parabolik Potansiyelle-

rin Genellesmeleri ve Onlarin Agirhikli Lebesgue Uzaylarinda Davramslar

Fourier-Bessel Harmonik Analizinin 6nemli teknik vasitalarindan olan Singiiler para-
bolik Riesz ve singiiler parabolik Bessel potansiyelleri, Fourier-Bessel doniisiimii yardi-

miyla sirasiyla,

(HE ), t) = (2 +it) " @, t) (4.57)

ve

(He ) () = (1+ ol +it) "

Mz, 1), (4.58)
seklinde tanimlamr. Burada, z € R} = {£ | £ = (&,..,&,.1,6,):€, > 0}, 2> =
2+ ... +22 ve t € (—00, 00) dir. Hatirlatalim ki, Fourier-Bessel doniisiimii, baz1 kaynak-
larda F,, veya Fp ile gosterilir. Yazilimin kolayli81 icin biz, bir ¢ fonksiyonunun Fourier-
Bessel doniigiimiinii, " notasyonu ile gosterecegiz. Fourier doniisiimii i¢in de ayni no-
nAN

tasyon kullanilir. Bu alt bolimde biz, Fourier-Bessel doniisiimii kullanacagimizdan,

notasyonu Fourier-Bessel doniisiimiinii gosterecektir.
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(HS f) ve (H2 f) potansiyelleri, A, = 27 + ilai Laplace-Bessel singiiler dife-
ransiyel operator ve [ birim operator olmak iizere, (% — Al,) ve ([ + 5 — Al,) diferan-
siyel operatorlerinin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanirlar.

(4.57) ve (4.58)’de tanimlanmis olan H¢ f ve HS f singiiler parabolik potansiyelleri-

nin integral gosterimleri ise sirasiyla,

(Hf) (x, LTI f(, )y dydT (4.59)

\

() @) = o7 / | et T s, 60

seklindedir (bknz: Aliev 1992; Aliev ve Rubin 2001). Burada,

wi(y, 7) = /eln, 1) (27) %" exp(— |y[* /47),y € R, 7 > 0 (4.61)

olup, Fourier-Bessel harmonik analizindeki Gauss ¢ekirdegidir. 7" operatorii ise Laplace-

Bessel diferansiyel operatoriiyle iligkili bir genellesmis kayma ve
171!
c(n,v) = |:(27T)n_122y_lr2(V + 5)} : (4.62)

Tez calismamizin bu boliimiinde, diferansiyel operatorlerin kesirsel kuvvetleri dilinde

formal ifadeleri

o 572 —a/B
Hg, ==+ (=4, 4.63
ve
o ) —a/B

Hg, = (I + o + (—Al,)ﬂ/ ) , (o, B> 0), (4.64)

seklinde olan ve acik integral gosterimleri ise
(Hg,f) (x, o / B / / T8 LTIV f (2, )y dydT (4.65)

[RIL

ve

(Hgﬂ,f) (x,1) T%fle”wgﬁ) (y, )TV f(x, t)yi”dydT (4.66)
0

seklinde olan integral operatorleri ailelerini tanimlayacagiz.
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Burada, w” (y, 7) ¢ekirdek fonksiyonu exp(—7 |y|?) fonksiyonunun, y € R?” -degiskenine

bagli ters Fourier-Bessel doniisiimiidiir, yani

WP, 1)) (y) =™ (e R, 7>0,5>0). (4.67)

v

£ = 2 durumunda, (4.65) ve (4.66) integral operatorleri sirasiyla, (4.59) formiiliiyle
tanimlanan singiiler parabolik Riesz ve (4.60) formiiliiyle tanimlanan singiiler parabolik
Bessel potansiyelleri ile ¢akisir. Dolayisiyla, (4.65) ve (4.66) operatorleri (4.59) ve (4.60)
operatorlerinin genellesmesidir.

Biz bu alt boliimde,

1/p

Ly =41 Ifll, = // fla, O e2dedt | <o00b, (1<p<oo) (468)
R’i o

seklinde tanimlanan agirlikli L,-uzaylarinda (4.65) ve (4.66) operatorlerinin bazi 6zellik-

lerini inceleyecegiz.

Not 4.29. Bulgular ve Tartisma boliimiiniin ilk alt boliimiinde de soyledigimiz iizere, kla-
sik parabolik potansiyeller, (—A + %) ve (I — A+ %) klasik 1s1 gecirme operatorleri
yardimiyla, ilk olarak, Sampson (1968) ve Jones (1968) tarafindan tanimlanmustir.

Bu potansiyellerin cesitli ozellikleri ve anizotropik Sobolev-tipli uzaylarda davranis-
lari, Gopala Rao (1977, 1978); Chanillo (1981); Bagby (1971); Sampson (1968); Nogin
ve Rubin (1985, 1986, 1987) gibi bir ¢cok matematik¢i tarafindan calisilmistir. Ayrica,
(—AV + %) ve (] - A, + %) singiiler 1s1 operatorleri yardimiyla ifade edilen HS [ ve
Hy f singiiler parabolik potansiyelleri Aliev (1992) tarafindan tammlanmus ve L, ,, uzay-
larinda davranisglart incelenmistir. Singiiler parabolik potansiyellerin uygun dalgacik do-

niistimleri ile incelenmesi ise Aliev ve Rubin (2001) tarafindan yapilnustir.

Simdi, bu alt boliimdeki esas sonuclarimizi ifade edebilmek icin once bazi temel kav-
ram ve gosterimleri verelim. Yazilimin kolaylig1 i¢in, bundan sonra z2“dx yerine dm/(z)
gosterimini kullanacagiz.

g(x,t), ((z,t) € R} x R') fonksiyonunun Fourier-Bessel ve ters Fourier-Bessel do-

niisiimleri sirasiyla,
9" (y.7) = / g(a, e VD (wayn)dm (z)dt (4.69)
R? xR? ?

53



BULGULAR VE TARTISMA C. SEKIN

ve
gV(y’ 7-) = C(”? V)Q/\(_yh oy T Yn—1,Yn, _T)u (470)

seklinde tamimlanir. Burada, 2.y’ = z1y1 - +Tp_1Yn_1; dm(z) = 22dx = 2*dx, - - - day;
v > 0 sabit bir parametere; j\(0) = 1, j4(0) = 0 olmak iizere, j\(2) = 2’ () +
1)z~ Jy(2) normallegtirici Bessel fonksiyonu ve ¢(n, v) = [(2m)" 1227112 (v + 1)] 7
normallestirici katsayidir. Aslinda, burada ilk (n—1) degiskene yani, 2’ = (21, ,z,_1)
degiskenine ve ¢ degiskenine klasik Fourier doniisiimii ve z,, > 0 de8iskenine Bessel do-
niisiimii denilen doniisiim uygulanmustir.

g : R} x R — C fonksiyonuna uygulanmis genellesmis kayma operatorii,

r (V + %)
L)L (3)

T97g(x,t) = /7r g(2" — ', /22 — 23y, cos O 4+ y2;t — 7) sin® ! §df
’ (4.71)
seklinde tanimlanir.
Aslinda, x’ degiskenine ve t degiskenine klasik Euclid kaymas1 ve x,-degiskenine
Bessel kaymasi veya genellesmis kayma denilen operator uygulanmastir.
Iki fonksiyonun genellesmis girisimi veya, Fourier-Bessel girisimi,
(h1 ® hy) (x,t) = / ha(y, 7)TY"ho(x, t)dm(y)dr (4.72)
R? xR!
seklinde tanimlanir.

Klasik girisim islemine Fourier doniisiimiiniin etkisine benzer olarak, genellesmis gi-

risim islemine Fourier-Bessel doniistimiiniin etkisi
(h1 ® ho)" = hi - hy

seklindedir.

Ayrica, klasik Young esitsizliginin benzeri olan

1 1 1
by ® ol <||h1||s,y|rh2up,y,(1§p,q,sSoo,—:—+——1) 473)

" qg p s
esitsizligi saglanir.

Fourier-Bessel doniistimiiyle iliskilendirilen Gauss ¢ekirdegi

wy(y, 7) = c(n, 1/)(27)‘“22” exp(— ]y|2 /47), (y € R™, 7 > 0) 4.74)
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seklinde tanimlanir. Burada, ¢(n, v) (4.62)’deki gibi tanimlidir (bknz. n = 1 i¢in Stempak
(1986) ve herhangi n > 1 i¢in Aliev (1992); Aliev ve Rubin (2001)). Ayrica, w,(y, 7)
cekirdek fonksiyonu z € R’ -degigkenine bagh e=slal* fonksiyonunun ters Fourier-Bessel
doniistimiidiir, yani her 7 > 0 i¢in
/ wy(y, T)e =Y jl,_f(a:nyn)dm( ) = e lel? (4.75)
n
esitligi saglanir.
w,(y, 7) ¢ekirdek fonksiyonunun bir genellesmesi olan ve exp(—t |93|’H ), B > 0 fonk-
siyonunun ters Fourier-Bessel doniigiimii olan ¢ekirdek fonksiyonu,
—rlxlf dxly -
wlP5,7) = (ep(=7 ) () = clnw) [Ty m)dm(z) - @70
+
seklinde tanimlanmagtir.

Asagidaki Onermede w! (y, 7) ¢ekirdek fonksiyonunun bazi 6zelliklerini verecegiz.

Onerme 4.30 (Aliev ve Saglik 2016). 5> 0,7 > Ovey € R? olsun. O halde,
(a) w? )(y, ) fonksiyonu y € R'; degiskenine bagl radyal bir fonksiyondur ve asagi-

daki anizotropik homojenlik ozelligini saglar:
wD NPy Ar) = A= T2 BB (4 1), X > 0. (4.77)
Ozel halde, \ = 1/ icin
PRI (R, 1) = Py, 7 @18)

elde edilir.
(b) 0 < 8 < 2icin wf )( T) ¢ekirdek fonksiyonu pozitiftir.
(c) B = 2k, (k € N) ise wy )(y, T) gekirdek fonksiyonu y € R degiskenine gore

sonsuz diferansiyellenen olup, |y| — oo icin hizla sifira gider.

(d) Herhangi 7 > 0 icin, 0 < B < 2 veya [ = 2k, (k € N) durumunda,
/ Wi (y, m)dm(y) = 1 (4.79)
n

saglanir.
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Not 4.31. (Gadjiev ve Aliev 1988; Aliev ve Bayrakci 1998) wf (y, T) cekirdek fonksiyo-

nunun 3 = 1 ve = 2 durumlarinda acik ifadeleri bilinmektedir:

T - (4.80)

~2l((n+2v+1)/2)
(|y|2 _{_7-2)(n+21/+1)/2’

1)
Wy, (ny) — 7r"/2F(u I 1/2)

WPy, 1) = Velnv)2r) I exp(— |y|* /47)
27TV+1/2 9
(4707) = (22— ul™/AT (4.81)

T(v+1/2)

(Yukaridaki wl(,l)(y, T) ve w(f)(y, T) fonksiyonlarina, A, Laplace-Bessel diferansiyel ope-

ratorii ile iligkilendirilen modifiye edilmis Poisson ve Gauss cekirdekleri de denir).

®) (y,7) = 0 olarak tammlayacagiz, yani

Not 4.32. Bundan sonra, —oo < 17 < 0 i¢in, w
(exp(—T ||’3>)V(y), 7> 0ise

wr(/ﬁ) (y’ T) =
0, T < 0ise
a_q T%_l, T > 0ise
AT _
7-+ o .
0, 7<0ise

tanimlamasini yaparsak, (4.65) ve (4.66) formiilleri genellesmis girisim yardimiyla sira-

styla,
1 / 0 WD (g )TV f (e, ) dm(y)dr = (pa ® f)(x,t)

(H5,f) (z,t) = T(a/B)
R” xR!
(4.82)

veE

(M5, f) (x,t) = F<O}/ﬁ) / e (g, YTV () dm(y)dr = (ga ® £, 1)
(4.83)

1
R7 xR

seklinde yazilir. Burada, dm(y) = y*dy = y*'dy, - - - dy,, olup, esitliklerin sag tarafin-

daki p, ve q, fonksiyonlar1 agsagidaki gibidir:

1 @
paly ) = [ 757 WP (y,7) (4.84)
(4.85)

ve
L 51—
Go\y,T) = T e w,\y,T7).
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[, R x R'’de verilmis ve x,, degiskenine gore ¢ift fonksiyon olan bir Schwarz test

fonksiyonu ise, (4.82) ve (4.83)’teki genellesmis girisime Fourier-Bessel doniisiimii uy-

gulanarak,
(HS ) =ph - ve (HS ) =db-
elde edilir.
Dabhasi,
1 * a g o
A — BT —itT 8 gy
Phet) = o [ e ([ e ne Yy admty) | dr
I'(a/B) J o " R 2
1 ° a1 —itr _—7| ‘B
= —— T e e T dr
F(a/ﬁ)/o
1 = 51 —r(alf+it
b TE Tem T\ T g
F(Oé/ﬁ)/o
= (|’ +it)™/%. (4.86)

Benzer sekilde,
¢z, 1) = (14 |z|° +it)=/? (4.87)
olur. Sunu da vurgulamak gerekir ki, formal sekilde elde ettigimiz (4.86) ve (4.87) formiil-
leri, genellesmis fonksiyonlar (distributions) teorisi ¢ercevesinde yorumlanabilir. Ayrica,
(4.86) ve (4.87) esitliklerine dayanarak, Hg,f ve Hj ,f integral operatdrleri sirasiyla
(—=A,)P2 4+ 0/0t) ve (I + (—A,)P/? + 0/0t) diferansiyel operatorlerinin (—a/3) mer-

tebeden kuvveti olarak yorumlanabilirler.
Not 4.33. Bundan sonra, 3 parametresini 0 < 3 < 2 veya § = 2k, k € N varsayacagiz.
Bu alt boliimiin esas sonuclarini iki teorem seklinde asagida verelim.

Teorem 4.34 (Sekin 2021). HF , (o, B,v > 0) operatérler ailesi (4.66) daki gibi tanim-
lanmus olsun. O halde,

(a) Bu operatorler Ly, — Ly, stmrlidir, yani bir cg > 0 katsayisi ve her f € L,
icin

15, N, < csllfll,,. (1<p<o0)

esitsizligi saglanmr.

b)1<p<g<oovea>(f+n+ 2V)(% - %) ise, bir cg(p, q) > 0 katsayist ve her
feL,,ign

[#H5. 1, < cslpa) I£1],,
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saglanir.
(c)a>(B+n+ 2V>21—) ise,

esssup |(H3,f) (2.0 < cs(0) 1],
(z,t)€ERT xR!

esitsizligi saglanir.

Simdi verecegimiz teorem, Laplace-Bessel diferansiyel operatoriiyle iligkilendirilen
parabolik Riesz potansiyelleri i¢in Hardy-Littlewood-Sobolev teoreminin bir genellesme-

sidir.

Teorem 4.35 (Sekin 2021). f € L,,, 1 <p<ooveO < a < (B+n+ 2y)§ olsun. O
halde,
(a) (Hg‘yf) (z,t) integralleri hemen hemen her (x,t) € R" x R i¢in yakinsaktr.
1_1

b 1<p<qg<xvea=(B+n+2v) (5 — 5) ise, Hg , operatérleri zayif

-tiplidir, yani ¢ > 0 bir sabit olmak iizere, her A\ > Q0 ve her f € L, , icin
(p, q)-tiplidir, y p i€

m{(z,t) € R x R : |(HS,f) (x,t)] > A} < (%)

esitsizligi saglamr. Burada, E C R} x R! éliilebilir kiimesinin olgiimii
m{E} = /a:i”dxdt
E

seklinde tanmimlidur.
(c)1 < p<q < ooigin Hgﬁ, operatoriiniin Ly, ’den Ly, ’ye simrl etki etmesi icin
gerekli ve yeterli kosul

a= (B +n+2v)

==
|

olmasidrr.

Not 4.36. Teorem 4.35°’te 5 = 2 durumunun kaniti, Aliev ve Rubin (2001 ) makalesinde ya-
punustir. Klasik (non-singular) parabolik-tipli potansiyeller icin, Teorem 4.34 ve Teorem
4.35’in bir benzeri daha once Aliev ve Sekin (2021) tarafindan ifade edilerek ispatlan-
mis ve bu Tezin "Parabolik Riesz ve arabolik Bessel potansiyellerinin bir genellesmesi ve
Lebesgue uzaylarinda davranmislart” alt boliimiinde Teorem 4.17 ve Teorem 4.18 olarak

sunulmustur.
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Simdi, Teorem 4.35’in ispatin1 verelim.

Ispat (Teorem 4.34’iin ispat1) (a) (4.83) formiiliine Minkowski esitsizligi ve
7% flly < 1N, (F(y,7) € RE xR (4.88)

esitsizligini uygularsak,
1 a1
Wull, < (rrg [ 70 e ol dmtwdr ) 151,
Pl < (e Lyt 000 :

= g e [, 77 (/R

wP (y, 7) ¢ekirdek fonksiyonunun (4.78)’de verilen anizotropik homojenlik 6zelligini

kullanirsak,

|wi (y, 7)) dm(y)> dr

n
+

elde ederiz.

[l dnt) = [ 7m0 ol oy ay
R% R?

(y — 7-1//82)...

= / |w(f)(z, 1)‘ 22dz = c5 < 00
R

1
olur. Sonug olarak,

145,51, < csllfll,.

olur.
(Ozel halde, 0 < B < 2 ise, Onerme 4.30-(b)’ye gore w'”(y, ) pozitif olur ve
(4.79)’dan cs = 1 elde edilir)

(b) (4.73)’te vermis oldugumuz genellesmis Young esitsizligini kullanirsak, (4.83)’ten

1 1 1
a < , [ - —1
345011, < Dl Wl (5 =242 -1)
elde ederiz. Burada, (4.85)’deki notasyona uygun olarak,
s = o ([ e o] anyir)
> I'(a/B) nJo Y
1 o0

1/s
- Ts<%_1)6778 w(ﬁ) - s 9, . .
(/) (/0 (/Rl Dy, )| yndy>d>

+
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(5)(

Simdi, wy”’ (y, 7) ¢ekirdek fonksiyonunun anzotropik homojenlik 6zelligini ve kanitin

(a) kisminda kullanmis oldugumuz y = 7/%2 degisken degistirmesini uygulayarak,

/ ‘w ‘ y2udy _ / T—s(n-‘rQV)/,B‘w(VB) 1/,By 1)| yil’dy

+ +

— / os(nt2v) /B "5

+

elde ederiz.

Buradan,

1

1 o0 5271)7(”‘""2'/)(3_1) _ % s o s
ol = gy (G ) (/ Wz, 1) d>
F(Oé/ﬂ) 0 il

olur. Son integralin sonlu (yakinsak) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,

s(%—l)—%(n—i—Zu)(s—l) —1@E—B(n+21/) (1-%) >1—§

=5>(1-3) (1 55%)
() (e
\r g B8

1

Sa>(B+n+2v) (%—5)

olmasidir.
Boylece, teoremin (b) kismi da kanitlanmig olur. Teoremin (c) kisminin kaniti ise

(b)’nin kanitinda kullandigimiz Young esitsizliginde ¢ = oo koyarak elde edilir. U

Simdi de, Hg, f operatorii i¢in Hardy-Littlewood-Sobolev Teoreminin bir benzeri
olan Teorem 4.35’1 kanitlayalim.

Ispat (Teorem 4.35°in ispat1) (a) H 5, operatoriinii,

) = /5 / / 5100 (y, 7)TV f(a, t)dm(y)dr

\

io(z, 1) a/ﬁ /"/ Wy, T)TY7 f(z, t)dm(y)dr

olmak tizere,

(HS, ) (2.1) = s, 8) + (e, )
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seklinde yazalim.
Minkowski esitsizligini ve wf cekirdek fonksiyonunun anizotropik homojenlik 6zel-

ligini kullanirsak,

Jial, < O%/ﬁ / @ T (Ol dm)in

< anpy/ /rw\w (v.7)| dm(y)

_ ) 2Vd 1d
(/5>||f||py/+\ (2,1)] 22dz - / -
1
= F(%_i_l)cﬁﬂ/uf”p,l/<oo’

wP(2,1)] 22dz < .

elde ederiz. Burada, ¢z, = [g.
+
Bu nedenle, i1 (x, t) hemen hemen her (z,¢) € R" x (0, 0co) igin sonludur.

Holder esitsizligini uygularsak, % + % = 1 olmak iizere,

ey ﬁ 71 </Ri /100T(g_1)q |w(yﬁ)(y,7)‘qdm(y)d7> l/q
( Py (/ / Jr—ami

1/
_ ; R P A 4.89
( /6) ||f||p1/ p,v L ( )

9 1/q
v, ’ yn”dy) < 0.

1/q
WP (r78 )| dm(y)ch)

elde ederiz. Burada, ¢, , = ( fRn

(4.89)’daki son integralin yaklnsak olmasi icin gerekli ve yeterli kosul,

(g_l_n+21/)+n+2y<_1
"\5 5 8

olmasidir ki bu da Teoremin kosulundaki o < (8 +n + 21/)11J esitsizliginin saglanmasina

denktir.

Sonug olarak, (H§, f) (z,t) integralleri hemen hemen her (z,t) € R’} x (0, 00) igin
mutlak yakinsaktir.

(b) Simdi, 1 < p < ¢ < 00, f € Ly, ve o = (5+n+2u)<%—%) olsun. Bu
sartlar aluinda H§ , f operatoriiniin L, ,’den L, ,’ye zayif (p, ¢)-tipli oldugunu gosterme-

liyiz. "Parabolik Riesz ve Parabolik Bessel potansiyellerinin bir genellesmesi ve Lebesgue
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uzaylarinda davraniglar1” alt boliimiinde kanitladigimiz Teorem 4.18’de kullanilan teknik-
lere benzer teknikler kullanarak kaniti yapacagiz. (4.65)’te tammlanmig Hg , f operator-

leri i¢in, K,, K} ve K5° fonksiyonlarini, asagidaki gibi tanimlayalim:

1 a_q
K,=K,(y,7) = T8 Wy, ), (y €RY, T ERY;
( ) F(a/ﬂ) + ( ) +
K, 7< 0, 7<
Kl — A o
0, 7>u K, m>u

yani, K, = K! + K yazlabilir (u-parametresini sonra sececegiz).
Bundan sonra, m{E} notasyonu ile £ C R} x R' = {(y,7) : y € R?,7 € R'}

kiimesinin dl¢timiinii gdsterecegiz:

m{E} = / 2 dydr .
Simi, A > 0 herhangi say1 olsun. O halde,

mo(A)

m{|K, ® f| >2\} = m{(y,7) e RL xR": (K, ® f) (y,7)| > 2A}
< m{|K, ® f| > A} + m{|K° ® f| > A} = mi(A) + moo(N) (4.90)

olur. Chebyshev esitsizligi ve (4.73)’teki Young esitsizliginden,

m1(>\)

m{|K!® f| > \} = m{|K} ® f[" > \"}
< ar|ELe f|n, < AL IAIE, (4.91)

saglanir.

(8)

| K} ”1 normunu hesaplayalim. wy ™’ ¢ekirdek fonksiyonunun (4.78)’de verilen ani-

zotropik homojenlik 6zelligi kullanilirsa ve y = = z, (z € R) degigsken degistirmesi

yapilirsa,
! = ~(n420)/81 (8 (7118 1) | 2
190 = s, L [P (79, 1) g2y
1 / WP (2, 1) 22 /“ i1q L
= Wi (z,1)] 277 dz T8 dr = ————ufeg,
L(a/B) \ Jry 0 F<%+1>
olur. Burada,
05—/ ‘wl(,ﬁ)(z,l)|z,2l”dz<oo. (4.92)
R’n

+
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(4.91) ve (4.92)’den,
mi(\) < ANPpB? (4.93)

elde ederiz. Burada,

C
A= ﬁ A1,

Simdi de (4.90)’daki m. () ile ilgilenelim. Holder esitsizligini uygularsak, I%+% =1
icin
1K ® flloo = esssup [K° @ f[ (y, 7) < K], (1], (4.94)

olur.

Burada, wP cekirdek fonksiyonunun anizotropik homojenlik 6zelligi kullanilirsa ve

(4.91)’deki gibi y = 7 2z, (z € RY) degigken degistirmesi yapilirsa,

7l a/ﬁ (// (" ) ”dydT)
p (a/ﬁ’) </u W ) ( Bz, 1)|p’zgludz>1/p/

olur. Teoremin kosuluna gore, o« = (8 + n + 2v) (% — %) ve z% + }—17 = 1 oldugundan,

/

a n+2v\ , n+2v Y /
(51" r+ 501 = Gllamsn—2l gt
= ;[ap—(ﬁ—l—nJrQV)(p—l)]
_ p/ﬁ_l[aﬁ—(ﬁ+n+2u)]
p—1p

= — —(B+n+2v
3 q( )
2 (54 n+2)
= ——(B+n+2v
Bq
olur. O halde,
0o 1/ / 1/ /
/ T(%—l—n-;z”)l’/‘f‘n_;%dT p _ /Bq p M_5+Z;2V’
u (B+n+2v)

ve boylece,

- 1 Bq I/Pl
V< = s (e ) 1470
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esitsizligi saglanir. (4.94) esitsizligi dikkate alinirsa,

_ B4n+t2v

1K@ fllo < Bu™ 71, (4.95)

yazilabilir. Burada,

1 6q 1/p
B = ) WD, 1
[(a/B) \(B+n+2v)p 7
olarak tanimlanmistir. Simdi, p-patametresini secelim:
_ Btnt2v . A _ﬂ+n3'2"

Bp~ B =)\, yani yu = (§> (4.96)

olsun. O halde, (4.95)’ten,
1K ® flloe < A

elde ederiz ve dolayisiyla, ms(A) = m{|K° ® f| > A} = 0 olur.
Tiim bunlar1 dikkate alirsak, (4.90)’dan,

(4.93) W . N\ " Brard BP
mo(N) < mi(n) < Axsr 42 gy (E)

= ABFeim \ P Emiw (4.97)

olur. « = (B +n + 2v) (1 - %) kullanilirsa,

p

apq (1 1>
—P— 7 =—"P—Pg\-——- | =—4
B+n+q P q

olur. A ve B’nin yukarida verdigimiz ifadeleri kullanilarak,

p

ABFEREy — | B ( 1 Pa ®(. 1
T oy M) e 40

B

q—p
71, )

= cllfll}.

elde edilir ki, buradaki c sabiti, f fonksiyonuna bagh degildir.

Sonug olarak,
_ A
my(X) = m{|K, ® f| > 22} <e (=52 )

olur ve bu nedenle, Hf , f operatorii zayif (p, q)-tiplidir. p = 1 durumunda, Holder esit-
sizliginde p’ = oo yazilarak benzer yol izlenir. Boylece, teoremin (b) kismi kanitlanmig

olur.
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(¢) Marcinkiewicz interpolasyon teoreminden, 1 < p < ¢ < covea = (f+n +

2v) (zlv — é) icin Hg ,f operatoriiniin giiglii (p, ¢)-tipli oldugu elde edilir. Dolayisiyla,

Teoremin (c)’deki Oonermesinin "yeterlilik kismi1" kanitlanmis olur. Teoremde verilen (c)

onermesinin "gereklilik kism1" nin ispati, w (y,7) cekirdek fonksiyonun anizotropik

homojenlik 6zelligi kullanilarak yapilir. S6z konusu ispat1 verelim.

a > 0,1 < p < g < ooolsun. Ayrica, bir ¢ > 0 sabiti ve her f € L, , i¢in

1425, f1l,., < cllfll,. (4.98)

esitsizligi saglansin. O halde, ayni esitsizlik, yani

145,90, <clgl,. (4.99)

esitsizligi her A > 0 i¢in g(y, 7) = f(\y, e 7) fonksiyonu i¢in de saglanmalidir.

Dahast,
q 1/q
:L’i”d:cdt)

bl = ([,

integralinde, y — A\ 'y, 7 — A 7O7, & — X'z, t — APt degisken degistir-

/ / 75w (y, )TN F (A, Nt)y2 dydr
nJo
+

meleri yapilirsa ve w'” )(Afly, AP = A2, () (y, T) anizotropik homojenlik 6zelligi

kullanilirsa,
B+n+2v

15 g, =A™

H,f|,., (4.100)

elde ederiz.

Diger taraftan,

_ B+n+2v

1/p
llgllp,f(/ \f(Ay,Aﬂr)!”yi”dydr> = (4.101)
R? xR!

A > 0 keyfi secildiginden, (4.98), (4.99), (4.100) ve (4.101)’den
B+n+2v  B4+n+2v

q p
yani,
1 1
a=(f+n+2v) (———)
p q
olmas ¢ikar. Sonug olarak, (c) onermesinin "gereklilik kism1" da kanitlanmis olur. U

Boylelikle teoremin ispati tamamlanmis olur.
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5. SONUCLAR

Klasik Harmonik Analizin temel diferansiyel operatorlerinden biri olan A = i %
Laplace operatorii yardimiyla olusturulan (—A + %) ve (I — A+ %) diferansiyglzi)pe-
ratorlerinin negatif "kesirsel” kuvvetleri, matematik literatiiriinde parabolik Riesz ve pa-
rabolik Bessel potansiyelleri olarak adlandirilmaktadirlar. Bu potansiyel operatorleri H“

ve H?, (o > 0) ile gosterirsek, onlarin formal ifadeleri su sekildedir: f € S(R™™!) olmak

—a/2 —a/2
Hep= (v ) pews=(r-avg) g

uzere,

ot ot

Bu tez calismasinda, yukaridaki parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansiyellerinin
ve bu potansiyellerin singiiler versiyonlarinin 6nemli genellesmeleri tanimlanarak, onlarin
Lebesgue uzaylarinda davraniglar1 incelenmis ve bu potansiyel operatorlerle ilintili olan
0zel anizotropik dalgacik tipli doniisiimler tanimlanarak onlar icin ters cevirme formiilleri
bulunmustur. Tezde elde edilmis sonuglar1 6zetlersek,

1. Formal tanimlar1 yukaridaki iki formiille verilen klasik H*f ve H“f parabolik

potansiyellerinin, 3 > 0 herhangi parametre olmak iizere,

AN o, O\
Hg‘f:((—A) +E) fveHgf:(I+(—A) +E) f

seklinde genellesmeleri tanimlanmig, onlarin integral operatorler seklinde acik ifadeleri
verilerek, bu operatorlerin L, (R"*!) uzaylarinda simirlilik 6zellikleri incelenmistir. Ozel-
likle, H 3 operatdrii i¢in ifade edilen ve ispatlanan Hardy-Littlewood-Sobolev tipli teorem,
bu alanda 6nem arz etmektedir. Buradaki 5 > 0 parametresinin 6zel segimleriyle, 6zel
parabolik tipli potansiyeller elde edilebilir. Ornegin, 3 = 2 durumunda klasik parabo-
lik Riesz ve klasik parabolik Bessel potansiyelleri H® f ve H“ f ve onlarla ilgili bilinen
klasik sonuglar elde edilir.

2. Tez ¢aligmasinin diger esas sonucu, Hj ve Hf parabolik tipli potansiyellerle ilin-
tili olan 6zel anizotropik dalgacik tipli doniistimler tanimlayarak, onlar icin ters ¢evirme
formiilleri bulmakla ilgilidir. Biraz daha agik ifade edilirse, p 6l¢timii, dayanagi [0, c0)
arahginda olup, 1{[0,00)} = 0 &zelligine sahip sonlu Borel 6lciimii ve w® (¢, 7), (€ €

R™ 7 > 0) ¢ekirdek fonksiyonu da, exp(—7 |£ |/B ) fonksiyonunun ters Fourier dontigiimii

66



SONUCLAR C. SEKIN

olmak {iizere,

WP f(a,t,n) = // fla =Pyt —nr)wP (y, 7)du(r)dy

ve
WO f(w,t,n) = / /Oo e f(z— 0Pyt — nr)wP (y, r)dp(r)dy,
nJo
seklinde anizotropik dalgacik tipli doniigiimler tanimlanmis ve bunlar i¢in L, (R"*!) uzay-
larinda Calderon-tipli ters ¢evirme formiilleri elde edilmistir. Hatirlatalim ki, bu dontistim-
ler ve onlar i¢in elde edilen ters ¢evirme formiilleri, 5 = 2 durumunda Aliev ve Rubin
(2002) tarafindan incelenmistir.

3. Tez galigmasinin bir 6nemli sonucu, Hj ve Hj parabolik tipli potansiyelleri ile,
W,Eﬂ ) ve WL(L'B ) anizotropik dalgacik tipli doniistimleri iliskilendiren, daha dogrusu, H5"y1
W,Eﬂ Vile ve H3'y1da valgﬁ ) ile ifade eden bir boyutlu integral gosterimlerin elde edilmesi
ile ilgilidir.

4. Tez gah§mas1n1n bir diger esas sonucu da, Fourier-Bessel Harmonik Analizi ile ilin-
tili olup, A Z 7 +22, (v > 0;2 = (21,- - ,x,) € R}) Laplace-Bessel diferansiyel
operatorii olmak iizere, formal ifadeleri,

o —a/B 5 —a/B
Hs,f = ((—Ay)ﬁm + E) fveHs, f= ([ 4 (AP 4 E) F

seklinde olan ve genellesmis singiiler parabolik-tipli potansiyeller diye adlandirdigimiz
integral operatérlerin L, , (R x R') uzayindan L, (R x R') uzayma zayif ve giiclii
etki etmesi i¢in kosullar bulmakla ilgilidir. Hatirlatalim ki, 6zel halde 5 = 2 yazilirsa,
Aliev ve Rubin (2001) makalesindeki sonuglar elde edilir.

Tez calismasinda elde edilen teorik sonuglarin, Fourier ve Fourier-Bessel Harmonik
Analizi, Fonksiyonel uzaylar, integral doniisiimler, potansiyel tipli operatorler, dalgacik
(wavelet) tipli doniisiimler ve benzeri alanlarda calisan aragtirmacilarin ilgisini cekecek
nitelikte, faydali bir kaynak olacag: diisiincesindeyiz. Ayrica, § = 2 durumunda Aliev
ve Rubin (2001, 2002) makalelerinde oldugu gibi, W\” ve W\” dalgacik déniisiimle-
rini kullanarak, Hg f ve Hf f parabolik tipli potansiyeller igin ters ¢evirme formiillerinin
bulunabilecegi kanisindayiz ve gelecekteki ¢alismalarimizda bunu gerceklestirmeyi dii-

suiniityoruz.
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