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OZET

GENELLESTIRILMIiS ACIK KUMELER ARACILIGIYLA

TANIMLANAN BAZI GENELLESTIRILMIS SUREKLILIK TiPLERI

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde gerekli 6n bilgi, kisaltmalar ve bazi tanimlar verildi.
Calisacagimiz uzay olan genellestirilmis topolojik uzay tanimi ve ihtiya¢ duyacagimiz
temel bilgiler verildi.

Ikinci bolimde karsit-( 0, .A)-siirekliligi ve hemen hemen karsit-( 6, ,4)-
siirekliligi tammladik. Bu bolimde karsit-( 6, ,4)-siirekliligin Karakterizasyonunu
yaptik. Ayrica karsit-( 6, ,4)-siireklilik ve hemen hemen karsit-( 6, ,A)-siirekliligin
birbiriyle ve baz siireklilik tipleriyle iliskisini inceledik.

Ucgiincii boliimde hemen hemen karsit-(6),,4)-siirekliligin Karakterizasyonunu
yaparak bazi 6zellikler elde ettik.

Dérdiincii bolimde hemen hemen karsit-(8,, ,1,, v, v,)-stirekliligi tanimlayip
karakterizasyonunu yaptik. Bazi siireklilik tipleri ile iliskilerini inceledik ve bazi
sonuglar elde ettik.

Besinci boliimde elde ettigimiz sonuglar1 genel olarak belirttik.



ABSTRACT

SOME GENERALIZED CONTINUITY TYPES

DEFINED BY GENERALIZED OPEN SETS

This study consists of five chapters.

In first chapter, it was given the background knowledge and necessary
concepts. We summarized some basic information concerning generalized topology
which we will study on it.

In the second chapter, we defined contra-(6,,4)-continuity and almost contra-
(6, ,4)-continuity. In this chapter we gave the characterization of contra-(6,,4)-
continuity. We also examined the relationship between contra-(6,,4)-continuity and
almost contra-(6,,4)-continuity and between some types of continuity.

In the third chapter, we gave characterization of almost contra-(6,,,4)-continuity
and we got some results.

In the fourth chapter, we defined almost contra-(6,, ,,. 8., ,)-continuity and
we gave the characterization. We also examined the relationship between some types
of continuity and we got some results.

In the fifth chapter, we stated the results.



SEMBOLLER/SYMBOLS

Bu ¢alismamizda kullanacagimiz semboller olacaktir. Bunlardan bazilar1 asagida
verilmistir.

€ elemanidir

¢ elemani degildir

- esittir

2 esit degildir

= gerek sart
S gerek ve yeter sart
- yeter sart

c alt kiime

¢ alt kiime degildir

KISALTMALAR/ABBREVIATIONS

Bu ¢alismamizda kullanacagimiz kisaltmalar olacaktir. Bunlardan bazilari asagida
verilmistir.
GTS Genellestirilmis Topolojik Uzay

X)), (X,4), (X, k) X kiimesinde tanmimlanmis sirasiyla g, 4 ve x genellestirilmis
topolojileriyle verilen genellestirilmis topolojik uzaylar.
X\A A c© X olmak tizere A kiimesinin biitiinleyeni.

exp(X) X kiimesinin kuvvet kiimesi.



1. GIRIS

Topolojide genellestirilmis agik  kiimeler stirekliligin ~ farkli tiplerinin
genellestirilmesinde 6nemli rol oynarlar. Birgok yazar genellestirilmis agik kiimelerin
cesitli formlarimi kullanarak stirekliligin farkl: tiplerini tanitmis ve bunlari incelemistir.

Topolojik uzaylarin genellestirmelerini, modifikasyonlarint ve bunlara ait
Ozellikleri kullanarak topolojik uzaylar (ya da genellestirilmis topolojik uzaylar)
arasindaki fonksiyonlari ve ilgili ayirma aksiyomlarini inceleyen birgok bilimsel yayin
vardir.

Genellestirilmis agik kiime tiplerinin ¢ogu bir genellestirilmis topoloji olusturur,
B-acik kiimeler, yar1 agik kiimeler 6rnek olarak verilebilir.

Genellestirilmis topoloji teorisi tizerine ¢alismalar Csaszar tarafindan yapildi. O
yayinlarinda genellestirilmis topolojinin temel o6zelliklerini, temel operatorleri,
genellestirilmis komsuluk sistemlerini, genellestirilmis topolojilerin bazi yapilart vb.
alanlarinda tanimlamalar1 ¢alismistir. Iyi bilinir ki Csaszar anlaminda genellestirilmis
topoloji, bir kiime iizerinde tanimli topoloji kavramiin bir genellemesidir. 1996'da
Dontchev karsit-siirekli fonksiyonlar1 tanimlamistir. Jafari ve Noiri karsit on-agik
stirekli fonksiyonlar1 tanimlamis ve bu alanda calismalar yapmislardir. Caldas, B-acik
kiimelerin 6-modifikasyonunu kullanarak karsit Bg -siirekli fonksiyonlar tizerine
calismustir.

Z. Li ve W. Zhu karsit siireklilik kavramini genellestirilmis topolojik uzaylara
genellestirmistir.

Karsit g -stirekli fonksiyonlar géz Oniine alindiginda genellestirilmis agik
kiimenin 0-modifikasyonunu kullanan siireklilik tiplerinin genellestirilmis topolojik
uzaylara bir genellestirmesinin miimkiin olup olmadig1 sorulabilir. Bu ¢alismanin amaci
bir u genellestirilmis topolojik uzaymnm 6, -modifikasyonunu kullanarak karsit ve

hemen hemen karsit stirekliligin bazi tipleri i¢in bir genelleme elde etmektir.



1.1.GTS ve BIGTS Ile Tlgili Tanimlar ve ilgili Kavramlar
Bu ¢alismamizda kullanacagimiz bazi ifadelerin tanimlari asagida verilmistir.
Tamim 1.1.1. [1] X # @ olmak iizere eger bir alt kiime 1 € expX i¢in

@ € u, ve u'niin keyfi elemanlarinin birlesimi yine g'ye ait ise p'ye bir genellestirilmis

topoloji denir.

Tamm 1.1.2. [1] X bostan farkli bir kiime ve X kiimesi ile X kiimesi tizerinde bir u
genellestirilmis topolojisi, birlikte genellestirilmis topolojik uzay olarak isimlendirilir ve

(X,w) olarak yazilir. Bir GTS (X 1) eger X € i ise kuvvetli GTS olarak isimlendirilir.

Tamm 1.1.3. [1] (X,x) bir GTS ve S€ X olsun. Eger S € i,(c,(S)) ise S kiimesi u-dn

actk olarak isimlendirilir.

Tamm 1.1.4. [1] (X,,) bir GTS ve S € X olsun. Eger S ¢, (i,,(S)) ise S kiimesi u-yar

actk olarak isimlendirilir.

Tamm 1.1.5. [2] (X)) bir GTS ve S € X olsun. Eger S € ¢, (i,,(c,(S5))) ise S kiimesi

u-p-agik olarak isimlendirilir.

Yukarida tanimlanan kiimelerin aralarindaki bazi iliskiler asagidaki diyagramda

verilmistir.
Tamm 1.1.6. [4] Bir (X ) genellestirilmis topolojinin alt kiimesi S eger;
S =1,(c,(8)) esitligini sagliyorsa u-regiiler-agik (kisaca pr-agik),

S = ¢, (i, (S) esitligini sagliyorsa u-regiiler-kapali (kisaca pr-kapaly) olarak

isimlendirilir.

Diyagram 1

u-regiiler kapali —> u-kapall

,u-kapalz-/
acik \ / u-on-agik \

u-regiiler acitk  ——>u-agik \ u-p-acik
u-yari-acitk 7



(X, p) bir GTS olmak iizere bazi kiime ailelerinin kisaltmalari asagida verilmistir.

#-O(X)
#-C(X)
#-RO(X)
#-RC(X)
#-pO(X)
#-SO(X)
#-SC(X)
#-PO(X)
#-PC(X)
6,0(X)
6,C(X)

X uzayinda tiim p-a¢ik kiimelerin ailesi.

X uzayinda tim u-kapali kiimelerin ailesi.

X uzayinda tiim u-regiiler acik kiimelerin ailesi.
X uzayinda tiim p-regiiler kapali kiimelerin ailesi.
X uzayinda tim u-f-a¢ik kiimelerin ailesi.

X uzayinda tiim p-yart agtk kiimelerin ailesi.

X uzayinda tim u-yart kapali kiimelerin ailesi.

X uzayinda tiim p-6n ag¢ik kiimelerin ailesi.

X uzayinda tiim p-6n kapali kiimelerin ailesi.

X uzayinda tiim 6,,-a¢tk kiimelerin ailesi.

X uzayimnda tiim 6,,-kapali kiimelerin ailesi.

(X, w) bir GTS olmak tizere bazi1 kiime ailelerinin kisaltmalar1 asagida verilmistir.

H(x)
1-O(X,x)
:u'C(X’X)

1-RO(Xx)

1-RC(X,X)

1-SO(X,x)
1-SC(X,x)
1-PO(X)x)
u-PO(X,x)
,u-ﬁO(X,X)
#-BO(XX)
8, 0(X,x)
8, C(X,x)

X uzayinda X elemanini igeren tiim u -a¢tk kiimelerin ailesi.

X uzayinda X elemanini igeren tiim u -a¢ik kiimelerin ailesi.

X uzayinda X elemanini i¢eren tiim u -kapali kiimelerin ailesi.

X uzayinda X elemanini iceren tiim u-regiiler acik kiimelerin
ailesi.

X uzaymda X elemanini iceren tim u-regiiler kapali kiimelerin
ailesi.

X uzayida X elemanini i¢eren tiim u-yart agik kiimelerin ailesi.

X uzayinda X elemanini i¢eren tiim u-yart kapali kiimelerin ailesi.
X uzayinda X elemanini igeren tim u-on a¢tk kiimelerin ailesi.

X uzayinda X elemanini igeren tiim u-on kapali kiimelerin ailesi.
X uzayinda X elemanini i¢eren tiim u-f-agik kiimelerin ailesi.

X uzayinda X elemanini igeren tiim u-f-kapali kiimelerin ailesi.

X uzayinda X elemanini igeren tiim 6, -a¢ik kiimelerin ailesi.

X uzayinda X elemanint igeren tiim 6, -kapali kiimelerin ailesi.

(X,u) bir genellestirilmis topolojik uzay olsun. Yukarida kisaltmalarini verdigimiz bazi

kiime ailelerini agagidaki gibi ifade edebiliriz.

1-RO(X, x) = {U: x €U eu-RO(X, p)} ve u-RC(X, x) = {U: x e U € u-RC(X, w)}.
1 -PO(X, x) ={U: x €U €u-PO(X, u)} ve u-PC(X, x) = {U: x e U e u-PC(X, w)}.
1 -SO(X, x) ={U: x €U €u-SO(X, 1)} ve u-SC(X, x) ={U: x € U € u-SC(X, u)}.

POX, x) = {U: x €U €u-pO(X, w)} ve u-C(X, x) = {U: x €U € u-pC(X, w)}.

Tamm 1.1.7. [6] (X, @) bir GTS ve A€ X olsun. x € U € piginc,(U) N A+ O

gercekleyen X € X noktalarinin kiimesi Yo, (A) ile gosterilir.



Tamm 1.1.8. [6] (X, ) bir GTS ve A € X olsun. A kiimesi 8,-a¢ik olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul her x € A i¢in ¢,(U) € A olacak sekilde U € u(X) olmasidir. A kiimesinin

biitiinleyeni 6,,-a¢ik ise bu kiimeye 6,-kapali denir.

Ilgili notasyonlar asagidaki gibidir;
cp,(A) =N{F SX: A SF, F SXveF kiimesi 6,-kapali}. [12]
ip,(S) = AV £X:V £S5,V S Xve V kiimesi 6,-agik}. [12]

Sunu belirtelim ki ¢, (X 1S) = X \iu (S) esitligi gecerlidir. Biliyoruz ki i,(S) ve ¢, (S)
idempotent ve monotoniktir sdyle ki y : expX — expX olmak iizere eger S < X kiimesi
y(r(S)) = y(S) esitligini sagliyorsa idempotent ayni sekilde eger S € T < X olmak {izere
y(S) < y(T) oluyorsa monotonik olarak isimlendirilir. Tiim monotonik fonksiyonlarin

ailesi I" ile gosterilir [1] .

Tamim 1.1.9. [4] u; ve uz X (# @) kiimesinde birer GT olsun. Ayrica bir S € X alalim.
Bu S eger;

S= iul(cﬂ2 (S)) esitligini sagliyorsa (ug,uz)-regiiler agik (kisaca v, ,,,-agik)

S = Cﬂl(i#z(s)) esitligini sagliyorsa (uy,uz)-regiiler kapali (kisacar,, ,,-kapali) olarak
isimlendirilir.
Tamim 1.1.10. [4] uq,uz, v1Ve v, X(# D) kiimesinde birer GT olsun.

Csaszar 0

iy Ovov, € 2% ifadelerini asagidaki gibi tanimlar;

1)S €6

i, ancak ve ancak her x €S igin, X € W &€ CHZ(W) < S olacak sekilde

bir W € u, vardir.

(2) S €6,,,, ancak ve ancak S © X ve x € S olmak iizere X €1, € S olacak sekilde

V2
bir vy-kapali F kiimesi vardir.

Tamm 1.1.11. [4] vyve v, X(# O) kiimesinde birer GT olsun. Bir S €6, ,, elemanina
8y, v,-acik kiime denir. Eger S kiimesinin biitiinleyeni &, ,,-a¢iK kiime ise S kiimesi

8y, v,~kapali kiime olarak isimlendirilir.

Tamm 1.1.12. [4] uq,u, X(# ©) kiimesinde birer GT olsun. Bir S € 6, ,,
0

Uq,

elemanina

u,~a¢tk kiime denir. Eger S kiimesinin biitiinleyeni 6, , -a¢ik kiime ise S kiimesi



0

.1, ~kapali kiime olarak isimlendirilir.

Tanmim 1.1.13. [13] X kiimesinin bir alt kiimesi olan S kiimesini i¢eren tiim 6

111, -kapali

kiimelerin kesisimi Copy (S) olarak yazilir bu S'yi iceren en kiigiik 6, ,, -kapali
kiimedir. Ilgili notasyon asagidaki gibidir:

COpy iy (S) =N{F &X:S cF, F kiimesi X uzayinda 6, ,,,-kapali}

Tamm 1.1.14. [13] X kiimesinin bir alt kiimesi olan S kiimesinin igerdigi tiim 6, , -

agik kiimelerin birlesimi ip, (S) olarak yazilir ve bu S'nin igerdigi en biiyiik 6, .-
a¢ik kiimedir. 11gili notasyon asagidaki gibidir:

S)=AV X :V €8,V kiimesi X uzayinda 6, ,,,-agik}

lGﬂlzﬂZ

Tammm 1.1.15. [14] X kiimesinin bir alt kiimesi olan S kiimesinin icerdigi tiim &,

V2~

agtk kiimelerin birlesimi (0, uy (S) olarak yazilir ve bu S kiimesinin i¢erdigi en biiyiik

8y, v,-a¢ik kiimedir. 1lgili notasyon asagidaki gibidir:

Iy, v, (S)= U{V X :V &S,V kiimesi X uzayinda 6, ,, -acik}

1,V2
=U{V €X:V &S,V kiimesi X uzayinda v, ,,,-acik}

Tamim 1.1.16. [8] u; Ve uz X (#0) kiimesinde birer GT olsun. Bu durumda (X, uz,u2) ¢ift

genellestirilmis topolojik uzay (BIGTS's) olarak isimlendirilir.
Tamim 1.1.17. [5](X,x) bir GTS ve A bu uzaym bir alt kiimesi olsun.

N{U € u-0O(X) : A€ U} kiimesi A kiimesinin y-¢ekirdegi olarak isimlendirilir ve ker, (A)

olarak yazilir.

Lemma 1.1.18. [5] (X,i) bir GTS ve X kiimesinin A ve B alt kiimeleri i¢in asagidaki

ozellikler gecerlidir:
(1) x € ker,(A) ancak ve ancak her F € uC(X,x) icin AN F # 2.
(2) Eger A € ise A Cker,(A) ve A = ke, (A).

(3) Eger A ©B, ise ker, (A) < ke, (B).



2. KARSIT-(0,,, 1) SUREKLILIK

2.1. Karsit-(6,,,)-Siireklilik ve Hemen Hemen Karsit-(6,,A)-Siireklilik

Tammlar ve Bazi Siireklilik Tipleri ile Tliskileri

Tanmm 2.1.1. (Xw) ve (Y,4) birer GTS olsun ve f: (Xw) — (Y,4) fonksiyonu
tanimlansin. Eger her V. € 1-O(Y) i¢in f (V) X uzayinda 6, -kapali ise f fonksiyonu

karsit-(6,,, A) siireklidir.

Tamm 2.1.2. (X,u) ve (Y,4) birer GTS olsun ve f: (X,u) — (Y,4) fonksiyonu tanimlansin.
Eger her V € A-RO(Y) i¢in f (V) X uzaymnda 6,-kapalr ise f fonksiyonu hemen hemen

karsit-(0,, A) stireklidir.

Ornek 2.1.3: X={1,2,3}kiimesinde taniml x={Z,{1},{3},{1,3},{1,2},X} genellestirilmis

topolojisini gz 6niine alalim. Buradan

0,= {2{3}{1.2}.X}, 6, AX) = {A{3}.{1,2}.X} ve u-RO(X) = {&, {3,4} , X}olarak
tanimlanir.
Bu durumda f: (X 1) — (X, 1)

f(1)=2, f(2)=1, f(3)=3 ile taniml1 f fonksiyonunu
hemen hemen karsit-(8,, wsiireklidir fakat f *({1}) = {2} & 0,C(X) karsit-(0,, ) siirekli
degildir.
Tammm 2.1.4. [14] (X ve (Y,4) birer GTS olsun ve f: (Xu) — (Y,4) fonksiyonu

tammlansi. Eger her V € A-O(Y) igin f (V) X uzayinda u-kapali ise f fonksiyonu karsit-
(u, 2) siireklidir.

Tamim 2.1.5. [14] (X,.) ve (Y,4) birer GTS olsun ve f: (Xu) — (Y,4) fonksiyonu
tanimlansin. Eger her V € A-RO(Y) i¢in f (V) X uzayinda u-kapal: ise f fonksiyonu

hemen hemen karsit-(«, 1) siireklidir.

Ornek 2.1.6. X={1,2,34} kiimesinde tammh ux = {7{3}.{3,4}{1,2},{1,2,3},X}

genellestirilmis topolojisini goz oniine alalim. Buradan
nCX) ={0.{1.2,4},{1,2},{3,4} {4}, X}

0,=1{9, {34} ,{1,2} , X} ve 6, (X) = {0, {1,2} , {3,4} , X} olarak tanimlanur.



#-RO(X) = {9, {3,4} , X}
Bu durumda f: (X, 1)— (X, 1)
f(1)=3, f(2)=3, f(3)=2, f(4)=4 ile tanimli f fonksiyonunu

hemen hemen karsit-(u, wsiireklidir fakat f *({3,4}) = {1,2,4} & 6, C(X) hemen hemen
karsit-(6,, wsiirekli degildir.

Ornek 2.1.7. X={1,2,3,4} ve Y ={1,2,3,4} kiimeleri verilsin.

Esit olan bu kimelerde ux = {Z{3},{3.4},{1,2},{1,2,3}, X} ve A = {034}
genellestirilmis topolojilerini gdz oniine alalim. Buradan Ornek 2.1.6.‘daki uC(X),
6, ve 6, ((X) ayni sekilde tanimlanir.

Bu durumda f: (X,u)— (X, 1)
f(1)=3, f(2)=3, f(3)=2, f(4)=4 ile taniml1 f fonksiyonunu
karsit-(u, A)siireklidir fakat f *({3,4}) = {1,2,4} & 6, C(X) karsit-(0,, wsiirekli degildir.

(X1 ve (Y,2) birer GTS olsun ve f: (X,u) — (Y,2) fonksiyonu tanimlansin. Yukaridaki

orneklerden yararlanilarak asagidaki diyagram 2’yi elde edebiliriz.

Diyagram 2

karsit-(6,, A) siirekli

RS NR

hemen hemen karsit-(6,,, /) siirekli karsit-(u, A) stirekli

)

hemen hemen karsit-( ., 1) siirekli



2.2. Karsit-(6,,,0)-Siireklilik Karakterizasyonu

Teorem 2.2.1. (X, w) ve (Y, 4) birer GTS olsun ve f:(X,u)—(Y,4) fonksiyonu verilsin. Bu
durumda asagidakiler esdegerdir:

(1) f fonksiyonu karsit-(6,,,4)-stireklidir,

(2) Y kiimesinin her A -kapalr alt kiimesinin ters goriintiisii X kiimesinde 6, -a¢iktir;
(3) Herx e X ve V € 4-C(Y,f(x)) i¢in f(U) €V olacak sekilde U € 6,0(X,x) vardir;
(4) Her A < Xicin f(yg,(A)) < ker,(f(A)) olur;

(5) Y kiimesinin her B alt kiimesi icin yg, (f *(B)) <f ™ (kery(B)) olur.

Ispat:

(1) = (2) F kiimesi Y kiimesinin A-kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda (Y | F)
kiimesi A-agiktir ve bundan dolay1 f (Y | F)=X | f*(F) 6,-kapalidur.
O halde f * (F) 6,-aciktir.

(2) = (3) x € X ve V € 2-C(Y,f(x)) olsun. Bu durumda x € f (V) ve (2)'den f (V) -
aciktir. U = f (V) alalim ve buradan f(U) <V elde edilir.

(3) = (4) A kiimesi X kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Farz edelim ki y & ker,(f(A)).
Bundan dolay1 Lemma 1.1.18.(1) ‘den f(A) N V =g olacak sekilde V € A-C(Y,y) vardr.
Her x €f (V) igin (3)'den f(W) <V olacak sekilde W € 6, 0(X,x) vardir. Buradan

fANW) SHA) N (W) STA) NV = g

ve A N W=g.elde edilir. W, X'i igeren 8,,-a¢ik kiime oldugundan, Tanim 1.1.8'den her x
€ W igin, ¢, (U) €W olacak sekilde U € u(x) vardur.

Buradan c,(U) N A €A N'W =gelde edilir. Bundan dolay: her x €f (V) i¢in
X & vg,(A) olur.

O halde f (V) N Ye,(A) = #ve V Nf(ye,(A)) = Zolur. Buradanday & f(yg,(A)) elde
edilir. Sonug¢ olarak f(yg“(A)) Ckery(f(A)) elde edilir.



(4) © (5) B kiimesi Y kiimesinin bir altkiimesi olsun. (4)'ten
f(ye, (f*(B)) < kery(f(f*(B)))
Ckery(B)
ve v, (f(B) < f(kery(B)) elde edilir.
Tersine, farz edelim ki (5) saglansin. A kiimesi X kiimesinin bir alt kiimesi olsun ve
B = f(A) alalim. Buradan
A € £7B) =y6,(A) € vo,(f '(B)) £F *(kery(B))
=76,(A) < ve,(7(B)) £F (kera(f(A)))
=f(yg,(A) € f(f *(kena (f(A)))) S kena(F(A))
=1(re,(A)) € kery(f(A)).
(5) = (1) V kiimesi Y kiimesinin A-a¢itk bir alt kiimesi olsun. (5) ve Lemma
1.1.18.(2)'den
Ve, (f (V) £f(ker, (V) = f (V) elde edilir.

f (V) Syg,(f *(V)) her zaman saglanir. Buradan yg, (f *(V)) = f (V) elde edilir. O

halde f * (V), X uzayinda 8, -kapalidir. Sonugta f karsit-(6,,4)-stireklidir.

Tamm 2.2.2. [2] (X,u) ve (Y,4) birer GTS olsun. Ayrica f:(X,u)—(Y,4) fonksiyonu
verilsin. Eger her V € 2-O(Y) i¢in f (V) X uzayimnda u-acik ise f fonksiyonu (u,A)-siirekli
olarak isimlendirilir.

Teorem 2.2.3. (X,u),(Y,4) ve (Z,v) birer GTS olsun. f:(X,u)—(Y,2) ve g:(Y,))—(Z,v)
fonksiyonlar1 verilsin. Eger f fonksiyonu karsit (6,,2)-stirekli ve g fonksiyonu (4,v)-

siirekli ise go f:(X,u)—(Z,v) bileske fonksiyonu karsit-(6,,,v) siireklidir.

Ispat: Y kiimesinde bir v-agik bir V kiimesi alalm. Bu durumda g fonksiyonu (1,v)-
stirekli oldugundan g (V) Y kiimesinde A-aciknir. O halde f fonksiyonu karsit (0,,4)-
siirekli oldugundan f (g™ (V) = (gof )"*(V) X uzayinda 6,-kapalidir. Bu durumda ge f
karsit-(0,,,v) siireklidir.



Tamm 2.2.4. (X,u) ve (Y,4) birer GTS olsun. Eger (X,u) uzayinda her 6, -acik U
kiimesi i¢in f(U), (Y,4) uzaymnda 6,-acik ise f. (X,) —(Y,4) fonksiyonu (6,,6;)-a¢ik
fonksiyon olarak isimlendirilir.

Teorem 2.2.5. (X,u), (Y,A) ve (Zv) birer GTS olsun. f:(X,u) —(Y,4) ve g:(Y,A) —(Z,v)
fonksiyonlart verilsin. Eger f fonksiyonu orten-( 6, , 0, )-a¢ik fonksiyon ve
99 (X.uw)—(Z,v) bileske fonksiyonu karsit-(6,,v) siirekli ise g fonksiyonu karsit-(6,,v)
stireklidir.

Ispat: V kiimesi (Z,v) uzaymnmn bir v-kapali alt kiimesi olsun. gof:(X,u)—(Z,v) karsit-
(8, v)-siirekli fonksiyon oldugundan (g of )'1(V) =f '1(g'1(V)) (X.u) uzaymda 6,-agiktir.
Ayrica f fonksiyonu érten-(6,,0;)-agik fonksiyon oldugundan f(f *(g *(V))) = g (V) Y

uzayinda 0;-ag¢iktir. Teorem 2.2.1.(2)’den g fonksiyonu karsit-(6,,v)-stireklidir.

Notasyon 2.2.6. [9] (X,u) ve (Y,x) genellestirilmis topoloji ve U= {UxV:U € u,VE «}
olsun. U kiimesinin XxY {izerinde bir v = u x x genellestirilmis topolojisini trettigi
bilinir ve bu topoloji XxY {izerinde genellestirilmis c¢arpim topolojisi olarak

isimlendirilir. v ={ U kiimesinin tiyelerinin tiim olas1 birlesimleri}

Lemma 2.2.7. [3] (X,;) ve (Y,4) birer genellestirilmis topoloji olsun. Eger A kiimesi x-
kapali ve B kiimesi A-kapali ise A xB ¢arpimi1 X xY uzayinda v-kapalidir.

Lemma 2.2.8. [3] {(X;,u;): i € 1} kiimesi kuvvetli GTS’lerin bir ailesi olsun. Bu

durumda her i €1 igin p;: I1X; —X; projeksiyon fonksiyonu siireklidir.
Teorem 2.2.9. {(Y;,4;): i €1} kiimesi kuvvetli GTS’nin bir ailesi olsun.
(X,1) bir GT olmak tizere eger f: (X ,u) —(11Y;,v) karsit-(6,,v)-stirekli fonksiyon ise

p;: I1Y; —Y; projeksiyon olmak iizere her i € | icin p; of: X — Y; karsit-(6,, A;)-

stireklidir.

Ispat: Sabit bir i € | alalm. Y;’de keyfi bir A;-acik U; kiimesi alalm. Her (Y;, A;)
kuvvetli GTS oldugundan ve kaynak [3] Onerme2.7°den p;: I1Y; —Y;, (v, A;)- siireklidir.

Bu da p;-* (U;)’nin (I1Y;,v)’de v-agik oldugunu gosterir. f fonksiyonu karsiz-(6,,v)-
siirekli oldugundan f -1(p;(U;)) = (p; o)1(U;) 6,-kapalidir.

Bundan dolay1 p; of karsit-(6,,, A;)-stireklidir.
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2.3. Karsit-(6,,,A)-Kapah Grafik

Tamm 2.3.1. Bir f:(X,u) —(Y,/) fonksiyonu igin, {(x,f(x)) : x € X} c XxY alt kiimesi f

fonksiyonunun grafigi olarak isimlendirilir ve G(f) olarak yazilir.

Tamm 2.3.2. (X,u) ve (Y,4) birer GTS olsun. Bir f: (X;u) —(Y,4) fonksiyonunun grafigi
G(f), eger her (x,y) € (XxY)\G(f) i¢in (UxV) N G(f)=> olacak sekilde X uzayinda X'i
igeren bir 6,-agik kiime U ve Y uzayinda y'yi iceren bir -kapali kiime V varsa, karsit-
(8,,4)- kapal grafik olarak isimlendirilir.

Teorem 2.3.3. (X, ve (Y,4) birer genellestirilmis topoloji olsun. f: (X)) —(Y,4) bir
fonksiyon ve her x € X i¢in g(x) = (x,f(x)) seklinde tanimlanan g:(X,u) —(XxY,v)
fonksiyonu f fonksiyonunun grafik fonksiyonu olsun. Eger g karsit-(6,,v)-siirekli ise f
fonksiyonu karsit-(6,,4)-stireklidir.

Ispat: V kiimesi (Y,4) uzayinda A-kapali olsun. Lemma 2.2.7°den, Xx¥ ¢arpim uzay1
XxY uzaymda bir v-kapali kiimedir. Buradan f (V)= g *(Xx) 6,-agiktir. Bu durumda,
f fonksiyonu karsit-(6,,,4)-siireklidir.

Teorem 2.3.4. (X,u) ve (Y,2) birer GTS olsun. Bir f:(X,u) —(Y,4) fonksiyonunun G(f)
grafigi i¢in asagidakiler esdegerdir:

(1) G(f) grafigi (6,,4)-kapalr grafiktir;

(2) Her (x,y) € (XxY) | G(f) igin f(U) N V = Zolacak sekilde X uzayinda X'l i¢eren bir
6,-agik kiime U ve Y uzayinda y'yi igeren bir A-kapali kiime V vardir.

Ispat:

1) = (2) (xy) € (XxY) | G(f) olsun. (1)'den,(UxV) N G(f) = & olacak sekilde X
uzayimda X'i igeren bir 6,-acik kiime U ve Y uzaymnda y'yi igeren bir A-kapali kiime V

vardir. Ayrica (X,y) € G(f), x €U vey €V oldugundan f(x) # y ve bundan dolay1
f(U) NV = Jelde ederiz.

(2) = (1) (x,y) € (XxY) | G(f) olsun (2)'den, f(U) N V=g olacak sekilde X uzaymnda Xx'i
igeren bir 6,-acik kiime U ve Y uzayinda y'yi igeren bir A-kapali kiime V vardir. Buradan

(x,y) €(UxV)c (XxY)\G(f) elde edilir.
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Tamim 2.3.5 Bir GTS (X ), eger X uzayinda ayrik her x, y nokta ¢ifti igin
x €U,y eVveU NV = golacak sekilde 6,-agik U ve V kiimeleri varsa (X,u) uzay:

6,-T> olarak isimlendirilir.

Tamm 2.3.6. [14] Bir GTS (X, 1), eger X uzayinda ayrik her X, y nokta gifti icin X €U, y
€V vec,(U) Nc,(V) = Zolacak sekilde p-agik U ve V kiimeleri varsa u-Urysohn

olarak isimlendirilir.
Teorem 2.3.7. Eger f:(X,;)—(Y,/) fonksiyonu karsit (6,,.4)-siirekli fonksiyon ve (Y,4)

uzay1 A-Urysohn ise XxY uzaymda G(f), karsit-(6,,,4)-kapal: grafik ve G(f), v-kapalidir.

Ispat: (x,y) € (XxY) | G(f) olsun. Bu durumda f(x) # y olur. (¥,4) uzayr A-Urysohn
oldugundan, f(x)€ B,y € C ve ¢;(B) N ¢;(C) = dolacak sekilde 1-a¢ik B ve C kiimeleri
vardir. Ayrica f fonksiyonu karsit-( 6, ,4)-siirekli oldugundan, f(A) < c; (B) olacak

sekilde X' igeren X uzaymmin bir 6,-acik A kiimesi vardur.

Bundan dolay1, f(A) N ¢,(C) = @ve XxY uzayinda G(f) karsit-(6,,,A)-kapali grafiktir.
f(x) €B ve c;(B) N ¢;(C) = Folmasi f(x) & c;(C) oldugunu verir, buradan

x €X| Y (C)) ve (xy) €(X\ f™(cy(C)xCeV = x Jelde edilir.

Biz (X | f (c,(C)) xC) N G(f) = Foldugunu gostermek istiyoruz.

Farz edelim ki bu dogru olmasin. Bu durumda (xz,y;) € (X| f (c;(C))xC) N G(f)

secebiliriz.

Burada (X;,y;) € G(f) olmas1 y; = f(x;) oldugunu ifade eder.

(X2,y1) €(X\ f(cy(C)) xC olmasi f(x;) & c;(C) vey; €C oldugunu ifade eder.
Bu da f(x;) €C < c;(C) ¢eliskisini gosterir.

O halde (x,y) €(X\ f (c;(C)) xC <€ (XxY) \G(f) elde edilir.

Buradan (XxY)\G(f) € v = u x 1 elde ederiz ki bu durumda XxY uzayinda G(f), v-
kapalidir.

Teorem 2.3.8. f:(X,u) —(Y,2) fonksiyonu karsit-(6,,4)-siirekli injektif olsun. Eger (Y,4)
uzay1 A-Urysohn ise, (X,u) uzay1 6,,-T olur.
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Ispat: ilk olarak a # b olmak iizere a,b € X olsun. Burada y,= f(a), y,= f(b) aldigimizda
Yz # Yz olur. (Y,2) uzayr A-Urysohn oldugundan c;(W;) N ¢;(W;) = Zolacak sekilde y;'i
iceren A-agtk W; ve y,'yi igeren A-a¢tk W, kiimeleri vardir. Bu durumda f fonksiyonu
karsit-(8,)-siirekli oldugundan f *(cy(W,)), f (ca(W>)) € 6, elde ederiz. Burada

U= f7(c (W), Uz = f7(cy(W.)) aldigimizda a €Uz, b € U, ve U; N U, = Felde

ederiz. Su halde X uzay1 6,,-T olur.
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3. HEMEN HEMEN KARSIT-(6,,, 2)-SUREKLILIK
3.1. Hemen Hemen Karsit-(6,,,1)-Siireklilik Karakterizasyonu

Teorem 3.1.1. (X, w) ve (Y, 4) birer GTS olsun ve f:(X,1J)—(Y,4) fonksiyonu verilsin.
Bu durumda asagidakiler esdegerdir:

(1) f fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,,A)-siireklidir,
(2) Y kiimesinin her 4 -regiiler kapali alt kiimesinin ters goriintiisii X kiimesinde 6,,-

aciktr,
(3) Her x e X ve V € A-RC(Y,f(x)) i¢in f(U) £V olacak sekilde U € 6,0(X,x) vardur;

Ispat:

(1) = (2) F kiimesi Y kiimesinin A-regiiler kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
(Y \F) A-regiiler agik olacagindan ve (1)’den f *(Y \F) = X| f *(F) 6,-kapali olur. O
halde f *(F) 0, -aciktir.

(2) = (3) Ik olarak x € X ve Y kiimesinde f(x)’i iceren bir A-regiiler kapali V kiimesi
alalim. Bu durumda x € f (V) ve (2)’den f (V) 8,,-a¢ikar. U = f (V) alirsak f(U) €V

elde ederiz.

(3) = (1) V kimesi (Y, 4)’da A-regiiler a¢ik olsun. Bu durumda (Y \V) A-regiiler
kapalidir. O halde x € f (Y \V) i¢in Y |V, f(x)’i iceren A-kapali kiimedir. (3)’ten U €
6,0(X,x), f(U) € (Y |V) ve U cf (Y \V) olacak sekilde vardr. 6, GT oldugundan

(Y \V) = X | (V) 6,-agiktir. Bu durumda f (V) 6,-kapalidir.

Teorem 3.1.2. (X,i) ve (Y,4) birer GTS olsun ve f:(X,) —(Y,4) fonksiyonu verilsin. Bu

durumda asagidakiler esdegerdir:

(1) ffonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,4)-stireklidir,
(2) Her V €2 igin f *(ca(V)), O,-aciktir;

(3) Her W € 2-C(Y) igin f *(iz(W))), 8, -kapalidir;

(4) Her V € 2-O(Y) icin f (i3(c,(V))), 0,-kapalidir;

(5) Her V € 2-C(Y) igin f *(c3(ix(V))), 8, -aciktir.
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ispat:

(1) = (2) V € 4 olsun. ¢;(V), Ar-kapali oldugundan ([4], Lemma 3.2) f *(c;(V)), 0,-

aciktir.

(2) = (3) W € 2-C(Y) oldugundan i, (W), Ar-agik ([4], Lemma 3.1) ve (Y |iy(V)) =
¢, (Y \W), Ar-kapalidir.

Buradan
Fha( W) = (Y1 (W) = X\ 7 (ia(W)), G-agikar
ve bu durumda f *(iy(W)), 8,-kapalidir.
(3) = (1) V kiimesi Y kiimesinin bir Ar-a¢ik alt kiimesi olsun. c;(V), A-kapalr ve (3)‘ten

f Y(ia(ca(V))) 8,-kapalidir. Bu durumda f (V)= f “(ix(ca(V))), 6, -kapal: oldugundan, f

fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,, ,A)-siireklidir.
(1) = (4) V €4 olsun. iz(c;(V)), Ar-agik oldugundan f (i3 (c(V))), 8, -kapalidir.

(4) = (1) Y kiimesinin Ar-a¢ik her V alt kiimesi igin V = i3(c;(V)) ve V kiimesi A-a¢ik
oldugundan f (i;(c;(V))), X uzayinda 0, -kapalidur.

(1) = (5) F kiimesi Y kiimesinin A-kapali alt kiimesi olsun. Bu durumda c;(i;(F))), Y

kiimesinin Ar-a¢ik alt kiimesi olur.

Bu durumda f *(c; (ix(F))), X uzayinda 6,-agtktir.

(5) = (1) V kiimesi Y kiimesinin Ar-kapal: alt kiimesi olsun. Bu durumda
V = ¢;(i2(V)), A-kapalidir ve £ 1 (V) = f Y(cy(i1(V))) olur.

Bu durumda f (c;(iz(V))), X uzayinda 6, -agtknr. Teorem 3.1.1.(2)’den f fonksiyonu

hemen hemen karsit-(6,,,)-siireklidir.

Teorem 3.1.3. (X,u) ve (Y,4) birer GTS olsun ve f:(X,.) —(Y,4) fonksiyonu verilsin. Bu
durumda asagidakiler esdegerdir:

(1) ffonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,,4)-siireklidir,

(2) Her x € X ve Y kiimesinin f(X)’i igeren her A-yari agik V alt kiimesi igin

f(U) S cy(V) olacak sekilde U € 6, 0(X,X) vardir,
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(3) Y kiimesinin her J-yariagik V alt kiimesi icin f (V) Sig, (f (ca(V)).
ispat:
(1) = (2) Oncelikle x € X ve Y kiimesinin f(x)’i igeren A-yariacik alt kiimesi V alalim.
Bu durumda
V cy(ia(V)) € (V)
ve
V Ccp(iy (V) =2 (V) Sci(ca(in (V) = ca(iz (V) Sca(V) elde edilir.

O halde sunu biliyoruz ki c;(V) A-regiiler kapalidir. Teorem 3.1.1.(2)’den f *(c;(V)) €
6,0(X,x). Burada U = f (e, (V) alalim. O halde f(U) < ¢, (V) olur.

(2) = (3) Y kiimesinin A-yart agik bir V alt kiimesi ve x €f (V) alalim. Burada f(x) €V
olur. Bu durumda (2)’den f(U) < ¢;(V) olacak sekilde bir U € 8,0(X,x) vardir. O halde
X €U Cig, (f *(ca(V))) olur. Buradan da f (V) Sig, (f *(cx(V))) elde edilir.

(3) = (1) Oncelikle Y kiimesinin A-regiiler kapali bir V alt kiimesini alalim ve (3)
saglansin. V kiimesi A-regiiler kapali oldugundan ayni1 zamanda A-yart a¢ik kiimedir. Bu

durumu
V =¢(i(V)) =2V Sc;(iy(V) ve(V =cy(V))) olarak ifade edebiliriz.
O halde (3)’ten f (V) Cig, (f (V) = ig, (f "1(v)) elde edilir ve
V) = ig, (F (V) €6,0(X) olur.
Bu da f fonksiyonunun hemen hemen karsit-(6,,,4)-stirekli oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.4. (X,u) ve (Y,4) birer GTS olsun ve f:(X,.) —(Y,4) fonksiyonu verilsin. Bu

durumda asagidakiler esdegerdir:

(1) ffonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,4)-stireklidir,

(2) Y kiimesinin her u-f-a¢ik alt kiimesi V igin f e (V) 0, -agiktir;

(3) Y kiimesinin her A-yart a¢ik V alt kiimesi igin f (V) 0, -agiknr,

(4) Y kiimesinin her A-6n acik V alt kiimesi icin f (i;(c;(V))) Oy -kapalidir.
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ispat:

(1) = (2) Y kiimesinin bir A-f-a¢ik V alt kiimesini alalim. Bu durumda c, (V) A-regiiler
kapalidr ¢linkii:

VEc(ialea(V)))
=>VE (V) €W V)< alali(ca V) = a (i(c(V))
= (V) = ¢ (ia(ca(V))).
O halde (1)’den f *(c;(V)) 6,-agiktir.
(2) = (3) Her A-yar1 acik kiime A-B-agik kiimedir gdyle ki;
V C iy(ca(V)) S calia(ca(V)))) gegerlidir.
Bu durumda (2)’den f *(c;(V)) 8,-aciktir.

(3) = (4) Y kiimesinde bir A-6n a¢ik V kiimesi alalim. Bu durumda i, (c;(V)) A-regiiler
agiktir soyle Ki;

V S iz(ca(V) €ialealia(ca(V)))) € ialca(V))
=i (ca(V)) = iz(ealia(ca(V))))

Su halde Y \iy(cy(V)) A-regiiler kapali(Jayanthi [8] Thm.3.14) ve ayn1 zamanda A-yar:
agtktir. Bu durumda (3)’ten

fHealY Vi) =Y ia(ea(V)))
=X\ aM)
0,-agiktir. O halde f Liz(ca (V) 0, -kapahdur.
(4) = (1) Y kiimesinde bir A-regiiler a¢ik V kiimesi alalim. Bu durumda
V =i3(c1(V))) oldugundan V kiimesi ayn1 zamanda A-6n agiktir ve (4)’ten

f (i2(ca(V)) = f (V) 6,-kapalidir. Bu da f fonksiyonunun hemen hemen karsut-(6,,/)-

stirekli oldugunu gosterir.
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3.2. Hemen Hemen Karsit-(8,,,)-Siireklilik Tipinin Diger Bazi Siireklilik
Tipleriyle Tliskisi

Tamm 3.2.1. [10] (X,x) bir GTS olsun. Eger X kiimesinin her u-a¢ik alt kiimesi V ve her
X €V icin x € F €V olacak sekilde X kiimesinde X’i igeren bir u-regiiler kapali F

kiimesi varsa (X,ux) uzay1 u-Py, olarak isimlendirilir.

Tamm 3.2.2. (X,u) ve (Y,2) birer GTS olsun. Ayrica f: (X,u) — (Y,4) fonksiyonu

tanimlansin. Eger Y kiimesinde A-a¢ik V kiimesi i¢in f (V) 0,-agik ise f fonksiyonu

strongly-(6,,4)-stirekli olarak isimlendirilir.

Teorem 3.2.3. (X,u) ve (Y,4) birer GTS olsun. Ayrica f: (X,u) — (Y,4) fonksiyonu

verilsin. Eger f hemen hemen karsit-(6,,,4) siirekli fonksiyonu her V. € 1-O(Y) i¢in
ig, (f (ca(V))) € (V) bzelligini sagliyorsa f fonksiyonu aym zamanda strongly-(6,,2)
stireklidir.

Ispat: Oncelikle V € A-O(Y) olsun. Bu durumda V < c;(V) < c;(i;(V)) kapsamasindan
V kiimesinin A-yart a¢ik kiime oldugu goriiliir. Teorem 3.1.4.(3)’ten f *(c;(V)) € 6,0(X)
elde edilir. Bu da

V) €fHea(V)) = ig, (f H(ca (V) €F (V) = ™(V) €6,0(X) oldugunu verir.
Sonugta f fonksiyonu strongly-(6,,4) siireklidir.

Teorem 3.2.4. (X,u) ve (Y,4) birer genellestirilmis topoloji olsun.
Ayrica fi (X)) — (Y,4) fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda eger f fonksiyonu
hemen hemen karsit-(6,,4) siirekli ve Y kiimesi A-Py, ise f fonksiyonu strongly-(6,,4)-

stireklidir.

Ispat: V kiimesi Y kiimesinde bir A-a¢ik kiime olsun. Y kiimesi A-P5 oldugundan

V = AF | F € Q} olacak sekilde A-regiiler kapali kiimelerin bir alt ailesi Q vardir.
Ayrica f fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,,4) siirekli oldugundan her F € Q igin

f *(F) 6,-aciktir. Bu durumda f (V) X uzayinda 6,,-aciksir. Buradan f fonksiyonunun

strongly-(6,,4)-stirekli oldugu anlasilir.

Tammm 3.2.5. [10] (X,u) genellestirilmis topolojik uzay olsun. X kiimesinin keyfi u-

regiiler a¢ik U kiimesi ve keyfi X € U i¢in X’1 i¢eren u-regiiler kapali V alt kiimesi x €V
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< U olacak sekilde varsa zayif-u-Ps, (weakly-u-Ps) olarak isimlendirilir.

Tammm 3.2.6. (X1) ve (Y,2) birer genellestirilmis topoloji olsun. Bir f:(X,u)—(Y,4)
fonksiyonu x € A noktasinda f(X)’i igeren her bir A-a¢ik V kiimesine karsin X noktasini
igeren 6,-agtk U kiimesi f(U) <Si;(c;(V)) gerceklenmek iizere kars1 geliyorsa hemen

hemen-(6,,,4)-siirekli fonksiyon olarak isimlendirilir.

Teorem 3.2.7. Bir f:(X,;)—(Y,4) fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,,4)-stirekli ve (Y,4)

zayif-A-Py ise f fonksiyonu hemen hemen-(6,,,A)-siireklidir.

Ispat: V kiimesi Y uzayinda A-regiiler acik olsun. Burada (Y,4) zayif~A-Ps oldugundan /-
regiiler kapali kimelerin bir A ailesi V= ({ M : M €_4} olacak sekilde vardir. Ayrica f
fonksiyonu hemen hemen-(6,,,)-siirekli oldugundan her M € A igin f (M) €6,0(X) ve
dolayisiyla f (V) € 6,0(X) olur. O halde f fonksiyonu hemen hemen-(6,,,4)-stireklidir.

Tamim 3.2.8. [7] Bir GTS (X1 eger x € F olmak {izere X kiimesinin her u-kapali F
kiimesi i¢in X €U ve F €V olacak sekilde ayrik u-agik U ve V kiimeleri varsa u-regiiler

olarak isimlendirilir.

Teorem 3.2.9. [6] (X, i) genellestirilmis topolojik uzayi u-regiiler olsun. Bu durumda X

kiimesinin bir A alt kiimesi 6,,-a¢tknir ancak ve ancak A kiimesi u-agiktir.
Teorem 3.2.10. (X,u) ve (Y, A) birer GTS olsun. Eger (X,u) uzay1 u-regiiler ve

f: (X )—(Y, 1) fonksiyonu karsit (u, A)-siirekli ise f fonksiyonu ayni1 zamanda hemen
hemen karsit-(6,,, A)-siireklidir.

Ispat: V kiimesi Y kiimesinin bir A -regiiler agik alt kiimesi olsun. Bu durumda f
fonksiyonu karsit (i, /)-siirekli oldugundan f (V) X uzayinda u-kapalidir ve (X,) uzayi
u-regiiler oldugundan f (V) aym zamanda 8, -kapalidir. Bu durumda f fonksiyonu

hemen hemen karsit-(6,,, 1)-siireklidir.

Teorem 3.2.11. (X,u), (Y, 1) birer GTS olsun ve f: (X,.) — (Y,4) fonksiyonu verilsin.
Ayrica g: (X,u)—(Y, 2) fonksiyonu her V € 2-O(Y) icin g(X| f *(V)) = V olarak
tanimlansim. Bu durumda eger f strongly-(6,, A)-siirekli fonksiyon ise g fonksiyonu

hemen hemen karsit (6,,, 1)-stireklidir.

Ispat: V kiimesi Y kiimesinin bir A -regiiler acik alt kiimesi olsun. Bu durumda V
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kiimesi ayn1 zamanda Y kiimesinde 1 -a¢zk bir kiimedir. Buradan f fonksiyonu strongly-

(0,,, 2) siirekli fonksiyon oldugundan f *(V)'nin X uzayinda 6,-agik oldugu ve

g *(V)=X\ f *(V)'nin X uzayinda 6,-kapal oldugu elde edilir. Bu durumda g hemen

hemen karsit (6, A)-stireklidir.

Tamm 3.2.12. (X ), (Y, A) birer GTS ve f: (X,u) — (Y, 4) fonksiyonu verilsin. Eger Y
kiimesinin her A -regiiler kapali V alt kiimesi i¢in f (V) X uzaymnda u -regiiler kapali

oluyorsa f fonksiyonu (u, A)-R-map olarak isimlendirilir.
Teorem 3.2.13. (X,u), (Y,A) ve (Z,v) birer genellestirilmis topolojik uzay olsun. Ayrica

f: Xw) — (Y,4) ve g: (Y,4) —(Zv) fonksiyonlar1 verilsin. Eger f fonksiyonu hemen
hemen karsit-(6,,, 1) siirekli ve g fonksiyonu bir (4,0)-R-map ise gof: (X,u) —(Zv)

bileske fonksiyonu hemen hemen karsit (6,,,v)-stireklidir.

Ispat: Z kiimesinde bir v-regiiler kapali V kiimesi alalim. Bu durumda (Z \V) v-regiiler
agiktir. Ayrica g fonksiyonu bir (4,0)-R-map oldugundan g (V) Y kiimesinde A-regiiler
kapalidir. O halde (Y| g (V) Y kiimesinde A-regiiler agik kiimedir. Ayrica f

fonksiyonu hemen hemen karsit (6,,, A)-stirekli oldugundan;
@ Z\V)=F"(g M Z\V) =F(Y| g (V) X uzayinda 6,-kapalidir.
Bu durumda g of bileske fonksiyonu hemen hemen karsit (6,,, v)-siireklidir.

Tamm 3.2.14. (X 1) ve (Y,2) birer genellestirilmis topolojik uzay olsun. Ayrica bir

f: (X, 1) — (Y,2) fonksiyonu tanimlansin. Eger Y kiimesinde her 8;-a¢ik V kiimesi i¢in

f (V) X uzaymnda 0, -acik ise f fonksiyonu weakly-( 6, , 6, )-irresolute olarak
isimlendirilir.

Teorem 3.2.15: (X,u) bir kuvvetli GTS ve (Y,1) keyfi bir GTS olsun. Ayrica v, XxY
tizerinde u ve A tarafindan belirlenen genellestirilmis ¢carpim topolojisi ve f:(X,u)—(Y,A)
fonksiyonundan hareketle g(x) = (x,f(x)) ile tanimli g: X — XxY fonksiyonu f

fonksiyonunun grafik fonksiyonu olsun. Eger g fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,,v)-

stirekli ise f fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,,4)-stireklidir.

Ispat: Y kiimesinde A-regiiler kapali keyfi A kiimesi alalim. Bu durumda X xA, (XxY,v)

uzayinda v-regiiler kapalidir. Ayrica g fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,,v)-stirekli
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oldugundan g (X*A) = f *(A) X uzaymnda 6,-actk olur. O halde f fonksiyonu hemen

hemen karsit-(6,,,4)-stireklidir.
Teorem 3.2.16. (X,u), (Y,A) ve (Z,0) birer GTS olsun. Ayrica f: (X,u) — (Y,4) ve

9: (Y,2) —(Z,v) fonksiyonlari tanimlansin. Eger f fonksiyonu weakly-(6,,, 8;)-irresolute
ve g fonksiyonu hemen hemen karsit-(6;,0) siirekli ise gof: (Xu) —(Zv) bileske

fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,,v) siireklidir.

Ispat: Z kiimesinde bir v-regiiler agik V kiimesi alalm. Bu durumda (Z \V) v-regiiler
kapalidir. Ayrica g fonksiyonu hemen hemen karsit-(6;,v) stirekli oldugundan
g (V) Y kiimesinde 8, -kapalidir. Bu durumda (Y| g *(V)) Y kiimesinde 6;-aciktir.

Diger yandan f fonksiyonu weakly-(6,,, 8,)-irresolute oldugundan;
(@ *(Z\V) =g *(Z\V)) =Y\ g™(V)) X kiimesinde 6,,-aciktir.

O halde Teorem 3.1.1.(2)’den g<f bileske fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,v)

stireklidir.
Tamim 3.2.17. (X ) ve (Y,A) birer genellestirilmis topolojik uzay olsun. Ayrica

f: (X,u) — (Y,2) fonksiyonu verilsin. Eger her V €8,C(Y) i¢in f(U) = V olacak sekilde
bir U € 6, C(X) varsa f fonksiyonu 6n-(6,, 6, )-kapali siirjektif fonksiyon olarak
isimlendirilir.

Teorem 3.2.18. (X,u), (Y,4) ve (Z,v) birer genellestirilmis topolojik uzay olsun. Ayrica
f: (X.u) — (Y.2) ve g: (Y,2) —(Z,v) fonksiyonlar: verilsin. Eger f fonksiyonu on-(6,, 8,)-
kapali siirjektif fonksiyon ve gof: (X,1) — (Z,v) bileske fonksiyonu hemen hemen kargit-

(6,,v) siirekli ise g fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,,v) siireklidir.

Ispat: Z kiimesinde bir v-regiiler acik V kiimesi alalim. Burada g bileske fonksiyonu
hemen hemen karsut-(6,,,v) siirekli oldugundan (gof) (V) = f (g *(V)) X kiimesinde -
kapalidir. Ayrica f fonksiyonu 6n-(8,, 8;)-kapali siirjektif fonksiyon oldugundan

f(f *(g *(V))) = g (V) Y kiimesinde 0;-kapalidir. O halde g fonksiyonu hemen hemen
karsit-(0;,v) stireklidir.

Tamm 3.2.19. (X 1) ve (Y,4) birer genellestirilmis topolojik uzay olsun. Ayrica

f: (X,u) — (Y,2) fonksiyonu verilsin. Eger her x € X ve Y'nin f(X)'i igeren her A-a¢ik V alt

21



kiimesi i¢in f(U) < c,(V) olacak sekilde X'i igeren X kiimesinin bir 8,-a¢ik U alt kiimesi

varsa f fonksiyonu weakly (6,,, 1)-siirekli olarak isimlendirilir.

Teorem 3.2.20. (X,u) ve (Y,2) birer genellestirilmis topolojik uzay olsun. Ayrica
f. (Xp) — (Y,4) fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,.4)

siirekli ise f fonksiyonu ayn1 zamanda weakly-(6,,4) siireklidir.

Ispat: Oncelikle x €X ve Y kiimesinde f(X)’i igeren bir A-a¢ik V kiimesi alalim.

Ayrica ¢ (V) = i (ia(V)) = caliz(ca(ia(V)))) = caliz(ca(V))) oldugundan c; (V) f(x)’i

igeren A-regiiler kapali kiimedir.

Teorem 3.1.1.(3)’ten f(U) <S¢, (V) olacak sekilde X’i igeren bir 8,-a¢ik U kiimesi vardir.

O halde f fonksiyonu weakly-(6,,,4) siireklidir.

22



4., HEMEN HEMEN KARSIT-(8 8y, v,) SUREKLILIK

H1,U42’

4.1. Hemen Hemen Karsit-(6
ve Karakterizasyonu

paptzr Ovyv,) Stireklilik Tanim

Tanmm 4.1.1 (X,p,u2) Ve (Y,v1,v2) birer BIGTS olsun. Eger Y kiimesinin her &, ,,,-

agik V alt kiimesi i¢in f *(V), X uzayinda Oy, u,~kapali oluyorsa f: (X z,uz) — (Y,v,vz2)

fonksiyonu hemen hemen karsit-(6, 8y, v,)-stirekli olarak isimlendirilir.

U2

Teorem 4.1.2. (X,uz,uz2) Ve (Y,vz,v2) birer BIGTS olsun. Ayrica f: (X uz,uz2)—(Y,v1,v2)

fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidakiler esdegerdir;

(1) f fonksiyonu hemen hemen karsit-(60,,, ., .0y, v,)-stireklidir;

1LH2?

(2) Y kiimesinin her &, ,,,-kapali kiimesinin ters goriintiisii X uzayinda 6, ,,-aciktir;

(3) Her x € X ve her V €34, _,,-C(Y,f(x)) i¢in f(U) <V olacak sekilde bir U € 6

12y
O(X,x) vardir;

(4) Her x € X ve her V €6, ,,-C(Y,f(x)) icin f(c,,(U)) €V olacak sekilde X'i igeren bir

1,V2

z-a¢tk U kiimesi vardir;

(5) Her x e X ve her V €6, ,,-C(Y.f(x)) i¢in f(c,, (i,,(C))) €V olacak sekilde X'i igeren

bir ur-kapali C kiimesi vardir.
Ispat:

(1) & (2) F kiimesi Y kiimesinin bir &, ., -kapal: alt kiimesi olsun. Bu durumda (Y |F),
Oy, v, -aciktir. Ayrica f fonksiyonu hemen hemen karsit-( 6, ., , Oy, v, )-siirekli

oldugundan f (Y \F) = X\ f *(F) 6,,, 4,-kapalidir. Bu durumda f *(F) 6,,_ ,,,-aciktir.

1LH2
Tersine M kiimesi Y kiimesinin bir &, ., -a¢ik alt kiimesi olsun. Bu durumda (Y |M)
8y, v,-kapalidir. Ayrica (2)'den f (Y \M) = X | f (M) 6,, ,,-acik olur. O halde f (M)

9#1412

1,42

-kapahdir. Buradan f fonksiyonu hemen hemen karsit-(6, 8y, v, )-stirekl

1LH2 !
oldugu gortiliir.

(2) = (3) Oncelikle x € X ve V kiimesi Y kiimesinin f(x)'i iceren bir 8,,_,, -kapal: alt
kiimesi olsun. Burada x € f (V) olur. Ayrica (2)'den f *(V) 6,,, ,,-actktrr. Bu durumda

_ -l . g ey
U = f (V) alirsak U kiimesi f(U) €V kosulunu saglayan X kiimesinin X’i igeren 6, -
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acik alt kiimesidir.

(3) = (4) Oncelikle x € X ve V kiimesi Y kiimesinin f(X)'i iceren bir &, ,, -kapali alt

V2

kiimesi olsun. Buradan x € f (V) g0z Oniline alalim. Ayrica (3)'ten f(W) < V olacak

sekilde X'i igeren bir -acik W kiimesi vardir.

9#1412
W kiimesinin 6, ,,-agikligi x €M < ¢, (M) €W olacak sekilde X'i igeren bir u;-a¢ik M
kiimesinin var olmas1 demektir. Buradan f(M) < f(c,,(M)) < f(W) <V elde ederiz. Bu

durumda f(c,,,(M)) €V kosulunu saglayan, X'i igeren bir x;-a¢ik M kiimesi vardir.

(4) = (5) ik olarak x € X ve V kiimesi Y kiimesinin f(x)'i iceren bir 8y, v, kapali alt

kiimesi olsun. Buradan x €f (V) gz niine alalim. Ayrica (4)'ten x €U ve

f(cy, (U)) €V kosullarm saglayan bir u;-a¢ik U kiimesi vardir.

O halde
x €U c¢,,(U)
X €i,, (U)=U <i, (c,,U)
X € ¢y, (iy, (VU)) = ¢, (U) Sy, (iy, (cu,(V))) (1)
ve

ill1 (Cﬂz (U)) < Cﬂz (U)
Cu, (i (€, (U))) € €y, (c, (V) = ¢, (U) (1) elde edilir,

(1) ve (I)’den ¢, (iy, (c,,(U))) = c,, (U) olur.

C =¢,,(U) alalim.

Bu durumda f(c,, (i,,(C))) = f(c,,(U))E V olur. Sonugta f(c,,(i,, (C))) €V olacak
sekilde X’1 igeren u»-kapali C kiimesi elde etmis oluruz.

(5) = (2) V kiimesi Y kiimesinin f(X)'i i¢eren bir 8, ,,_-kapal: alt kiimesi olsun. Burada

1,V2

x €f (V) olur. Ayrica (5)'ten f(cy, (i, (B))) €V olacak sekilde X'i iceren bir u-kapali

B kiimesi vardir. Buradan i, (B) Sc,, (i,,(B))<f (V) elde ederiz. Bundan dolay:

(V) O, u,-asiktir.
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Tamm 4.1.3. (X, u7,12) Ve (Y,v3,v2) birer BIGTS olsun. Ayrica f: (X uzuz) — (Y,v,v2)

fonksiyonu verilsin. Bu durumda f fonksiyonu eger;

(1)HerG €0, ,, icin f (G) €6y, ., ise (6, 0y, v,)-stirekli [4] ve

M2

(2) Her G € 8, ,, isin T (G) € 8,,,, 1€ (8u, 4, Oyov, )-siirekli [4] olarak

V2
isimlendirilir.
Teorem 4.1.4. (X uz,uz2), (Y,v1,v2) Ve (Z,1.1,2.2) birer BIGTS olsun. Ayrica

f: (Xuzpz)—(Y,vy,vz) ve g: (Y,v1,vz)—(Z,A1,12) fonksiyonlart verilsin. Burada eger

f fonksiyonu (6

11z Oy v, )-stirvekli ve g fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,, v, 61, 1,)-

stirekli ise gof: (X uguz)—(ZA1,42) Dbileske fonksiyonu hemen hemen karsit

(O 11 102,,2,)-Stireklidir.

Ispat: V kiimesi Z'nin herhangi bir 83,1, -a¢tk alt kiimesi olsun. Bu durumda (Z|V)
8,2, “kapalidir. Ayrica g fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,, ., , 6x,2,) -stirekli

oldugundan g*(V) Y uzayinda 6, . -kapalidir. Bu durumda (Y \g™(V)) 6, v, "aciktir.

1,V2

Aym zamanda f fonksiyonu (6, 0., v,)-stirekli oldugundan

M2
(@oN™*Z\V) = f g *Z\V)) = f (Y|g *(V)) X uzaynda 6, , -aciktir. Teorem

4.1.2.(2)'den gof bileske fonksiyonu hemen hemen karsit (68, .,.01,,2,)-stireklidir.

U2

Tamm 4.1.5. (X uz,uz) ve (Y,v4,v2) birer BIGTS olsun. Ayrica f: (X uz,uz) — (Y,v,v2)

fonksiyonu verilsin. Eger Y kiimesinin f(X)'i iceren her é,, .. -kapali V alt kiimesi i¢in

1,V2

f(U) = V olacak sekilde X kiimesinin X'i igeren bir 6, . -kapali U alt kiimesi varsa

f fonksiyonu on-(6, 8y, v,)-stirjektif olarak isimlendirilir.

M2

Teorem 4.1.6. (X,uz,u2), (Y,v1,v2) Ve (Z,A1,7.2) birer BIGTS olsun.

Ayrica f: (Xug,uz) — (Y,vy,vz) ve g: (Y,vy,vz) — (Z,41,42) fonksiyonlari verilsin. Eger f

fonksiyonu on-(6,, , 0y, v,)-stirjektif Ve gof:(X,uz,uz) — (Z,A1.2) bileske fonksiyonu

1LH2?

hemen hemen karsit-(6, 8,2, )-stirekli ise g fonksiyonu hemen hemen karsit-

LH2?
Oy, v,01,,1,)-Stireklidir.
Ispat: V kiimesi Z kiimesinin bir ,8;, 3 -acik alt kiimesi olsun. Bu durumda gof bileske

fonksiyonu hemen hemen karsit-(6,, ,.,.64, 1,)-stirekli oldugundan

LHU2?
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(gef)Z (V) = f (g *(V)) X uzayinda 6

.~ Kapalidir ve f fonksiyonu 6n-(6,, ,.,.0v,v,)-

siirjektif oldugundan f(f (g *(V))) = g (V) Y uzaymnda 6., v, kapaldir. O halde g

fonksiyonu hemen hemen karsit-(0,, .03, 1,)-stireklidir.

1,V2?

Tammm 4.1.7. [11] (Xuq,uz) Ve (Y,vy,vz) birer BIGTS olsun. Ayrica fi (X uz,uz) —
(Y,v1,vz) fonksiyonu verilsin. Bu durumda eger her x € X ve Y kiimesinin f(x)'l iceren
her v;-agik V alt kiimesi i¢in f(i,, (c,, (U)) Ec¢,, (V) olacak sekilde X kiimesinin X'i

igeren bir u;-agik U alt kiimesi varsa f fonksiyonu weakly-(6,, ,.,,v1,v2)-siirekli olarak

vH2°
isimlendirilir.
Lemma 4.1.8. [4] uz Ve u» X (#0) kiimesinde birer GT ve S £ X olsun. Bu durumda

2] X kiimesinde birer GTS olur ve 8

H1,U2 Hi,U2 <4

ve g, Hi,U2

[ C iy kapsamast gegerlidir.

Teorem 4.1.9. (X,uz,uz2) Ve (Y,v4,v2) birer BIGTS olsun. Bu durumda eger bir

f: (Xuz.uz) — (Y, v1,v2) fonksiyonu hemen hemen karsiz-(6,, Oy, v,)-stirekli ise

1.H2!

f fonksiyonu ayn1 zamanda weakly-(8,,, .., v1,vz)-stireklidir.

Ispat: Oncelikle x € X ve Y kiimesinin f(X)'i iceren herhangi bir Oy, v,-agik V alt
kiimesini alalm. Lemma 4.1.8'den V €6, ,, < v; olur. Bu durumda f fonksiyonu hemen
hemen karsit-(6,, ,.,, 8y, v,)-stirekli oldugundan Teorem 4.1.2.(4)'den f(c,, (U)) € V

olacak sekilde X kiimesinin X'i igeren bir u;-ag¢tk U alt kiimesi vardir. Buradan
x €U c¢,, (V)
x €U =i, (U) ciy, (c,()) Sc,,(U) elde ederiz.
Bu durumda
f(i,, (cu,(U))) €1(c,,(U)) €V Sc,, (V) kapsamas: gegerldir.

Dolayisiyla f(iy,, (c,,(U)) € c,,(V) olacak sekilde X kiimesinin X'i igeren bir u;-a¢ik U

alt kiimesi oldugunu gosterdik. Sonugta f fonksiyonu weakly-(6,,, ., V1, v2)-siireklidir.
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5. SONUCLAR

Bu galigma sonucunda; genellestirilmis topoloji olan p’niin 6,,-
modifikasyonundan yararlanarak karsit-(6,,,4)-siireklilik, hemen hemen karsit-(6,,,4)-
siireklilik ve hemen hemen karsit-(8,, ,.,, 8y, v,)-stirekliligi tanimladik. Bu siireklilik
tiplerinin karakterizasyonunu yaptik. Diger bazi siireklilik tipleri ile iliskilerini inceledik

ve bu baglamda bazi sonuglar elde ettik.
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