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OZET

GENELLESTIRILMIS BELIRSIZLIK ILKESININ KUANTUM
ELEKTRODINAMIGINE ETKILERI

Cavit TEKINCAY

Doktora Tezi, Fizik Anabilim Dah
Danmisman: Prof. Dr. Yusuf SUCU

Haziran 2024, 82 sayfa

Dogay1 olusturan en temel yapinin biiytikliigii veya minimum uzunluk 6lgegi, gra-
vitasyon ile kuantum teorisini birlestirme girisimidir. Ciinkii, bu varsayimsal en temel
yapinin bir madde parcacigindan ziyade uzay-zamani veya Einstein teorisi kapsaminda
gravitasyonu olusturan yapinin c¢ekirdegi olmasi gerektigi diisiiniilebilir. Bu baglamda,
minimum uzunluk 6l¢egini iceren modeller literatiirde gravitasyonun kuantum teorisi ya
da kuantum gravite olarak anilmaktadir.

Bu calismada, Barut modelinden elde edilen yiiksek spinli parcaciklarin veya zitter-
bewegung parcaciklariin cesitli etkilesmeler altinda kuantum elektrodinamigine genelles-
tirilmis belirsizlik ilkesinin etkisi arastirilmistir. Ozellikle spin 3/2 ve spin 2 pargaciklarinin
Landau ve Nutku osilatorleriyle etkilesmeleri sonucunda nasil kuantize olduklar1 enerji
seviyeleri lizerinden tartigilmistir. Ayrica, donen karadeliklerin 2+1 boyuta indirgenebilen

uzay-zaman zeminleri iizerinden modifiye Hawking sicakliklar1 genellestirilmistir.
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lestirilmis Belirsizlik Tlkesi, Kerr-Newman Karadeligi, Kesikli Zaman, Landau Osilatorii,
Modifiye Dispersiyon Bagintisi, Nutku Osilatorii, Zitterbewegung Parcaciklari
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ABSTRACT

EFFECTS OF GENERALIZED UNCERTAINTY PRINCIPLE ON QUANTUM
ELECTRODYNAMICS

Cavit TEKINCAY

PhD Thesis in PHYSICS
Supervisor: Prof. Dr. Yusuf SUCU
June 2024, 82 pages

The size of the most fundamental structure that forms the nature, or the minimum
length scale, is an attempt to unify gravity and quantum theory. Because, it can be thought
that this hypothetical most fundamental structure should be the nucleus of the structure
that creates space-time or gravity within the scope of Einstein theory, rather than a matter
particle. In this context, models that include the minimum length scale are referred to the
quantum theory of gravity or quantum gravity in the literature.

In this study, the effect of the generalized uncertainty principle on the quantum
electrodynamics of high spin particles or zitterbewegung particles obtained from the Barut
model under various interactions was investigated. In particular, how spin 3/2 and spin 2
particles become quantized as a result of their interaction with Landau and Nutku oscilla-
tors was discussed in terms of energy levels. In addition, modified Hawking temperatures
have been generalized over the space-time backgrounds of rotating black holes, which can

be reduced to 2+1 dimensions.

KEYWORDS: Barut Model, Discrete Time, Generalized Hawking temperature, Gene-
ralized Uncertainty Principle, Kerr-Newman Black Hole, Landau Oscillator, Modified

Dispersion Relation, Nutku Oscillator, Zitterbewegung Particles
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GIRIS C. TEKINCAY

1. GIRIS

Gectigimiz dort yilizyil boyunca, doganin sade isleyisini ayni zariflikte tarif et-
meyi basaran teoriler ortaya konmustur. Newton, tiirev ile integrali birbirine baglayan
kalkiiliisiin temel teoremini gosterdikten sonra kiitleli bir sistemin momentumundaki anlik
degisime bu sistemin kiitle merkezine etki eden bir dig kuvvetin neden oldugunu ortaya
koymustur. Zaman1 mutlak bir parametre olarak ele alan Newton, iki kiitle arasindaki kiitle
cekimsel etkilesmenin merkezi ve korunan bir kuvvet oldugunu 6ngormiistiir. Newton’un
bu varsayimi giindelik deneyimlerle tamamen uyumludur. Birbirine gore sabit hizla hare-
ket eden iki gozlemciye gore Newton teorisinin ayni oldugu Galile doniisiimleri ile ortaya
konmustur. Daha sonra hareketli yiiklerin elektrik ve manyetik alanlar1 tizerine caligan
bircok bilim insaninin dnemli katkilar1 sonucunda Maxwell, elektrik alanin ve manyetik
alanin birbirini iirettigini ve 15181n bir elektromanyetik alan oldugunu gostererek ilk bir-
lestirilmis alan teorisini kurmustur. Ozellikle Newton ve Maxwell teorilerinden etkilenen
Einstein, evrende ulasilabilecek maksimum hizin 151k hiz1 oldugunu ve fizik yasalarinin
151k hizina yakin hizlarda bile ayni1 olmasi gerektigini diisiinerek goreliligin 6zel teorisini
ortaya koymustur. Bununla birlikte Einstein, Newton teorisiyle Maxwell teorisini birles-
tirebilmek i¢in uzay-zaman zemininin kendisinin gravitasyon oldugunu varsayarak genel
relativite teorisini insa etmisgtir.

Diger taraftan maddenin temel yapitaslarini arastiran bir¢cok bilim insaninin kat-
kilar1 sonucunda, maddenin temelde uzayin belirli bir bolgesine sikismis dalga paketi
veya kuantumlu olabilecegi fikrine dayali olan kuantum mekanigi kurulmustur. Ozellikle
Dirac, elektronun relativistik teorisini veya kuantum elektrodinamiginin temelini insa et-
migtir. Cok kisa siirede Tetrode ve Fock, Dirac teorisini genel gorelilige adapte etmislerdir.
Dirac teorisinin basariyla kurulmasindan sonra maddenin temel yap1 tasinin daha yiik-
sek enerjilerde arastirilmasi son yiizyilin odak noktasidir. Bir ¢ok elementer pargacik ve
bu parcgaciklarin reaksiyonlar1 standart model ¢ercevesinde tasniflenmistir. Standart mo-
del cekirdek kuvvetleriyle elektrodinamigi birlestirmeyi bagsarmistir ancak gravitasyonla
uyumsuz olmasinin nedeninin noktasal parcacik tanimindan ileri geldigi diisiiniilmektedir.
Bunu agsmak i¢in evrendeki en temel yapilarin noktasal degil ancak sicimsel olabilegini var-
sayan sicim teorisi kurulmugtur. Sicim teorisinin 6nemli sonug¢larindan biri gravitasyonun
etkisini kuantum mekaniginin temeli olan Heisenberg belirsizlik ilkesine yerlestirmeyi
basarmasidir.

Ozellikle son elli yildaki fizik biliminin ilerleyisi saf bilgiyi iiretme bi¢imine ba-
kilarak incelendiginde, sadelikten gittikce uzaklastig1 goriilmektedir. Ciinkii fizik bilimi
mevcut zarif teorilerin sinirlarinin onlara bir takim yamalar yapilarak test edildigi bir sii-
recten gecmektedir. Isin kotii tarafi ise yamalama yontemi kullanilarak elde edilecek bilgi

y1gmindan, evrenin igleyis mekanizmalarin agiklayabilen daha genel zarif bir teorinin ku-
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rulabilmesinin miimkiin olup olmadig1 bilinmemektedir. Dolayisiyla nereye gidecegi tam
olarak kestirilemeyen bdyle bir yolda yamali teorilerle bazi fiziksel siirecler agiklanmaya
caligilmaktadir.

Evrenin varlifindan giiniimiize kadar gecirdigi tiim siireclerin dogasinin kuantum
mekaniksel oldugu diisiiniilmektedir. Bu ¢ercevede gravitasyonun tam bir kuantum teori-
sini inga etme ¢aligmalari hala devam etmektedir. Gravitasyonun kuantum teorisine bir
model olan genellestirilmis belirsizlik ilkesi (GUP) sicim teorisinin 6nemli bir sonucudur.
Literatiir incelendiginde 6zellikle Barut modeli ¢ercevesinde yiiksek spinli parcaciklarin
kuantum elektrodinamigine GUP’un etkisinin arastirilmasina yonelik ¢aligmalara ihtiyag

duyuldugu goriilmektedir. Bu baglamda tezin ¢ercevesi su sekildedir:

1. Kaynak Taramasi boliimiinde alandaki oncii ¢caligmalar tamtilmistir ve eksiklikler

belirtilmistir,

2. Materyal ve Metot boliimiinde egri uzay-zamanda elektromanyetik alanla ¢iftle-
nimli Klein-Gordon-Fock denklemi, Dirac denklemi ve zitterbewegung parcacik
denklemleri verilmigtir. Sonra kuantum graviteye model olan GUP, minimum &l¢ek

cercevesinde tanitilmasgtir,

3. Bulgular boliimiinde serbest zitterbewegung parcaciklarinin kiitle-kabuk bagintilar:
incelenmistir. Sonra Landau, mekanik ve Nutku osilatorleriyle etkilesen zitterbe-
wegung parcaciklarinin enerji 6zdeger denklemleri Dirac denkleminde spin cebri
kullanilarak elde edilmigtir ve bunlara kuantum gravite diizeltmesi GUP ¢erceve-
sinde modifiye dispersiyon bagintisiyla elde edilmistir. Daha sonra donen karadelik-
lerin 2+1 boyuta indirgenmis uzay-zaman zeminleri tizerinden modifiye Hawking

sicakliklar zitterbewegung parcgaciklari i¢in genellestirilmistir,

4. Tartisma boliimiinde Oncelikle osilatorlerin modifiye enerji seviyeleri sayisal ¢6-
ziimlemeyle elde edilmistir ve bu ¢oziimler kullanilarak spin-3/2 ve spin-2 parca-
ciklarinin durumlarinin ortalama yasam siireleri tartisilmistir. Sonra Kerr-Newman
karadeliginin modifiye Hawking sicakliginin karadeligin kiitlesine gore degisimleri

tartigilmustir,

5. Sonug boliimiinde tartismalardan elde edilen bilgiler 6zetlenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Dogay1 olusturan en temel yap1 nedir? Bu en temel yapinin biiyiikliigii sonlu mu-
dur? Eger sonlu ise test edilebilecek bir minimum uzunlugun olmasi gerekir. Veneziano
(1986), Amati vd. (1987), Gross ve Mende (1988), Amati vd. (1989) ve Konishi vd. (1990)
tarafindan sicim teorisi ¢ercevesinde minimum fiziksel uzunlugun matematiksel olarak
var olmasi1 gerektigi gosterilmistir. Bununla birlikte, kuantum teorisi a¢isindan bu mini-
mum uzunlugun Heisenberg belirsizlik ilkesinde (HUP) var olmas1 gerektigi diisiiniilerek
HUP’un Newton sabitiyle orantili olarak deforme oldugu da gosterilmistir. HUP’a bu se-
kilde yapilan deformasyonlar literatiirde, genellestirilmis belirsizlik ilkesi (GUP) olarak
anilmaktadir. Ancak, bu konunun olduk¢a uzun bir tarihi vardir (Garay 1995; Hossenfelder
2013; Tawfik ve Diab 2015).

GUP’un cebirsel yapis1 Maggiore (1993) tarafindan incelenmistir. Literatiirdeki
oneminden dolay1 Michele Maggiore-GUP, kisaca MM-GUP olarak ifade edilebilir. MM-
GUP, spinli parcaciklar1 da kapsadigi icin Kempf vd. (1995) tarafindan yapilan sadece
skaler parcacik icin gecerli olan fenomenolojik GUP’tan daha geneldir. Bagka bir bakis
acisina gore, kesikli zaman varsayiminin yapilmasi ve Heisenberg hareket denklemleriyle
elde edilen grup hizinin standart haliyle ayn1 olmas1 kosulunda yine MM-GUP {iretilmesi-
dir (Fadel ve Maggiore 2022). Kesikli zamanda Wick donmesi, Unruh (1995) tarafindan
yapilan karadeliklerin sonik benzerleri calismasinda kullanilmig ve bu arastirma modifiye
dispersiyon bagintisina (MDR) yol agmuistir.

GUP’un var olabilmesi i¢in uzayin toplam agisal momentum ile orantili olacak
sekilde non-komiitatif olmasi gereklidir. Non-komiitatif uzaylar i¢in Szabo (2003) tarafin-
dan yapilan calisma incelenebilir. Bu tez kapsaminda elementer parcaciklarin kuantum
elektrodinamigine GUP’un etkisi arastildig1 icin GUP parametresinin 5 < 1 yaklagiklig
kullanilmistir. Kompozit sistemlere GUP’un etkisi aragtirilmak istenirse bu yaklasiklik kul-
lanilamaz ve MM-GUP’un genel ifadesi kullanilmalidir. Ote yandan MM-GUP, Lorentz
doniisiimlerinde sadece boost sektoriinii deforme etmektedir. Bu nedenle, Poincare cebrine
yapilan deformasyonlarla yakindan iligkilidir (Lukierski vd. 1991, 1992; Lukierski 2017).
Dolayisiyla Amelino-Camelia (2001, 2002); Jacobson vd. (2002) tarafindan kovaryant bir
GUP tartismasi yapilarak Einstein’in dispersiyon bagintisinin modifiye edilmesi gerektigi
diisiiniilmiistiir (Magueijo ve Smolin 2002, 2003; Amelino-Camelia vd. 2005; Ling vd.
2006; Todorinov vd. 2019).

Dogay1 olusturan en temel yapinin biiyiikliiii veya minimum uzunluk 6lcegi ayni
zamanda gravitasyon ile kuantum teorisini birlestirme girisimidir. Ciinkii, bu en temel
yapinin bir madde parcacigindan ziyade uzay-zamani veya Einstein teorisi kapsaminda
gravitasyonu olusturan yapinin ¢ekirdegi olmasi gerektigi diisiiniilebilir. Bununla birlikte

gravitasyon, evrendeki her seyle perdelenmeksizin etkilesmektedir. Ciinkii, tiim fiziksel



KAYNAK TARAMASI C. TEKINCAY

evren bir uzay-zaman iizerindedir. Uzay-zaman yok edilemez bir yapidir. Bu nedenle
minimum uzunluk dlcegini iceren modeller literatiirde gravitasyonun kuantum teorisi
ya da kuantum gravite olarak anilmaktadir. Dolayistyla GUP, kuantum gravite teorisi
icin bir modeldir (Rovelli 2004; Carlip ve Carlip 2003; Kiefer 2007). Ayrica elementer
parcaciklarin spini de yok edilemez bir karakteristige sahiptir. Bu nedenle uzay-zamanin
veya ayn1 zamanda kuantum vakumun en temel yapisinin en temel spine, spin-1/2, sahip
oldugu diisiiniilebilir Rodriguez vd. (2011).

Gravitasyonsuz bir fiziksel evren olast olmadigina gére GUP’un etkisi giinlimiizde
ancak ulagilabilinen 1 TeV mertebesindeki enerjiyle test edilebilen atto dlgekten kozmolo-
jik 6lcege kadar tiim fiziksel olaylarda kuramsal, deneysel ve gozlemsel olarak arastirilmasi
gereken evrensel bir konudur (Das ve Vagenas 2008). Kuantum elektrodinamigi acisin-
dan bu arastirmanin yapilabilmesi i¢in dncelikle GUP cergevesinde spinsiz veya skaler
kuantum parcacigi icin Gordon (1926) ve Klein (1927) (KG) denklemi; spin-1/2 parcacigi
icin Dirac (1928) denklemi; spin-1 parcacigi icin Petiau (1936), Kemmer (1939) ve Duffin
(1938) (DKP) denklemi; keyfi spinli bir parcacik i¢in Fierz ve Pauli (1939) denklemine
alternatif olarak yarim tamsay1 yiiksek spinli parcaciklar i¢in Rarita ve Schwinger (1941)
denklemi veya tiim bu kuantum spininin denklemlerine alternatif olarak keyfi spinin klasik
hareket denklemini de iceren zitterbewegung parcacik denklemi (Barut 1990) modifiye
edilmelidir. Daha sonra, evrendeki lokal fiziksel olaylarda bu denklemlerin ¢éziimleri veya
genel gorelilik teorisi kapsaminda spinsiz veya spinli par¢aciklar GUP ¢ercevesinde modi-
fiye edilmis birer madde alan1 olarak ele alinip Einstein (1916) nin gravitasyon denklem-
lerinin ¢oziimleri incelenmelidir. Bu sekilde yapilan ve yapilacak arastirmalarin sonuglari
belirli bir doygunluga ulasabildiginde, gravitasyonun tam bir kuantum teorisinin nasil
olmasi1 gerektigi anlagilacaktir.

Fizikte gercege daha yakin problemler iizerinde calismadan 6nce iiretilen kavram-
larin ve yontemlerin anlasilmasinda ve tabiki maddenin kuantum mekaniksel davraniginin
izahinda basit harmonik osilatdr 6nemli bir oyuncak modeldir. Kuantum elektrodinamigi
cercevesinde Oncelikle Moshinsky ve Szczepaniak (1989) tarafindan Dirac osilatorii ve
sonra Bruce ve Minning (1993) tarafindan KG osilatorii modellendikten sonra Nedjadi
ve Barrett (1994) ve Nedjadi ve Barrett (1998) tarafindan DKP osilatorii modellenmistir.
Ancak literatiirde Rarita-Schwinger osilatorii veya spin-2 osilatoril veya yiiksek spinli zit-
terbewegung osilatorii hakkinda yapilan bir calismaya rastlanmamustir. Ote yandan sabit
manyetik alanda yiiklii bir parcacigin hareketi de bir basit harmonik osilatordiir ve bunun
non-relativistik kuantizasyonu ile hesaplanan enerji seviyeleri Landau enerji seviyeleridir.
Landau seviyelerinin Dirac denklemi cercevesinde relativistik olarak incelenmesi (Jellal
vd. 2009) atom ve molekiil fiziginde 6rnegin grafenin davraniginin (Li ve Andrei 2007) ve

katihal fiziginde polaronun davraniginin (Peeters ve Devreese 1985) anlagilmasi agisindan
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onemlidir. Bununla birlikte standart model ¢ercevesinde birden fazla rezonanslar1 olan
spini 3/2 parcaciginin veya delta baryonlarinin sabit manyetik alandaki davraniginin anla-
stlmasina yonelik Rarita-Schwinger denkleminin (Hortacsu 1974; Seetharaman vd. 1975;
De Paoli vd. 2013) ve zitterbewegung’un ikinci uyarilmis durum denkleminin Dernek
(2009) coziimleri arastirtlmigstir. Ancak, zitterbewegung modeli ¢ercevesinde sabit manye-
tik alanda spin-2 parcaciginin ¢oziimlerine rastlanmamistir. Son olarak Deser vd. (1982)
tarafindan olusturulan topolojik kiitleli gravitasyon teorisi (Deser vd. 2000) sayesinde
Nutku (1993) tarafindan 2+1 boyutlu gravitasyonel osilator ¢oziimii (Nutku osilator) bu-
lunmustur. Nutku osilatorii Giirses (1994) tarafindan mitkemmel akigkan madde ortaminda
incelenmistir. Kuantum elektrodinamigi ac¢isindan Nutku osilatorii ile etkilesen bir KG-
osilatoriiniin enerji seviyeleri (Ahmed 2019b) ve Dirac parcaciginin bu potansiyeldeki
enerji seviyeleri (Ahmed 2019a) incelenmistir. Ancak, zitterbewegung modeli gerceve-
sinde spin 3/2 veya spin-2 parg¢aciklarinin Nutku osilatoriiyle etkilesiminin incelenmesine
yonelik bir calismaya rastlanmamastir.

Yukarida bahsedilen ti¢ tip basit osilatoriin kuantum gravite ¢ercevesinde enerji se-
viyelerine GUP’un etkisinin arastirilmasi bagka bir énemli konudur. Bu baglamda, Kempf
vd. (1995) non-relativistik osilatoriin enerji seviyelerine GUP’un etkisini ve Das ve Vage-
nas (2008) Landau seviyelerine GUP’un etkisini arastirmistir. Literatiirde Dirac osilato-
riiniin sabit manyetik alandaki enerji seviyelerine GUP’un etkisinin (Tyagi vd. 2020) ve
DKP osilatoriine GUP’un etkisinin(Wu vd. 2017) arastirildig1 goriilmiistiir. Hossenfelder
vd. (2003) ise GUP’un standart model cercevesinde kuantum alan teorisine etkisini detayli
olarak incelemistir.

Maddenin temel etkilesme mekanizmalarinin anlagilmasi bir yana, kozmolojik or-
tamda karadeliklerin anlagilmasi da evrensel fizigin biitiinliigii acisindan oldukg¢a 6nemlidir.
Yakin zamanda karadelikler {izerine yaptiklar1 caligmalar nedeniyle Penrose vd. (2020)
Nobel odiiliiyle onurlandirilmiglardir. Giinesin kiitlesinden cok daha biiyiik yapilar kendi
gravitasyon alaninda ¢okerek karadelik olarak tanimlanan uzay-zamandaki lokal bir bol-
geyi olustururlar. Karadelikler sahip olduklar1 siddetli gravitasyon alami sayesinde etra-
findaki tiim enerjiyi kendisine dogru yonlendirebilirler. Bu enerji akisinin karadeligin
olay ufku olarak tanimlanan yarigap1 gecerek karadeligin i¢ine dogru girmesi halinde geri
doniisii yoktur. Dolayisiyla karadelikler sadece kendine ait kiitlesi, yiikii ve agisal mo-
mentumu ile tanimlandiklar i¢in sacsizdirlar (Ruffini ve Wheeler 1971). Ancak Hawking
(1975) tarafindan karadeliklerin kuantum mekaniksel acidan olay ufkunda pargacik-anti
parcacik ¢ifti olusturabilecegi yari-klasik olarak gosterilmistir. Pozitif enerjili parcaciklar
olay ufkundan sonsuzdaki gdzlemciye tiinelleme yoluyla kacabilir ve negatif enerjili par-
caciklar karadeligin i¢ine diisebilirler. Dolayisiyla karadelikler artik kendi adiyla anilan

Hawking 1s1mast1 yapabilirler ve bu nedenle bir Hawking sicaklig1 olusturabilirler. Burada
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bahsedilen sicakliin termal olup olmadigina yonelik bir tartisma i¢in Visser (2015) yapi-
lan ¢alisma incelenebilir. Dolayisiyla bir kez karadelik olustugu zaman eninde sonunda
buharlasacaktir. Ancak Hawking’in yari-klasik yaklagimi1 kuantum mekaniginin temelini
olusturan iiniterligi yani olasilik korunumunu bozmaktadir. Bir anlamda Hawking sicak-
181 tiinelleyen parcaciga ait bilgiyi icermemektedir (Lunin ve Mathur 2002). Dolayisiyla
karadelikte bilgi kayb1 problemi ortaya ¢ikmustir. Iste bu problemin ¢oziilebilmesinde ku-
antum graviteye bir model olan GUP’un 6nemli bir rolii vardir (Scardigli 1999). Ciinkii,
GUP cercevesinde tekrar hesaplanan Hawking radyasyonu artik parcaciga ait bilgiyi de
icermektedir. Dolayisiyla bu sonug karadeliklerin sa¢cinin da varoldugu anlamina gelmek-
tedir.

GUP cercevesinde karadeliklerde bilginin kaybolmadigin1 gosteren énemli aras-
tirmalar sunlardir: Dirac par¢aciklarinin olusturdugu dilaton (Garfinkle vd. 1991; Horne
ve Horowitz 1992) karadeliklerin modifiye Hawking sicakligi (Chen vd. 2013); spin-1
parcaciklarinin olusturdugu non-komiitatif Reissner-Nordstrom (NC-RN) (Spallucci vd.
2009) karadeligin modifiye Hawking sicakligi (Ovgiin ve Jusufi 2016); KG ve Dirac
parcaciklarinin olusturdugu Martinez-Zanelli (Martinez ve Zanelli 1996) karadeligin mo-
difiye Hawking sicakligi (Gecim ve Sucu 2017); KG, Dirac ve spin-1 parcaciklarinin
olusturdugu Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) (Banados vd. 1992) karadeligin modifiye
Hawking sicakli1 (Gecim ve Sucu 2018); zitterbewegung parcaciklarinin olusturdugu
BTZ karadeligin modifiye Hawking sicaklig1 (Tekincay vd. 2021a); zitterbewegung par-
caciklarinin olusturdugu 6z1ii RN anti-de Sitter (Kiselev 2003) karadeligin veya Kiselev
karadeliginin modifiye Hawking sicaklig1 (Tekincay vd. 2021b); KG ve Dirac parcacik-
larinin olusturdugu Euler-Heisenberg (Yajima ve Tamaki 2001) karadeliginin modifiye
Hawking sicakligi (Dernek vd. 2023). Ayrica bu ¢alismalar modifiye Hawking sicakli-
ginda karadelikte bilgi kayb1 olmadigim1 gostermekle kalmaz, aym1 zamanda modifiye
Hawking sicakli§inin standart sicakliktan daha kiiciik oldugunu da gosterir. Literatiirde,
zitterbewegung modeli ¢ergevesinde, spin-3/2 ve dzellikle spin-2 parcaciklarinin olustur-
dugu 0zel karadeliklerin Hawking sicakliklarinin ve modifiye termodinamiklerinin (bu
tez kapsaminda iiretilen Tekincay vd. (2021a) ve Tekincay vd. (2021b) calismalar1 ha-
ri¢) analizlerine rastlanmamistir. Bununla birlikte zitterbewegung parcaciklarinin tirettigi

Hawking sicaklig1 gii¢ spektrumu analizlerine de rastlanmamustir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Kuantum Elektrodinamiginde Temel Denklemler
3.1.1. Klein-Gordon-Fock denklemi

Einstein’1n relativistik dispersiyon bagintisi (Einstein 1905)
Ppa = —E* +p* = —M*

seklindedir. Bu ifadede [x,,py] = ihn,, parcacik kuantizasyonu ile kuantize edilen ki-
netik momentum vektoriiniin p, = —ihd, bi¢imindeki kismi tiirev operatorii cinsinden

bilesenleri kullanilirsa

elde edilir. Burada W(z*) kuantum durum fonksiyonudur. Bu denklem diiz uzay-zamanda
spinsiz veya skaler kuantum parcgacigi i¢in Klein-Gordon denklemidir (Gordon 1926; Klein
1927).

Spinsiz kuantum parcaciginin elektromanyetik alanla etkilesmesini incelemek icin
L =T(v*) — U(xz® v*) Lagranjiyeninden kanonik momentum

oL
- ava = Pa — qAa

Ta

seklinde tanimlanabilir. Burada 7'(v®) pargacigin kinetik enerjisidir, U = quv® A, elektro-
manyetik alanin potansiyel enerjisidir ve ¢ = +e pargacigin yiikiidiir. v, = (—c, v;) hiz
vektoriiniin bilesenleri ve A, = (—V/c, A;) vektor potansiyelin bilesenleridir. Kanonik

momentumla birlikte Einstein bagintisi
1o, = —M?
haline gelir. Kanonik momentum 7, = —ih(d, — i{A,) biciminde kuantize edilirse
elektromanyetik alanla etkilesen spinsiz pargacik icin Klein-Gordon denklemi
2 2
.q q M
00y — 2i-A"0, — A"Ay y ¥V = —VU
{ "n 12 } n2

seklinde elde edilir. Burada 0, A* = 0 Lorenz ayaridir.
Spinsiz kuantum parcaciginin gravitasyon alaniyla etkilesmesini incelemek i¢in

egri uzay-zamandaki kismi tiirev operatorii kovaryant tiirev ile degistirildiginde KG denk-
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lemi su hale gelir (Fock 1926):

2 2
q q M
{V“VM — 2ZﬁAuau — EANAN} U = ﬁ\p
Giincel bir inceleme icin Kraniotis (2016) tarafindan yapilan ¢alismaya bakilabilir. Kovar-
yant tiirev hesaplanirken metrik uyumlulugu varsayimi yapilmaktadir: V,,g,,, = 0. Buna

gore
1
V=9

olur. Ayrica, dalga fonksiyonunun kovaryant tiirevi kismi tiirevine esittir: V,¥ = 9, V.

VIV, = 0" (v/—90,,)
Egri uzay-zamanda Lorenz ayari ise su sekildedir:

1

V=3

Burada I, simetrik metrik uyumlulugu varsayimindan elde edilen

VAR = 8, +TH A" = ——0,(v/—gA") = 0.

1
FZV 3 Egp)\<aug)\u + @Vg)\u - 8>\guu>

bicimindeki afin baglant1 katsayilarinin izidir.
Egri uzay-zamanda herhangi bir skalerin dis uzaydaki A, = g, + w,.,dx” bigi-

minde verilen sonsuz kiiciik Lorentz doniigiimleri altinda degismemesi

B

I, I A po B _ sa _ a
T 7rM—A Tal\upm —(557ra7r = T, T

seklinde gosterilebilir. Burada Lorentz doniistimlerinin ortogonal olmasi icin
NNy = 6" gup + (wﬁap + waﬁp)dwp - 5%

esitligi saglanmalidir. Bunun i¢in w®, ile gosterilen Ricci donme katsayilarinin
wg', +w%, =0, wapp+wpap =0

seklinde gosterildigi gibi anti-simetrik olmasi gerekir. Ayrica, Lorentz doniisiimlerinin
kovaryant tiirevinin sifir olmasi i¢in (V,A,, = 0) Ricci donme katsayilarinin kovaryant
tiirevinin de sifir olmasi gerekir (V,w,,,, = 0).

Egri uzay-zaman ile diiz uzay-zaman arasindaki baglanti Ricci ve Levi-Civita
(1900) tarafindan yapilan caligmadaki tetratlar veya ayn1 anlamda Einstein’in vielbein

tabanlariyla (Einstein 1928) yapilabilir: g, = €“,e%,1,,. Buna gore metrik uyumlulugu
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varsayiminin gecerli olabilmesi icin vielbein tabanlarinin kovaryant tiirevinin sifir olmasi
gerekir:
a _ ) — a a b a _a
Ve, =0=0,e", +w e, — I e,

v v

Boylece Ricci donme katsayilari, vielbein tabanlar ile afin baglanti katsayilart cinsinden
hesaplanabilir (Ricci ve Levi-Civita 1900):

.« B o o B
Wabp = €, Opera — Upp, s = €,%¢, " Wapy-

Egri uzay-zamanda Einstein alan denklemleri ve kuantum elektrodinamigi iizerine Yepez

(2011) tarafindan yapilan giincel ¢alisma incelenebilir.

3.1.2. Dirac denklemi

Diiz uzay-zamandaki Einstein bagintisinin karekokii (1/p®p,) spin-1/2 Dirac taban-

lar1 tanimlanarak
,yap o = —tM

biciminde hesaplanabilir. Bu ifadenin iterasyonundan tekrar Einstein bagintisinin elde

edilebilmesi kosulu

Ya Vo T V6 Va = 2Nap

bicimde yazilabilen Dirac’in anti-komiitasyon cebrini ortaya ¢ikarmaktadir. Bu cebir i¢
uzay ile disg uzay: birbirine baglamaktadir. Parcacik kuantizasyonu ve elektromanyetik

alanla etkilegsme ile birlikte diiz uzay-zamanda Dirac denklemi (Dirac 1928)

q M
(9, - —Aa>\I/:—\I/
I CEE h h
seklinde yazilabilir. Burada W(x*) Dirac spinoriidiir.
Dirac parcaciginin gravitasyon ile etkilesmesini incelemek icin kismi tiirev opera-

torii kovaryant tiirev ile degistirilir (Tetrode 1928; Fock 1929):

M
o (vu T, — z%AM) V= U
Burada 7,7, + 7,7, = 29, egri uzay-zamanda Clifford cebridir (Snygg 1997). ', =
%wabHS b Dirac denkleminin dis uzaydaki Lorentz doniisiimleri ile birlikte i¢ uzaydaki

Lorentz doniisiimleri sonucu degismemesini saglayan spin baglanti katsayilaridir. S% =
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4% (v, +*], spin agisal momentum tensor operatoriidiir. Dirac tabanlarinm ] = —v,7v,7°
Minkowskiyan hermitselligine gore spin operatorii Slb = 707" esitligini saglar. Buna
gore spin baglant1 katsayilar FL = —,[',7° esitligine uyar. Dolayisiyla Minkowskiyan
tiniter doniigiim operatorii U = I + I, dz* bigiminde yazilabilir. Ciinkii, UT = ~,U~17°
esitlifi saglanmaktadir. Bunlara gore Dirac denkleminin Lorentz doniisiimleri altinda
degismezligi

T'yD 0 = %E’w,

T (U V) A (V90 + [UH (T 4+ T U] 0 — i A7) = %EU*U@,

Uy, D"V = %E\IJ,
seklinde gosterilebilir. Burada Dirac tabanlari
V= U, U = Ay’
esitligini ve spin baglant1 katsayilar
L,=U"1'[V,+T,U
esitligini saglamaktadir (Snygg 1997). Bu esitliklerin dogrulugu spin a¢isal momentumun

[Saln 70] = _i<7anbc - 717”(10)7
[Sab, Sea) = 1(Sacpg + SvaNae — Sadye = SeNad);

ile verilen Lie cebri (Itzykson ve Zuber 2006; Zee 2010; Peskin 2018) ve bunlarin kovar-

yant tiirevleri
b b
Vi =Vt + v w, = v why,,
b b b
V5 = 5%, — 5™ w4,
- b
VIl =iw, wee S™,
kullanilarak gosterilebilir. Spindriin kovaryant tiirevi kismi tiirevine esittir. Buna gore

gravitasyon alanmiyla ve elektromanyetik alanla minimal etkilesen spin-1/2 parcaciginin
Dirac denklemi (Tetrode 1928; Fock 1929)

" (au 4T, — i%Au> U= %\D

biciminde yazilabilir. 2+1 boyutlu uzay zaman zeminlerinde Dirac tabanlar1 Pauli tabanlar1

10
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cinsinden

HE_a
’YE:O'E:ea’Y,

o = (ios,0;) (i=1,2),
seklinde yazilabilmektedir (Sucu ve Unal 2007).

3.1.3. Yiiksek spinli parcaciklarin denklemleri: Barut modeli

Kuantum spininin klasik hareket denklemlerinin nasil olacagi Dirac teorisinin (Di-
rac 1928) basariyla kurulmasindan sonra 1984 yilina kadar ¢oziilememistir. Bu problemi
cozebilmek i¢in Barut ve Zanghi (1984) tarafindan elektronun klasik kovaryant Hamilton-

yen yogunlugu
H = Z2v"2p,

bi¢iminde tanimlanmistir. Burada Z = iW ve z = W terimleri M, x C, uzayindaki klasik

spinor degiskenleridir. Sonra

oy 2000 000F (05 0y 3y OF
’ 0z 0z 020z oxc Opt  Oxc Ipd

seklindeki Poisson parantezleri yardimiyla y = {y, H} + 0,y bicimindeki Hamilton
hareket denklemleri su sekilde incelenmistir (Barut ve Zanghi 1984):

z=—zp (d(zz)/dT =0, Zzz=1),
Tq = 2Y%2 = v,
Pa =0,
Vg = —4Saup” (Sab = —izm,%]—2> ,

Sab = —(Uapb - pra) = —Lg (Jab = 0)-

Herhangi bir dis alan olmasa bile klasik olarak tanimlanan spinin bir ivmeye (v, # 0) sahip
oldugu goriilmektedir. Buna gore toplam agisal momentumun zamanla degisimi dis alan
olmadig1 icin bir tork liretmese bile, klasik spin acisal momentum ile yoriingesel agisal
momentumun zamanla de8isimleri esit biiyiikliikte ancak zit yonlii tork iiretmektedir. Bu

durum S, = {Sab, H} bicimindeki klasik spinin Hamilton hareket denklemi iizerinden

11
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incelenirse

Sab - 4pcpcsab - _4PC®abc

zoruna salinim yapan bir salinic1 denklemine benzer bir hareket denklemiyle kargsilasil-
maktadir. Burada p°p, = —M? ve O 4pc = PaShe + PbSca + PeSap- @abc = 0 olduguna gore

Oupe = 0 seklindeki en basit ¢6ziim incelenebilir:

Sy + AM32S,, = 0,

2iM —2iM
Sab = Cabe LT + Dabe v

Klasik spin ve aym sekilde yoriingesel acisal momentum 7 invaryant zamaninda w =
2M c?/ h frekansiyla titresen bir basit harmonik salinici ¢dziimii vermektedir. Bu ¢6ziim
elektronun klasik zitterbewegung hareketi yaptigim1 gostermektedir (Barut ve Zanghi
1984).

Barut-Zanghi modeli bir taraftan klasik spini tanimlayip spinin zitterbewegung
hareketi yaptigin1 gosterirken diger taraftan klasik zitterbewegung Hamiltonyenin kuanti-

zasyonu ile Dirac denklemini elde edebilmektedir:

HY(x%7) = 0.V (x%7),
YU () = —iMP(x).

Bu bakis acgisina gore zitterbewegung hareketinin uyarilmis durumlarinin hangi fiziksel
sisteme karsilik geldigini arastirmak dogaldir. Bunun i¢in Barut (1990), klasik Hamilton-
yen yogunlugu ile 7 invaryant zamaninda kovaryant Schrodinger kuantizasyonu yaparken
spindriin klasik spin de8iskenine bagli oldugunu varsayarak onu
z z z3
Oz, 2% 1) = Pp(a;7) + ﬂ\I’(x“;T) + 5\11@)\1!—1— §\D®\If® U+ ..

biciminde seriye agmustir. Klasik spin degiskenleri zz = 1 esitligini sagladig1i¢in [z, z] - =
1 bi¢ciminde kanonik kuantize edilmistir. Buna gore H = Zp% kanonik kuantize Hamil-

tonyen yogunlugu ve seriye a¢ilmis klasik spindr,
HO(Z, 2% 7) = 0. D(Z, 2% 7)

bicimindeki kovaryant Schrodinger denkleminde kullanilarak zitterbewegung parcacikla-

12
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rinin hareket denklemleri elde edilir. Taban durum Dirac denklemidir:
Zhe " VU (z%) = —iMW(2).

Burada M, Dirac pargaciginin kiitlesidir. Ilk uyarilmis durum spin-1 denklemidir:
22 U+ Upl =—iMU U

Burada M, spin-1 parcaciginin durgun-kiitle enerjisidir. Benzer sekilde zitterbewegung
hareketinin ikinci uyarilmig durumu, z* teriminin katsays1, spin-3/2 par¢aciginin hareket
denklemidir. Ugiincii uyarilmis durum spin-2 parcaciginin hareket denklemidir ve diger
uyarilmis durumlar daha yiiksek dereceden spinli pargaciklarin hareket denklemlerini
tiretmektedir (Barut 1990).

3.2. Planck Olcegi ve Minimum Ol¢ek

Evrenin baslangicindan giiniimiize kadar sayisal degerlerinin degismedigi varsa-
yilan evrensel sabitler sunlardir (Hossenfelder 2013): A Planck sabiti, c 15181n bosluktaki
hizi, Gy Newton sabiti, kp Boltzmann sabiti, e elektriksel yiik, 1/a = 4mweghic/ e? ince
yap1 sabiti ve dolayisiyla boslugun elektriksel gecirgenligi €, ve manyetik gecirgenligi 1.
Planck’1n diisiincesine gore evrensel sabitlerden herhangi bir fiziksel nicelik tiiretilebilir.
Bu niceliklerin Tablo (3.1) ile verilen sayisal degerleri Planck 6lcegidir.

Atomalt: 6lcek, Planck olgeginden oldukca uzaktir. Ornegin GeV mertebesinde

rezonans genisligine sahip bir atomalti parcacigin yaridmrii atto saniyenin on milyonda

Tablo 3.1. Planck 6lcegi (Hossenfelder 2013)

Fiziksel Nicelikler Planck Sabitleri Deger

Kiitle Mp = \/% 1.22 x 108eV/c2
Zaman tp =tz 5.39 x 1075
Acisal frekans wp = 7= 1.85 x 10%rad.Hz
Uzunluk lp = 3= 1.62 x 10~%m
Sicaklik Tp = £ 1.42 x 102K
Magneton pp = 1o 4.85 x 107%eV/T
Manyetik alan siddeti | Bp = 5—11; 2.52 x 10°4T
Kuvvet Fp =22 =ecBp | 121 x 104N
Elektrik alan siddeti | Ep = £2 7.55 x 102N /C
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biri mertebesindedir ve durgun-kiitle enerjisi kabaca TeV mertebesindedir. Ote yandan
v=1/ \/m Lorentz ¢arpaninin en yiiksek degeri evrende olusan ilk maddeden gii-
niimiize ulagan fotonlarin kirmiza kayma ¢arpam degeri 2 ~ 1+ ~ 10® mertebesindedir
(Padmanabhan ve Finkbeiner 2005; Madhavacheril vd. 2014). Zaman-konum uzayini olus-
turdugu diisiiniilen 6lii fotonlarin zitterbewegung frekansiyla titrestigi varsayilirsa enerji
olgegi yine 2yMc?> ~ GeV mertebesindedir. Bu nedenle Planck 6lcegi bir sekilde test
edilebilir bir dl¢ege, bir minimum 06lcege yaklastirilmalidir. Boylece bir minimum 6lce-
gin noktanin kuantum elektrodinamigine etkisinin incelenmesi sonucunda elde edilecek

formiilasyonlar deney veya gozlemsel verilerle test edilebilir.

3.2.1. Minimum o6lcekte kesikli zaman yorumu ve entropi

Bir minimum 06l¢ekte, kesikli zaman varsayiminin genellestirilmis belirsizlik ilke-
sini tiirettigi Fadel ve Maggiore (2022) tarafindan gosterilmistir. Buna gore evrendeki en
diizenli temel yapinin sifir entropiye sahip olmasina noktasal pargacik taniminin yol actigi
diistiniilebilir. Bir minimum 6l¢ek varsayimi altinda, sonlu bir entropi ortaya ¢ikmaktadir.
Zamanm siirekli tireten H 3 Hamiltonyeni ve kesikli iireten /7 Hamiltonyeni olsun. Zamanin

Y = et/ 57 fonksiyonu icin Hamiltonyenlerin 6z degerleri

. d
Hyp = ihotp = €4,

. Wt +iV2Bh) = (T —iy2Bh) 1 _
Hip = ihAw) = i NG = 73 sinh(\/28E) = Ey,

seklinde elde edilebilir. Burada 8 = 3,/(Mpc?)* = B,/(kgTp)? minimum dlcegi tanim-
layan pozitif gercel bir parametredir. Ayrica kesikli zamanin entropiyle iligkisini kurmak

icin Wick donmesi yapilmistir.
Test edilen zaman siirekli oldugu i¢in iireteci olan gercek enerjiye minimum olge-

gin etkisi

S:

\/12_6 arcsinh \/26E ~ E (1 — %BE2>

seklinde veya tersten gidilirse

1
sinh \/28€ ~ & (1 + 5552)

E =

1
V2p
bi¢iminde hesaplanabilir. Burada S€% < 1 yaklagiklig1 yapilmustir. Ciinkii, herhangi bir

elementer yapinin enerjisi Planck enerjisine gore ¢ok daha kiigiiktiir. 5 = 0 i¢cin noktanin

enerjisi elde edilir: £ = F.
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Minimum 6l¢ekte noktasal olmayan bir elementer yapinin boliisiim fonksiyonu,

B =28 = +/2B,/(ksTp) tanimlamast ile birlikte

-1
~ B N _ 1-
7 =P = (56 +\V1+ 5262> ~1—fe+ §B262

bigiminde yazilabilir. Bu ifade kullanilarak ortalama i¢ enerji i = —d; In Z ve 1s1 s1as1

C=-— 32851/{ sirastyla su sekilde hesaplanabilir:

B € N 1.2, B BES 333
u——~2~€(1—§ﬁ€>, C—WNBG
\/1+ [ € <1+562>

Bununla birlikte, serbest enerji & = —Bil InZ ve entropi § = —@285}" su sekilde

hesaplanabilir:
.F:%ln (Be—i—\/l—i—BQez) %e<1—é3262) =¢,
~ 1-3 4

Minimum ol¢ekte, zamani siirekli iireten /{3 Hamiltonyeninin 6z degeri olan £ gergek
enerjisinin ortalama i¢ enerjiye degil serbest enerjiye denk oldugu goriilmektedir. Mini-
mum Ol¢ekte noktasal olmayan serbest bir yapinin sonlu bir 1s1 sigas1 ve entropisi vardir.
B = 01i¢in noktanin ortalama i¢ enerjisi ile serbest enerjisi birbirine esittir: I/ = F. Ayrica,

181 s18ast ile entropisi sifirdir: C = S = 0.

3.2.2. Minimum o6l¢ekte grup hizi

Minimum 6l¢egin grup hizina etkisi Fadel ve Maggiore (2022) tarafindan incelen-

mistir. Buna gore noktasal serbest parcacigin enerjisi
e=VP2+ M?
ile siirekli zamanin iireteci olan /{3 Hamiltonyeninin 6z degeri arasinda

&= %arcsinh(ﬁe)

iligkisi vardir. Grup hizim1 hesaplamak icin Heisenberg hareket denklemleri kullanilabilir:

A=il€ Al (0rA=0).

15
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Burada A, agikca zamanin fonksiyonu olmayan herhangi bir operatordiir. Boyutsuz konu-

mun zamanla degisimi momentum uzayinda

biciminde hesaplanirsa, grup hizi su sekilde bulunur:

. 1 P,
Qi = T

V14 p%€ €
Minimum 6l¢ekte elementer yapilar icin Se < 1 yaklagimi yapilsa da kompozit sis-

temler igin kolaylikla B¢ > 1 olabilir. Bu durumda V,, = 1/(Q;)? grup hizinin biiyiikliigii

sifira gitmektedir:

[1- M2/ 1

Enerjinin Planck-6tesi oldugu durumda, sifir hiza ulasilmasi fiziksel olarak tutarsizdir.
Bu sorunu ¢ozebilmek i¢in minimum o6lgekte bile grup hizlarinin, 8 = 0 durumundaki

bicimiyle ayn1 kalmasi kisitlamasi getirilir. Bunun i¢in konum operatoriiniin

Qi =1[0;

biciminde modifiye edilmesi gerekir. Burada f = \/1 + 3*¢2 deformasyon fonksiyonudur
ve elementer yapilar icin 32M? < 1 almabilir. Bu durumda f = /1 + 3*°P2 ~ 1 +
3* P2 /2 bicimindeki Kempf vd. (1995) tarafindan ispatsiz kabul edilen sonuca ulagilir.

3.2.3. Minimum o6lcekte Heisenberg belirsizlik ilkesi ve minimum uzunluk: Genel-
lestirilmis belirsizlik ilkesi

Minimum 0l¢ekte kesikli zaman varsayimi ve standart grup hizi kisitlamasi, sonlu
entropiye sahip noktasal olmayan bir parcacik tanimina yol agmistir. Bununla birlikte

konum operatorii deformasyona ugradigi i¢in parcacik kuantizasyonu da
[Qi, P;] = ifdy
biciminde deforme olur. Buna bagl olarak Heisenberg belirsizlik ilkesi

AQUAP; 2 | 3010 P| = 5 113 = 5 VIF B @085 % 501+ 5o ()b

N | —
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biciminde modifiye olur. HUP un bu sekilde modifiye olmus hali genellestirilmis belir-
sizlik ilkesidir (GUP). Burada 8 = \/ﬂ esitligi Kempf vd. (1995) tarafindan yapilan
calisma ile notasyon uyumu saglamistir. Ayrica, deformasyon fonksiyonundaki beklenen
deger hesaplanirken binom serisi ile 6z fonksiyonlarin tamlik bagintisindan faydalanilmis-
tir.

GUP’un bir minimum uzunluk verip vermedigini incelemek icin belirsizliklerde

(AQ)? ~ (Q?) yaklagimi kullanilabilir. Kompozit sistemler i¢in

1 /1+28,M? R
QZE\/%+2BO, =2~ Bo (P — o)

biciminde bir minimum uzunluk elde edilmektedir. Ancak minimum 06l¢ek parametresi
igin bir iist siir getirilemez. Ote yandan elementer bir yapi icin
1

>
Q%2P

(1+B8yP?) (Be< 1)

ifadesi analitik olarak incelenirse,

Q| o, &9

- <l >0
ap|, ¢ ar|,

ifadesinden Py = 1/4/0, noktasinda Q) = Ry/lp = 1/, minimumu elde edilebilmek-
tedir. Buna gére minimum 0olcek sabiti pozitif gercel bir say1 olmak zorundadir ve sifir
oldugunda HUP tekrar elde edilir. Ornegin atto metre mertebesi bir minimum uzunluk

olarak kabul edilirse,

Ry 2 v/Bolp

esitsizliginden minimum 6lgek sabiti en ¢ok 3, < 10** mertebesinde olabilir. Kabul
edilen olgek Planck dlgegine yaklastik¢ca en basta yapilan e < 1 yaklagimi gecersiz hale
gelmeye baglar. Bu durumda GUP’un genel ifadesi kullanilmalidir (Fadel ve Maggiore
2022).
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4. BULGULAR

4.1. Yiiksek Spinli Serbest Parcaciklarin Kiitle-Kabuk Bagintilar

Serbest Dirac denklemi

Vpatp = =My
(io3po + oipi)p = —iM

spin agisal momentum S=4¢ /2 ile su sekilde yazilabilir:

M
(_@SzE + Szpz) |Sms> = _% |Sms> .

Sy = S, £ 1S, dairesel spin operatorleri (Griffiths ve Schroeter 2018) kullanilirsa yukari-
daki denklem su hale gelir:

' M
(SZE + % [Sip_ + S_p+]) |sms) = 5 |smy)

Bu denklem s spinli bir par¢acigin 241 boyutlu uzay-zaman zeminlerindeki mys = —s, —s+

1,...,s — 1, s 6zdegerleri iizerinden davranisini incelemek icin kullanilabilir. Bunun i¢in

S, |sms) = mg|sms) ,
S?% |smy) = s(s 4 1) |sms) ,
Sy |smg) = \/s(s + 1) —mg(ms £ 1) [sm, £ 1),

ile verilen spin operatorlerinin 6z degerleri yeterlidir.

s=1/2i¢inm; = —%, % durumlarinin denklemleri
E M\ 11 ipy 11
Z o) 2y 2 2y =
(2 2 ) 2 2> * 2 2 2> ’
E MY 1 1 ip— 11
S N e T sl i G
( 2 2 ) 2 2> * 2 2 2> ’
seklinde elde edilir. Durgun cergcevede %%) durumunun enerjisi £ = M ve |% — %) duru-
munun enerjisi £ = — M dir. Lineer denklem sisteminin katsayilar determinant1 parcaci-

gin kiitle-kabuk bagintisini verir:
E? =p* + M*.
Burada p_py = p.p_ = p? olur.
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s = li¢cin mgy = —1,0, 1 durumlarinin denklemleri

2 2
(—%)HO) zfp_m) 2\/§p+

(E M) 1) + Z‘[p*uo)_o

E M _
(-5- %) n-u+ 22 =0
seklinde elde edilir. Durgun cercevede |11) durumunun enerjisi £ = M/2, |10) duru-
munun enerjisi £ = 0 ve |1 — 1) durumunun enerjisi £ = —M/2’dir. Lineer denklem

sisteminin katsayilar determinant1 parcacigin kiitle-kabuk bagintisini verir:
E*=p>+ M?*/4 (M #0).

Burada M, spin-1 parcacigimn kiitlesidir ve agik¢a M,,s enerjisiyle siki bagh iki Dirac
parcacigindan olusmaktadir: M, = 2Mp + Mg .
s =3/2iginms; = —3/2,—1/2,1/2,3/2 durumlarinin denklemleri sunlardir:

(3E M> > iV3py 31> '

2 2 22 2 22 ’

(E M)| > iV/3p- 33>+2\/_p+| L

2 2 )22 2 22 2 2 2 ’
E M\ 3 iWAp_ 31, iv3py 3 3,
(‘5‘7)'5‘5” SENCTUREET R T
3B M\ 3 3 iv3p. 3 1.
(‘7‘7)'5‘5” 7 137370

Durgun cercevede §§> durumunun enerjisi £ = M/3, %%> durumunun enerjisi £ = M,

% — —> durumunun enerjisi £ = —M ve | ) durumunun enerjisi £ = —M/3°dir.

Lineer denklem sisteminin katsayilar determinant1 par¢acigin kiitle-kabuk bagintisini verir:

M2

E12:272_|_]\4'27 E2:p2+?
Burada M, spin-3/2 pargaci@inin kiitlesidir ve spin-1 kadar siki bagh olmayan ii¢ Dirac
parcacigindan olugmaktadir: M3/, = 3Mp + My, . Clinkii, ayn1 zamanda spin-1/2 parca-
ciginin kiitle-kabuk bagintisin1 da icermektedir. Siddetli bir dig alanda bu sistemin bir spin

kuantum durumlarinda bozunma beklenebilir.
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s =2i¢cin mgs = —2, —1,0, 1, 2 durumlarinin denklemleri sunlardir:

Z\/_p+

(2E - %) 122) + 121) = 0,

(E - %) 121) + pr_ 122) + pr+ 120) = 0,
(—%) 120) + “fp‘ 121) + “/_p+ 2-1) =0,
(

M -
_E_T) 2 1) + “/—p 120) + “/_p* 2-2) =0,
M
(—2E—7) 12— 2) + “/_p 2 1) =0.
Durgun ¢ergevede |22) ) durumunun enerjisi £ = M/2,
|20) durumunun enerjisi £ = 0, |2 — 1) durumunun enerjisi £ = —M/2 ve |2 —2)
durumunun enerjisi £ = —M /4’tiir. Lineer denklem sisteminin katsayilar determinanti

parcacigin kiitle-kabuk bagintisini verir:
M?> M?
EP=p+—, E’= —, (M#£0).
Pt =P+ 15 (M#0)
Burada M, spin-2 parcacigimin kiitlesidir ve spin-1 kadar siki baglh olmayan dort Dirac
parcacigindan My = 4Mp + My,s veya iki siki bagl spin-1 par¢acigindan olugmaktadir:
My = 2M; + My, . Dolayisiyla, s = 3/2 pargaciina benzer sekilde s = 2 pargacigida

bir dis alana maruz birakildiginda spin kuantum durumlarinda bozunma beklenebilir.

4.2. Kuantum Gravite Altinda Spinsiz ve Spinli Osilatorler
4.2.1. Landau osilatorii

Sabit manyetik alanda yiiklii bir parcacik bir osilatordiir ve kuantize edildiginde
enerji seviyeleri verir. Spinsiz ve spinli parcaciklarin nasil kuantumlandigini gérebilmek
icin Oncelikle geometrik nicelikler hesaplanmalidir. 2+1 boyutlu statik ve simetrik uzay-

zaman zemini
—ds® = —dt* + dr* + r2d¢*
olarak ele alinirsa metrik ve metrigin tersi sunlardir:

Guv = diag(_la 1>T2)7 V—g=T,
g" = diag(—1,1,1/r%).
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Buna gore afin baglantilar
1
Iy=-r, If=-=
22 T 127
seklinde ve triad ile tersi

ap = diag(—1,1,7),
e = diag(—1,1,1/r),

seklinde hesaplanabilir. Bunlar1 kullanarak Ricci donme katsayisi
wajg = 1

biciminde elde edilir. Egri uzay-zaman zeminlerindeki Dirac tabanlar1 ise
ol =12S5,, ot=2S, o= ;Sy,

seklinde yazilabilir. Burada yiiksek spinli temel parcaciklarin da enerji seviyeleri incele-
necegi icin S=¢ /2 spin ag1sal momentumu kullanilmistir. Bununla birlikte 2+1 boyutlu

uzay-zamanda S = % [v2,~4°] spin ag1sal momentum tensdr operatdriiniin bilesenleri
0i _ . ij _
ST =iegS;, SV = €ijiSk

seklinde boost sektdre ve uzaysal sektore ayristirilabilir. Buna gore I'), = %wabﬁSab spin

baglant1 katsayisi
[y = =15,

seklinde hesaplanir. Spin baglanti skaleri ise su sekilde elde edilir:
I' =+"T, = %SySZ.

Sabit manyetik alani (B) iireten diiz uzay-zamandaki ayar potansiyeli A, = (0,0, Br/2)

egri uzay-zamanda

A, = (0,0, Br?/2),
A* =(0,0,B/2),
A=EA, =~,AE=5,Br,
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biciminde yazilabilir.

4.2.1.1. Landau osilatorii potansiyelinde spinsiz parcacigin modifiye enerji 6zdeger

denklemi

Elektromanyetik alanla etkilesen skaler bir pargcacigin egri uzay-zamanda Klein-

Gordon denklemi

{ j__gaﬂ (V=90,) — 2iA*d, — P A* A, — M2} U=0, (V,A"=0)

seklinde yazilabilir. Bu denklem ¥ = e¢~*%)) kararli durum dalga fonksiyonu ve B sabit

manyetik alani i¢in
9 9 &n 8; . 2 2.2 2
E*40) + — + 5 F2iMw|0y — MPlw[r® o o = MY

bi¢iminde yazilabilir. Burada w = ¢B/(2M). Ayrica F isaretlemesinde eksi isareti
q = -+e durumunu ve art1 isareti ¢ = —e durumunu temsil etmektedir. Denklemde
Q = r\/M|w| degisken degisimi kullanilirsa

2
{E2—M|w| [Q2—a§2—a—Q——¢i2¢a¢]}¢:M2¢

ve dairesel kuantum say1 operatorleri kullanilirsa

AN, + 2
EQ—M|w|( -+ }|ﬂ>:M2 uy
4Nr+2 nr n?”

elde edilir. Burada ket i¢inde bolme islemi yoktur. Sol ve sag dairesel durumlarin ketleri

birlikte yazilmigtir:

Denklemlerde iist satirdaki operatorler sol dairesel ket lizerinde ve alt satirdaki operatdrler
sag dairesel ket iizerinde islem yaparlar. Buna gore enerji 6zdeger denklemleri su sekilde

elde edilir:

q=+e: E}=M?+4M|w|(n +1/2),
q=—e: E?=M?*+4M|w|(n, +1/2).
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£ minimum olceginde E kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve

gercek enerji € siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Gergek enerjiye basitce

1

25

ile gecilir. Buna gore modifiye 6zdeger denklemleri su sekilde elde edilir:

E sinh(y/28e) = e + Be®, (B — B/3)

q=-+e: & +2Bef = M?* +4AM|w|(n; +1/2),
q=—e: &2+2Bet=M*+4AM|w|(n, +1/2).

4.2.1.2. Landau osilatorii potansiyelinde spinli parcaciklarin denklemleri

Dirac denklemi
(10, + T —iqA)¥ = MV
Landau osilatorii potansiyelinde
{SZE — % + 50, + Sy (M == iM|w|7’) } U = 0.

biciminde yazilabilir. Burada F isaretlemesinde eksi isareti ¢ = +e durumunu ve arti
isareti ¢ = —e durumunu temsil etmektedir. Denklemi cebirsel olarak ¢6zmek icin Sy =

Sy £ 1.5, dairesel spin operatdrleri kullanilip,

M 1 —10y —
{SZE S s (ar § Ty lelr)

+%S (&—i— w :FM]w]r) }\If =0,

kartezyen koordinatlara i¢ uzayda U = I + 2w, S® = I 4 i0S, donmesi ve dis uzayda

Aoy = 1,y + wap donmesi yapilarak gegilebilir. Burada
[Siv Sz] = :FSia [527 Sz] =0
cebirleri ile i¢ uzaydaki doniisiim

U(r,9)SeU(r,¢) = U(w,y)U 'Sl (x,y) = U (Si + g[Sk, S.]) ¥ = VT 5,0
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ve dis uzaydaki doniistimler

i,

eTio <8,, T —) =05, 7 =X.
r

ile birlikte kullanilirsa denklem su sekilde yazilabilir:

M
{SZE -5+ %& (0_ F M|w|X_)

1
+ 55 (0 £ Mw|X,) }xy = 0.

Q = r/M|w| degisken degisimi yapildiktan sonra dairesel yaratma-yoketme operatorle-
rinin (Cohen-Tannoudji vd. 1986)

Qi =A+Al, 0,=A—Al,
Q-=A+Al, o_=A -4,

tanimlar1 kullanilirsa denklem su hale gelir:

_Af ]
S+ t + S_ +Ar }\Ij = 0
+A, +A;

Bu denklem s spinli parcacigin ms; = —s, —s+1,...,s — 1, s 6zdegerleri i¢in

M

ny
U= [smg) @ |—)
Ny
spindriinde sol dairesel kuantum sayisi
n; = (nl,nl—i—l,...,nl —|—28)
aralifinda ve sag dairesel kuantum sayisi

n. = (n,+2s,....,n.+1,n,)

araliginda olmak iizere yaratma-yoketme operatorlerinin 6zdegerleri

Al ) = /g + 1AL gy + 1)

Al,r ’nl,r> = \/nl,v'Azrm |nl,r - 1> )
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ile spin operatoriiniin

S?%|smy) = s(s+ 1) [sms), S2|sms) = my|sm,),

Sy |smg) = \/s(s + 1) — mg(ms £ 1) |smy 1),

ozdegerleri ile ¢oziilebilir. Dairesel kuantum say1 operatorlerinin 6zfonksiyonu |n;,.) =
Cn(AlT’T)"lvre*QQ/ ? oldugundan n;, > 0’dir ve bag kuantum sayisi ile yoriingesel agisal

momentum kuantum sayisi cinsinden su sekildedir (Cohen-Tannoudji vd. 1986):

n, = —(n+m),

n = =(n—m).

Boylece bas kuantum sayis1 operatoriic N = N, + N; ve yoriingesel acisal momentum
operatorii L, = —i0, = N, — N;'dir. Ancak, Landau osilatorii potansiyelinde sol dairesel
ile sag dairesel durumlar ciftlenmemistir. Ciftlenme durumunun gerceklesmesi icin topo-
lojik osilator potansiyeli veya mekanik osilator potansiyeli gibi bagka bir dis alana ihtiyac

vardir.

4.2.1.3. Landau osilatorii potansiyelinde s=1/2 spinli parcacigin modifiye enerji
ozdeger denklemi

s = 1/2 igin hareket denklemleri sunlardir:

1 I11n+1 +vm+1Y),1 1
=B M=)+ | V) 55— =0,
2/ M|w| 22 n, —/n,+1) 2 2n,+1

1 1 1 —V 1Y 11 1
— — _[-E-M]|=-= n )+ n; + |__le+ ) =0
2/ M|w| 2 2n,+1 +v/n,+1) 22 n,

Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi olusturulup determinanti hesaplanirsa enerji

0zdeger denklemleri sunlardir:

q=-+e: FE} =M+ 4w|M(n +1),
q=—e: E?>=M*+4w/Mn, +1). (4.1)

£ minimum o6l¢eginde £ kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve gercek

enerji € siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Ger¢ek enerjiye basitce

1

E
V2B

sinh(y/26¢) = ¢ + 8%, (B — B/3)
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ile gecilir. Buna gore modifiye 6zdeger denklemleri sunlardir:

q=-+e: & +2Be}f =M+ 4w/M(n, + 1),
q=—e: &2+2Ber =M+ 4lw|M(n, +1). (4.2)

4.2.1.4. Landau osilatorii potansiyelinde s=1 spinli parcacigin modifiye enerji 6zde-

ger denklemi

s = 1 spinli par¢acik i¢in hareket denklemleri sunlardir:

1 M 2 NI, |
—[E——] R VY e N M gy}
N 2 V¥ 1) 1

T

1 M 1 —V/ 2 2
[_ } |10nz+ V) n; + |11nz—|— >
+\/TL7~+1 ny

+\/§<i”"l+1) -1y =y,

n, + 2 N, + 2

- - - =0,
vV Mlw| 2 My + 2 NI, ST

Denklem sisteminin katsayilar determinanti enerji 6zdeger denklemlerini su sekilde verir:

! {—E—M}\l—l i >+\/§<_m)|m”’+1

2

M
q=+e: E}= -t AE)|w| + 4|lw|M (n + 3/2),
2

q=—e: E’= -~ 4B, |w| + 4|w|M (n, + 3/2). (4.3)

£ minimum o6l¢eginde £ kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve gercek

enerji € siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Ger¢ek enerjiye basitce
1
E = ——sinh(y/2Be) = e+ B2, (B — B/3)
V2p
ile gecilir. Buna gore modifiye 6zdeger denklemleri sunlardir:
M2
q=-+e: & +2Be} = e + 4|w|M(n, + 3/2),

M2
q=—e: & +2Be= -+ 4lw|M(n, +3/2). (4.4)
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4.2.1.5. Landau osilatorii potansiyelinde s=3/2 spinli parcacigin modifiye enerji

ozdeger denklemi

s = 3/2 spinli pargacik i¢in hareket denklemleri sunlardir:

1 33n;+3 +vny+3\ 31n +2
= BE - Mo VB Y L D B ) =0
2/ M |w| 22 n, —v/n,+1) 22n,+1

1 31n;+2 —v/n+3\ 33n,+3
(B M55 o) 4 VE VT SR
2 M|W| 22nr+1 + nr+1 22 ny

+vy+2\ 3 1In+1
+2 : |___nl >:07
— nr+2 2 2”r+2
1 3 1n+1 -/ +2\ 31n+2
———[-E-M||; -5 ) +2 155 )
2/ M |w| 2 2n.+2 +v/n, +2/) 22n, +1
v/ 1Y\ 3 3
+\/§ +v/n; + 9 9 n; >:0,
—v/n.+3/) 2 2n,+3

1 3 3 -/ +1\ 3 1n+1
———— [-3E - M] |z — = i >—|—\/§ : !———nl )=0
2\/M|Cd| 2 27%,«—}‘3 —i—vnr+3 2 2nr+2

Yine bu denklem sisteminin katsayilar determinanti hesaplanirsa enerji 6zdeger denklemi

bu kez dordiincii dereceden polinom olarak bulunur:
E'+ a3E® + asE* + a1 E + a9 = 0. (4.5)

Burada katsayilar sunlardir:

M4 40 3 2 2 2
ay = 32M*|w|/3,

ag = —8M|w|(n; +2) — 10M?/9

CL3:0,
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ve

M* 40, 2 12 2
q=—e: GOZT‘F?M |w|(n, +2) + 16M*|w|* [1 + (n, + 2)7]
a; = —32M*?|w]|/3,
ag = —8M|wl|(n, +2) — 10M?)9,

as = 0.
£ minimum 6l¢eginde F kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve gergek
enerji € siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Ger¢ek enerjiye basitce

1
V28

ile gecilir. Buna gore altinci dereceden modifiye enerji 6zdeger denklemi su sekildedir:

E sinh(\/28e) = e + 8 (8 — 53/3)

e* + 488 + a3 (e® + 3B€%) + az(e? +2Be*) + ai(e + Be®) + ag = 0. (4.6)

4.2.1.6. Landau osilatorii potansiyelinde s=2 spinli parcacigin modifiye enerji 6zde-
ger denklemi

s = 2 spinli par¢acik icin hareket denklemleri sunlardir:

1 M 4 Vv +4
_[2E__] ’22m+ )49 +/1y + ‘21n,+3>20’
V M|w| 2 —n +1 ny +1

T

1 M 3 /T4 4
[E——] 1 2y o [TV gyt A
M|w| 2 n, + 1 +ny + 1 n,
T3 2
V6 [TV ) 0ty
—\/n[+2 nr+2
1 |:_M:|| nl+2>+ —v/ny+ 3 nl—|—3>
M|W| 2 nr+2 +\/7’Ll+2 nr_l'l
+v/ng + 2 +1
+V6 T -1y =,
T3 13
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1 M 1 —/ny +2 2
_E__} 212y e TV 0l
M|W| 2 nr+3 —1—\/711—1—3 nr+2
v/ 1

9 +vny + ‘2_2 n; >:O,
14 n, +4
1 M —/ 1 1

. —2E——] 22 ypo[ VT oL
VM|l 2 ny + 4 +Vm +4 n, +3

Lineer denklem sisteminin katsayilar determinant1 hesaplanarak dordiincii dereceden enerji

0zdeger denklemi elde edilir:

E* 4+ a3E® + auE* + a1 E + ag = 0. 4.7)

Burada katsayilar sunlardir:

q=—+e:

Ve

M4 D 3 2 2 1 2
G0 = %o e M lw|(n; +5/2) + M*|w]| + (n +5/2)%|,
a; = 48 M |w|?(ny + 5/2) + 21 M?|w| /4,

ag = —8M|w|(n; +5/2) — 5M?*/16,

az = —12|w|,
M* 5 31
agza%— —M3w|(n, +5/2) + M?|w|? 3 + (n, +5/2)

ay = —48M|w|*(n, +5/2) — 21 M?|w]| /4,
ag = —8M|wl|(n, +5/2) — 5M?*/16,

as = 12|W|

£ minimum 6l¢eginde F kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve gercek

enerji ¢ stirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Gergek enerjiye basitge

B =

1
V2B

sinh(y/28¢) =< + B° (8 — f/3)

ile gecilir. Buna gore altinci dereceden modifiye enerji 6zdeger denklemi su sekildedir:

et + 465 + as(® + 3B%) + ag(e? +2Be) + ai(e + Be) +ag = 0. (4.8)
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4.2.2. Mekanik osilator

Izotropik w > 0 frekansh iki boyutlu mekanik osilatériin non-relativistik Hamil-

tonyeni
OMH = p? + M*w?r?

kuantum say1 operatoriinii inga etme yontemi kullanilarak su sekilde yazilabilir:
2M (H + w/2) = 0;;(pi — iMwx;)(p; + iMwzx;),

ve [x;, p;] = i6,; kanonik kuantizasyon ile momentumun p; = —i0; operatdr temsili, nabla

operatoriiniin

biciminde yazilmasina izin verir. Spinsiz ve spinli kuantum pargaciklarinin mekanik osi-
lator potansiyelinde nasil kuantumlandi8: statik ve simetrik 2 + 1 boyutlu uzay-zaman

zeminlerinde incelenebilir.

4.2.2.1. Mekanik osilator potansiyelinde spinsiz parcacigin modifiye enerji 6zdeger
denklemi

Mekanik osilator potansiyelindeki skaler bir parcacigin egri uzay-zamanda Klein-

Gordon denklemi

{\/1__98“ (vV—=90,) — M2} U =0,

1
{gooﬁf + 97(& + Mwr)[r(0, — Mwr)] + g*8; — M2} U =0,

U = e~ Py kararl durum dalga fonksiyonu igin sudur:
2

o, 0
{E2 +2+ L+ =2+ 2Mw — M2|w|2r2} = M.
r T

Denklemi cebirsel olarak ¢ozmek icin () = rv Mw degisimi kullanilir ve L, = —i0,

yoriingesel agisal momentumu eklenip ¢ikarilabilir:
2 2 e 8; : 2
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Burada + isaretlerinde art1 isaret sag dairesel ve eksi isaret sol dairesel kuantum say1

operatorii tanimlanmasina izin verir:

EQ_MW<4NZ+2+2LZ—2 } E>—M2 ﬂ)
4N, +2 — 2L, —2 n, ng'’

N+ L.J2
E2—4Mw( v+ Le/ }|E>:M2|E>.
N'I'_LZ/2 nr /n/T-

Bag kuantum say1 operatorii ve acisal momentum operatorii cinsinden sol dairesel say1
operatoriinin N, = (N — L,)/2 ve sag dairesel say1 operatoriiniin N, = (N + L,)/2
tanimlariyla birlikte denklem su hale gelir:

{E® = 2MwN} |nm) = M? |nm) .
Enerji 6zdeger denklemi su sekildedir:
E? = M* + 2Muwn.

Ancak, osilatoriin taban durum enerjisi sifirdir. Bunun nedeni mekanik osilatoriin momen-
tumu degistirilirken non-relativistik Hamiltonyeni de 2M ( H,,,. +w/2) bigiminde degismig

olmasidir. Dolayisiyla £? ifadesi £? + 2Mw’dir ve enerji 6zdeger denklemi sudur:

E? = M? +2Mw(n + 1),
Et—M=E, =wn+1).

Topolojik osilator ve Landau osilatoriiniin aksine mekanik osilator potansiyelindeki spinsiz
parcacik sadece sag dairesel veya sadece sol dairesel durumlardan olusan tek kuantum

fazina sahip degildir. Mekanik osilatorde her iki faz vardir:
E? = M? +2Mw(n; +1/2 +n, +1/2),

ve izotropik oldugu i¢in enerjide sag ve sol faz arasinda asimetri yoktur.
£ minimum Olceginde E kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve

gercek enerji € siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Gergek enerjiye basitce

1

E=
V28

sinh(y/28¢) = + B° (8 — f/3)
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ile gecilir. Buna gore modifiye 6zdeger denklemi sudur:
g2 +28e" = M? + 2Mw(n +1).
4.2.2.2. Mekanik osilator potansiyelinde spinli parcaciklarin denklemleri
Mekanik osilator potansiyeli nabla operatoriinde
biciminde iki 6zdegerli (Moshinsky ve Szczepaniak 1989) oldugu i¢in 3 spin-1/2 dénme
grubunun elemanidir. 3 terimi S, ile ortak 6zdegerleri ve 6zvektorleri olan tabandir. Do-

layisiyla dairesel spin operatoriiyle komiitatorii sudur: [Sy, 3] = FS4. Buna gére Dirac
denklemi (Dirac 1928; Fock 1929)

(0, + )Y = MV
mekanik osilator potansiyelinde
(7200 + V(O + Mwaz;B) + T)W = MU
acikca su sekildedir:
{SZE — % + 5.(0, + MwrB) + S, (M) } U =0.

Denklemi cebirsel olarak ¢ozmek icin Sy = S, £ 1.5, dairesel spin operatorleri (Griffiths
ve Schroeter 2018) kullanilip,

1 0, —
{SZE— %—{——SJF <8T—MWT+M)

2 2 T
+%S (ar+Mw+Za¢’T+SZ> }xp—o,

kartezyen koordinatlara i¢ uzayda U = I + 2w, S® = I + i0S, donmesi ve dis uzayda

Aoy = 1, + wap donmesi yapilarak gegilebilir. Burada

[Sia SZ] = :FSjU [527 Sz] = 0
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cebirleri ile i¢ uzaydaki doniigiim
W(T, ¢)Si‘11(7”7 ¢> - W(I7 y)U_IS:I:U\IJ(xv y) - ﬁ (Sﬂ: + Zgb[sﬂz» Sz]) U= ﬁe:':i(z)szl:\lj

ve dis uzaydaki doniistimler

ile birlikte denklem su sekilde yazilabilir:

{SZE — % + %S+ (a, — M(.UX,)

@ = rv Mw degisken degisimi yapildiktan sonra dairesel yaratma-yoketme operatorleri-
nin (Cohen-Tannoudji vd. 1986)

Qr=A+ A, 8, =A4A-A4
Q.=A+ A, o =A—Al

tanimlar1 kullanilirsa denklem su hale gelir:
M f
8.5 — S +VMw [S+(—Al) + S_Al} v =0.

Bu denklem pozitif yiiklii spinli par¢acigin sabit manyetik alandaki hareket denklemiyle
birebir aynidir ve bu nedenle aym1 modifiye 6zdeger denklemine sahiptir. Dolayisiyla
mekanik osilator ile etkilesen spinsiz pargacigin aksine, spinli parcaciklar sol dairesel

kuantumlanirlar. Sag ve sol fazlarin ¢iftlenmesi i¢in bagka bir dig alana daha ihtiyag¢ vardir.

4.2.3. Topolojik kiitleli gravitasyonel osilator: Nutku osilatorii

Nutku (1993) tarafindan, kozmolojik sabit (A) iceren topolojik kiitleli (u) gravi-
tasyonun alan denklemlerinin (DJT) (Deser vd. 1982) u = £3+/—3A kritik degerinde

yalitilmamis donen vakum ¢oziimii verdigi gosterilmistir:
—ds® = — (dt — wr2d9)2 + dr? 4 r2d¢°. 4.9)

Burada w = p/3 olarak tanimlanmigtir. Ayni uzay-zaman zemini Giirses (1994) tarafindan

miikemmel akigkan madde alaninin varli§inda incelenmistir.
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(4.9) uzay-zaman zemininde hareket eden skaler veya spinli parcaciklarinin enerji-
lerinin nasil kuantumlandigini incelemek i¢in dncelikle gerekli olan geometrik nicelikler

hesaplanmalidir. Metrik ve metrigin tersi sunlardir:

G = diag(—l, 177“2 — w2r4), go2 = WTQ, vV—g=T,
g" = diag(w®r®* —1,1,1/r*) ¢"” = w.

Afin baglantilar1 sunlardir:
Y, =w?r, TIi,=—w’r?

[y = —wr, Ty =2wr®—r,

w 1
Fgl = —, F?z = - —wr
r r

Triad ve tersi sunlardir:

equ = diag(—1,1,7), ep = wr?,

e™ = diag(—1,1,1/r), *=wr.
Ricci donme katsayilart sunlardir:

Wolp = W, Wool = W, Woiz = Wr, waz =1-— wr.
Egri uzay-zamanda Dirac tabanlari sunlardir:

2
o =2iS, +2wrS,, ot=2S,, o*=2=9,
T

Burada yiiksek spinli temel pargaciklara yonelik S=¢ /2 spin agisal momentumu kulla-
milmigtir. Bununla birlikte 2+1 boyutlu uzay-zaman zemininde 5* = 5-[v*, "] spin agisal

momentum tensor operatoriiniin bilesenleri su sekildedir:
SOi = Z'éfgiij, Sij = €ijksk
Buna gore spin baglanti katsayilari ', = w5 sunlardur:

FQ = —inZ,

—

1= —(,USI,

[y = —wrS, —i(1 —w*?)S..
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Spin baglanti skaleri sudur:

N
T =", = —2w(S? — 252) — ?Zsysz.

4.2.3.1. Nutku osilator potansiyelinde spinsiz parcacigin modifiye enerji 6zdeger
denklemi

Klein-Gordon denklemi
1
vV —3g

U = e P4y kararli durum dalga fonksiyonu icin topolojik osilatdr potansiyelinde su
sekildedir:

" (V=90,) ¥ = M*V

o, 03
{E2 + 02 + —+ T—f F 2iE|w|0, — E2|w\2r2} Y = M.

Burada = isaretlemesinde eksi isareti w > 0 durumunu ve art1 isareti w < 0 durumunu
temsil etmektedir. Denklemde () = 7/ E|w| degisimi kullanilirsa

2
{E2—E|w| {Q2—aé—a—Q——¢i2i84}1/J:M2w

ve dairesel kuantum say1 operatorleri kullanilirsa denklem su hale gelir:

4N; + 2
EQ—E|w|< Lt }%:M? Ty
4N, + 2 Ny Ny

ve enerji 0zdeger denklemleri su sekildedir:

w>0: FE}=M*+4E|w|(n +1/2),
w<0: E!=M?+4E,|w|(n, +1/2).

£ minimum o6lgeginde F kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve

gercek enerji € siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Gergek enerjiye basitce

1

E
V2B

sinh(y/20e) = e + B> (B — B/3)
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ile gecilir. Buna gore modifiye 6zdeger denklemleri sunlardir:

w>0: & +28e) = M*+4(e; + Be)) |w|(ny + 1/2),
w<0: & +28e) = M? +4(e, + Bed)|w|(n, + 1/2).

4.2.3.2. Nutku osilator potansiyelinde yiiksek spinli parcaciklarin denklemleri

Dirac denklemi
(0, + D)V =MV

topolojik osilator potansiyelinde su sekildedir:

0y — iS
r

M
{SZE—7$i|w|(52—253)+5x57«+5y ( - :FiE|w|r>}\If:0.

Burada F isaretlemesinde eksi isareti w > 0 durumunu ve art1 isareti w < 0 durumunu
temsil etmektedir. Denklemi cebirsel olarak ¢6zmek i¢in S+ = S, + 45, dairesel spin

operatorleri kullanilip,

M 1 —i0y —
{SZE -5 F i|w](S* — 252) + 55+ (ar + M F E|w|r)

] .
+ 55_ <3T + —28¢;|—Sz F E|w|r> }\IJ =0,

kartezyen koordinatlara i¢ uzayda U = I + %wabS ab — J +40S, donmesi ve dis uzayda

Aab = Ny + wWap dOnmesi yapilarak gecilebilir. Burada
S, 8] = FS8x, [5%,5.]=0
cebirleri ile i¢ uzaydaki doniisiim
U (r, §)S:W(r,¢) = U(z,y)U"' SeUW(x,y) = W (Si + g[Sy, 5.]) U = WeT@5, U

ve dis uzaydaki doniistimler

i,

eTio (GT F —) =05, 7% =X2
r
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ile birlikte denklem su sekilde yazilabilir:

M 1
{SZE -5 T i|w](S* — 25%) + 55+ (0_ F Blw|X_)

+ %5 (9, + Blw|X,) }\p ~0.

Q = r\/F|w| degisken degisimi yapildiktan sonra dairesel yaratma-yoketme operatorleri-

nin

Qe =A+Al, 0,=A4—Al
Q. =A+A, 0 =A —A

tanimlar1 kullanilirsa denklem su hale gelir:

M
{SZE - i|w|(S? — 252) + / E|w]|

—Al +Af
S L+ 5 r
* <+AT) <+Al>

Bu denklem s spinli par¢acigin my, = —s, —s +1,...,s — 1, s 6zdegerleri icin

by —o.

ny
U = |sm,) ® |—
o) 1)
spindriinde sol dairesel kuantum sayisi
n; = (nl,nl—i—l,...,nl —|—2S)
aralifinda ve sag dairesel kuantum sayisi

n, = (ng+2s,...,n,+ 1,n,)

aralifinda olmak iizere yaratma-yoketme operatorlerinin 6zdegerleri

A;T ’nl,r> =Ny +1 ’nl,r + 1> )
Al,r ’nl,r> = /Ny |nl,'r - ]-> )

ile spin operatoriiniin

S%|smyg) = s(s+ 1) [smg), S?|sms) = my|smy) ,

Sy |smg) = \/s(s + 1) — mg(ms £ 1) [sm, 1),

37



BULGULAR C. TEKINCAY

ozdegerleri ile ¢oziilebilir. Dairesel kuantum say1 operatorlerinin 6zfonksiyonu |n;,.) =
C’n(Azr’T)"l’re*Qz/ ? oldugundan n;, > 0’dir ve bag kuantum sayisi ile yoriingesel agisal

momentum kuantum sayisi cinsinden su sekildedir:

1
n, = §(n +m),

1(n—m)

n, =
Boylece bas kuantum sayis1 operatorii N = N, + N; ve yoriingesel acisal momentum
operatorii L, = —i0y = N, — N, dir. Ancak, topolojik osilator potansiyelinde sol dairesel
ile sag dairesel durumlar ciftlenmemistir. Ciftlenme durumunun gerceklesmesi i¢in bagka

bir dis alana ihtiyag¢ vardir.

4.2.3.3. Nutku osilator potansiyelinde s=1/2 spinli parcacigin modifiye enerji 6zde-

ger denklemi

s = 1/2 igin hareket denklemleri sunlardir:

1 wl| 11n;+1 +vn+1\Y 1 1 n
—[E—M Uh——l + | V)5 -5 =0,
2 E|CU| 2 22 oy - TLT"‘]. 2 2nr+1

1 [_E_M M}ﬁ 1 >+<_m> 11m+1>20

2v/E|w]| 212 2n,+1 ry/nx1)'22 n,

Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi olusturulup determinanti hesaplanirsa enerji

0zdeger denklemleri sunlardir:
2 |w] ’
w>0: Ef= M+7 + 4|w|E(n; + 1),

2
w<0: E?= <]\/[ — %) + 4|w|E-(n, + 1). (4.10)
£ minimum o6l¢eginde F kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve gercek

enerji ¢ siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Gercek enerjiye basitge

1. 5
E:msmh(\/ﬁg):gwg (B — B/3)
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ile gecilir. Buna gore modifiye 6zdeger denklemleri sunlardir:

2
w>0: & +28ef = (M—ir%) + 4|wl(e; + Be}) (ng + 1),

vl

2
_) + 4|w| (e, + BY) (ny + 1). (4.11)

w<0: 6f+2ﬂef:(M 5

4.2.3.4. Nutku osilator potansiyelinde s=1 spinli parcacigin modifiye enerji 6zdeger
denklemi

s = 1 spinli pargacik i¢in hareket denklemleri sunlardir:

1 M 2 Vi +2 1
—{E——} 112y e tvmt oty o,
VEW] 2 n, V1) e+l

\/E’CL)’ nr+1 +\/nr+1 ny

v/ 1
+\/§ —+ nl—l— ’1_1 ng >:0’
/12 Ny + 2

1 M 1 —/ ¥ 2 2
{—?q:mw@ 102+ >+\/§< " )|11”’Jr )

1 M —Vm+1 1
{—E——]y1—1 RN M) oty
VE|w] 2 ny + 2 Ve +2) e+l

Denklem sisteminin katsayilar determinanti enerji 6zdeger denklemlerini su sekilde verir:

2

M
w>0: E}= -t Mw| + 4|w|E/(ng + 3/2),

M2
w<0: E?= T—M!w[—i—él\w\Er(nr—l—B/Z). (4.12)
£ minimum o6l¢eginde £ kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve gercek

enerji € siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Ger¢ek enerjiye basitce

1

E 75 sinh(y/28e) = e + 8® (B — 3/3)
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ile gecilir. Buna gore modifiye 6zdeger denklemleri sunlardir:

M2
w>0: & +28f = v + Mw| + 4lw|(g; + Bed)(ny + 3/2),
2

M
w<0: 2428k = - Mlw| + 4|w|(e, + B (n, +3/2). (4.13)

4.2.3.5. Nutku osilator potansiyelinde s=3/2 spinli parcacigin modifiye enerji 6zde-

ger denklemi

s = 3/2 spinli pargacik i¢in hareket denklemleri sunlardir:

1 3 33 3 v/ 3\, 31 2
—{SE M + |w|} ——&%l—\/g TV nl+> 0,
2,/ E|w| 2 22 n, —v/n, +1 22nr+1

1 13 31 2 —4/ 3\ 33 3
—|{E—M:FM} n; + >+\/§( n; + ) 3 n; + >

E|w 2 §§nr+1 +\/n7~+1 25 ny
P +/ny + 2 §_lnl+1>:0
m+2)'2  2n,+2 ’

1 13 1 1 —/ 2\ 31 2
—|:—E—M:Fﬂ}| n; + >+2 n; + | n; + >
2/Ew] 2 "2 2n,+2 v ¥2)'22n, +1

+\/§ —h/nl—l—l __§ ng > 0
—vn,+3/)'2 2n,+3 ’

1 - 1Y.3 1 1

2 E]w] nr+3 ++/n, + 3 2n, +2

Yine bu denklem sisteminin katsayilar determinanti1 hesaplanirsa enerji 6zdeger denklemi

dordiincii dereceden polinom olarak bulunur:

E* + a3E? 4+ ayE* + a1 FE + ao = 0. 4.14)
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Burada katsayilar sunlardir:

Blw\* (M |w]\?
0: =M+ == - =
w > ag ( + 5 ) <3 5 ,

a1 = 4w|(n +2) (M — M) (% + 11w !)

3 2 3
19w (M 3w\’ 4w\

=1 P ————- (= +— ) - (M+—
as = 16(n; + 2)*|w| 5 (3 + 3 + 5 ;

az = —8|wl|(n; + 2),

veE

o (e ()
o =l +2) (3 +5) (5 )

9wz (M 3w\’ 4w\
=1 N?w|? — /L [ — -0} (- L
as = 16(n, + 2)%|w| 3 ( . - = ,
az = —8|wl|(n, + 2).

£ minimum 6l¢eginde F kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve gercek

enerji ¢ stirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Gergek enerjiye basitge

1
E = ——sinh(y/28s) = e + p* (B — (/3)
V20
ile gecilir. Buna gore altinc1 dereceden modifiye enerji 6zdeger denklemi su sekildedir:

et +4Be8 + as(e® + 3B%) + ag(e? +2Be) + ai(e + Be) +ag = 0. (4.15)

4.2.3.6. Nutku osilatorii potansiyelinde s=2 spinli parcacigin modifiye enerji 6zde-
ger denklemi

s = 2 spinli par¢acik i¢in hareket denklemleri sunlardir:

1

VERI

M
[2E -5 * 2|w|} 22 ) =0,

—vn+1 n, + 1

r

1 1 3
m + >+2<+\/m—+> ot
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3 — 4 4
n + >+2< \/nz—+>|22nz+ )

E|w| nr+1 +\/nl+1 ny
/£ 3 2
V6 [TV ) 0ty
—\/nl+2 nr+2
1 M n;+ 2 —vn;+3 n+3
l——:p6|w|] 120——=) + V6 l 212
Elw| L 2 Ny + 2 +vVm+2) " e+l
Vi t2 1
Ve [TV ey g,
—va¥3) " 3

1 M 1 —Vm +2 2
{—E—gqquq 2 -1 >+x/6< " >y20"le )

VE’("')’ n, +3 +vn + 3 ny + 2
+2 +\/nl+1 |2_2 n; >_O
_Jm T ne+4

VE|w| 2 ny +4 +/ny + 4 ny +3

Lineer denklem sisteminin katsayilar determinanti hesaplanarak dordiincii dereceden enerji

1 M —Vm+1 1
{—2E——i2|w|1\2—2 i >+2< Y >|2—1”ZJr ) =0.

0zdeger denklemi elde edilir:
E* + a3E® + agB* + a1 E + ag = 0. (4.16)

Burada katsayilar sunlardir:

12 M 2 M 2
w>0: &0_(14—%) (7+4|W|) (I—’w’> ,

12|w M M
a1:2]w](nl+5/2) (54‘%) <7+4\w|) (I—|w|> s
as = 16(n; + 5/2)%|w|? — 11|w|? — 2M|w| — 5M? — 48|w|* /M, r

az = —8|w|(n; + 5/2),
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ve

0 e 12|w]\ (M Al 2 ]\/[+’ | 2
w Toag = i 5 w 1 w ,

12w\ (M M
ag = 16(n, +5/2)*|w|* — 11|w|* + 2M|w| — 5M? + 48|w|* /M,

az = —8lw|(n, +5/2).

£ minimum 6l¢eginde F kesikli zaman Hamiltonyeninin enerji 6zdegeridir ve gercek

enerji ¢ siirekli zaman Hamiltonyeninin 6zdegeridir. Gergek enerjiye basitge

1

V28

ile gecilir. Buna gore altinci dereceden modifiye enerji 6zdeger denklemi su sekildedir:

E sinh(y/26e) = e + B* (8 — 8/3)

e? + 465 + as(e® + 3B%) + ax(e? + 2Be*) + ai(e + Bed) + ag = 0. (4.17)

4.3. Karadeliklerin 2+1 Boyuta Iindirgenmis Uzay-zaman Zeminleri Uzerinden Mo-

difiye Hawking Sicakliklarimin Hesaplanmasi

Bir gozlem cercevesine gore statik ve simetrik bir karadeligin metrigi, Hawking
sicakliginin hesaplanmasi amaciyla karadeligin ekvatoral diizlemine, 2+1 boyutlu uzay-
zamana, indirgenebilir:

1

—ds* = —F(r)dt* + G

dr® + K (r)d¢>.

Buna gore metrik tensor ve tersi sunlardir:

1 FK
— K = ——
G’ ) g G
1 1
H = di ——. G, = |.

Triadlar ve tersleri sunlardir:

g = diag (—F,

Vel

1
&, = diag (ﬁ,_ \/?)

1
e ' = diag ( ,
¢ VF
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Karadeligin en dig yaricapinda, » = R olay ufkunda, F'(R) = 0 ve G(R) = 0’dir.

Bu fonksiyonlar Taylor serisine agilirsa

F=(r—=R)f (f=F(R)
G=(r—

standart Hawking sicaklig1 sudur:

7o Sy
H—_—_.
2 A

Burada x = %\/(—goo,rg,lrl)
Kuantum mekaniksel ag¢idan incelenirse, olay ufkundan sonsuzdaki gozlemciye

. p olay ufkunun gravitasyon ivmesidir.

kacan kuantum pargaciginin olasiligi

P+ _ 6—21m(W+)

r=R

ve karadeligin icine diisen parcacigin olasiligi

P = e—QIm(Wf)

r=R
olmak iizere boliistim fonksiyonu ile

_ B
P

— e¢—c1/TH

Z

Hawking sicaklig1 hesaplanabilmektedir:

Er

- 2(ImW, — ImW_)

r=

Ty

Burada 7 kuantum pargaciinin olay ufkundaki toplam enerjisidir ve W (R) kuantum

parcaciginin yari-klasik yoriingesinin olay ufkundaki degeridir.
4.3.1. Kuantum gravite altinda spinsiz kuantum parcaciginin olay ufkundaki tiinel-
lemesi ve modifiye Hawking sicakhgi

Egri uzay-zamanda elektromanyetik alanla etkilesen skaler kuantum pargaciginin

denklemi Klein-Gordon denklemidir:

2
{\/h__gﬁ“ (\/—gﬁu) — 2ihgA*9, — *AF A, — MZ} v =0.
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Burada A, 3-potansiyeldir ve kovaryant tiirevi sifirdir: V, A" = —=0,,(,/=gA*) = 0.

Yari-klasik yaklagim, denklemin /2 — O limitinde incelenmesidir. Buna gore

maln 0, m>n
haf):{ L
(hO,)",m=n

ve 2 + 1 boyutlu metrik ile A, = (=V/(r),0, A4(r)) potansiyeli i¢in yari-klasik KG

denklemi sudur:

{% (ihd, — V)2 — G(—ihd,)? — % (=i, — gAy)? — MQ} v =0,

Bu denklemi 8 = M%°c4 minimum 06l¢eginde modifiye etmek i¢in kesikli zaman jeneratorii
P

0y — A, veya H = ih/\; kesikli zamanin Hamiltonyeni

e\/Q,Be _ 67\/2/85

_ —iet/h __ L : —iet/h
= Nl e = msmh(\/ﬁe)e

bi¢ciminde hesaplanip deformasyon parametresinin 5 < 1 yaklasikliginda,

He—iat/ﬁ

H = Hs + BHg, (8 — B/3),

kiitle-kabuk bagmtis1 H3 ~ E? = p* + M* = —h*0'0; + M? iizerinden

MS
H = Hg[1+ B (—h*0'0; + M?)]

kullanilarak yari-klasik KG denklemi modifiye edilebilir:

{5 (145 (100 0)) = v)’

1
— G(—iho,)? — = (=ihdy - gAg)? — MQ}\IJ = 0.
Burada Hp = ih0; minimum Olgekteki siirekli zamanin jeneratoriidiir ve dzdegeri par-
caci@in olay ufkundaki gercek enerjisini verir: HgW = £W. Olay ufkunun agisal hizi
Qy olmak iizere olay ufku ile birlikte donen gozlemciye gore € = € — j{2 olur. Sonra
T = —&t + W(r) + j¢ KG pargaciginin eylem fonksiyoneli olmak iizere U = e™2(*")/Ty)
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dalga fonksiyonu ile denklem su hale gelir:

[ es(ome o)) -

—GW"? - == qAg)’ — MQ}\I/ =0

Minimum 6l¢ekte pargacigin radyal yoriingesi de deforme olur: W = Wy 4+ gW;. Buna
gore [ < 1 yaklasikligin1 devam ettirerek 5 = (0’dan standart radyal yoriinge

£ = 7 — qAy]
Woe — + dr\/T \/F_G ¢ )
. €T
= i
VIl

bi¢ciminde bulunur. e = & — ¢V = ¢ — jQy — ¢V > 0 kosulu saglanmalidir. Burada
Vi = V(R) olay ufkundaki elektriksel potansiyeldir. Olay ufkunda kuantum pargaciginin
toplam enerjisi pozitiftir. Standart radyal yoriinge kullanilarak 5’nin katsayisindan radyal

yoriingeye diizeltme sudur:

g Ap(2) — qA
Wlii/dpj;G 7444(2) qqs)Q
Vi - Mzwu—qua])
g [M? 42 2j —qAy  2qV'er
=+ — + 2= +4+4qA — .
SR S S I
Dolayistyla GUP altinda KG parcaciginin gercek radyal yoriingesi W = Wog + Wi,
sudur:
. €T g [M? j2 j - (]A¢ ZQV/ST
Wy ==+ 1 — | =+ =+ q4y — .
* m-\/_fg{ +55T[ > Tag T g 7 Lk
Boylece modifiye Hawking sicaklig1 sudur:
Vfg g [M?2 42 27 —qAs  2qV'er -
Te=—=<1 — |—=—+==+qA — .
=4 TP 2 T T e [ e

Hawking sicakhiginin sadece karadelige ait kiitle (M), yiik (Q)), donme (a = J/M), adS
basinci (P = —A/(87)) ve diger karanlik maddeler gibi karakteristik 6zelliklerine bagh
oldugu standart durumun aksine, ger¢cek Hawking sicakliginin parcacikla karadeligin elekt-
riksel etkilesme enerjisine, parcacigin kiitlesine ve enerjisine de bagl oldugu goriilmek-

tedir. Bu kuantum gravitenin 6nemli bir sonucudur. Ancak bu sonucun elde edilmesinde
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kiitle-kabuk bagintisinin rolii vardir. Eger bu kabulden vazgegilirse, H3¥ = &°W # E? U

MS 7’
gercek Hawking sicakli§inin sadece parcaciin enerjisine ve elektriksel etkilesme enerji-

sine bagl oldugu goriiliir:

~ —1 ~
Tg—ﬂ(l—i-ﬁg) %TH<1—B€—3).

4 ET

Her seye ragmen minimum 0l¢egin tiiretilisinden gelen 8 > 0 zorunlulugu gercek Haw-

king sicakliginin standart durumdan daha kiiciik olmas1 gerektigini soyler.

4.3.2. Kuantum gravite altinda yiiksek spinli kuantum parcaciklarin olay ufkun-
daki tiinellemeleri

Elektromanyetik alanla etkilesen s = 1/2 spinli bir kuantum parg¢aciginin egri

uzay-zamandaki denklemi Dirac denklemidir:
{+*(h0, + RI'}, —iqA,) — M} ¥ = 0.
Yari-klasik Dirac denklemi ise sudur:
{7"(h0), — iqAy,) = M} ¥ =0,

ve 2 + 1 metrige gore 7* = diag (iUg/\/FUl\/é, 02/\/E> Dirac tabanlar ile A, =
(—=V(r),0, As(r)) potansiyeli i¢in su sekildedir:

{% (ihd, — qV) + io1 VG (—ihd,) + z\‘/’—% (—ihdy — qAy) — M} U =0.

Bu denklem 2 + 1 uzay-zamana 6zel olarak spin ac¢isal momentum S=¢ /2 kullanilarak

yiiksek spinli temel parcaciklar i¢in genellestirilebilir:

S S, M
—= (ih0; — qV) + 1S,V G(—ihd,) + i—= (—ihdy — qAy) — —}\IJ =0.
{ \/F ( t — 4 ) ( ) \/K ( ¢ — 4 ¢) 9

Bu denklemi # minimum o6l¢geginde modifiye etmek i¢in H = ihA,; kesikli zamanin

Hamiltonyeni

1

H = NoTi sinh(y/26Hj)
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deformasyon parametresinin 3 < 1 yaklagikliginda
H = Hg+ BHj, (8 B/3)

s spinli pargacik igin kiitle-kiitle-kabuk bagntis1 H3 ~ E? = = p* + M? = —1*0°0; + M?

MS
tizerinden

H = Hg 14 (-h*0'0; + M?)]

kullanilarak su sekilde modifiye edilebilir:

M

{5? (Hp [1+ B8 (~120°0; + s*M?)] — qV) —

2
+iS,VG(—ihd,) + i (—ihdy — qAy) }\If = 0.
VK
Burada HgV = £¥’dir.
T = —&t + W(r) + jo¢ spinli bir par¢acigin eylem fonksiyoneli olmak iizere
U = @/ |sm,) spinérii ve S. = S, & iS, dairesel spin operatorleri ile modifiye

denklem su hale gelir:

{5%(& {1+5<GW’2+£+M2)} —qV)—%

1. T, ;T aAs] 1, ;T qA _
+ 2S+ [z\/aW + v } + 25_ [zx/EW Nive |smg) = 0.

Spin operatorlerinin

S, |sms) = mg|smyg) ,

Sy |smg) = \/s(s +1) — my(mg £ 1) |smy £ 1),

Ozdegerleri kullanilarak herhangi bir s spin degeri ve my = —s,—s + 1,...,s — 1,5
0zdegeri icin spinli parcacigin yari-klasik radyal yoriingesi hesaplanabilir. Burada radyal
yoriingeyi W = W, + W, biciminde modifiye etmeden 6nce, lineer denklem sistemini
olusturup katsayilar determinantini hesaplamaya dikkat edilmelidir. Ciinkii, bu islemde sira
degisirse SW W] terimi kaybedilerek sadece S| terimi iizerinden hatali islem yapilir.
Ayrica kiitle-kabuk bagintilar yerlestirilirken M kiitlesinin ilgili spinli parcacigin kiitlesi

oldugu unutulmamalidir. Spinsiz parcacik ile s = 1/2 parg¢aciginin kiitle-kabuk bagntilart
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ayni olmasina ragmen,

E? :p2+M2,

MS

yiiksek spinli parcaciklarin su sekilde olduguna dikkat edilmelidir:

M2
spin-1: Eijs =’ + —,

1
M2
spin-3/2: B =p’+ MP B =pt
, M2 M?
in2: Bl =p+ = Blo=r+ g

Ozellikle s = 3/2 ile s = 2 pargaciklarinin standart radyal ydriingeleride onlarin kiitle-
kabuk bagintilar1 gibi dejenere olacaktir. Dolayisiyla, radyal yoriingenin GUP altinda
diizeltmesi W, hesaplanirken hangi kiitle-kabuk-bagintist kullaniliyorsa, ona iliskin 1

standart radyal yoriinge ¢o6ziimiiniin kullanilmasina dikkat edilmelidir.

4.3.2.1. s=1/2 parcacigimin olusturdugu modifiye Hawking sicaklig

s = 1/2 igin hareket denklemleri sunlardir:

(16— qV+pEE2 . M| 11, 1[. — 1 11
- M— - .- - . o —A [ G
[ 1E—qVHBEE:L . M1 1 1] 1 11
- M— o - - - . - —A [l

Burada E?, = GW" + j?/K + M? yari-Klasik kiitle-kabuk enerjisinin karesidir. Kat-
sayilar matrisi olusturulup determinant hesaplandiktan sonra radyal yoriinge modifiye
edilmelidir: W = W, + SW;. Buna gore < 1 yaklagikligin1 devam ettirerek 5 = 0’dan
standart radyal yoriinge

€2 — F (M2 + L[j—qAy)
I dr\/T ( K[ ¢])

Wot = el

Er

— 4
ZW\/E

TR
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bi¢iminde bulunur. Standart radyal yoriinge kullanilarak £’ nin katsayisindan radyal yoriin-

geye diizeltme sudur:

5 Ap(25 — qA
W&:i/dF\/g;G chp(J Q¢>>2
Vi = F (M2 + L [ - gA]?)
8 [MmE 42 2j—qA¢ 2qV'er
— 4 L A _ .
SR S i s W

Dolayisiyla GUP altinda s = 1/2 pargaci@inin gergek radyal yoriingesi Woe = Wi +
BW1 sudur:

. €T
Wi ==+in
Vg

Boylece modifiye Hawking sicaklig1 sudur:

5 ]\42 j2 2] — QA¢ QQV/ET
{1”5[7*%“‘ K]

r=R

Te =

Vg g [M? 52 27 —qAs  2qV'er -1
AL - eI Ay _
w VTP |2 Tk T ek 7

r=R

s = 1/2 pargaciginin Hawking sicakligi spinsiz parcaciginki ile aynidir.

4.3.2.2. s=1 parcaciginin olusturdugu modifiye Hawking sicakhgi

s = 1 i¢in hareket denklemleri sunlardir:

E—qV+BEEL . M V2 L _
e |11>+7{2@w-ﬁ<y—A¢> 10) =0
[_%} 110 + ? {z‘\/@W+ \/%(] —A¢)] |11)
# 2 ivaw - - 40| -1 =0

g —qV + BEE?
VK

e %ln_mg[‘@mio—m 10) =0

Burada E? = GW" + j*/K + M? /4, M —Kkiitleli spin-1 parcacigmin yari-klasik kiitle-
kabuk enerjisinin karesidir. Katsayilar matrisi olusturulup determinant hesaplandiktan

sonra radyal yoriinge modifiye edilmelidir: W = W, 4+ SW;. Buna gore 8 < 1 yaklagik-
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l1igin1 devam ettirerek S = 0’dan standart radyal yoriinge

£ ME 4 L1 —qAy)
e RS 4@ )
. €T
= 4
Vgl

bi¢ciminde bulunur. Standart radyal yoriinge kullanilarak £’ nin katsayisindan radyal yoriin-

geye diizeltme sudur:

g Ap(2) — qA
Wli::l:/dF\/g;G Kq (27 — qAy)
V= F (2 + L[j - gAP)
g [M? 42 2] —qAs  2qV'er
= 41 — 4+ 2=+4+qA — )
”ng{S Tar TR T
Dolayisiyla GUP altinda s = 1 parcaciginin gercek radyal yoriingesi W, = Wiy + Wi,
sudur:
. Eér g [M?2 42 25 —qAy  2qV'er
Wi=4+ 1 — | —=—+ =+ 94 — .
. W\/_fg{ +55T{8 Tor T oK f i

Boylece modifiye Hawking sicaklig1 sudur:

Vg g [M? 42 2j —qAy,  2qV'er -
e R e i

r=R

Burada kiitle spin-1 parcaciginin kiitlesidir ve siki bagli iki Dirac parcacigi oldugu diisii-

niiliirse M = 2Mp, Hawking sicakligi s = 1/2 ile ayni1 hale gelir.

4.3.2.3. s=3/2 parcaciginin olusturdugu modifiye Hawking sicakhigi

s = 3/2 igin hareket denklemleri sunlardir:

(32 — qV + BEE? M| 33 3
STV BB MY 53y VS e
2 JE 2 1129/ 9

[16—qV+BEE% . M| 31, V3. 1 33
2 JF —7'55”7{”0”+—K<J—A¢>]'§§>
4 1 3 1

+\/7—{ivGW —K<]—A¢>}|§ 5)207
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1E—qV+pEE2 . M| 3 1. VAT, 1 31
[—5 JF - ?] ’5 - §> Ty [l\/EWWL\/—?(J —A¢>)} |§§>
+ L lvaw - - a0] -5 =0
3E—qV+PEET o M| 3 3 V3T 1 3 1
[ 5 NG —?] ’§—§>+7[\/5W+\/—?(J—A¢)} 5 -3 =0

Burada E? = = GW"” 4+ j%/K + M?/9, M —kiitleli s = 3/2 par¢acigimn yari-klasik
kiitle-kabuk enerjisinin karesidir. Katsayilar matrisi olusturulup determinant hesaplandik-
tan sonra radyal yoriinge modifiye edilmelidir: W = W, + SWW;. Buna gore < 1

yaklagikligini devam ettirerek 5 = 0’dan standart radyal yoriinge

> VFEFCF Rl —aAd)
0+ = E r
VvV FG
. €T
= +im
VIl

bi¢iminde bulunur. Standart radyal yoriinge kullanilarak £’ nin katsayisindan radyal yoriin-

geye diizeltme sudur:

= A,(27 — gA
Wli::l:/d Fj;G Kq2¢(] qAy) :
\/ F (%5 + % U —qAd)
5 M? j2 2] - QA¢ 2(]VI€T
— 4 J_ LA _ .
T l18+K+” oK 7 LR

Dolayisiyla GUP altinda s = 3/2 pargaci@inin gercek radyal yoriingesi Wy = Wiy +
LW sudur:

: (M5 2j —qAy, 2V’
Wy =+um {1+5€ {—+]—+qA¢‘7 94¢ 24 €T:|}

\/ﬁ 18 ' 2K 2K f

Boylece modifiye Hawking sicaklig1 sudur:

r=R

_VTg [ gE M 2i—aqAs 2qVer !
18 2Kk 1T oK 7

r=R

Burada kiitle spin-3/2 parcaciginin kiitlesidir ve siki bagli ii¢ Dirac parcacigi oldugu dii-
siiniiliirse M = 3Mp, Hawking sicaklig1 s = 1/2 ile ayni1 hale gelir. Ote yandan spin-3/2
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parcaciginn diger kiitle-kabuk bagintis1 £2 = GW"™ + j2/K + M? ile Hawking sicak-
1181 hesaplanirsa spin-1/2 parcaciginin Hawking sicaklif1 spin-3/2 parcacigimin kiitlesiyle
elde edilir. Dolayisiyla spin-3/2 pargacigi iiglii s = 1/2 modlarin1 Hawking sicaklidinda

barindirmaktadir.

4.3.2.4. s=2 parcacigimin olusturdugu modifiye Hawking sicaklig1 ve modifiye Haw-
king sicakhiginin keyfi bir spine genellestirilmesi

s = 2 i¢in hareket denklemleri sunlardir:

122) + g [i\/@W \/%(] —A@] 121) =0,

25—qV+55E12M . M
VF

E—qV +BEE . M Var, 1
Yo — y21>+7{zx/5W+\/—E(]—A¢)1 122)
N;[Naw == A9 120) =0
[_%1 120) + ? |:i\/EW+ \/%(j — Ag) | [21)
+§{¢@W—¢%(j—fi¢) 2-1) =0,

—] 2 -1) + VG -i\/EW+ ! (j —A¢)] 121)

VF 2| \/_F
il |
+— 2\/_W ——(j—Ay)|2—2) =0,
g —qV + BEE? M V4 1
) vos g 2+—{\/5W+—'—A12—1:o.
Burada E? = = GW" + j?/K + M?*/16, M —Xkiitleli s = 2 pargacigiin yari-klasik

kiitle-kabuk enerjisinin karesidir. Katsayilar matrisi olusturulup determinant hesaplandik-

tan sonra radyal yoriinge modifiye edilmelidir: W = W, + SW;. Buna gore § < 1
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yaklagikligini devam ettirerek 5 = 0’dan standart radyal yoriinge

€ e+ & 17 — qAy]
e N 2 — lm %)
. €T
= i
Vgl

bi¢ciminde bulunur. Standart radyal yoriinge kullanilarak £’ nin katsayisindan radyal yoriin-

geye diizeltme sudur:

: Ay(2f — qA
Wli:i/d \/5T Kq 0(2] — qAy)
F FG\/ M+ + U —aA])
g [M? 42 2] —qAs  2qV'er
= 4 — 42 4gA - :
m\/_fg{32 Tor TR 7 ] -

Dolayisiyla GUP altinda s = 2 parcaciginin gercek radyal yoriingesi W, = Wi+ W4,

sudur:
g [M?2 42 25 —qAy  2qV'er
Wi:im {1—1—5 |:_+_+QA¢ = .
Vg 32 2K 2K f -
Boylece modifiye Hawking sicaklig1 sudur:
VT g [M2 2 2 —qAy  2qV'er])
Te=—=<1 — |=—=+==+qA — .
= M0 s e T g [; e

Burada kiitle spin-2 parcaciinin kiitlesidir ve siki bagl dort Dirac parcacigi oldugu dii-
siiniiliirse M = 4Mp, Hawking sicakligi s = 1/2 ile aym1 hale gelir. Ote yandan spin-2
= GW"” + j*/K + M?/4 ile Hawking

sicaklig1 hesaplanirsa spin-1 parcaciginin Hawking sicaklig1 spin-2 parcaciginin kiitlesiyle

parcaciZinin diger kiitle-kabuk bagintisi EJQw <
elde edilir. Dolayisiyla spin-2 parcacigi dortlii s = 1/2 ve ikili s = 1 modlarin1 Hawking
sicakliginda barindirmaktadir. Dolayisiyla spinli parcaciklarin Hawking sicakliklar1 su

sekilde genellestirilebilir:

V9 g M2 42 2 —qldy,  2qV'er]) "
T.=Y )14 | — _ 4+ 1 4144 - .
=2 TP 2 T ok T T R f k

(4.18)

Burada s = 1/2,1,... ve M ilgili parcacign kiitlesidir.
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5. TARTISMA

5.1. Osilatorlerin Enerji Seviyeleri

Osilatorlerin standart enerji 6zdeger denklemleri s = 1/2 ve s = 1 pargaciklari
icin kuadratik formda ve s = 3/2 ve s = 2 parcaciklari i¢in kuartik formda bulunmustur.
Kuantum gravite ¢ercevesinde zitterbewegung parcaciklari icin modifiye enerji 6zdeger
denklemleri s = 1/2 ve s = 1 i¢in kuartik; s = 3/2 ve s = 2 i¢in sekstiktir. Kuartik
denklemlerin analitik ¢6ztimii vardir (Weisstein 2024). Ancak fiziksel tartisma yapmak
icin kullanigsizdir. Sekstik polinom denklemlerinin genel analitik bir ¢oziimii yoktur. Bu
nedenle kuartik ve sekstik 0zdeger denklemleri sayisal olarak ¢oziildiikten sonra elde
edilen 6zdegerler grafik lizerinden tartisilmistir.

Landau osilatorii potansiyelindeki spinli pargaciklarin enerji seviyeleri ile meka-
nik osilator potansiyelindeki spinli parcaciklarin enerji seviyeleri aynidir. Nutku osilatorii
potansiyelindeki spinli parcaciklarin enerji seviyeleri Landau osilatoriiniin enerji seviyele-

rinden farklidir.
5.1.1. Landau osilatorii potansiyelinde zitterbewegung parcaciklarimin modifiye
enerji seviyeleri

s = 1/2 pargacigi i¢in kuadratik enerji 6zdegeri (4.1) denkleminin ¢oziimii ve

non-relativistik limiti sudur:

4|w
El,r = :l:M\/l + %(nlm + 1),

~ M+ 2|w|(ng, +1).

Non-relativistik limitte negatif enerjili durumlarin spindrii sifirlandig1 icin negatif enerjinin
non-relativistik limiti hesaplanmamugtir. Kuartik modifiye enerji 6zdegeri (4.2) denklemi-
nin analitik tam ¢6ziimii uzun bir ifadedir. Bunun yerine non-relativistik limiti su sekilde

hesaplanabilir:
el 2 [M 4 2|w|(ny, + 1)) [1 = 8 (M? + 4M |w|(ny, + 1) — 2|w]*(ny, +1)%)] .

Sekil (5.1) ile zayif alan yaklagikligindaki dogrusallik ile siddetli alan yaklagikligindaki ka-
rekok ile orantili enerjideki artiglar gosterilmistir. Kuantum gravite altinda enerji seviyeleri
standart seviyelerden daha kiigiiktiir.

s = 1 parcacigi icin kuadratik enerji 6zdegeri (4.3) denkleminin ¢dziimii ve non-
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Sekil 5.1. s = 1/2 parcaciginin Landau osilator potansiyelindeki standart (diiz ¢izgi) ve
modifiye (noktal1 ¢izgi) taban durum ile ikinci uyarilmis durumlarin enerji seviyelerinin
boyutsuz Larmor agisal frekansina karsi degisimleri. 5 = 0.01 alinmustir. w > 0 bolgesi
sol dairesel osilatoriin ve w < 0 sag dairesel osilatoriin enerji seviyeleridir. Gergek enerji
seviyesi, standart enerjiden daha diisiiktiir. Pozitif enerjili durumlar negatif enerjili durum-
lar ile karigmaz.

0.6 %

:

=
= )
oo X 8
S 02 §
S S
-0.010 -0.005 0 0.005 0010 -04 -02 O 02 04

—02 Agisal Frekans

.%Y

Sekil 5.2. s = 1 parcaciginin Landau osilator potansiyelindeki standart (diiz ¢izgi) ve
modifiye (noktali ¢izgi) taban durum ile ikinci uyarilmig durumlarin enerji seviyelerinin
boyutsuz Larmor acisal frekansina kars1 degisimleri. 5 = 0.01 alinmastir. w > 0 bolgesi
sol dairesel osilatoriin ve w < 0 sag dairesel osilatoriin enerji seviyeleridir. Pozitif enerjili
durumlar negatif enerjili durumlar ile karigmaz.

relativistik limiti sudur:

E 2w \/1 4lw2 4w

L Y bt 3/2

M- M 1t T (et 3/2),

E, 2w \/1 4wz 4w

AU b R bt} )

i A 4+M2+M(nr+3/),
M

El,r ~ — + 4|w|(nl7r + 2). 56
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Burada M, spin-1 pargaci@inin kiitlesidir. Non-relativistik limitte sag dairesel ile sol daire-
sel enerji seviyeleri aynidir. Bu durum Sekil (5.2) ile gosterilmistir. Kuartik modifiye enerji
0zdegeri (4.4) denkleminin analitik tam ¢oziimii vardir, ancak fiziksel tartisma yapmak
icin kullanigsizdir. Yine de non-relativistik limiti su sekilde hesaplanabilir:

M M3
e1r ~ — +4w|(n, +2) — B | — + 3M?|w|(ny, + 2) + 12M|w|*(ny, + 2) (04, + 3)

2 8
Burada |w|/M < 1 yaklagikligi kullanildig1 i¢in Sw? ihmal edilmistir. Sekil (5.2) incelen-
diginde siddetli alanda, s = 1/2 parcacidinin aksine, enerji seviyeleri enerji eksenine gore
simetrik degildir. Gergek enerji seviyesi, standart enerjiden daha kiigiiktiir.

s = 3/2 pargaci@inin standart enerji 6zdeger (4.5) denklemi standart durumda bile
kuartiktir. Kuartik denklemlerin uzun ifadeler icermesi fiziksel tartismalar1 zorlastirir. Ote
yandan modifiye enerji 6zdeger (4.6) denklemi sekstiktir. Bu nedenle enerji seviyeleri
sayisal olarak ¢oziilerek bulunduktan sonra grafikleri cizilebilir. Sekil (5.3) ile s = 3/2
pargaciginin enerji seviyeleri incelenmigtir. s = 1/2 ve s = 1 parcaciklarinin aksine, s =
3/2 parcaciginin sol dairesel pozitif enerjili durumlari belirli frekans arali§inda tek duruma
coker ve frekans arttikca tekrar ayrisir. Bu frekans bolgesinde elde edilen negatif imajiner
enerji ile pozitif enerjili durumlarin minimum yasam siiresi belirlenebilir. Sol dairesel
negatif enerjili durumlar ile sag dairesel pozitif enerjili durumlarin ¢kmesi ve ayrigmasi
yoktur. Ancak sag dairesel negatif enerjili durumlarda ¢cokme ayrigma sol dairesel pozitif
enerjili durumlar ile benzer sekilde gergeklesir. Gergek enerji seviyeleri, standart enerjiden
daha kiiciiktiir.

Sol dairesel pozitif enerjili durumlarin w = [0.025, 3.5] ve sag dairesel negatif ener-
jili durumlarin w = [—3.5, —0.025] frekans araliklarindaki ekstremum imajiner enerjileri

durumlarin boyutsuz yasam siireleri hakkinda bilgi verir:

Standart: w =0.94, Iy = —-0.682i, 7, =1.467 |,
GUP: w=0.52, Iy=-0568i, 71/0=1.761

Sag dairesel i¢in ayn1 degerler gegerlidir. % zaman boyutunda oldugu i¢in saniye cinsin-

den yasam siireleri su sekildedir:

h
Standart: 75 = 1467@7
h
GUP: = 1.761 .
T1/2 M2
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Sekil 5.3. s = 3/2 parcaciginin Landau osilator potansiyelindeki standart (diiz ¢izgi) ve
modifiye (noktali ¢izgi) taban durumunun enerji seviyelerinin boyutsuz Larmor agisal
frekansina kars1 degisimleri. Kuantum gravitenin etkisini gostermek i¢in non-relativistik
limitte 5 = 0.1 ve digerlerinde 8 = 0.01 alinmustir. w > 0 bolgesi sol dairesel osilatoriin
ve w < 0 sag dairesel osilatoriin enerji seviyeleridir. Pozitif enerjili durumlar negatif ener-
jili durumlar ile karismaz.

Ornegin 1 GeV/c? kiitleli bir s = 3/2 pargaciginin yasam siireleri

Standart: 7/, = 7.84 X 10~ %,
GUP:  7y/5 = 9.41 x 10™s.

Dolayisiyla kuantum gravite ile elde edilen gercek yasam siiresi daha kisadir. Ote yandan
boyle bir fiziksel olayin gerceklesmesi icin gerekli manyetik alan siddeti hesaplanabilir.
Mc? /h frekans boyutunda oldugu igin Larmor frekansindan manyetik alana gegilebilir:

B = 2wM?c*/(qh). Ornegin 1GeV/c? kiitleli bir par¢acigin durumlarinin ¢okmesini
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Sekil 5.4. s = 2 parcaciginin Landau osilator potansiyelindeki standart (diiz ¢izgi) ve
modifiye (noktali ¢izgi) taban durumunun enerji seviyelerinin boyutsuz Larmor agisal
frekansina kars1 degisimleri. Kuantum gravitenin etkisini gostermek i¢in non-relativistik
limitte 5 = 0.1 alinmistir. w > 0 bolgesi sol dairesel osilatoriin ve w < 0 sag dairesel osi-
latoriin enerji seviyeleridir. Pozitif enerjili durumlar negatif enerjili durumlar ile karismaz.

saglayacak manyetik alan siddeti sudur:

Standart: B = 4.82 x 10'%Tesla,
GUP: B =2.67 x 10'Tesla.

Bu sonug, laboratuvar 6lcegine gore asirt siddetli bir manyetik alandir. Evrenin erken
donemlerindeki siddetli manyetik alanlar Grasso ve Rubinstein (2001) tarafindan incelen-
migtir. Her seye ragmen durumlarda boyle bir ¢cokmenin gerceklesmesi i¢in gerekli gercek
manyetik alan siddeti standart durumdan kiiciiktiir.

s = 2 parcaciginin enerji 6zdeger (4.7) denklemi kuartiktir ve modifiye enerji
ozdeger (4.8) sekstiktir. Enerji 6zdegerleri sayisal olarak elde edildikten sonra grafikleri
cizilirse Sekil (5.4) elde edilir. s = 1/2 ve s = 1 pargaciklarinin aksine, s = 2 parg¢aciginin
davranig1 s = 3/2 parcacigina benzer sekilde sol dairesel pozitif enerjili durumlart belirli
frekans aralifinda tek duruma ¢oker ve frekans arttikca tekrar ayrisir. Bu frekans bolge-
sinde elde edilen negatif imajiner enerji ile pozitif enerjili durumlarin minimum yasam
stiresi belirlenebilir. Sol dairesel negatif enerjili durumlar ile sag dairesel pozitif enerjili
durumlarin ¢okmesi ve ayrigsmasi yoktur. Ancak sag dairesel negatif enerjili durumlarda
cokme ayrigma sol dairesel pozitif enerjili durumlar ile benzer sekilde gergeklesir. Gergek

enerji seviyeleri, standart enerjiden daha kiigiiktiir. Buna gore s = 2 parcaciginin davranisi
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s = 3/2 pargacigininkine benzemektedir.

Standart: w =0.03, I} =-0.137, 7y=731 |,
GUP: w=0.026, I=-0.114i, 71/, =28.76

Sag dairesel igin aym degerler gegerlidir. /M c* zaman boyutunda oldugu igin saniye
cinsinden yasam siireleri su sekildedir:

h
Standart: 7/, = 7'31W’
h
GUP: = 8.76——.
T1/2 Mc?

Ornegin gravitonun enerji durumlarindaki ¢cokme ile evrenin var oldugunu diisiinebiliriz.

Evrenin yas1 7,/ = 13.787 Gyr alinirsa evrenle birlikte yaratilan gravitonun kiitlesi

hesaplanabilir:
h —32 2
Standart: M = 7.31 5 = L11 x 107*%eV/c7,
T1/2€C
h

GUP: M =8.76

- =1.33 x107%eV /¢’
Tl/QC

Evrendeki kalintt manyetik alan siddeti ise

Standart: B = 5.67 x 10™%"Tesla,
GUP: B =8.14 x 10 %Tesla.

mertebesinde oldugu diisiiniilebilir.
5.1.2. Nutku osilator potansiyelinde zitterbewegung parcaciklarimin modifiye enerji
seviyeleri

s = 1/2 spinli par¢acigin (4.10) 6zdeger denkleminin ¢dztimii olarak enerji 6zde-

gerleri sunlardir:

By = 2lw|(n + 1) £ v/ (M + [w]/2)? + 4w|*(n + 1)2,
B, = 2\w|(n, + 1) £ /(M — |0]/2)2 + 4|w](n, + 1)2.
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Non-relativistik limitleri sunlardir:

Ey~ M + 2|w|(n; +5/4),
E, ~ M + 2|w|(n, + 3/4).

Modifiye enerji 6zdeger (4.11) denklemi kuadratiktir. Analitik ¢oziimleri uzun ifadeler
icerdigi i¢in fiziksel tartisma yapilmasi zordur. Bu nedenle sayisal ¢oziimler yapilarak gra-

fikler tizerinden fiziksel tartisma yapilabilir. Yine de non-relativistik limitleri su sekildedir:

e~ M+ 2|w|(ng +5/4) — BM (M? 4+ 6M|w|(n; + 5/4)) ,
er & M + 2|w|(n, + 3/4) — BM (M? + 6M|w|(n, + 3/4)).

Sekil (5.5) incelendiginde pozitif enerjili durumlar kuantum sayisi1 ve agisal frekans
ile orantili artmaktadir. Ancak sag dairesel negatif enerjili durumlarin enerjisi azalarak
sifirlanmaktadir ve sonra negatif olarak artmaktadir. Sol dairesel negatif enerjili durumla-
rin enerjisi azalmaktadir ancak sifirlanmadan tekrar artmaktadir. Kuantum gravite altinda
enerjiler standart enerjilerden daha kiiciiktiir. Negatif enerjili durumlar anti-parcacik du-
rumlart ve |w| = |u|/3 = |v/—3A| esitligi ile |A| karanlik enerji olarak ele alinirsa,
parcacik ve anti-parcacik enerji seviyelerindeki bu farklilik evrendeki baryon anizotropi-
sini aciklayabilir. Ozellikle sag dairesel Nutku osilatorii bir model olarak diisiiniiliirse, sag
dairesel anti-parcacigin enerjisinin sifirlandig1 bir karanlik enerji degeri vardir: w ~ —0.2.
Ancak bu degerde sag dairesel parcacigin enerjisi sifir degildir. Dolayisiyla A karanlik
enerjinin varlifinda evrende sag dairesel pargaciklar pozitif enerjili olarak var olabilirken
anti-parcaciklar sifir enerjili olarak kalabilirler.

s = 1 spinli parcacigin (4.12) denkleminin ¢oziimii olarak enerji 6zdegerleri sun-

lardir:

By = 2|w|(ny +3/2) £ /(M?/4 + M|w| + 4|w]?(n + 3/2)?,
E, = 2|w|(n, +3/2) £ /(M2/4 — M|w| + 4|w|?(n, + 3/2)2.

Non-relativistik limitleri sunlardir:

M
E ~ - + 2|w|(n; + 2),

M
E, ~ - T 2|wl|(n, +1).

Modifiye enerji 6zdeger (4.13) denklemi kuartiktir. Analitik ¢oziimleri uzun ifadeler icer-

digi i¢in fiziksel tartisma yapilmasi zordur. Bu nedenle sayisal ¢oziimler yapilarak grafikler
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Kuantize Enerji
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Sekil 5.5. s = 1/2 parcaciginin Nutku osilator potansiyelindeki standart (diiz ¢izgi) ve
modifiye (noktal ¢izgi) taban ve ikinci uyarilmis durumlarin enerji seviyelerinin |w|/Mye
gore degisimleri. Sabitler M = 1,5 = 0.1. w > 0 bolgesi sol dairesel osilatoriin ve w < 0
sag dairesel osilatoriin enerji seviyeleridir.

tizerinden fiziksel tartisma yapilabilir. Yine de non-relativistik limitleri su sekildedir:

M ([ M?

e M+ 20| (ny +2) — 57 (T + 3M || (ny +2)) |
M [ M?

e~ M+ 2w|(ny +1) % (T + 3Mw|(n, + 1)) |

Sekil (5.6) incelendiginde pozitif enerjili durumlar kuantum sayis1 ve acisal fre-
kans ile orantili artmaktadir. Ancak sag dairesel negatif enerjili durumlarin enerjisi aza-
larak sifirlanmaktadir ve sonra s = 1/2 parcaciginin aksine pozitif olarak artmaktadir.
Sol dairesel negatif enerjili durumlarin enerjisi ise s = 1/2 parcaciginkine benzer ge-
kilde azalmaktadir ve sifirlanmadan tekrar artmaktadir. Kuantum gravite altinda enerjiler
standart enerjilerden daha kiigiiktiir. Negatif enerjili durumlar anti-par¢acik durumlari ve
lw| = |u|/3 = |v/—3A]| esitligi ile | A| karanlik enerji olarak ele alinirsa, pargacik ve anti-
parcacik enerji seviyelerindeki bu farklilik evrendeki baryon anizotropisini agiklayabilir.
Ozellikle sag dairesel Nutku osilatorii bir model olarak diisiiniiliirse, sag dairesel anti-
parcaci8in enerjisinin sifirlandig1 bir karanlik enerji de8eri vardir: w ~ —0.25. Ancak bu

degerde sag dairesel parcacigin enerjisi sifir degildir. Dolayisiyla A karanlik enerjinin varli-

62



TARTISMA C. TEKINCAY

Kuantize Enerji
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Sekil 5.6. s = 1 parcaciginin Nutku osilator potansiyelindeki standart (diiz ¢izgi) ve
modifiye (noktal ¢izgi) taban ve ikinci uyarilmis durumlarin enerji seviyelerinin |w|/Mye
gore degisimleri. Sabitler M = 1,5 = 0.1. w > 0 bolgesi sol dairesel osilatoriin ve w < 0
sag dairesel osilatoriin enerji seviyeleridir.

ginda evrende sag dairesel parcaciklar pozitif enerjili olarak var olabilirken anti-par¢aciklar
sifir enerjili olarak kalabilirler.

s = 3/2 parcaciginin enerji 6zdeger (4.14) denklemi standart durumda bile kuartik-
tir. Kuartik denklemlerin uzun ifadeler icermesi fiziksel tartismalar1 zorlagtirir. Modifiye
enerji 6zdeger (4.15) denklemi ise altinci dereceden bir polinom denklemidir. Bunun ye-
rine enerji seviyeleri sayisal olarak ¢oziilerek bulunduktan sonra grafikleri ¢izilebilir. Sekil
(5.7) ile s = 3/2 pargaci@inin enerji seviyeleri incelenmistir. s = 1/2, 1 pargaciklarinin
aksine bu kez hem sol hem de sag dairesel anti-par¢acik enerjilerinin sifirlandig1 karanlik
enerji degerleri vardir: w ~ 0.7 ve w ~ —0.3. Dolayisiyla A karanlik enerjinin varligin-
daki bir evrende hem sag hem de sol dairesel s = 3/2 pargaciklari pozitif enerjili olarak
ve anti-parcaciklari sifir enerjili olarak var olabilirler. Bununla birlikte sabit manyetik alan-
daki s = 3/2 pargacig1 gibi burada da imajiner enerji 6zdegerleri vardir. Ancak manyetik
alandakinin aksine sadece sag dairesel s = 3/2 pargaciginin durumlarinda ¢6kme vardir.

s = 2 parcacigiin enerji 6zdeger (4.16) denklemi standart durumda kuartiktir
ve modifiye enerji 6zdeger (4.17) denklemi ise altinci dereceden bir polinom denklemi-

dir. Fiziksel tartigmalar1 kolaylastirabilmek icin enerji seviyeleri sayisal olarak c¢oziilerek
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Sekil 5.7. s = 3/2 parcaciginin Nutku osilator potansiyelindeki standart (diiz ¢izgi) ve
modifiye (noktali ¢izgi) taban durumunun enerji seviyelerinin w/M’ye kargt degisimleri.
B = 0.01 alimmustir. w > 0 bolgesi sol dairesel osilatoriin ve w < 0 sag dairesel osilatoriin
enerji seviyeleridir.

bulunduktan sonra grafikleri cizilebilir. Oncelikle n;, = 0 taban durumunda (4.16) denkle-
minin sayisal ¢oziimleri incelenebilir. Sekil (5.8a)’e gore w ~ —0.3 degerinde sag dairesel
|22) ile |21) durumular birleserek dejenere hale gelmektedirler. w ~ —0.15 degerinde
|2 — 2) ile |2 — 1) durumlarinin enerjisi sifirlanmaktadir ve w < —0.15 bolgesinde |2 — 1)
durumu pozitif enerjili hale gelirken |2 — 2) durumu negatif enerjili kalmaktadir. w ~ 0.25
degerinde sol dairesel |2 — 2) ile |2 — 1) durumlarinin enerjisi sifirlanmaktadir ve sonra
pozitif enerjili hale gelmektedirler. w ~ 0.3 degerinde |2 — 1) ile |21) birlesip dejenere
hale gelmekte ve w ~ 0.9 degerinde tekrar ayrismaktadirlar. Bu degerde |2 — 1) ile |2 — 2)
durumlar birleserek dejenere hale geldikten sonra w ~ 1.25 degerinde tekrar enerjilerini
sifirlayip w 2 1.25 bolgesinde negatif enerjili hale gelmektedirler. Sekil (5.8b)’ye gore

w &~ —0.3 degerinden itibaren sag dairesel |22) durumu pozitif imajiner enerji 6zdeger-
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ler vermeye baglarken |21) durumu negatif imajiner 6zdegerlere sahip olmaya baglar ve

w S —0.3 bolgesinde bu degerler biiyiikliik olarak lineer artig gostermektedir. Sag dairesel
Re(E)
2Im(E)
faktorii tizerinden tartigilabilir. Sekil (5.9b)’deki Q(w) grafiginin w < 0 bolgesinde sag

|22) ve |21) durumlarinin nasil bir soniime ugradigi Q = olarak tanimlanan kalite

dairesel [22) ve |21) durumlart w £ —2.5 bolgesinde Q > 1/2 ile yavas soniime ve
w S —2.5 bolgesinde Q < 1/2 ile hizli soniime ugramaktadir. Sag dairesel |2 — 1) ve
|2 — 2) durumlarinda herhangi bir sonme yoktur. Yine Sekil (5.9b)’deki Q(w) grafiginin
w > 0 bolgesinde sol dairesel |21) ve |2 — 1) durumlari w < 1.2 bolgesinde kalite faktorii-
niin 1/2 civarinda olmasi nedeniyle tamamen sénmeden 6nce birkag salinim yapabilecek
siiresinin oldugu sdylenebilir. Nitekim w £ 1.2 bolgesine gecerken |21) durumu sénmek-
ten kurtulurken |2 — 1) ile |2 — 2) durumlar1 sénmeye baglamigtir ve w ~ 12 degerine
kadar bu durumlar birlestikten sonra w Z 12 bolgesinde Q > 1/2 kalite ¢arpaniyla yavas
soniime ugrarlar. w ~ 18 degerine ulastiginda ise sol dairesel |2 — 1) ile |2 — 2) durumla-
rinin imajiner enerjileri tamamen sifirlanir ve w arttik¢a dejenere negatif gercel enerjiye
sahip olarak kalirlar. Benzer bir tartisma Sekil (5.10) ile (5.11)iizerinden birinci uyarilmig
durum i¢in yapilabilir. Sonug olarak hicbir sekilde séniime ugramayan sol dairesel |22)
durumudur.

s = 2 parcaciginin kiitlesi karanlik enerjiden hesaplanabilir (Inan vd. 2024). Ev-
renle birlikte uzay-zamaninin sol dairesel graviton ile olustugu varsayilirsa, kuantum gra-
vite ¢ercevesinde kritik soniimde kalite carpanini 1/2 yapan w =~ 7.5 degeri Sekil (5.12)’de

gosterilmigtir. Buna gore

w hew

— 5 — =75
MG M(;C2

ile tekrar boyut kazandirilip |w| = +/—3A tamimlamasi hatirlanirsa, en basit karanlik enerji
olan kozmolojik sabitin A = 1.11 x 107°*m~2 degeri kullanilirsa s = 2 par¢aciginin
modifiye kiitlesi

ey —3A

Mg = —55— =856 107 "kg = 4.8 x 107**eV/c* < 7.7 x 107 %eV/c?
C

bulunur. Gravitonun modifiye kiitlesi standart tahminden daha biiyiiktiir: Mg > M Ote
yandan kritik séniimde modifiye imajiner enerji I' ~ —29iMgc? = h/7, /2 kullanilarak

modifiye yari-omiir hesaplanabilir:

h

OIS = 4.73 x 10's = 1.5Gyr.
GC

TGg1/2 =

Modifiye yar1-0miir mevcut biiyiik patlama zamanindan, 13.6Gyr, kiiciik olmakla birlikte

modifiye deger standart tahminden daha biiyiiktiir: 7y /2 > 71/2.
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(a) Kuantize gergel enerjinin boyutsuz (Jw|/M) agisal frekans ile degigimi (b) Kuantize imajiner enerjinin boyutsuz (jw|/M)
acisal frekans ile degisimi

Sekil 5.8. (4.16) denkleminin taban durumda (n;, = 0) sayisal ¢oziimleri. M = 1 almmustir. w > 0 bolgesindeki egriler sol dairesel ve w < 0
bolgesindeki egriler sag dairesel spin-2 zitterbewegung parcaciklarinin dorder enerji 6zdegerleridir. +1/2 degerinden baglayan yesil diiz ¢izgi
|22) spin durumunun (sadece sag dairesel i¢in yari-normal) enerjisi, +1/4 degerinden baslayan mavi noktali ¢izgi |21) spin durumunun (sag ve
sol dairesel i¢in yari-normal) enerjisi, -1/4 degerinden baglayan kirmizi diiz ¢izgi |2 — 1) spin durumunun (sadece sol dairesel i¢in yari-normal)
enerjisi ve -1/2 degerinden baglayan siyah diiz ¢izgi |2 — 2) spin durumunun (sadece sol dairesel i¢in yari-normal) enerjisidir.
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Kuantize Enerji

1sal Frekans

(a) Kuantize gercel enerjinin boyutsuz (|w|/M) agisal frekans ile degisimi

Sekil 5.9. (4.16) denkleminin taban durumda (n;, = 0) sayisal ¢oziimleri. M/ = 1 alinmistir. Sekil (5.8)’in bagliginda tanimlanan enerji

ozdegerlerinin |w| > 1 degerlerine gore degisimleri.

Q(w) grafigi
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(b) Kalite carpani ile kuantize imajiner enerjinin bo-

yutsuz (|w|/M) agisal frekans ile degisimleri
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acisal frekans ile degisimi
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Sekil 5.10. (4.16) denkleminin birinci uyarilmis durumda (n;, = 1) sayisal ¢oziimleri. M = 1 alinmustir. Egriler, Sekil (5.8) baghginda
tanimlanmugtir.
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(a) Kuantize gergel enerjinin boyutsuz (Jw|/M) agisal frekans ile degisimi (b) Kuantize imajiner enerjinin boyutsuz (jw|/M)
acisal frekans ile degigimi

Sekil 5.11. (4.16) denkleminin birinci uyarilmis durumda (n;,, = 1) sayisal ¢oziimleri. M/ = 1 alinmustir. Sekil (5.9)’in bagliginda tanimlanan
enerji ozdegerlerinin |w| > 1 degerlerine gore degigimleri.
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Kuantize Imajiner Enerji
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Sekil 5.12. Sol dairesel s = 2 parcaciginin Nutku osilator potansiyelindeki standart (diiz
cizgi) ve modifiye (noktali ¢izgi) (4.17) taban durumunun denkleminin ¢oziimii olarak
imajiner enerji seviyelerinin w/M’ye kars1 degisimleri. 5 = 0.0001 alinmigtir.

5.2. Kerr-Newman Karadeliginin Zitterbewegung Parcaciklarmin Olusturdugu Mo-

difiye Hawking Sicakhigi

Kerr-Newman (KN) karadeliginin Boyer-Lindquist tiirii koordinatlardaki metrigi
sudur (Caldarelli vd. 2000; Li ve Chen 2015):

n%o

2 .
Par? 4 p2de? + 227
p

A [dt—asin2 9d<p]2+ A

2
—ds* = 3 — [adt — (r* + a?)de]” .

Burada
p? =1+ a*cos? 0, A =r*+a®>—2Mpr+ 22,

Mg karadeligin kiitlesi, a« = J/Mp karadeligin agisal momentumunun kiitlesine orani
olarak tanimlanan dénme parametresi, 2*> = ¢ + ¢2, olmak lizere g, elektriksel yiik ve
¢m manyetik yiik parametreleridir. A(R) = 0 ile tammlanan R olay ufkundaki simetri
jeneratorleri 0; + Qy0, Killing vektorleridir. Burada (25 olay ufkunun agisal hizidir.
Olay ufkuyla birlikte donen sonsuzdaki bir gozlemciye gore metrigi yazmak i¢in dp =

d¢ + wdt koordinat siiriiklemesi yapilabilir. Bu durumda metrikte dtd¢’nin katsayisi
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stfirlanir. Boylece karadeligin agisal hizi ve bunu kullanarak olay ufkunun agisal hiz1

a
W) =0 =

biciminde hesaplanirken metrik ise kanonik bir bigime sahip olur:

Y2gin% 0
2

2
—ds? = —N?dt* + %dr2 + p*do* + d¢*, d¢ = dp — wdt.

Burada N gecis (lapse) fonksiyonudur:

p*A

2

Karadeligin vektor potansiyeli su sekildedir (Caldarelli vd. 2000):
1
A= = {—(ger + gmacos8)dt + (arg. sin® 0 + ¢,,(r* + a*) cos 0)dp} .

Vektor potansiyel de dyp = d¢ + wdt ile karadelikle birlikte donen sonsuzdaki gézlemciye
gore ayarlanirsa, A = A, dz* = —Vdt + A,d¢ su hali alir:

1
V= 52 [ger(r® + @®) + gmacos A]

1
Ay =— [qem sin? @ + g (r* + a?) cos 9] ,
P

ve olay ufkunun vektor potansiyeli sonsuzdaki gézlemci tarafindan su formdadir:

ge?
V(R) = R? + a?’
geRasin? 0 + ¢, (R? + a?) cos 0
Ay(R) = :

R? 4+ a2 cos? 0

Birlikte donen sonsuzdaki gozlemcinin karadeligin ekvator diizlemini gézlemledigi

durumda 6 = 7/2 alinabilir. Buna gére metrik su hali alir:

1
—ds? = —Fdt* + Edﬁ + Kdo*.
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Burada
F = N? T;—ZA, Y2 = (r* +a*)? - a*A,
¢=5,

Vektor potansiyelin bilegenleri ile acisal hiz ise sunlardir:

qer(r? + a?) q.R(R? + a?)
V= 5 V(R) = s
qe qe
A, — A _ e
¢ r ? d)(R) R )
a ) B a
Cem TSR =

Buna gore F'(R) = 0 ile Kerr-Newman karadeliginin kiitlesi

1
Mp (R + a® + 2%)

T 2R

ve standart Hawking sicaklig1 sudur:

VTg R2 _ g2 — »2

Ty = = )
7 4n T 4nR(R? + &)
Burada
R?> —a? - 22 R?> —a?—2?
f=F(R)= RW’ 9=G(R) = ——F—

Zitterbewegung parcaciklarinin karadeligin olay ufkunda olusturdugu genellestiril-

mis Hawking sicakligi (4.18) denkleminde su sekilde bulunmustur:

V e[ M? 2 25 —qA 2qV'e

TG = ﬂ 1-p5— + ]— + QA¢ J 7% — q T .

A er [2(2s5)? 2K 2K f

Burada s = 1/2,1, ... ve M ilgili par¢acigin kiitlesidir. e = ¢ — ¢V — Qg olay ufkunun
toplam enerjisidir.

Modifiye Hawking sicakliginin olay ufkuna gore limit durumlar1 sunlardir:

1 M
e
TolR = o0) = 77 ( 52(23)2>’
2 2 2 2 2.2
o 49ez p2 @2 M= qq -1
To(R —0) = A2 (B0 - R - T [1 3(2@3)2 W” R,
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Hawking Sicaklig
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KN Kiitlesi

Sekil 5.13. KN karadeliginin standart (siirekli ¢izgi), elektriksel olarak cekici etkilesmeyle
modifiye (¢ = —1 noktal ¢izgi) ve elektriksel olarak itici etkilesmeyle modifiye (¢ = 1
kesikli ¢izgi) Hawking sicakliklarinin karadeligin kiitlesine gore degisimi. Sabitler a =
L,¢=1,¢,=0=01,M=1ec=1,7=1,5=2.

Buna gore sicaklik R — oo limitinde sifira ve R — 0 limitinde —oo’a gitmektedir. An-
cak sicaklik pozitif tanimli olmalidir. Olay ufkunun Ry = v/a2 + 22 degerinde standart
sicaklik ve buna bagl olarak modifiye sicaklik sifirdir. Dolayisiyla olay ufkunun R < Ry
degerleri fiziksel degildir. Ry degerinde karadeligin kiitlesi ise Mpy = R, degerine esittir.
O halde karadeligin kiitlesi My = R, degerine ulastiginda parcacik tiinellemesi sonla-
narak Hawking radyasyonu durur. Buna gore Mp, degeri, karadeligin kalint1 kiitlesidir
ve kuantum gravite diizeltmesinden bagimsizdir. Ote yandan standart Hawking sicaklig,

olay ufkunun dort farkli degerinde,

R, = i\/QaQ +322/2 4 1/(5a2 + 922/2) (a2 + 22/2),

kararsiz bir denge noktasina sahiptir: 7”(R) < 0. Ry > Ry yapan tek ¢oziim

R, = \/2@2 +322/2 + \/(5a2 + 922/2) (a2 + 22/2),

fizikseldir. R4 noktasinda parcgacik tiinellemesi maksimum degere ulagmistir. Buna gore
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Ty (R,) standart Hawking sicakligimin maksimum degeridir ve buna bagl olarak mak-
simum Hawking sicakligindaki karadeligin kiitlesi Mp(R,;)’dir. Ancak R, kararsiz bir
denge noktasi oldugu icin parcacik tiinellemesi azalarak karadeligin kiitlesi azalmaya de-
vam eder ve Mpy = R, degerinde durur. Bu analize gore evrende Mp kiitleli KN-tipi
karadelikler Hawking 1s1mas1 yapmadan kararli olarak var olabilirler. Ote yandan kuantum
gravite altinda R, kararsiz denge noktasini analitik olarak hesaplamak, matematiksel
ifadelerin uzunlugu nedeniyle fiziksel tartismadan uzaklagsmaya neden olur. Bu sebeple
analizlere sayisal ¢oziimler lizerinden devam edilebilir. Sekil (5.13) ile gosterilen grafik
a=1,¢.=1,¢,, =0,6=0.1,M =1,e = 1,7 = 1, s = 2 sabitleri ile elde edilmistir ve

analizi su sekildedir:

e Kalint1 karadeligin (1 = 0) olay utku Ry = 1.41, kiitlesi My, = 1.41, acisal
hiz1 Q¢ = 0.33, elektriksel potansiyel Vg = 0.47 ve zitterbewegung pargaciginin
toplam enerjisi e = 0.20. Kararsiz olay ufkunun standart degeri R; = 2.70 ve
buna bagl olarak standart sicaklik 74 = 0.019, kiitle Mp; = 1.72, acisal hiz
Qna = 0.12, elektriksel potansiyel Vg = 0.33 ve zitterbewegung pargaciginin

toplam enerjisi e = 0.55,

e Kuantum gravite cercevesinde kalint1 karadeligin fiziksel nicelikleri degismez. Ku-
antum gravite cercevesinde cekici elektriksel etkilesme i¢cin (¢ = —1) kararsiz
olay ufkunun degeri Rg, = 2.62 ve buna bagh olarak sicaklik 7z, = 0.020, kiitle
Mgy = 1.69, acisal hiz Q254 = 0.13, elektriksel potansiyel Vg, = 0.33 ve zitterbe-

wegung parcaciginin toplam enerjisi e = 0.54.

e Kuantum gravite ¢ercevesinde itici elektriksel etkilesme i¢in (¢ = 1) kararsiz olay
ufkunun degeri Ry = 2.82 ve buna bagli olarak sicaklik 77y = 0.017, kiitle My =
1.77, acisal hiz Q24 = 0.11, elektriksel potansiyel V4 = 0.32 ve zitterbewegung

parcaciginin toplam enerjisi e = 0.57.
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6. SONUCLAR

Kuantum graviteye bir model olan kesikli zaman varsayimuiyla tiiretilen modifiye
dispersiyon bagintisinin (MDR) kuantum elektrodinamiginin temel denklemlerine ve bu
modifiye denklemlerin bazi fiziksel olaylardaki etkileri arastirilmagtir.

Cesitli osilatorler ile etkilesen spinsiz veya zitterbewegung temel parcaciklarin
kiitle-kabuk bagintisiz MDR altinda nasil kuantize oldugu incelenmistir. Deformasyonun
tiiretilisi geregi elde edilen modifiye enerjilerin hepsi standart duruma kiyasla daha kiiciik
bulunmustur. Bu durum kiitle-kabuk bagintisi ile yapilan deformasyonlardan elde edilen
sonuglarla uyumludur.

Bazi karadeliklerin olay ufkundan spinsiz veya yiiksek spinli parcaciklarin tiinel-
lemesi sonucu olugan Hawking rasyasyonlarina tersten uygulanan GUP’un etkisi ince-
lenmistir. Bu yontemle de literatiirle uyumlu olarak modifiye Hawking sicakliginin itici
elektriksel etkilesmeler ve notr elektriksel etkilesmeler altinda standart duruma kiyasla
daha kiiciik oldugu gosterilmistir.

Hem osilatorler hem de karadelikler incelenirse tersten uygulanan GUP uzaysal
tiirevleri icermedigi icin matematiksel kolaylik sunmaktadir. Bununla birlikte 2+1 uzaya
0zel olarak dairesel spin operatorlerinin kullanilmasiyla olusturulan yiiksek spinli parcacik

denklemi gelecekte yapilacak arastirmalara kolaylik saglayacaktir.
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