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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

GENELLESTIRILMIiS BESSEL-MAITLAND FONKSiYONUNU iCEREN
DIFERENSIYEL SUBORDINASYON

Merve KARAMAN

Erzurum Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsu

Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Murat CAGLAR

Bu tezde amacimiz, normalize edilmis genellestirilmis Bessel-Maitland
fonksiyonlarmin yer aldigi bir operator kullanarak bazi subordinasyon sonuglari
sunmaktir. Bessel-Maitland fonksiyonlari, klasik Bessel fonksiyonlarinin genellestirilmis
hali olarak, 6zel fonksiyonlar teorisi ve kesirli hesaplama gibi matematiksel analiz
alanlarinda genis bir uygulama yelpazesine sahiptir. Bu fonksiyonlarin normalize edilmis
bigimlerini igeren bir operatdr araciligiyla, analitik fonksiyonlar teorisinin c¢esitli
yonlerini incelemekteyiz. Sundugumuz subordinasyon sonuglari, uygun kabul edilebilir
fonksiyon smiflarinin detayli bir sekilde arastirilmasiyla elde edilmistir. Bu siniflar,
belirli yapisal ve geometrik kosullar1 saglayan analitik fonksiyonlardan olugsmaktadir ve
bu kosullar, incelenen subordinasyon iliskilerinin gegerliligini garanti etmektedir. Kabul
edilebilirlik kavrami, elde edilen sonuglarin genellenmesi ve fonksiyon smiflarinin
birlesik bir sekilde ele alinabilmesi agisindan merkezi bir rol oynamaktadir. Bu
yaklagimla, literatiirdeki mevcut sonuglar1 genisletmenin yani sira, dnerilen operatoriin
etkisi altinda analitik fonksiyonlarin davramigina dair yeni bulgulara da katki
saglanmaktadir. Teorik bulgular, elde edilen sonuglarin uygulanabilirligini ve genelligini

gosteren 0zel durumlarla desteklenmistir.
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ABSTRACT
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In this thesis, our primary objective is to establish several subordination results by
employing a linear operator that incorporates the normalized form of the generalized
Bessel-Maitland functions. The Bessel-Maitland functions, known for their
generalization of classical Bessel functions, possess a wide range of applications in
mathematical analysis, particularly in the theory of special functions and fractional
calculus. By utilizing their normalized form within a suitable operator framework, we are
able to explore new aspects of analytic function theory. The subordination results
presented herein are derived through a detailed investigation of certain carefully defined
classes of admissible functions. These classes consist of analytic functions that satisfy
specific structural and geometric conditions, which ensure the validity of the
subordination relationships under consideration. The notion of admissibility plays a
central role in the development of our results, as it allows for a unified treatment of
various function classes within the analytic setting. Through this approach, we not only
extend existing results in the literature but also contribute new insights into the behavior
of analytic functions under the influence of the proposed operator. The theoretical
findings are further supported by illustrative special cases, which demonstrate the
applicability and generality of the results obtained.
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1. GIRIS

1. GIRIS

Kompleks analiz, matematiksel analiz disiplininin bir alt dali olarak, karmasik
degiskenli fonksiyonlarin yapilari ve bu fonksiyonlarin tanimli olduklar1 bolgelerde
gosterdikleri davraniglar1 inceleyen genis kapsamli bir alandir. Hem teorik hem de
uygulamali matematikte 6onemli bir yer tutan bu alan, 6zellikle fizik, miihendislik ve
sayisal analiz gibi pek ¢ok disiplinde uygulama alan1 bulmaktadir. Kompleks analizde
incelenen fonksiyonlar c¢ogunlukla analitik fonksiyonlardir; yani tiirevlenebilirlik
kosulunu yalnizca bir noktada degil, tanimli olduklar1 bolgede siirekli olarak saglayan

fonksiyonlardir.

Bu baglamda, 6zellikle U = {z : |z| < 1,z € C} birim diski {izerinde taniml olan
analitik fonksiyonlarin kompleks fonksiyon teorisinin 6nemli bir arasgtrma konusunu
olusturmaktadir. Bu 6zellikler; fonksiyonun goriintii kiimesinin yildiz bigimli (star-like),
konveks (igblikey), yakinsak (close-to-convex) gibi geometrik yapilara sahip olup
olmadigmi belirlemekle ilgilidir. Bu tiir sorularla ilgilenen alt disiplin, geometrik
fonksiyon teorisi olarak adlandirilmakta ve analitik fonksiyonlarin sekilsel ve topolojik

ozelliklerine odaklanmaktadir.

Geometrik fonksiyonlarin smiflandirilmasinda ve analizinde kullanilan temel
yontemlerden biri subordinasyon teorisidir. Bu teoriye gore, f ve g analitik fonksiyonlari
i¢in, eger bir w € H'(U) fonksiyonu var ve bu fonksiyon i¢in w(0) =0, |w(2)| <

1 kosullar1 saglanarak

f(z) = g(w(z)),z el

esitligi gecerliyse, bu durumda f, g ye subordine (bagimli) olmus olur ve bu durum
f(z) < g(z) seklinde gosterilir. Bu iliski, analitik fonksiyonlarin deger kiimelerinin
karsilastiriimasi ve smiflandirilmasinda oldukga etkili bir yontemdir. Ozellikle, iinivalent
(tek degerli) fonksiyonlara subordinasyon, analitik fonksiyonlari geometrik 6zelliklerini

tasimalarina neden olur.
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Ancak Klasik subordinasyon teorisi yalnizca fonksiyonun kendisine odaklanir.
Daha geligmis bir yaklasim olan diferensiyel subordinasyon teorisi, fonksiyonlarin
tirevlerini de iceren diferensiyel esitsizlikler yoluyla fonksiyonlar arasinda daha
kapsamli iliskiler kurmay1 hedefler. Bu teori, 1970'li yillarda S. S. Miller ve P. T. Mocanu
tarafindan gelistirilmis ve sonraki yillarda ¢ok sayida aragtirmaci tarafindan cesitli

fonksiyon siniflarina basariyla uygulanmustir.

Diferensiyel subordinasyon yaklagiminda, bir analitik fonksiyonun f(z), tiirevi
f'(z) ve ikinci tiirevi f''(z) gibi tiirevsel ifadeleri dikkate alinarak, belirli bir referans
fonksiyona subordinasyon durumu arastirilir. Ornegin, asagidaki gibi bir diferensiyel

esitsizlik:

Y(f(2),zf"'(2),2%f"(2)) < q(2)

seklinde ifade edilirse, burada W uygun bi¢imde tanimlanmis analitik bir fonksiyon, q(z)
ise {inivalent bir referans fonksiyondur. Bu kosullar altinda, belirli kriterler saglandiginda

f(2) < q(2z) sonucu elde edilebilir.

Bu teori sadece akademik olarak ilging bir yap1 sunmakla kalmaz, ayn1 zamanda
Ozel fonksiyonlarin (6rnegin Bessel, Mittag-Leffler, Wright gibi fonksiyonlarin)
geometrik ve analitik 6zelliklerinin kesfinde de son derece etkilidir. Ozellikle normalize
edilmis fonksiyonlar tizerinde yapilan subordinasyon analizleri, bu fonksiyonlarin yildizil
mi, konveks mi yoksa bagka bir smifa m1 ait oldugunun belirlenmesini saglar. Ayrica,
diferensiyel subordinasyon teorisi yardimiyla elde edilen sonuglar, bir¢ok klasik teoremin

genellestirilmesine de olanak sunar.

Bu tezde, genellestirilmis Bessel-Maitland fonksiyonuna ait normalize edilmis bir
tanim tlizerinden yola ¢ikilarak, bu fonksiyonun belirli diferensiyel subordinasyon
kosullarmi sagladig1 durumlar incelenecektir. Fonksiyonun farkli parametre degerleri i¢in
subordinasyon iliskileri kurulacak, uygun kosullarda geometrik fonksiyon simniflari ile
olan iligkisi degerlendirilecek ve baz1 yeni teoremler ortaya konacaktir. Bdylece, bu 6zel

fonksiyonun daha once ¢aligilmamis geometrik yonleri aydinlatilmig olacaktir.
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Tezin ikinci ve ti¢lincii boliimiinde diferensiyel subordinasyon teorisinin tarihsel
gelisimi ve konuya dair temel kavramlar, notasyonlar aktarilacaktir. Dordiincii boliimde,
diferensiyel subordinasyon hakkinda temel tanimlar, teoremler ve lemmalar verilecektir.
Besinci boliimde genellestirilmis Bessel-Maitland fonksiyonu tanitilacak, normalize
edilmesiyle 1ilgili detayli bilgiler verilecektir. Altinci boliimde ise, diferensiyel
subordinasyon teorisi ¢er¢evesinde bu fonksiyona dair yeni teoremler sunulacak ve elde
edilen sonuglar gesitli parametre degerleri igin 6rneklerle desteklenecektir. Yedinci ve
son boliimde ise genel degerlendirme yapilacak, sonuglar Ozetlenecek ve gelecekte

yapilabilecek caligmalar i¢in 6nerilerde bulunulacaktir.



2. KAYNAK OZETLERI

2. KAYNAK OZETLERI

Ozel fonksiyonlarin diferansiyel subordinasyonu, analitik fonksiyonlarin
geometrik ozelliklerini inceleyen onemli bir teorik aragtir. Bu alanda yapilan ¢alismalar,
0zel fonksiyonlarm davraniglarini anlamada ve yeni fonksiyon smiflari tanimlamada
onemli katkilar saglamaktadir. Asagida, bu konuda yapilmig bazi dnemli ¢alismalar

Ozetlenmistir:

Kavitha ve arkadaslar1 (Kavitha et al. 2012), diferensiyel subordinasyon ve
superordinasyon kavramlarindan yararlanarak, uygunluk fonksiyon smiflarini
inceleyerek acik bir birim disk {iizerindeki analitik fonksiyonlar i¢in Cho—Kwon-—
Srivastava operatorii kullanarak birgok subordinasyon ve superordinasyon sonucu elde

etmislerdir. Ayrica, sandvig tipi (sandwich-type) sonuglar da elde edilmistir.

Baricz ve arkadaslar1 (Baricz et al. 2015), birinci tiir genellestirilmis Bessel
fonksiyonlarmin normalize edilmis bi¢imini igeren bir operatér kullanarak bazi
subordinasyon ve superordinasyon sonuglar1 elde etmistir. Bu sonuglar, uygunluk
fonksiyon siniflar1 incelenerek elde edilmistir. Ayrica bazi sandvig tipinde sonuglar da
elde edilmis ve temel sonuglarimizin bilinen ya da yeni g¢esitli 6zel durumlari

gosterilmistir.

Baricz ve arkadaslar1 (Baricz et al. 2016), genellestirilmis Mittag-Leffler
fonksiyonu ile iligkili yeni bir operatorii birim disk i¢inde tanimlamiglardir. Uygunluk
fonksiyon smiflarin1 inceleyerek bu operatér igin ikinci mertebeden diferansiyel
subordinasyon sonuglar1 elde etmislerdir. Ayrica, normalize edilmis Mittag-Leffler

fonksiyonu ve hiperbolik fonksiyonlar i¢in esitsizlikler de elde edilmistir.

Al-Dhuain ve Mondal (Al-Dhuain and Mondal 2018), Bessel-Struve g¢ekirdek
fonksiyonlarmin Janowski sinifina dahil olma 6zelliklerini incelemislerdir. Ozellikle,
Bessel-Struve ¢ekirdek fonksiyonlarmin birim diski sag yar1 diizleme resmettigi kosullar
bulmuslardir. Ayrica, Bessel-Struve g¢ekirdek fonksiyonunu igeren tiglincii mertebeden
diferansiyel subordinasyonu da ele almislardir. Sonuglari, uygunluk fonksiyon simiflari

tanimlayarak elde etmislerdir.
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Gochhayata ve Prajapatia (Gochhayata and Prajapatia 2019), genellestirilmis
Struve fonksiyonlartyla iligkili lineer operator kullanilarak uygunluk fonksiyon siniflarmi
incelemisler ve iigiincii mertebeden diferansiyel subordinasyon 6zelliklerini vermislerdir.
Sonu¢ olarak, genellestirilmis Struve fonksiyonlarmi iceren tek degerli analitik

fonksiyonlar sinifi igin ¢esitli sandvig tipi (sandwich-type) sonuglar elde etmislerdir.

Raducanu (Raducanu 2019), genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu ile iligkili
yeni bir operatorii birim disk i¢inde tanimlamistir. Uygunluk fonksiyon smiflarini
inceleyerek bu operator i¢in ikinci mertebeden diferensiyel subordinasyon sonuglari elde
etmistir. Ayrica, normalize edilmis Mittag-Leffler fonksiyonu ve hiperbolik fonksiyonlar

icin esitsizlikler de elde etmistir.

Lupas ve Catas (Lupas and Catas 2021), Bessel fonksiyonlarmnin Atangana—
Baleanu kesirli integrali ile iliskili analitik fonksiyonlar i¢in bazi subordinasyon sonuglar1

elde etmislerdir.

Mondal (Mondal 2022), Coulomb dalga fonksiyonlarin1 kullanarak bazi
subordinasyon sonuglar1 elde etmistir. Bu sonuglar, uygunluk fonksiyon smiflar1

incelenerek elde edilmistir.

Amini ve arkadaslar1 (Amini et al. 2025), genellestirilmis Mittag-Leffler
fonksiyonu ve Komatu integral operatorii kullanilarak, konvoliisyon cinsinden yeni bir
lineer operator ve buna bagli uygunluk fonksiyon siniflari tanimlamislardir. Daha sonra,
ikinci mertebeden diferansiyel subordinasyon ve superordinasyon ozelliklerini ve
karakteristiklerini tiiretmislerdir. Ayrica, acik bir birim disk {lizerinde tanimli bir analitik

fonksiyon sinifi i¢in sandvig tipi (sandwich-type) sonuglar elde etmislerdir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar sunulmustur.

Tanmmm 3.1.1 (I -komsulugu): z, € C ve r > 0 bir reel say1 olmak iizere
U(zg,r) ={z € C: |z— zy| <7} ifadesi z, merkezli, r yaricaplh acik disk (veya z,

noktasinin r-komsulugu) olarak adlandirilir (Ponnusamy and Silverman 2006).

U(z,7) ile U(zy, 1) nin kapanisi, dU(z,, 7) ile de onun smir1 ve orijin merkezli r
yarigapl disk U(0,7) = U, ile gosterilecektir. Ozel durumda orijin merkezli agik birim

disk U={z: |z| < 1, z € C} ile gosterilecektir.

Tamm 3.1.2 (i¢ Nokta): S c C herhangi bir kiime olsun. z, € S noktas1 i¢in
U(z,,1) < S olacak sekilde bir v > 0 sayis1 varsa z, noktasina S kiimesinin bir i¢ noktasi

denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tammm 3.1.3 (A¢ik Kiime): Bir S ¢ C kiimesi verilsin. Eger S kiimesinin her
noktasi S nin bir i¢ noktasi ise S kiimesine ag¢ik kiime denir (Ponnusamy and Silverman
2006).

Tamm 3.1.4 (Kapah Kiime): S c C olsun. S kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise,

S kiimesine kapali kiime denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamim 3.1.5 (Baglantih Kiime): Eger Sc S; US,, SNS; #0,5NnS, # 0 ve
SNnS; NS, # @ olacak sekilde S; ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime
bulunamaz ise S c C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde bu S kiimesine baglantisiz

kiime denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamim 3.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir (Ponnusamy and
Silverman 2006).
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Tamm 3.1.7 (Siireklilik): S c C, f:S — C bir fonksiyon ve z, € C olsun. Her
€>0 i¢in |z — zy| < & oldugunda |f(z) — f(zy)| < € olacak bigimde &(zy, &) >0
sayis1 varsa f Yye z, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu S kiimesinin her bir
noktasinda siirekli ise f ye S kiimesinde siirekli fonksiyon denir (Ponnusamy and
Silverman 2006).

Tanmm 3.1.8 (Egri): [a, b] c R olmak lizere y: [a, b] — C siirekli fonksiyonuna
R? diizleminde bir egri (yol) denir. y(a) ve y(b) noktalarma da sirasiyla egrinin

baglangic ve bitim noktalar1 denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 3.1.9 (Kapah Egri): y: [a, b] — C ye bir egri olsun. y(a) = y(b) ise y
ya kapali egri denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tammm 3.1.10 (Basit Kapah Egri): Uc noktalarmm ¢akigsmasi hari¢, kendini
kesmeyen egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya
Jordan egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dis1 olmak tlizere iki
bolgeye ayirir. Jordan egrisinin igine Jordan bolgesi denir. y egrisi [a, b] kapali araliginda
tiirevlenebilir olsun. Eger [a, b] kapali araliginda y’ tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise y
egrisine diizgiin egri denir. t, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(t) degerlerinin
y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir egrinin yonii ya
pozitif veya negatiftir. Kapali olmayan egriler i¢in baslangi¢ noktasindan bitis noktasina

dogru siralama yon olarak alinir (Ponnusamy and Silverman 2006).

3.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda, analitik ve tinivalent fonksiyon kavramlari tanitilarak bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 3.2.1 (Diferensiyellenebilme): A c C bir bolge olmak iizere f: A € C —

C ye bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger
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y f(2) = f(2)
m-——-——-—-

z-2Z Z— Z

sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu z, € A noktasinda diferensiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z = z, noktasinda f(z)

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 3.2.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu
noktanin belli bir U(z,, r) komsulugundaki biitiin noktalarinda diferensiyellenebiliyorsa
f ye z, noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir § < C kiimesinin
her noktasinda analitikse f ye S kiimesinde analitik denir. Tiim kompleks diizlemde

analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

z=x+1iy olmak iizere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks degiskenli

kompleks degerli fonksiyonu analitik ise

Ju

v ou
I (x,y) = @(x, y) ve

Jav
@(x,y) =5, ®)
olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar” (Ponnusamy and Silverman
2006).

Teorem 3.2.1 (Liouville Teoremi): Bir f(z) tam fonksiyonu sinirl ise sabittir

(Ponnusamy and Silverman 2006).

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip

olan Cauchy-Tiirev formiilii agsagidaki gibidir.

Teorem 3.2.2 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f pozitif yonli basit kapali y egrisi
icinde ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir nokta ise n € N

icin
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ooy _ [ f@)
™ (20) = 2mi ) (z — zy)n+! dz
%

dir.

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: f bir bolgede
analitik bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0

bolgede analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

[ee)

f@=) az-2)", a

n=0

_ ™)

y (2.1)

seklinde bir Taylor acgilimia sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada
birinci mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yliksek mertebeden tiirevi vardir

2 reel degiskenli fonksiyonunun x = 0 noktasinda

diyemeyiz. Ornegin, f(x) = x3/
birinci mertebeden tiirevi oldugu halde, aym1 fonksiyonun x = 0 noktasinda ikinci

mertebeden tiirevi yoktur (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 3.2.3 (Ayrik Tekil Nokta): Bir w = f(z) fonksiyonu z, noktasmn bir
U(zy,7) — {2y} delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f
fonksiyonu i¢in z, noktasi bir ayrik tekil noktadir denir (Ponnusamy and Silverman
2006).

Teorem 3.2.3 (Laurent Teoremi): ¢, ve c;, merkezleri z, noktasinda bulunan
pozitif yonde yonlendirilmis iki gember olsun. ry < r; olmak {izere ¢, 1y yarigapli ve ¢,
de r; yaricapl ¢emberler olarak alinsin. Eger bir f fonksiyonu c, ile ¢, in iizerinde ve
bunlarin arasinda kalan halka bdlgenin tamaminda analitik ise bu durumda bolgedeki her

z, noktasinda f(z) fonksiyonu a,ve b, kompleks sayilar olmak tizere
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[0e] (o]

by,
f(z) = z an(z — zo)" + z Z=z" (2.2)

n=0 n=1

agthmi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasmnm delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilim1) denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tanim 3.2.4 (Kutup Noktasi): z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.
Laurent agilimindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkli ise z,

noktasima f(z) fonksiyonunun kutup noktasi denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 3.2.5 (Meromorf Fonksiyon): Kompleks diizlemin bir A bdlgesinde
kutup noktalar1 harig analitik olan f(z) fonksiyonuna A bolgesinde meromorf fonksiyon
denir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Teorem 3.2.4 (Maksimum Modiil Prensibi): f fonksiyonu kompleks diizlemin
bir A bolgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A bolgesinde sabit olmadikga, |f(2)|

maksimum degerini A bdlgesinin sinirinda alamaz (Ponnusamy and Silverman 2006).

Sonu¢ 3.2.1: A kompleks diizlemde smirli bir bolge ve sabit olmayan f
fonksiyonu da bu bdlgenin sinirinda siirekli ve i¢inde analitik olsun. Bu durumda |f(z)|

maksimum degerini A bdlgesinin sinirinda alir (Ponnusamy and Silverman 2006).
Maksimum prensibinin 6nemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Lemma 3.2.1 (Schwarz Lemmasi): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve
f(0) =0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)] <1 ise bu durumda [f'(0)| <1 ve
|f(2)| < |z| dir. Esitlik sadece 8 € R iizere f(z) = ez ile saglamir (Ponnusamy and
Silverman 2006).

Teorem 3.2.5 (Minimum Prensibi): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir A
bolgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her z € A igin f(z) # 0 olsun. Bu durumda

|f(2)], A bolgesinde minimum deger alamaz (Ponnusamy and Silverman 2006).

10
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Sonug¢ 3.2.2: A kompleks diizlemde smirl bir bolge, f(z) bu bolgede sabit
olmayan bir fonksiyon ve her z € A i¢in f(z) # 0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A
bolgesinin iginde analitik, smirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda |f(z)|

minimum degerini A bolgesinin smirinda alir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 3.2.6 (Univalent fonksiyon): f, A c C bolgesinde tanimh bir fonksiyon
olsun. Her z,,z, € A igin f(z,) = f(z,) olmasi sadece z; = z, olmasini1 gerektiriyorsa
(veya z; # z, oldugunda f(z,) # f(z,) gerceklesiyorsa) f fonksiyonuna A bolgesinde
tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir (Duren 1983).

Eger f, z, noktasmnin bir komsulugunda iinivalent ise f ye yerel iinivalent

fonksiyon denir.

Teorem 3.2.6: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel tinivalent olmasi

i¢in gerek ve yeterli kosul f'(z,) # 0 olmasidir (Duren 1983).

Ayrica f'(z,) # 0 sart1 f(z) fonksiyonunun tinivalentligi i¢in gerek sarttir fakat
yeterli degildir. Yani sadece f analitik fonksiyonu tinivalent ise f'(zy) # 0 dir. Tersi
daima dogru degildir. Bir kiimede yerel {inivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede

iinivalent olmas1 gerekmez.

Ornek 3.2.1: f(z) = z% fonksiyonu A ={z:1<|z| < 2,0 < argz < 3m/2}
bolgesinde yerel iinivalent olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z) = z2
fonksiyonu, A bolgesinde analitik ve her zy, € A i¢in f'(z,) # 0 saglandigindan yerel

univalenttir. Fakat

f(%-”%):f(—%—i%): l-29_5

oldugundan f(z) = z? fonksiyonu A bolgesinde iinivalent degildir.

11
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Eger A c C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel iinivalent ise, bu durumda z €
A noktasinda f’(z) tlirevi, f nin yerel geometrik davranisini belirler. |f'(z)| ve arg f'(z)
degerleri sirastyla yerel bliylime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna ilave
olarak, f: A ¢ C — C analitik doniisiimiiniin Jacobian determinant1 Jf(z) = |f'(2)|? ile
verilmektedir. Jacobian determinantinin |f’(z)|? ifadesine esit oldugu Cauchy-Riemann
denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 3.2.6 dan analitik fonksiyonlar i¢in
Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel iinivalentlik icin gerek ve yeter

sarttir.

Tamm 3.2.7 (Konform doéniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gecen
iki diizgiin egri arasindaki a¢inin biiylikliigiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniistime bu
noktada konform doéniisiim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir A c C bdlgesinin tim

noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bolgesinde konformdur denir (Duren 1983).

Ornegin; f(z) = e? doniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 3.2.7: f fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f'(z) # 0 kosulu

saglantyorsa, f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve {inivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli
konform doniistimlerden biri Mobius doniistimiidiir. Bu doniisiim; a, b, ¢, d kompleks

sabitler olmak tizere

az+b
cz+d

w=f(z)= , ad —bc #0

genisletilmis kompleks diizlemi (C,, = C U {oo}) kendi lizerine konform olarak resmeder.
z —diizlemindeki D © C (D # C) bolgesini, w —diizlemindeki D, bdlgesi lizerine

resmeden f analitik fonksiyonunun varligr 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmistir.

12
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Teorem 3.2.8 (Riemann Doéniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her D
C (D # C) basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski lizerine resmedilir.
Ayrica, z, € D olmak tizere f(z,) = 0 ve f'(z,) > 0 kosullarmi saglayan ve D yi U

birim diski iizerine resmeden bir tek konform doniistim vardir (Duren 1983).

3.3 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan iinivalent
fonksiyonlar1 biraz daha ayrmntili sunulmustur. Analitik olarak, bir tinivalent fonksiyon
sifirdan farkl tiireve sahip iken; geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere
doniistiriir. Hem analitik hem de tinivalent fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit
baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniisiim teoreminden, keyfi bir basit baglantili
bolgede tanimli f iinivalent fonksiyonu yerine U acik birim diskte tanimli bir f tinivalent
fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon i¢in f£(0) = 0 ve f’(0) = 1 normalizasyon sartlar1

g0z Oniine alinirsa (2.1) serisi

fz)=z+ Z a,z", (z€l) (2.3)
n=2

seklini alir. Burada (2.3) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik
fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifin1 A ile gosterilmistir ve

kisaca

A =i{f:Vz € Uigin f(2) =Z+Zanznl

n=2
seklinde yazilabilir.
Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tasi olan bir smifi asagida tanimlanmustir.

Tanim 3.3.1 (S Simifi): U birim diskinde iinivalent olan f € A fonksiyonlarmin

olusturdugu siifa S sinifi denir ve kisaca

13
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S ={f € A:vz € Uigin f — linivalent}

seklinde gosterilir (Duren 1983, Goodman 1983, Pommerenke 1975).

S smifina ait bazi fonksiyon 6rneklerini asagida verilmistir.

() w=f(z) =z(1—2)"1 fonksiyonu U birim diskini Re(w) > —1/2 sag yari

dizlemine resmeder.

(i) f(z) =z(1 —2z2?)"1 fonksiyonu U birim diskini C\{(—o,—1/2] U (1/2,]}

bolgesi tlizerine resmeder.

(iii) f(z) = z(1 —z)~? Koebe fonksiyonu U birim diskini C\(—o,—1/4] bolgesi

uUzerine resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki, S smifina ait iki fonksiyonun toplami S sinifina ait

olmayabilir. Ornegin;

~ ) =
11—z ve fo(z T 14z

f1(Z) =

fonksiyonlar1 S sinifina ait olmasina ragmen

1 1
fil2) = m ve f,(z) = m
tiirevlerinden
R+ @) = — =D

(1—-2)2(1 +iz)?

elde edilir. Buradan z = % € U noktasinda f{ (z) + f, (z) = 0 oldugu goriiliir.

14
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Bununla beraber S sinifindaki bir¢ok 6zellik baz1 doniisiimler altinda korunur.

Teorem 3.3.1: f € S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:
(i) Eslenik alma: g(z) = f(2) = z + a;z% + - ise, g € S dir.

(i) Dondiirme (Rotasyon): 8 € R olmak iizere
g(@) =e Of(e¥z) =z + Z a, elm=1ozn, (z€el)
n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0 < r < 1 olmak {iizere
9@) =r"frz) =z + z a, " 'z",  (z€U)
n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, € U olmak {izere

F({52%) ~f ()
(1 =120l f"(20) °

g(z) = (z € U)

fonksiyonu S sinifina aittir.

(V) Deger bolgesi doniisiimii: i fonksiyonu f(U) da tinivalent ve 1(0) = 0, y'(0) =1
kosulunu gercekleyen bir fonksiyon ise i o f € S dir.

(vi) Cikarilmis deger doniisimi: w € f(U) olsun. Bu durumda,

15
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f(2)
2) =——F""——, z€eU
IO =T m #EY
fonksiyonu S sinifina aittir.
(vii) n. kok doniisiimii: Eger n = 2,3, ... ise
a 1
9@ =4f@Ez")=z+ fz”“ + 2—n2(2na3 —(n—Daj)z"* + .., (zel)

fonksiyonu S sinifina aittir (Duren 1983).

Tanmm 3.3.2 (P smufi): U birim diskinde p(0) =1, Rep(z) > 0 kosullarini
saglayan p(z) =1+ Xy-;cp,z™  seklindeki fonksiyonlarin  olusturdugu smifa
Caratheodory smifi veya P sinifi denir (Duren 1983).

Ornegin; p(z) = (1 + z)/(1 — z), z € U fonksiyonu P smifina ait olup, U birim
diskini sag yar1 diizlem iizerine resmeden bir konform doniistimdiir. Ayrica, P smifina ait
bir fonksiyonun {inivalent olmasi gerekmez. Ornegin; f(z) = 1+ z" fonksiyonu P

smifina ait olmasma ragmen n € N,n > 2 i¢in iinivalent degildir.

Tamm 3.3.3 (@ smifi): U birim diskinde w(0) = 0 ve |w(z)| < 1 kosullarini
saglayan analitik fonksiyonlarin olusturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarmin sinifi denir

ve () ile gosterilir (Duren 1983).

Bunlarin yani sira, P sinifi ile Schwarz fonksiyonlari arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

1
p(z) eP & p(2) = 1J_r—z))§2 w(z) € Q.

P ve Q siniflarim1 tanimladiktan sonra, S Smifinin iki 6nemli alt smifi agagidaki

sekilde verilmistir.
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Tammim 3.3.4 ($* smifi): B c C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir w,
noktasini her w € B noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa,
B ye w, noktasma gore yildizil kiime denir. wy noktasi 6zel olarak orijin segilirse, bu
kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi verilir. Eger bir f
fonksiyonu U birim diskini w, noktasina gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna w, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda, f fonksiyonu U
birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.
f € A olmasi durumunda yildizil fonksiyonlarin smift S* ile gosterilir (Duren 1983,
Pommerenke 1975).

Im
A B
e
III \"-I
) A
| I'.
/ \
B {

f = |
{ |
| i

- —» Re
' 0 Wy, /
\\ /
- — . __,--""/
L J

Sekil 1: w, noktasina gore Yildizil Bolge

Yildizil fonksiyonlarin analitik ifadesi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.3.5: f € A olsun. Bu durumda

7@,

f@es e—=

olur. Ayrica f(z)=z+ Y7 ,a,z2" €S* = |a,| <n (n=23...) ifadesi dogrudur
(Duren 1983, Pommerenke 1975).

Yildizil fonksiyonlarm sinifini

17
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. _ . zf (2)
S —{fEA. VzEU1g1n9%e<f(Z)>>0}

biciminde gosterebiliriz.

Ornegin, S siifina ait fonksiyonlardan en énemlilerinden birisi z € U olmak

uzere,

KO =G

1+z

2
seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon k(z) = i [(1—) - 1] seklinde

-z

de yazilabilir. Ayrica k(z) fonksiyonu
u(z) =% g(2) =u*(2), k(2 =;19(2) - 1]

bi¢iminde yazilirsa U birim diskini —oo dan —71 ¢ kadar negatif reel ekseni ¢ikartilmig

kompleks diizlem iizerine konform olarak doniistiirdiigii goriilebilir. k(z) doniisiimii

iinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde 6nemli rol oynar.

Sekil 2: Koebe Fonksiyonu

18
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zZ

(1-2)

Ayrica Teorem 3.3.5 kullanilarak da z = re ve (0 <r < 1,0 <0 < 2m) olmak iizere

- zf'(z) _a (1+Z)_§R 1+ret?
¢ fz) ) C\1=2) T\ 1 e
B 1—12 >1+r

T 141r2—=2rcosf " 1-—r

Yukaridaki sekilden k(z) =

~=2z+Yn_,nz" €5* oldugu goriilebilir.

>0

elde edilir. Buradan da k(z) € S* oldugu goriiliir.

Tamm 3.3.6 (€ smifi): B c C kiimesi verilsin. Her w;, w, € B i¢in w; noktasini
w, noktasima birlestiren dogru parcasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ye konveks kiime
denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f € A olmasi durumunda konveks fonksiyonlarin

smifi C ile gosterilir (Duren 1983, Pommerenke 1975).

Im

A
T
Y

Sekil 3: Konveks Bolge

Konveks fonksiyonlarin analitik ifadesi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.3.7: f € A olsun. O halde

19
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zf (2)

@ <F

f)eCo1+

olur. Ayrica f(2)=z+Ynpa,z2"€C=|a,| <1(n=23...) degerlendirmesi
dogrudur (Duren 1983, Pommerenke 1975).

Tamm 3.3.7 (Hadamard Carpim): f € Ave g(z) = z + Y-, b,z™ € Aolsun.
(F @ =2+ ) awbyz" = (g )
n=2

fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarimin Hadamard ¢arpimi denir (Duren 1983).
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4. DIFERENSIYEL SUBORDINASYON

4.1. Diferensiyel Subordinasyon

Tamm 4.1.1: f ve g, U da iki analitik fonksiyon olsun. w, U da w(0) = 0,

|w(z)| < 1 kosullarini saglayan analitik bir fonksiyon olsun ve

f(2) =g(w(2), (zeU)

ise f fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g veya f(z) < g(2)
seklinde gosterilir (Littlewood 1925).

Teorem4.1.1: f < g ise f(0) = g(0) ve f(U) c g(U) dir (Miller and Mocanu
1981).

Ispat: f < g oldugunu varsayalim. Subordinasyon tanmimimdan w(U) c U ve

w (0) = 0 kosullarin1 saglayan analitik bir w: U — U fonksiyonu bulunabilir. O halde
f(2) = g(w (2)) ifadesinden

fU) = g(w) c g(U)

olur. Bu da istenen sonugtur.

Teorem 4.1.2: g, U da iinivalent olsun. f < g olmasi igin gerek ve yeter sart
f(0) =0 ve f(U) c g(U) olmasidir (Miller and Mocanu 1981).

Ispat: (=) Teorem 4.1.1
(&) g,U da iinivalent oldugundan g~—!(w) ters fonksiyonu g(U) da analitiktir. f(U) c
g(U) oldugundan w(z) = g~1(f(U)) fonksiyonu U da analitiktir ve |w(z)| < 1 dir.
Ayrica f(0) = g(0) olmas1 w(0) = 0 olmasini gerektirir.
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Teorem 4.1.3: f,g € H(U) ve g tnivalent bir fonksiyon olmak iizere f < g
ise f(z) = g(w (Z)) ve |w(z)| < 1 kosullarin gergekleyen ve U da analitik olan bir w
fonksiyonu vardir. Ayrica f(0) = g(0) ise w(0) =0 ve |w(z)| < |z| dir (Miller and
Mocanu 1981).

Ispat: g iinivalent ve f < g olsun. O halde Teorem 4.1.1 den U birim diskinde
f(2) nin aldig1 her deger g(z) tarafindan da almir. w, € f(U) alahm. O halde U da 6yle

bir z,, z; nokta cifti vardir ki
wo = f(20) = g(21) (4.1)

dir. g tinivalent oldugundan (4.1) kosulunu saglayan z; tektir ve z, = g7*(f(z,)) =

w(z,) olacak sekilde w fonksiyonunu bulabiliriz. Boylece

f(z0) = (g° g7 (f(2)) = g (97(F (20))) = g(w(2))

olur. w nin tammindan dolay1 w € H (U) bulunur ve |z,] = 1 igin |w(z,)] < 1 olur.

Maksimum modiil prensibinden dolay1 z € U i¢in |w(z)| < 1 bulunur.

Simdi de f(0)= g(0) olsun. f(0)=g(w(0))=g(0) ve g iinivalent
oldugundan w(0) = 0 dir. w(0) = 0 dan w(z)/z fonksiyonu analitiktir. |z| = 1 igin,
lw(z)| <1 =|z| den |w(2)/z| < 1 olur. Maksimum Modiil Teoremi geregince z € U

i¢in |w(z)/z| < 1 olur ki buradan |w(z)| < |z| bulunur.

f nin g ye subordinasyonundan anlasilacak sey asagidaki sekille izah edilmistir.
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Sekil 4: f < g Subordinasyonu

Ornegin; U da analitik olan f(z) =1+2z ve g(z) = g fonksiyonlarin1 goz
oniine alalm. f nin U da g ye subordine olmasi i¢in Vz € U i¢in f(z) = g(w(z)) olacak

sekilde bir w € Q fonksiyonunun varligmi gostermeliyiz. Boylece,

y _1+w(2 oz
f(z)—g(w(z))::»1+z—1_—w(z)=>w(z)_z+_2

z

z+2

L <1 olup w € Q dir. Dolayisiyla f < g dir.

T z+2| T

bulunur. w(0) = 0 ve |w(2)| =

Ayrica g tnivalent oldugundan f(0) = g(0) ve f(U) € g(U) dur. Bu durum
asagidaki sekilde agik olarak goriilebilir.
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1+z

Sekil 5: 1 +z < —
1-z

Teorik olarak subordinasyonun buradaki anlami, &zelliklerini bilmedigimiz bir

fonksiyonu 6zelligi bilinen bir fonksiyon yardimryla incelemektir.

Tammm 4.1.2: Subordinasyon kavrami igerisinde fonksiyonun kendisi ve
tiirevlerini i¢eren bir ifade varsa bu sekildeki ifadelere diferensiyel subordinasyon denir
(Miller and Mocanu 1985).

Diferensiyel subordinasyon kavrami
e Birinci mertebeden diferensiyel subordinasyon

e Ikinci mertebeden diferensiyel subordinasyon

n. mertebeden diferensiyel subordinasyon

seklinde gruplanabilir.

Ayricaa € Cven € Nt i¢cin

Hla,nl={f € H:f(z2) =a+az"+ ap 2"+ -}

smifl tanimlansin.

Tamm 4.1.3: ¥: C? X U - C olmak iizere h, p, ¥(p(2), zp’ (2) ; z) fonksiyonlar1

U da analitik ve h tinivalent olsun.
Y(p(2),2zp'(2);z) < h(2) 4.2)
ifadesine birinci mertebeden diferensiyel subordinasyon denir (Miller and Mocanu 2000).
(4.2) ifadesini saglayan p fonksiyonuna bu diferensiyel subordinasyonunun bir

¢oziimii denir.
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(4.2) ifadesini saglayan her p i¢in p < q olacak sekilde tinivalent bir g fonksiyonu
varsa q Ye diferensiyel subordinasyonun ¢oziimlerinin dominantina kisaca dominant

denir.

(4.2) ifadesinin biitiin ¢ dominantlar1 i¢in § < q kosulunu saglayan § dominantina

(4.2) ifadesinin en iyi dominant: denir.

p € H[a,n] ise swrasiyla; p, (a,n)-¢6ziim, g, (a,n)-dominant, g, eniyi (a,n)-

dominant seklinde ifade edilir.

Tammm 4.1.4: A, B,p, h kompleks-degerli analitik fonksiyonlar i¢in

A(2)zp'(z) + B(2)p(z) < h(z)

ifadesine Birinci mertebeden lineer diferensiyel subordinasyon denir (Miller and Mocanu
2000).

Tamm 4.15: ¥:C3 xU —» C olmak iizere h,p,¥(p(2),2zp'(2),2z%*p" (2);z)

fonksiyonlar1 U da analitik ve h tinivalent olsun.

Y(p(2),zp'(2),2z%p" (2) ;z) < h(z) (4.3)

ifadesine Ikinci mertebeden diferensiyel subordinasyon denir (Miller and Mocanu 2000).

(4.3) ifadesine saglayan p fonksiyonuna bu diferensiyel subordinasyonun bir

coziimii denir.

(4.3) ifadesini saglayan her p igin p < q olacak sekilde tinivalent bir g fonksiyonu

varsa q ya diferensiyel subordinasyonun ¢oziimlerinin dominanti kisaca dominant denir.

(4.3) ifadesinin biitin g dominantlar1 igin § < q kosulunu saglayan §

dominantina (4.3) ifadesinin en iyi dominant: denir.
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p € H [a,n] ise srasiyla; p, (a,n)-¢ozim, q, (a,n)-dominant, g, eniyi (a,n)-

dominant seklinde ifade edilir.

Tanim 4.1.6: A, B, C, D, p, h kompleks degerli analitik fonksiyonlar i¢in

A(2)z%p" (z) + B(2)zp'(z) + C(2)p(2) + D(2) < h(2)

ifadesine fkinci mertebeden lineer diferensiyel subordinasyon denir (Miller and Mocanu
2000).

Tanim 4.1.7: ¥: C**1 x U -» C olmak iizere

h,p,lP(p(z),zp’(z),zzp”(z), ...,Z”p(n)(n);z) fonksiyonlar1 U da analitik ve h

tinivalent olsun.

¥(p(2),2zp'(2), 2%p" (2), .., ., 2"P™ () ; 2) < h(2) (4.4)

ifadesine n. mertebeden diferensiyel subordinasyon denir (Miller and Mocanu 2000).

(4.4) ifadesini saglayan p fonksiyonuna bu diferensiyel subordinasyonunun bir

¢coziimii denir.
(4.4) ifadesini saglayan her p igin p < q olacak sekilde tnivalent bir ¢
fonksiyonuna varsa q ya diferensiyel subordinasyonun ¢éziimlerinin dominanti kisaca

dominant denir.

(4.4) ifadesinin biitiin q dominantlar1 i¢in G < q kosulunu saglayan §

dominantina (4.4) ifadesinin en iyi dominant: denir.

p € H [a, n] ise sirasiyla; p, (a,n)-¢dziim, q, (a,n)-dominant, g, eniyi (a,n)-

dominant seklinde ifade edilir.
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Tanmm 4.1.8: z € U ve t > 0 olmak lizere

i. L(zt), U birim diskinde analitik ve iinivalent
ii. 0<t, <t,i¢inL(zt,) < L(zt,)

kosullarmi sagliyorsa L(z,t) fonksiyonuna subordinasyon (ya da Loewner) zinciri denir
(Miller and Mocanu 1985).

On Teorem 4.1.1: t >0 icin a,(t) # 0 olmak iizere L(z,t) = a,(t)z +

a,(t)z? + - fonksiyonunun subordinasyon zinciri olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

IZ(OL / 0z)
o | A

3L/ dt >0, (zeU)

olmasidir (Miller and Mocanu 2000).

Tamim 4.1.9: D c C olsun. Eger D kiimesi baglantili ve D deki her y kapali egri
herhangi bir 7 (t) = z, € D sabit egrisine biiziilebiliyorsa; yani y, D igerisinde bir
noktaya homotopik ise D bolgesine basit baglantili bolge denir (Marsden 1973).

Tamm 4.1.10: z, € D c C i¢in f'(z,) # 0 kosulunu saglayan analitik bir f
fonksiyonu verilsin. z, € D noktasindan gegen iki egri arasindaki agi, yon ve biiyiikliik
bakimindan f fonksiyonu altinda korunuyorsa f fonksiyonuna z, da konformdur denir
(Duren 1983).

Teorem 4.1.4 (Lindelof Prensibi): U, ={z:z € Cve |z| <r < 1} olmak

tizere g Univalent fonksiyon olsun. Eger f < g ise
fU) e gU)  (vre (D)

dir. Ayrica f(U,) = g(U,) ise f(z) = g(cz),|c| = 1 dir (Miller and Mocanu 2000).

27



4. DIFERENSIYEL SUBORDINASYON

Ispat: g iinivalent olmak iizere f < g olsun. O halde subordinasyon tanimindan
f(z) = g(w(z)) olacak sekilde |w(z)| <1 ve w(0) =0 kosullarim1 saglayan w €
H(U) fonksiyonu vardir. Buradan f(U,) = g(w(Ur)) yazilabilir. Teorem 4.1.1 ve
Teorem4.1.2 den |w(z)| < |z| esitsizligi bulunur ki bu da w(U,.) c U, ifadesine denktir.
Dolayisiyla f(U,) = g(w (Ur)) c g(U,) ifadesine ulagilir.

f(U,) = g(U,) oldugunu kabul edelim. g iinivalent ve g(U,) = g(w(U,))
oldugundan w(U,) = U, esitligi bulunur. |w(z)| < |z| oldugundan |w(z)| = |z| ifadesi
yazilir ki |c] =1 olmak iizere w(z) = cz seklindedir. Buradan f(z) = g(a)(z)) =
g(cz),|c| = 1 bulunur.

Teorem 4.1.5: g iinivalent olmak iizere f < g ise |f'(0)| < |g’(0)| dir (Miller
and Mocanu 2000).

ispat: f < g oldugu i¢in f(2) = g(w(2)) ifadesinin tiirevi almirsa f'(z) =
g’(a)(z)).a)’(z) esitligi elde edilir. z = 0 i¢in bu esitlik f'(0) = g’(w(O)).w’(O) =
g'(0).w'(0) seklinde ifade edilir. Teorem 4.1.3 kullanilirsa

‘@ <1=|w’'(0)| =lim 0@ ~ w(0)] = l'mlw(—Z)lS 1
z z-0 |z — 0| z-0 |z|
esitsizligine ulasilir. Boylece |f'(0)| < |g’(0)] istenen ifade bulunur.
Teorem 4.1.6 ( Littlewood Subordinasyon Teoremi): f < g ise
M, (r, f) < Mp(r,g); 0<r<1;p=0) (4.5)

dir (Miller and Mocanu 1981).
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4.2. Diferansiyel Subordinasyon Teorisi

Reel-degerli fonksiyonlarda f ve f nin tiirevlerini igeren bir esitsizlikten f nin

smirlarini bulmak her zaman énemli olmustur. Ornegin;

I = (—1,1) araliginda ikinci tiirevi stirekli olan bir f fonksiyonu i¢in

D [f1 () =t2f"(t) + 4tf'(t) + 2f(t) + 6t = [t?f(t) + t3]”

diferensiyel operatorii verildiginde

0<D[flI)<2=>-1<f(t)<2; (tel) (4.6)

olmasi gibi veya bir baska deyisle,

Df1(D<c(02)= f(I) c(-12)

seklinde ifade edilir.

1978 yilindaki Miller and Mocanu ve 2000 yilindaki Miller and Mocanu
caligmalarinda reel-degerli fonksiyonlar i¢in diferensiyel esitsizlikleri igeren bu fikir
kompleks-degerli fonksiyonlara genisletilmistir. Kompleks-degerli fonksiyonlarda

siralama olmadigi igin (4.3) ifadesi f : U — Cve Q,A < C olmak {izere

DIf1(2) = 2" (2) + 4zf"(2) + 2f (2) + 6z (4.7)

diferensiyel operatorii altinda

D[flI()cO= f(U)cA (4.8)
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kapsama bagintisina doniismiistiir. O halde artik istenen (4.8) kosulunu saglayan “en
kiigiik>> A € C kiimesini bulmakla 6zdestir. Bu temel soruyla beraber iki tane daha esas

problem aklimiza gelebilir. Soyleki:

i.  Qve A verildiginde (4.8) ifadesini saglayan D[f] diferensiyel operatorii var mi?
Varsa nedir?
ii.  D[f] ve A verildiginde (4.8) ifadesini saglayan “en biiylik” Q € C kiimesi var
mi1? Varsa nedir?
Bu ii¢ problem diferensiyel subordinayonun gelismesinde kullanilmastir.
Q,A < C herhangi iki kiime ve p : U —» C, p(0) = a kosulunu saglayan analitik

bir fonksiyon olmak iizere ¥ : C3 X U — C operatorii tanimlansin. Buna gore (4.7)

ifadesi altinda (4.8) bagintis1 genel olarak

{W(p(2),zp'(2),z*p"(2); 2):z€U}c Q= pU) c A (4.9

seklinde ifade edilebilir. O halde kompleks diizlemde diferensiyel subordinasyonu

karakterize eden ii¢ tane 6nemli problem asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Eger Q) ya da A basit baglantili bolge ise (4.9) kapsama bagintisi subordinasyon

kavramini kullanarak ifade edilebilir.

A # C, a noktasini igeren basit baglantili bir bolge olsun. O halde, Riemann
Doniigiim Teoremi geregince q(0) = a kosulunu saglayan q: U — A konform doniigtiimii

bulunabilir. Bu durumda (4.9)

{$(p(2),2p'(2),2°p"(2); 2) : z € U} c L = p(2) < q(2)

ifadesine doniisiir.
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Ayrica Q) # C basit baglantili bir bolge ise Riemann Doniisiim Teoremi geregince

h(0) = ¥(a, 0, 0; 0) kosulunu saglayan h: U — Q konform doniisiimii bulunabilir.
Buna ek olarak W(p(z), zp' (2), z%p" (z); z), U da analitik ise (4.6) bagintis:
Y(p(2),zp'(2),2*p" (2); z) < h(z) = p(z) < q(2) (4.10)
seklinde ifade edilebilir.

1935 de Goluzin, zp'(z) < h(z) basit birinci dereceden subordinasyonu goz

ontine almistir. Goluzin, h konveks iken
z
p@ < () = [ hOe
0

ve g nin en iyi dominant oldugunu gostermistir. 1970 de Suffridge, eger h yildizil ise

Goluzin’in sonucunun dogru oldugunu ispatlamistir.
1947 de Robinson, diferensiyel subordinasyonu
p(2) + zp'(2) < h(z)
olarak ele almistir.

Tanmm 4.2.1: q,U de q(0) = a kosulunu saglayan bire bir fonksiyonu verilsin.
E(q) = {{ € dU: limc q(z) = oo}
Z—>

olmak iizere U/E(q) iizerinde analitik olan ve { € U/E(q) i¢in q'({) # 0 kosulunu
gercekleyen g fonksiyonlarmin kiimesini Q ile gosterelim (Miller and Mocanu 2000).
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q € Q ise A= q(U), smur1 basit kapali regiiler bir egri ya da her iki yonde oo a
yakinsayan ikiserli ayrik basit regiiler egrilerin birlesiminden meydana gelen basit
baglantili bir kiimedir (Miller and Mocanu). q,(z) =z ve q,(z) = (1+2)/(1 —z)
fonksiyonlar1 bu iki duruma birer 6rnektir. E(q) nin {i¢ noktadan olustugu genel durum

icin bkz. Sekil 6.

z-plane

Sekil 6: E(g) nin {i¢ noktadan olustugu genel durum
4.3. Uygunluk Fonksiyonu ve Temel Teoremler

Bu béliimde, Q,A € C herhangi iki kiime ve p(z) = a + a,z" + a4 12" + -+
olmak iizere p:U — C, p(0) = a kosulunu saglayan analitik bir fonksiyon ve

Y (1,s,t; z) : C3 x U— C olmak iizere

{Wp(2),2p'(2),z°p"(2);2) : z€ U} c Q= pU) c A

olsun.

Tanm 4.3.1: Q € C, geQveneN* olsun. ze U,{ € dU/E(q) vem=n

icin

. r=q()
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i s =mlq'(Q)
(So
olmak tlizere
Y (r,s,t; z) & Q (4.11)

kosulunu saglayan ¥ : €3 x U — C fonksiyonuna uygunluk fonksiyonu, (i) , (ii) , (iii)
kosullar altinda (4.11) ifadesine uygunluk kosulu denir (Miller and Mocanu 2000).

Buna gore

¥, [Q,q] = {¥ : ¥ uygunluk kosulunu saglar}

kiimesine de wuygunluk fonksiyonlarimin simifi denir. Ayrica ¥ [Q,q] :=W¥; [Q,q]

seklinde gosterilir.

Ozel olarak Q # C basit baglantili bdlge ise Riemann Déniisiim Teoremi
geregince () = h(U) olacak sekilde h: U — Q konform doniisiimii bulunabilir ve bu
sekilde ifade edilen uygunluk fonksiyonlarmm smifi W,[h,q] : = ¥,[Q,q] seklinde

gosterilir.

Eger ¥ : C? x U — Cise (4.11) uygunluk kosulu

Y(q(§),mlq'();z) € Q; (z€U,{ € dU/E(q),m = n)

kosuluna indirgenir.

Sonolarak ¥ : C x U — Cise (4.11) uygunluk kosulu

Y(q();z) ¢ ; (zeU,{ €IU/E(q))
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kosuluna indirgenir.
Not: Q c @ igin ¥, [3, q] < W[Q, q] dir.
Not: n € N* icin ¥, [Q, q] < ¥,;41[Q, q] dir.

Asagidaki teorem birinci ve ikinci mertebeden diferensiyel subordinasyon

teorisinde temel bir sonugtur.

Teorem 4.3.1: q(0) = a olmak tlizere ¥ € ¥,[Q,q] uygunluk fonksiyonu

verilsin. Eger p € H [a, n] analitik fonksiyonu her z € U i¢in
Y(p(2),zp'(2),2z*p" (2);z) € Q (4.12)
icerme bagintisini sagliyor ise p < g dir (Miller and Mocanu 2000).

Bu teoremde, sadece ¥ uygunluk fonksiyonu segilerek (4.12) kosulunu saglayan

diferensiyel subordinasyonun dominantlarini elde edebildigi sonucuna varilabilir.

¥, [Q, q] smifi lizerindeki kosullar olduk¢a geneldir ve (4.12) kosulunu saglayan

analitik bir p fonksiyonu olmayabilir. Ornegin,
q(2) =12, Q=qU) ve ¥ (r,5,t; 2) = —r’s
verildiginde ¥ € W[q(U), q] oldugu agiktir. Buna gore (4.12) kosulu

Re(—(p(2)) zp' (2)) > 0

ifadesine doniisiir. Fakat z = 0 noktasi bu esitsizligi saglamadigindan bdyle bir p analitik

fonksiyonu bulunmaz.
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Bundan sonra p nin varligiyla ilgilenmeyip (4.12) kosulunu saglayan analitik bir

p fonksiyonunun varligi kabul edilecektir.

Ayrica w: U — U herhangi bir fonksiyon olmak iizere (4.12) ifadesi

¥(p(2),2p'(2),2%p" (2); w(2)) € Q

kosulu ile yer degistirebilir.

q(U) bolgesinin bir disk seklinde 6zel bigimde alinmasiyla olusan uygunluk

kosulu asagidaki gibi verilir.

Orijin merkezli M-yaricaph disk iizerindeki durum:

A= {w: |w| < M, w € C} diski verilsin. M > 0 ve |a| < M olmak iizere

Mz +a

=M
9(2) M+ az

fonksiyonu A= q(U) = U,,,q(0) = a,E(q) = @ ve q € Q ifadelerini saglar.

Tanimlanan bu g fonksiyonu altinda uygunluk fonksiyonlarmin smifi
Y,.[Q,M,a] := ¥,[Q,q] seklinde gosterilir. Q@ = A 06zel durumunda ise bu smif
¥, [M, a] ile ifade edilir.

Buna gore || =1 olmak iizere z€U,0 ER ve m>n icin q({) = Me®®

oldugundan uygunluk kosulu

i. r=Me®
.92
U1 e

.. M-de
1l. s = li—e
M2—|a|2
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iii.  Re{t+1}>m |1LM9|9__TL| - "j’w‘j’laf'
olmak {izere
Y(rst z)¢Q
seklinde ifade edilebilir.
Eger a = 0 alinirsa uygunluk kosulu
K > nM ve Re[Le ] = (n — 1) K olmak iizere
Y (Me', Ke L; z) ¢ Q
kosullarina doniisiir. (z€ U,0 € R)

Teorem 4.3.2: p € H[a,n] fonksiyonu i¢in

i Y e ¥,[0,M,a] olmak iizere

Y(p(2),2p'(2),2°p"(2); 2) € A= [p(D)| <M

ii. Y € ¥,[M, a] olmak iizere

¥ (p(2),2p'(2),2°p" (2); )| <M = |p(2)| <M

dir (Miller and Mocanu 2000).

Ispat:

(4.13)

(4.14)

i. Teorem 4.3.1 de q(z) =MMz+a)/ (M + az) alnirsa istenen ifade

bulunur.
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ii. Teorem 4.31de Q=A={w: |[w|<M, weC}ve q(z)=MWMz+a)/

(M + az) alinirsa istenen ifade bulunur.

Teorem 4.3.3: p € H[a,n] fonksiyonu igin

i.  WeW,{Q a}olmak lizere
Y(p(2),zp'(2),z*p"(2); z) € Q= Rep(z) >0
ii. WeWY,{a}olmak iizere
Re[VY(p(2),zp'(2),z%p" (2); z)] >0 = Rep(z) > 0
dir (Miller and Mocanu 2000).

Ispat:

i. Teorem4.3.1de q(z) = (a+ az)/(1 — z) alinirsa istenen ifade bulunur.

ii. Teorem4.3.1de Q=A={w:Rew >0, weC}veq(z)=(a+az)/(1-

z) alinirsa istenen ifade bulunur.
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5. BAZI OZEL FONKSIiYONLAR

Tamm 5.1 (Gama Fonksiyonu): Re z > 0 olmak {izere

I'(z) = f e~ttz 1dt (5.1)

0

fonksiyonuna gama fonksiyonu denir. Bu tanimda gegen integral ikinci tiir Euler integrali

olarak bilinmektedir.

Tanim 5.1 analitik devam vasttasiyla Rez < 0 i¢in asagidaki bigcimde

genigletilebilir.

(5.1) ile elde edilen fonksiyon

1 oo

I'(2) =fe‘ttz‘1dt+f e tt? 1dt (5.2)
0 0

bi¢iminde iki integralin toplami olarak yazilabilir. Bu integraller ayr1 ayri

1 0o
P(2) =fe‘ttz‘1dt ve Q(z) = f e~tt?1dt
0 0

seklinde iki fonksiyon olarak gbz Oniine alinirsa P(z) fonksiyonu Re z > 0 yari
diizleminde analitik ve Q(z) nin ise tam fonksiyon oldugu goriiliir. Dolayisiyla I'(z) =

Q(2) + P(z) fonksiyonu Re z > 0 yar1 diizleminde analitik olur.

P(z) fonksiyonundaki e~ ifadesi kuvvet serisine agilirsa,
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1 1

P(z) = fe‘ttz‘ldt = ftz‘ldti SOy tk (5.3)

0 0 k=0

elde eldir. Burada

fltz 1|alt

)k

1 1
t k
ft"‘ldt Q = J e tt*1dt < 0
0 0

olup bu da bu integralin yakinsak oldugunu gosterir. Boylece (5.3) ifadesi terim terime

integrallenirse

1 o) K [oe) X 1
P(2) —ftz‘ldtz (_kll) th = (_kll) ft’”z dt
0 k=0 k=0 0 (54)
o (—DF 1
21; kKl z+k

bulunur. Bu durumda (5.4) serisinin z = 0, —1, —2, ... noktasinda basit kutba sahip ve
Re z > 0 igin P(z) integrali ile ayni oldugu goriiliir. Dolayistyla (5.4) serisi P(z) nin
analitik devamudir. Q(z) fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan I'(z) fonksiyonu z =

0,—1,—2, ... noktalarinda basit kutba sahip olan meramorf bir fonksiyon olur.

I'(z) nin kompleks diizlemdeki tanimlar1 degisik versiyonlarla ifade edilebilir.

Bunlar,

-1k oo
L [Peterdt, z#0,-1,-2,..

0

i F(Z) = Z}?:o

1 - _ . )
° ﬁ = zeV% Hk=1 (1 + %) e z/k , V= ,lll_{?o Z;{l=1 (E _ ln(n))

im 71+ G210 i ., (225
n—oo

7 = Lim
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= lim [ze= "™ [Tp_, (1 +2)]

n—oo

z(z+1)(z+2)...(z+n)

= lim —
n—oo n4n!
e I'(2) =lim nn! z+0,—-1,-2,..

n-oo z(z+1)(z+2)..(z+n) ’

seklindedir. Ayrica bu son esitlik Gauss formiilii olarak alinir. z # 0, —1, —2, ... degerleri

icin Gauss formiiliinden

nz ( nfn!

['(z+1) = lim z(z+1)..(z+n)

=zl
nboz+n+1 ) 2l (z)

elde edilir.

Gama fonksiyonu ile ilgili

e I'(z+1)=12z[(2),

o T@Ar1-2)=——,62z#01L,+2,..
o 22271M'(T(z+1/2) = VnT'(22)

e TM+1)=n',n=012..

° F(n+1/z):%ﬁ

ozellikler yazilabilir. Ozel olarak

r/2) = f e tt~1/2qt = f e ¥du =1
0 0

dir. Elbette gama fonksiyonunun dzellikleri bunlarla smirl degildir.

Tammm 5.2 (Beta Fonksiyonu): x ve y pozitif reel kisma sahip kompleks

degiskenler olmak iizere
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1

B(x,y) = f t*"1(1 = t)dt, Re(x) >0, Re(y) >0

0

seklinde tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.

Beta fonksiyonu gama fonksiyonuna bagh olarak gosterilebilir (Sahin 2011).

Gama fonksiyonunun tanimmdan

(o8] (o8]

F)r(y) = f e‘”ux‘lduj e Vv ldv

0 0

yazilir. Bu denklemde u = a?, v = b? yazilirsa

[o2] [oe]

F(x)r(y) =4 fe azazx‘ldaf e b*p2y-1dp
0

|
8\8 o

f e—(a2+b2) |a|2x—1 |b|2y—1dadb

elde edilir. Kutupsal koordinatlar doniisiimii @ = r cos 8, b = r sin 8 yapilirsa

21T 00

rCOr(y) =f f e " |r cos 8|1%* 1|rsin 8|2~ r drd6

2T

=fe‘r2r2x+2y‘2rdrf |(cos 8)?*~1(sin 8)?Y~1|d6
0

/2

1 [o.0]
= Ef e T r2(ty=1q (r2) 4f (cos8)?*~1(sin6)?Y~1do
0

/2

=T(x +y)2 f (cos 8)**~1(sin0)?Y~1d6

=T'(x +y)B(x,y)
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dolaysiyla

RCN))

PEN TGy

seklini alir. Beta fonksiyonu simetriktir, yani B(x,y) = B(y, x) dir.

Tamm 5.3 (Pochhammer (Apell) Sembolii): I', gama fonksiyonunu gdstermek

iizeren € Ny, a € Cve a # 0,—1,—2, ... olmas1 durumunda

F(a+n)_{ 1, n=0;a € C—-{0}

(a),ﬁw— a@+1)..a+n—-1), n=aeN;a€ecC

seklinde tanimlanir. Eger a ve a + n negatif tamsay1 ise

@. =i [la+n+t)
T = 0 T@+0)

formiilii gegerlidir.

Pochhammer sembolii i¢in (a),4+; = (a + n)(a), esitsizligi her zaman saglanir.

Ozel olarak n = 0 alinirsa (a), = 1 olur.

5.1. Bessel Fonksiyonlari

Bessel fonksiyonu ismini Alman gokbilimci ve matematik¢i olan F.W. Bessel (22
Temmuz 1784-17 Mart 1846) den almustir. Bessel fonksiyonu hipergeometrik
fonksiyonlardan elde edilen bir fonksiyondur. Bu fonksiyon ilk kez 1732 yilinda D.
Bernoulli tarafindan tanimlanmistir. Bernoulli sifir mertebeden Bessel fonksiyonunu,
salinim problemlerinin ¢oziimiinde kullanmustir. L. Euler, 1764 yilinda mertebesi tamsay1
olan Bessel fonksiyonunu, gerilmis zar titresimlerinin analizinde kullanmigtir. L.
Rayleigh, 1878 yilinda Bessel fonksiyonlarini incelemis ve bu fonksiyonlarn Laplace

fonksiyonlarnin 6zel hali oldugunu gdstermistir. Bessel, Kepler’in “ayni yergekimi
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altindaki {li¢ pargacigin hareketini hesaplama” problemi iizerindeki ¢alismasinin
sonucunda Bessel fonksiyonunu elde etmistir. 1824 yilinda Bessel, “gezegenlerde
karsilikli ¢ekim kuvvetleri sebebiyle olusan diizensizlik” problemi iizerinde yaptigi
calismalarda da Bessel fonksiyonunu kullanmistir. Bu fonksiyonlarin fizikte dalga
yayilimi ve statik potansiyelleri gibi birgok uygulamasi vardir. Bessel diferensiyel

denkleminin ¢esitli tiirleri vardir.

Tamm 5.1.1 (Bessel Diferensiyel Denklemi): v, reel ya da kompleks bir say1 ve

z € C olmak tizere

22w} (z2) + zw),(2) + (z%2 —v®)w,(2) = 0 (5.5)

bicimindeki ikinci mertebeden homojen diferensiyel denklemine Bessel diferensiyel

denklemi denir. Bu denklemin bir 6zel ¢oziimii olan

(o]
2n+v

(-"
Jo(2) = Z n'fv+n+1) (%) (5.6)

n=0

fonksiyonuna v. mertebeden birinci gesit Bessel fonksiyonu denir (Watson 1944).

Tamim 5.1.2 (Modifiye Bessel Diferensiyel Denklemi): v, reel ya da kompleks

bir say1 ve z € C olmak {izere

22w (2) + zw}(2) — (22 + v>)w,(2) = 0 (5.7)

bi¢cimindeki ikinci ¢esit homojen diferensiyel denklemine Modifiye Bessel diferensiyel

denklemi denir. Bu diferensiyel denklemin bir 6zel ¢dziimii olan

43



5. BAZI OZEL FONKSIYONLAR

[ee]

1 2n+v
bh(2) = z n!T(w+n+1) (g) (5.8)

n=0

fonksiyonuna v. mertebeden birinci ¢esit Modifiye Bessel fonksiyonu ad1 verilir (Watson
1944).

Tamim 5.1.3 (Kiiresel Bessel Diferensiyel Denklemi): v, reel ya da kompleks bir

say1 ve z € C olmak lizere

22w} (z) + 2zw,(z2) + (z? —v(v + 1)w,(2) =0 (5.9)

bicimindeki ikinci ¢esit homojen diferensiyel denklemine Kiiresel Bessel diferensiyel

denklemi denir. Bu diferensiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olan

; T e (=) Z\2n+D
In2) =\/%]v+%(z) - \E;n' Tw+n+ 3/2)(5) (5.10)

fonksiyonuna v. mertebeden birinci gesit Kiiresel Bessel fonksiyonu denir (Abramowitz
and Stegun 1965).

Tamm 5.1.4 (Modifiye Kiiresel Bessel Diferensiyel Denklemi): v, reel ya da

kompleks bir say1 ve z € C olmak iizere

22wy (z2) + 2zw,(z) — (z* + v(v + 1)w,(2) =0 (5.11)

diferensiyel denklemine Modifiye edilmis Kiiresel Bessel diferensiyel denklemi adi

verilmektedir. Bu diferensiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii olan

> 1 2n+v
b (2) :\/217211”%(2) :\/gnzt;n! F(v+n+3/2)(g) (5.12)
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fonksiyonuna v. mertebeden birinci ¢esit Modifiye Kiiresel Bessel fonksiyonu
denmektedir (Abramowitz and Stegun 1965).

b,C e CVed = dlpz + dzp + d3 (le dz, d3 € C) olmak Uzere
z2wy' (z) + bzwy,(2) + (cz? + d)w,(2) = 0 (5.13)

denklemini g6z oniine alalim. Frobenius metodunu kullanarak (5.13) denkleminin vn >

0vea, € Cicin

w,(z) = z¥ (i anz">

n=0
seklindeki ¢ozlimleri arastirilabilir.

V n > 2 i¢in yukaridaki sonsuz kuvvet serisinin a,, Ve a,,_, katsayilar1 arasindaki

iliskinin

a,n(n+2v+b—1)+a,[(d; + Dv2+ (b +d, — 1Dv+ds]
(5.14)
= —ca,_,z*w; (z) + bzw,,(z) + (cz? + d)w,(z) = 0

seklinde oldugu gorilir. Burada dy =—1,d, =1—b,d; =0 degerleri (5.14)
denkleminde yerine koyulursa V n > 2 igin (5.14) denklemi,

an(n+2v+b—-1) = —ca,_, (5.15)
seklini alir. O halde (5.13) denklemi

z?wy (z) + bzw,,(z) + (cz? —v?* + (1 = b)v)w,(z) =0 (5.16)
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denklemine doniisiir. Bu denklem Bessel, Modifiye Bessel, Kiiresel Bessel ve Modifiye
Kiiresel Bessel diferensiyel denklemlerinin genellestirilmis halidir. (5.15) denklemindeki
iliskiyi kullanilarak (5.16) denkleminin 6zel bir ¢oziimiinii ifade edilebilir.

vz € C ve ay(p) # 0 igin;

I —C n
Wy pc(2) = ayg(v) ( 4 ) — L2y
=0 [ [} 1(m+v+T)

S (Z) )
b+1)

n= on'F(n+v+T

= ao(v)

olur. Eger

b+ 1\
a,(v) = 2'T (v + T)

esitligini alirsak (5.16) denkleminin 6zel ¢6ziimii olarak Vz € C i¢in;

Wy (2) =Z — O (5.17)

n+v+T)

serisi elde edilir.

Burada w,,;, .(2z) serisinin yakinsaklik yarigcapr co oldugundan wy,, (z) serisi

Vb, c,v,z € C i¢in yakmsaktir.

Tamim 5.1.5 (Genellestirilmis Bessel Diferensiyel Denklemi): b, ¢ ve v reel ya

da kompleks bir say1 olsun. z € C olmak iizere

22wy (z) + bzw,,(z) + (cz?2 —v?> + (1 — b)v)w,(z) =0
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lineer diferensiyel denklemine genellestirilmis Bessel diferensiyel denklemi denir. Bu

denklemin 6zel bir ¢éziimii olan ve (5.17) ile verilen

[ee]

(_C)Tl (Z)2n+v
2

w(2) = )
nzon!I‘(n+v+b;—1)

seklindedir. Bu w,(z) fonksiyona v. mertebeden birinci ¢esit genellestirilmis Bessel
fonksiyonu denir (Baricz 1994). Burada b ve c cesitli degerler vererek yukarida
tanimlanan dort tip v. mertebeden birinci ¢esit Bessel fonksiyonlarinin tiirlerini elde

edebiliriz.

Ornegin, w,(z) serisinde b = ¢ = 1 yazilirsa (5.5) denklemi elde edilir. Ayrica
bu degerler i¢in w,, (z) fonksiyonuda v. mertebeden birinci ¢esit Bessel fonksiyonu olan

J, ye doniisiir.

w,(z) serisinde b = —c = 1 yazilirsa (5.7) denklemi elde edilir ve w,(z), v.

mertebeden birinci ¢esit Modifiye Bessel fonksiyonu olan 1, ;, . ye doniisiir.

Benzer sekilde w,(z) serisinde b — 1 = ¢ = 1 yazilirsa (5.9) denklemi elde edilir

ve w, (2), 2j,/~/m fonksiyonuna indirgenir.

Ayni sekilde wy,(z) serisinde b — 1 = —c = 1 yazilirsa (5.11) denklemi elde edilir

ve w, (2), 2i,/+/m fonksiyonuna indirgenir.

Genellestirilmis Bessel fonksiyonunun tanimma bakildiginda bu fonksiyonun
normalize olmadig1 aciktir. S$imdi normalize edilmis genellestirilmis Bessel

fonksiyonunu elde edelim. Bunun i¢in

-1

b+1
ao(v) = 2T (v + T)

olmak tizere
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1 _v
uv,b,c(z) = a (U) 21 2Vvv,b,c (\/E)
0

elde edilir. Elde edilen u,, ;, .(z) fonksiyonuna normalize edilmis genellestirilmis Bessel

fonksiyonu denir. Daha acik bir ifadeyle bu fonksiyon

icin
(o]
— n+1
Uppe(2) = E b,z
n=0

seklindedir. Pochhammer semboliiniin tanimi1 olan

(@), = ['(a+n)
YT @
ifadesi g6z Oniine alinacak olursa
2 (—c/4 )"z
Uy p,c(2) = Z . i (5.18)
n=0

elde edilir. Burada v, b, ¢ birer kompleks say1 olup

b+1
K=7v +T #0,—-1,-2.. (5.19)

seklindedir (Baricz 2008a).
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Bessel ve modifiye edilmis Bessel fonksiyonlarinda v nin 6zel degerleri igin

asagidaki fonksiyonlar elde edilebilir:

2
Jo1/2(2) = /Ecosz,
@)= |=si
J1/2(2) = 7Tzsmz,

—
o = |22

nz

2
J-1/2(2) = /Ecoshz,
(@) = |=sinh
J1/2(2) = nZsm z,
() = 2( h sinhZ)
J3/2(2) = r coshz ~ )

— cosz),

seklindedir.

5.2. Bessel -Maitland Fonksiyonlari

Bessel-Maitland fonksiyonu, klasik Bessel fonksiyonlarmim bir genellemesidir ve
0zel fonksiyonlar teorisinde Onemli bir yere sahiptir. Bu fonksiyon, diferansiyel
denklemler, integral doniisiimleri, 6zel fonksiyonlar ve matematiksel fizik gibi cesitli

alanlarda kullanilir (Watson 1962).

Bessel-Maitland fonksiyonu asagidaki seri gosterimi ile tanimlanir.
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[00]

(=)™
Jl(2) = Z TTomer D Be) Z0Re() = ~1vezel)  (520)

n=0

Genellestirilmis Bessel-Maitland fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir (Soni and Bansal
2023).

I a(2) = z (a2 (aeC—-{0},y>0,n>—1vezel).

n=on! Fyn+n+1) (5.21)

(5.21) ifadesinde a = —1 alinirsa

[0}
ZTl

Y 1(2) =Wy pia(2) = Z NCETES) (5.22)

n=0

elde edilir. Burada W, ,, ;4 (z) Wright fonksiyonu olarak adlandirilir ve

I G i
11(2) =Jp (@) = Z n!T(yn+n+1) (5:23)

n=0

dir.

(5.21) ile tanimlanan genellestirilmis Bessel-Maitland fonksiyonu A smifina ait
degildir. Yani ]%/,a(z) ¢ A dir. Bu fonksiyonun normallestirilmis iki tiiriinii asagidaki

bicimde verebiliriz:

= (—a)"T'(n + 1)z"*?
Jna(@) = 20+ Dige(@) = 2+ ) — T (5.24)

n=1

ve
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Fry+n+1) 1
—a) (]5’“@ “Th+D )

B (—)"T(y +n + 1)z"**
B L+ DITn+y+n+1) (5.25)

Ira(2) =

(y>0,y+n>-1,aeC—-{0},z€ U)

(5.21) ifadesinde a = 1 ve y = 1 alinirsa

—D"T(n+ 1)z"*?
nlfn+n+1)

J0(2) = 1y(@) = T + D", (242) = ¢ (5.26)
n=0

elde edilir. Burada

2

_ 1z (2B N DR/
h® =551 (E) o <Z> - Z nT(n+1n+1)

n=0

n-mertebeden Bessel fonksiyonudur ve son zamanlarda normallestirilmis J, (z)

fonksiyonunun ¢esitli geometrik 6zellikleri Prajabat ve Szasz tarafindan incelenmistir
(Prajabat 2011, Szasz 2014).

Diger normallestirilmis tiiriinii asagidaki bicimde verebiliriz:

- (—a)"T( + Dz
n!T(yn+n+1)

%
V). (2) = Ina(2) = %[z +

V4

- (—a)"T(n + 1)z"

=1+
1n![‘(yn+77+1)
n=

ve
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o (—a)"T(n + Dnz™
n!Tiyn+n+1) °

Z(V’,;'a(z))’ =

n=1

Normalize edilmis genellestirilmis Bessel-Maitland fonksiyonlar igin rekiirans

bagintilar1 asagidaki gibidir:

vz(Jna(2)' = (n+ 1) ] .2+ (v —n = D], ,(2), (5.27)

z2(Jpa (@) =110 a(2) (5.28)

ve

(V}a(2) = (;(ay) +F7§n ++1;) VY a2, (5.29)
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6. ]]Z,a(z) OPERATORUNU ICEREN DIFERANSIYEL SUBORDINASYON

ik olarak, (5.24) ile tanimlanan ]]’,;,a(z) operatoriinii iceren ikinci mertebeden
diferensiyel subordinasyon teoremini ispatlamak i¢in gereken uygunluk fonksiyonlarin

bir smifin1 tanimlanacaktir.

Tanim 6.1: Q, C de bir kiime ve q(z) € Q, N H,, olsun. Uygunluk
fonksiyonlarm smifi @4[Q, q], ¢: C3 x U - C seklinde tanimlanan ve

o(w,v,w;2) € Q
uygunluk kosulunu saglayan fonksiyonlardan olusur.
Buradaz € U, y > 0,n € dU\E(q), vy +n > —1vek =1 igin,

_vk$q' () — (n+ 2)q({)
v =
y—n-—2

u =q(J),

ve

G-—n=-3w-@0+2)n+3Ju 2(r-n) -5 ¢q" ()
me{ VI — 71— 2 + (1 + 2ul }me{ TR
bi¢cimindedir.
Teorem 6.1: ¢ € @[, q] olsun. Eger f € A
{¢(H]r;+1,a(z)']]]r;+2,a(z)'Hr;+3,a(z);Z):Z € U} cQ (6.1)

icerme baglantisini saglarsa, o halde
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ni1a(2) <q(@ (z€U)
dir.
Ispat: U birim diskinde p analitik fonksiyonu
P(2) = J)110(2) (6.2)

bigiminde tanimlansin. Bu durumda, (6.2) esitliginin z ye gore tiirevi alinir ve (5.27) deki

rekiirans bagmtisinda n yerine n + 1 yazilirak (6.2) de dikkate alinirsa

"(z) — 2
Faals) = LR ©63)

elde edilir. Benzer sekilde, (6.3) esitliginin z ye gore tiirevi alinir ve (5.27) deki rekiirans

bagintisinda n yerine n + 2 yazilirak (6.3) de dikkate alinirsa

y2z%p" (2) + p'(@yz(y — 2n —5) + (n + 3)(n + 2)p(2)

1
z) = (6.4)
n+3,a( ) y—n-— 3

elde edilir.

Simdi, p(2) =71, zp'(2) =s, z?p"(z) =tveu = J];H,a(z),v =
]]],;Jrzla (z) vew = ]]],;+3la (2) olmak tizere C3 ten C ye

w=r p= DT Lo Y2t+ys(y—2n-5)+1+3)(n+2)r (6.5)
y-n-2 y-n-3

doniistimlerini tanimlayalim.
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Y(r,s,t;z) = p(u,v,w; 2)

=¢)<r ys—(m+2)r y2t+)/s(y—2n—5)+(n+3)(n+2)r_z> (6.6)
T y-n-=2" y—-n-3 ’

olsun. (6.2)-(6.4) esitliklerini kullanarak (6.6) esitliginden,

Yv(®(2),2p'(2), 2°p" (2); 2) = $(J11,0 (2. T2, (2. Ty 43,0(2); 2) (6.7)
yazilir.
Boylece (6.1) ifadesi
Y(p(2),2p' (2),2%p" (2); 2) € Q
formunu alir.

Eger ¢ € ®4[Q, q] igin uygunluk sartinin Tanim 4.3.1 de verilen uygunluk sartina

esit oldugu gosterilebilirse teoremin ispati tamamlanmus olur.

(6.5) esitlikleri kullanilarak

o Wy=n=3)-@+3)m+2u 24— -5
s yv(y —n—2)+(n +2)u] 14

elde edilir ve bdylece ¢ € W[Q, q] olur. Teorem 4.3.1 dikkate alinirsa her z € U igin
p(2) < q(z)yada ]}, ,(2) < q(2)

elde edilir. Boylece Teorem 6.1 in ispat1 tamamlanmis olur.
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Eger Q) # C basit baglantil1 bir bolge ise 0 halde Q = h(U) olacak sekilde bir
h konformal doniisiimii vardir. Bu durumda ®4[h(U), q] smifi ®4[h,q] seklinde

yazilir.
Asagidaki sonu¢ Teorem 6.1 in dogrudan bir sonucudur.

Sonug 6.1: ¢ € ®y[1, q] olsun. Eger f € A fonksiyonu

S (711D V420D J45,0(2):2) < h(2) (6.8)
sartin1 sagliyorsa o halde
r1a(2) <4(@) (Z€U)
dir.

Bir sonraki sonucumuz, q fonksiyonunun dU iizerindeki davranisinin

bilinmedigi duruma yonelik olarak Teorem 6.1’in bir genellemesidir.
Sonug¢ 6.2: 2 c C ve q, q(0) = 0 sartin1 saglayan U da tinivalent bir fonksiyon

olsun. Ayrica baz1 p € (0,1) icin ¢ € @[, q,] olsun. Burada q,(z) = q(pz) dir.
Eger f € A fonksiyonu

¢(H]r;+1,a (2), ]]]7;_'_2'61(2), ]]1;.,_3'61(2); Z) EN

icerme bagmtisini sagliyorsa bu durumda
Ve < q(@ (z€U)

olur.
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Ispat: Teorem 6.1 den

ni1a(®) < q,(2) (z€U)
ifadesi yazilir. Ayrica Sonug 6.2 de belirtilen sonug
4p(2) <q(z) (z€U)
subordinasyon iligkisinden ¢ikarilir.
Teorem 6.2: h ve g, q(0) = 0 sartim1 saglayan U birim diskinde tinivalent
fonksiyonlar olsun. q,(z) = q(pz) ve h,(z) = h(pz) olarak alalim. Ayrica ¢: C* x

U — C fonksiyonu,

1. Bazip € (0,1) igin ¢ € Py[Q,q,],
2. Tum p € (po, 1) ler igin ¢ € ®y[h,,q,] olacak sekilde p, € (0,1) vardir.

sartlarmdan birini saglasin.

Eger f € A fonksiyonu (6.8) subordinasyon sartini saglarsa bu durumda
W 1a@ <q(@ (z€U)
olur.

Ispat: Teoremin ispat1 (Miller and Mocanu 2000, Theorem 2.3d)

caligmasindaki ispata benzerdir. Dolayisiyla yazilmamstur.

Bir sonraki teorem, (6.8) diferensiyel subordinasyonu igin en iyi dominant

sonucu verir.
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Teorem 6.3: h, U da bir iinivalent bir fonksiyon ve ¢: €3 x U — C olsun.

é (q(z) vzq'(z) — (n+2)q(2) v*2°q"(2) +y(y —2n —5)zq'(2) + (1 +3)(n + 2)q(2) _ )
’ v-n-2 ' y-n-3 ;
= h(z)

(6.9)

diferansiyel denkleminin q(0) = 0 i¢in bir g ¢6ziime sahip olsun ve
1.q € QqyVve ¢ € dylh,q] dir.
2. q, U da univalenttir ve bazi1 p € (0,1) i¢in ¢ € Py[h,q,] dir.
3. q, U da univalenttir ve tim p € (po,1) ler i¢in ¢ € ®y[h,,q,] olacak sekilde
Po € (0,1) vardir.

sartlarmdan birisini saglasin.

Eger f € A fonksiyonu (6.8) subordinasyon sartin1 saglarsa, bu durumda
Fa@ <4(@  (ZEU)
dir ve g en iyi dominanttir.

Ispat: Sonug 6.1 ve Teorem 6.2 den g nun bir dominant oldugu elde edilir. g,
(6.9) subordinasyonunu sagladigindan (6.8) subordinasyonunun da bir ¢oziimiidiir ve
boylece, (6.8) igin tanimlanan diger tiim dominantlar q yu kapsar. Dolayisiyla q en iyi

dominanttur.

Bu asamada Teorem 6.1, q(z) = Mz (M > 0) 6zel durumuna uygulanacaktir.
Tanim 6.1 dikkate alindiginda @y[Q,q] wuygunluk fonksiyonlarn smifi,

@, [Q, M] seklinde gosterilmek tizere asagida tanimlanmustir.
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Tanim 6.2: (), C de bir kiime ve M > 0 olsun. @[, M] uygunluk fonksiyonlarin

sinifi,

vk—-n—-2  _ v:L+|ky(y —2n-— 2 Me i
¢,<Mele,y n=2, 0 VLG =2n =5+ (1 +3) (1 +2)IMe ;Z>
y—-n-2 y—-n-3 (6.10)
eﬂl

sartm1 saglayan ¢: C3 X U - C fonksiyonlarindan olusur.
Buradaz € U, y > 0 vetim @ € R, k > 1 icin Re(Le™¥) > k(k — 1)M dir.

Sonug 6.3: ¢ € 4[N, M] olsun. Eger f € A fonksiyonu

¢(H;+1,a(z)’ ]]]r;+2,a(z)l ]]]1;4.3,(1(2); Z) eEN

icerme bagmtisini sagliyorsa, 0 halde

ri1a(Z) <Mz (z€U)

dir.

Q ={w:|lw| < M} = q(U) 6zel durumunda ®y[2, M] smfi basitge @y[M]
seklinde gosterilir ve Sonug 6.3 asagidaki gibi tekrardan yazilabilir.

Sonug 6.4: ¢ € @y[M] olsun. Eger f € A fonksiyonu z € U igin
|00 41021 4202, I 430 (2)s2)| < M
esitsizligini sagliyorsa bu durumda

1Y a(@)| <M
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olur.

Sonug 6.4 te

yk—n—2
uv,w;z) =v=—"—"—"—Me
¢ ) p——

i0

alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.5: Eger M > 0,y > 0 ve f € A fonksiyonu

17 20| < M

esitsizligini sagliyorsa bu durumda

|H)1;+1,a(z)| <M
olur.

Sonug¢ 6.6: y > 0 ve M > 0 olsun. Eger f € A fonksiyonu

Y 14 M
(& =1 = D120 @ + 1+ Daaa @ < 5
esitsizligini sagliyorsa bu durumda

1Y 2a@| <M

olur.
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v ve Q = h(U) olsun. Burada h(z) = vz

-2 n+2 4
14

Ispat: ¢p(u,v,w;z) = %u + B

(M > 0) dir. Sonug 6.3 i kullanmak i¢in, ¢p € ®y[Q, M] oldugunu, yani (2.9) uygunluk

sartinin saglandiginin gosterilmesi gerekir. Yani

wYk=—n—=2 oy L+ [ky(y —2n —5) + (n + 3)(n + 2)|Me®®
¢d| Me'”, Me'”, yZ
y—-n-—2 y—-n-3
B ‘kMeie
y

M

lyl

yazilir. Burada z € U, 8§ € R, y > 0 ve k > 1 dir. Boylece istenen sonug¢ elde edilmis

olur.

Teorem 6.3, sonucun kesin oldugunu gostermektedir. zq'(z) = Mz diferansiyel
denklemi q(z) = Mz seklinde bir tinivalent ¢6ziime sahiptir. Teorem 6.3 ten, q(z) = Mz

nin en iyi dominant oldugu sonucu ¢ikar.

Tanmmm 6.3: O, C de bir kiime ve q € Q; N H; olsun. ®@4,[Q,q] uygunluk

fonksiyonlarm smaifi,
o(u,v,w;z) & Q
sartm1 saglayan ¢: C3 X U - C fonksiyonlarindan olusur. Burada

e Ykiq' () + & —n—2)q@)

u=4q(), —

r>0,y+n>-1)

ve

G-n-3)w-w)-QBy-2n-5w-u) {q"(9)
m( yYo—n-2)-n-3)w—u) +1>2km<q’(€) +1)
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(zeU;y >0;n € dU\E(q); k = 1)

dir.

Teorem 6.4: ¢ € @y ,[, q] olsun. Eger f € A fonksiyonu

4 4 4
{d’( T,+1;(Z),Hn+2;(z),]]n+3;(z) ;Z> ;e U} cQ (6.11)

icerme bagmtisini sagliyorsa, bu durumda

Y
—”“;‘(Z) <q@ (zeU)

olur.

Ispat: U birim diskindeki p analitik fonksiyonu

14
p(z) = %"‘(z) (6.12)

ile tanimlansin. Bu durumda, (6.12) esitliginin z ye gore tiirevi alinir ve (5.27) deki

rekiirans bagmtisinda n yerine n + 1 yazilirak (6.12) de dikkate alinirsa

Jyi2a(®) yzp'(2) - (v =1 — Dp(2) (6.13)
z B y—-n-2 |

elde edilir.

Benzer sekilde, (6.13) esitliginin z ye gore tiirevi alinir ve (5.27) deki rekiirans

bagntisinda 7 yerine n + 2 yazilirak (6.13) de dikkate alinirsa
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Z]+3,a(z)
z (6.14)
_v?2%p" (@) +yBy —2n—5)zp'(2) + (y =1 — 2)(y —n — 3)p(2)
y—-n—-2)r—-n-3)
oldugu goriiliir.
Simdi C3 ten C ye
ys+(y—n—2r
u=r, v = Y —— > ve w
, (6.15)
_rt+y@By—2n-5)s+(y—-n—-2)y —n-3)r
y—-n-2)r—-n-3)
doniisiimleri tanimlayalim.
Y(r, s, t;z) = dp(u,v,w; 2)
_ ¢>(r ys+ @ —n=2r y’t+yBy-2n-5)s+-n-2) -1 —3)rlz) (6.16)
©oy-n-=2 ' -n-2)r—-n-3) '

olsun.

Bu ispatta Teorem 4.3.1 den vyararlanilacaktir. (6.12), (6.13) ve (6.14)

denklemlerini kullanarak (6.16) dan

(6.17)
Z VA VA

Y Y 14
l/)(p(Z), Zp’(Z),Zzp”(Z); Z) _ ¢ <Hn+1,a(Z) ’ Dn+2,a(Z) ’Hn+3,a(z) ; Z>

elde edilir. Boylece (6.11) esitligi

Y(p(2),2p'(2),2°p" (2);2) € Q

seklini alir.
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¢ € Py ,[Q,q]i¢in uygunluk kosulunun Tamim 4.3.1 de verilen uygunluk

kosuluna esdeger oldugu gosterilebilirse ispat tamamlanmis olur. Burada

t, . =n=-3w-w)-CBy-2n-5w-uw
I crum— | o crp, B

dir ve boylece P € W[Q, q] olur. Teorem 4.3.1 den, p(z) < q(z) yada

r)+1 a( )
A

<q(2)

yazilir.

Eger Q # C, basit baglantili bir bdlge ise bu durumda () {izerinde U nun bazi
konformal h déniisiimii i¢in Q = h(U) olur. Bu durumda @y ,[h(U), q] smifi @y ,[h, q]

olarak yazilir.

Asagidaki sonug¢ Teorem 6.4 iin dogrudan bir sonucudur.

Sonuc 6.7: ¢ € @y ,[h, q] olsun. Eger f € A fonksiyonu

(6.18)

A Z

¢< 77+1a(Z) Hn+2a(z),ﬂ +3a( ) > h2)

subordinasyon sartini sagliyorsa, bu durumda

]]]7;+1,a(z)

" <q(z) (ze€el)

olur.
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Ozellikle g(z) =1+ Mz (M > 0) oldugu durumda, uygunluk fonksiyonlar
smifit @y ,[Q, q], Py [Q, M] ile gosterilir.

Tamm 6.4: Q, C de bir kime ve M >0 olsun. ®y5,[Q,M] uygunluk

fonksiyonlarm sinifi,

(k+1y—-—n-2
y—-n-—2

y2L+ [yk(By —2n —5) + (y —n = 2)(y —n — 3)|Me"®

¥ y—-n—-2)y—-n-3) ’Z>$Q

¢<1 + Me®,1 + Me'?, 1

sartm1 saglayan ¢: C3 X U - C fonksiyonlarindan olusur.

Buradaz € U, ¥y > 0 vetim @ € R, k > 1 i¢in Re(Le~9) > k(k — 1)M dir.

Sonu¢ 6.8: ¢ € @y ,[2, M] olsun. Eger f € A fonksiyonu

¢< r}+1,a(Z),]]};+2,a(Z),DZ+3J1(Z);Z> €Q

Z Z Z

icerme bagmtisini sagliyorsa, bu durumda

14
beaa® ) vy ew

olur.

Ozel durumda, Q = {w: |w — 1| < M} = q(U) oldugu zaman, @ ,[Q, M] simfi

basitge Py ,[M] ile gosterilir ve Sonug 6.8 asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

Sonug 6.9: ¢ € @y ,[M] olsun. Eger f € A fonksiyonu tiim z € U i¢in
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‘¢)< n+1a(z) Hn+2a(z) Dn+3a(z) > 1‘<:A4

z z
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda

n+1a(Z)

VA

-1{<M

olur.
Eger Sonug 6.8 de
o(w,v,w;z) =v—u

almirsa asagidaki sonug elde edilmis olur.

Sonug¢ 6.10: y > 0 ve M > 0 olsun. Eger f € A fonksiyonu tiim z € U i¢in

Z;+2,a(Z) _ Hz;+1,a (2)

h—n—2|

z z
esitsizligini sagliyorsa bu durumda
(2)
”“Z“ —1|l<M

olur.
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada, normalize edilmis genellestirilmis Bessel-Maitland fonksiyonunun
diferensiyel subordinasyon ozellikleri incelenmistir. Bessel-Maitland tipi fonksiyonlar,
klasik 6zel fonksiyonlarin genellestirilmis versiyonlar1 olarak literatiirde onemli bir yer
tutmakta ve analitik fonksiyon teorisi baglaminda g¢esitli uygulamalara sahiptir.
Normalize edilmis bigimiyle ele alinan bu fonksiyon, U birim disk i¢inde tanimli olup,

belirli parametreler altinda alt siniflara ait olma agisindan degerlendirilmistir.

Calismada oncelikle, ilgili fonksiyonun tanimi yapilmis ve bu fonksiyonun baglh
oldugu diferensiyel operatorlerin davraniglar1 analiz edilmistir. Daha sonra, belirli bir
q(z) referans fonksiyona gore diferensiyel subordinasyon teorisi ¢ergevesinde uygunluk
fonksiyonlar sinifi tanimlanarak, bu smifa ait olma kosullar1 ortaya konulmustur. Teorik
sonuglar Teorem 4.3.1 ve onun ¢esitli sonuglar araciligiyla sunulmus, 6zellikle g(z) =

Mz gibi 6zel durumlar ele alinarak daha sade formlarda ifadeler elde edilmistir.

Elde edilen sonuglar, normalize edilmis genellestirilmis Bessel-Maitland
fonksiyonunun belirli diferensiyel subordinasyon kosullarni sagladigini ve bu nedenle
analitik fonksiyonlar sinifi i¢inde 6nemli bir yere sahip oldugunu gostermektedir. Bu da
soz konusu fonksiyonun geometrik fonksiyon teorisinde, 6zellikle de konformal
doniisiimler ve fonksiyon sinif karakterizasyonlar1 alanlarinda cesitli uygulamalara agik

oldugunu ortaya koymaktadir.

Sonug¢ olarak, bu ¢alisma normalize edilmis genellestirilmis Bessel-Maitland
fonksiyonunun diferensiyel subordinasyon davranigma dair literatiire yeni katkilar
sunmakta ve bu fonksiyonun daha genis bir teorik cercevede degerlendirilmesine olanak
saglamaktadir. Gelecekte yapilacak ¢aligmalarda, bu fonksiyonun diger genellestirilmis
ozel fonksiyonlarla olan iliskisi ya da hiperkompleks ortamlarda tanimli versiyonlari

tizerinden subordinasyon teorisinin genisletilmesi 6nerilmektedir.
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