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Bu ¢alisma sekiz boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olarak
diizenlenmis ve Riemann submersiyonlar, harmonik doniigiimler, biharmonik
dontisiimler ve bu doniisiimlerin genellestirilmelerinin ortaya ¢ikis1 ve gelisimi ile
ilgili bilgiler sunulmustur. Ikinci béliimde, ¢alismanin amacina uygun olarak literatiir
ozetine yer verilmistir. Ugiincii boliimde, kisaca bu calismada kullanilan materyal ve
yontemden bahsedilmistir.

Dordiincii bolimde, Riemann manifoldlari, vektéor demetleri ve
distribiisyonlarla ilgili bazi temel bilgilere yer verilmistir.

Besinci boliimde, Riemann submersiyonlar, temel tensor alanlari, temel tensor
alanlarinin kovaryant tiirevleri ve egrilikler ele alinmistir.

Altinci bolimde, harmonik doniisiimler, biharmonik dontisiimler, f-harmonik
dontigiimler, f-biharmonik doniisiimler ve bi-f-harmonik doniigsiimler tanimlanarak
temel Ozellikleri verilmistir.

Tezin 0zgiin sonuglarint igeren yedinci bolimde, 3-boyutlu Riemann
manifoldundan tanimlanan bir Riemann submersiyonun, f-biharmonik doniisiim ve
bi-f-harmonik doniisim olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar arastirilarak orijinal
geometrik karakterizasyonlara ulagilmistir.

Tezin son boliimii ise sonuglar ve dnerilere ayrilmistir.
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This study consists of eight chapters. In the first chapter, which is organized as
an introduction chapter, information about the emergence and development of
Riemann submersions, harmonic maps, biharmonic maps and the generalizations of
these maps are presented. In the second chapter, a literature summary is given
according to the purpose of the study. In the third chapter, the material and method in
this thesis are briefly mentioned.

In the fourth chapter, some basic definitions about Riemannian manifolds,
vector bundles and distributions are given.

In the fifth chapter, Riemann submersions, principal tensor fields, covariant
derivatives of principal tensor fields and curvatures are discussed.

In the sixth chapter, harmonic maps, biharmonic maps, f-harmonic maps, f-
biharmonic maps and bi-f-harmonic maps are defined and their basic properties are
given.

In the seventh chapter, which contains the original results of the thesis, the
necessary and sufficient conditions for a Riemann submersion defined from a 3-
dimensional Riemann manifold to be f-biharmonic map and bi-f-harmonic map are
investigated and the original geometric characterizations are obtained.

The last section is devoted to conclusions and recommendations.

Key Words: Riemannian submersion; Harmonic map; Biharmonic map; f-
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1. GIRIS

Immersiyonlar ve submersiyonlar diferensiyel geometride iki manifoldun
geometrisini karsilastirarak incelemede kullanilan en 6nemli araglardir. Eger incelenen
manifoldlar ek olarak bazi 6zel diferensiyellenebilir yapilara (kontakt, Hermityen,
kuaterniyonik vb.) sahip ise bu araclar zengin geometrik 6zelliklerin ortaya ¢ikmasina
imkan verirler. Aslinda submersiyonlar, belli bir anlamda immersiyonlarin muadili
gibi diisiiniilse de teorik olarak oldukca farklidir.

Riemann submersiyonlari, 1966 ve 1967 yillarinda sirasiyla B. O’Neill [1] ve
A. Gray [2] tarafindan birbirinden bagimsiz olarak yapilan c¢alismalarla
tanimlanmistir. Son yirmi yilda ortaya konan ¢aligsmalarla Riemann submersiyonlari
ile ilgili ciddi bir literatiir olusturulmustur.

Riemann submersiyonlarin fiziksel uygulamalar1 ve robot teorideki karsiligi,
bu tip doniistimleri daha ilgi ¢ekici hale getirmistir. Einstein’ in genel gorecelilik
teorisi ve Maxwell’ in elektromanyetizma teorisinin birlestirilmesi ile ortaya ¢ikan
Kaluza-Klein teorisi, uzay ve zamanin ortak 4-boyutuna ek olarak besinci bir boyut
kavramini esas alarak insa edilmis bir modeldir. Bu modelin uzay-zamanin (5+m)-
boyuta sahip oldugu durumlar i¢in incelenmesi ile modelin ¢dziimlerinin ekstra
boyutlu uzaydan skaler alanlarin deger aldig1 uzaya tanimli Riemann submersiyonlari
oldugu ispatlanmistir [3, 4]. Riemann submersiyonlarin robotik uygulamalardaki yeri
C. Altafini [5] tarafindan bu doniistimlerin gereginden ¢ok serbestlik derecesine sahip
robot kolu tasarimlarinda kullanilabilecegi gercegi ile ortaya konmustur. C. Altafini,
robotik teoride belli sartlar altinda ters kinematik isleminin Riemann
submersiyonlarinin temelini olusturan yatay lift kavramina karsilhik geldigini
gostermistir.

Harmonik dontisimler [6], diferensiyel geometride jeodezikler, minimal
yiizeyler ve harmonik fonksiyonlar gibi temel kavramlarin genellestirilmesi ile ortaya
konmus ve geometrik varyasyonel problemlerin dogal ¢oziimleri olarak géz Oniine
aliabilecek doniigiimler simifidir. Harmonik doniisiimler; analitik doniisiimler,
stokastik siirecler teorisi, teorik fizikteki lineer olmayan alan teorisi, malzeme

bilimindeki s1v1 kristaller teorisi gibi pek ¢ok alanla yakindan ilgilidir.
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Harmonik doniistimlerin dogal bir genellemesi olarak olarak ortaya ¢ikan
biharmonik doéntisimler [7], temel olarak iki farkli arastirma alanina ayrilarak
incelenmektedir. Diferensiyel geometri agisindan siniflandirmalar yapmak ve 6rnekler
inga etmek Onem arz etmektedir. Diger taraftan, bu doniistimlerin kismi diferansiyel
denklemler agisindan analitik yonii ile de arastirilmasi dnemlidir [8, 9].

Biharmonik immersiyonlar, yani biharmonik altmanifoldlar teorisi son yillarda
farkli tipteki diferensiyellenebilir manifoldlar tizerinde yogun olarak ¢alisilmis ve bu
alanda ciddi bir gelisme kaydedilmistir.

Riemann manifoldlar1 arasindaki harmonik doniisiimleri 6zel bir alt sinifi
olarak kabul eden f-harmonik doéniigimler 1970 yilinda tanimlanmigtir [10]. Bu
doniistimler, fiziksel agidan siirekli spin sistemlerin ve homojen olmayan Heisenberg
spin sistemlerin ¢6ziimleridir ve gradiyent Ricci solitonlar ile yakindan iliskilidir [11].

Biharmonik doniisiimler ve f-harmonik doniisiimler arasinda baglant1 kurmak
icin iki farkli yol kullamilmustir. ilk karakterizasyon biharmonik doniisiimler
teorisindeki genellestirme metodu kullanilarak bienerji fonksiyonelinin bi-f-enerji
fonksiyoneline genisletilmesi ve bi-f-enerji fonksiyonelinin kritik noktasi olan
doniistimlerin bi-f-harmonik doniistimler olarak adlandirilmasi ile verilmistir [12].
Ikinci karakterizasyonda ise harmonik déniisiimlerin biharmonik déniisiimlere
genellemesinde izlenen yol takip edilerek, f-enerji fonkiyoneli kavramindan f-
bienerji fonksiyoneli tanimlanmis ve f-bienerji fonksiyonelinin kritik noktasi olan
doniistimler f-biharmonik doniisiimler olarak adlandirilmistir [13].

Riemann submersiyonlarin biharmonikliginin incelenmesi ilk kez 2002 yilinda
C. Oniciuc [9] tarafindan yapilan ¢alisma ile baslatilmistir. Ancak bu konu ile ilgili
mevcut ¢alismalarin fazla oldugu séylenemez.

Bu tezin amaci1 Riemann submersiyonlari ve biharmonik doniisiimler teorisini
inceleyerek Riemann submersiyonlarmin f-biharmonik ve bi-f-harmonik (yani
genellestirilmis biharmonik) doniisiim olma sartlarinin arastirilmasidir.

Bu tezin birinci boliimiinde, calismanin amacindan ve problemin ortaya
cikisindan s6z edilmistir. Ikinci boliimde, onceki calismalardan bahsedilerek literatiir
ozeti sunulmustur. Ugiincii bliimde, bu tezde ortaya konan problemin ¢oziimii igin

gerekli materyal ve yontemden kisaca bahsedilmistir. Dordiincii bolimde, Riemann
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manifoldlari, vektdr demetleri ve distribiisyonlarla ilgili temel bilgiler verilmistir.
Besinci boliim, Riemann submersiyonlaria ayrilmistir. Altinci boliimde biharmonik
dontistimler ve genellestirilmis biharmonik doniisiimlerden bahsedilmistir. Yedinci
boliimde ise, 3-boyutlu bir Riemann manifoldundan tanimlanan bir Riemann
submersiyonun f-harmonik, f-biharmonik ve bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlar arastirilmis ve bazi 0zgiin sonuglar verilmistir. Son boliim ise sonuglar ve

Onerilere ayrilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Riemann submersiyonlari, ilk kez 1966 yilinda B. O’Neill [1] ve bir y1l sonra bu
calismadan bagimsiz olarak A. Gray [2] tarafindan yapilan ¢alismalarla
tanimlanmistir. (M, g), (N, g) iki Riemann manifoldu ve ¢:(M,g) = (N, g) bir
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ doniisiimii maksimal ranka sahip ve ¢ nin
tiirev doniisimii do, (cek do)' iizerinde bir izometrik immersiyon ise ¢ ya bir
Riemann submersiyonu denir.

B. O’Neill [1], Riemann submersiyonlarini tanimladigi caligmasinda bu tip
doniisiimleri karakterize etmede kullanilan iki 6nemli tensor alan1 tanimlamis ve bu
tensOr alanlarinin altmanifoldlar teorisindeki ikinci temel forma ve sekil operatoriine
karsilik  geldigini gostermistir. Ayni1  ¢alismada, iki manifold arasindaki
submersiyonlardan faydalanilarak manifoldlarin egrilikleri karsilastirilmistir. Bu
temel makaleden hareketle son 60 yilda Riemann submersiyonlar1 {izerine ¢ok yogun
calismalar yapilmis ve ciddi bir literatiir olusturulmustur.

Diferensiyellenebilir doniisiimiin arasinda tanimlandigi manifoldlar 6zel
secilerek Lorentz submersiyonlar [3], egik submersiyonlar [2, 14, 15], hemen hemen
hermityen submersiyonlar [16], hemen hemen kontakt submersiyonlar [3],
parakontakt submersiyonlar [17], parakontakt-parakompleks submersiyonlar [18], H-
semi-invaryant submersiyonlar [19], anti-invaryant submersiyonlar [20], gibi pek ¢cok
submersiyon tanimlanmis ve ¢alisilmistir.

Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan bir y: M — N diferensiyellenebilir
dontisimi E(Y) = % ) v |dzp|2vg ile tanimlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktasi

ise bu doniistime bir harmonik doniistim denir. Y doniisiimiiniin harmonikligi T(y) =
iz Vd ile tanimlanan tensiyon alaninin sifir olmasi ile ifade edilir [8]. Ozel olarak bir
Riemann immersiyonunun tensiyon alani, karsilik gelen altmanifoldun ortalama
egrilik vektor alan1 olarak verilir. Dolayisi ile bir Riemann immersiyonunun harmonik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart karsilik gelen altmanifoldun minimal olmasidir [6].

Biharmonik doniisiimler harmonik doniisiimlerin dogal bir genellemesi olarak

tanimlanmigtir [6]. E, () =§fM lT(y) |y, ile gosterilen bienerji fonksiyonelinin
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kritik noktas1 olan doniisiimler biharmonik doniistimler olarak adlandirilir. Bienerjinin
birinci varyasyon formiiliinden 1 nin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart elde
edilir. Bu sart  7,(y) = —A¥ (T(l/))) — izRN (dy(-), t(¥))dy(—) ile tanimlanan
bitensiyon alaninin sifir olmasidir. Ag¢iktir ki, harmonik doniisiimler biharmoniktir.
Dolayisiyla biharmonik doniistimlerin hangi sartlar altinda harmonik olacag ve
harmonik olmayan biharmonik doniistimlerin siniflandirilmas: énemli problemlerdir
[8, 21]. Yokluk teoremleri biharmonik altmanifoldlar ile ilgili yapilan ¢aligmalarin
Riemann egriligi pozitif olan uzaylarda yogunlasmasina neden olmustur [22, 23].

C. Oniciuc [9], Riemann submersiyonlarinin bitensiyon alanini bularak Riemann
immersiyonlari igin verilen bazi yokluk teoremleri benzeri sonuglar elde etmistir. Daha
genis bir smif olan konformal submersiyonlar igin biharmonik denklem [24] de
calisilmigs ve bu denklemlerin bir uygulamas:t olarak biharmonik Riemann
submersiyonlarin bir ailesi [25] de kurulmustur. Z. P. Wang ve Y. L. Ou [26]
tarafindan 3-boyutlu uzaylardan tanimlanan, 1-boyutlu liflere sahip Riemann
submersiyonlar1 ¢alisilmis ve bu tipteki submersiyonlarin biharmonik olmasi igin
gerek ve yeter sartin harmoniklik oldugu ispatlanmistir. [27] de biharmonik Riemann
submersiyonlarla ilgili pek ¢ok 6rnege yer verilmistir. M. A. Akyol ve Y. L. Ou [28],
2019 yilinda Riemann submersiyonlari igin biharmoniklik sartlarini arastirmis ve [26]
da verilen sonuglarin genel halini elde etmislerdir.

f-Harmonik  déniisiimler, E;(y) = %fM fldy|*v, ile verilen f-enerji
integralinin kritik noktas1 olan diferensiyellenebilir ¥p: M - N dy + dy(grad f) ile
tanimlanan f-tensiyon alanin sifir olmasidir [29]. W. J. Lu, 2015 yilinda f-biharmonik
dontigiimleri tanimlamis ve Euler-Lagrange denkleminden hareketle f-bitensiyon alani
denklemini hesaplamistir [13].

Farkli bir bakis agisiyla, f-tensiyon alanimin normunun integrali kullanilarak
diferensiyellenebilir bir donligiimiin bi-f-enerji integrali adi verilen yeni bir
fonksiyonel tanimlanmis ve bu fonksiyonelin kritik noktalari olan doniisiimler bi-f-
harmonik doniisiimler olarak adlandirilmistir [12].

f-biharmonik  dontisiimler ve  bi-f-harmonik  doniisiimler biharmonik

dontigiimlerin farkli genellestirmeleridir. Son yillarda bu doniisiim tipleri, 6zel olarak
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Riemann immersiyonlar1 igin incelenerek f-biharmonik ve bi-f-harmonik
altmanifoldlarla ilgili 6nemli ¢aligmalar yapilmistir [30-35].

Yukarida bahsedilen ¢alismalar g6z Oniine alindiginda Riemann
submersiyonlarin f-biharmonik ve bi-f-harmonik (veya kisaca genellestirilmis
biharmonik) donilisim olma sartlarinin arastirilmasinin agik problemler oldugu
goriilmiistiir. Dolayisiyla bu tezde 3-boyutlu Riemann manifoldundan tanimlanan f-
biharmonik submersiyonlar ve bi-f-harmonik submersiyonlar (veya kisaca

genellestirilmis biharmonik submersiyonlar) incelenerek 6zgiin sonuglar verilmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Riemann submersiyonlari, biharmonik doniisiimler ve genellestirilmis
biharmonik doniistimler ile ilgili gerekli tiim kaynak taramalar1 yapilarak basili ve
online olarak elde edilen kitaplar ve makaleler, mevcut bilimsel yontemlerle
incelenmis ve ihtiyag duyulan boliimler detayli olarak arastirilmistir. Tez konusu
cercevesinde elde edilen veriler titizlikle bir araya getirilmis ve hedeflenen 6zgiin

karakterizasyonlara ulagilmistir.
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4. TEMEL KAVRAMLAR

4.1. Riemann Manifoldlar:

Tanim 4.1.1. R"™ de reel degerli bir f fonksiyonu i¢cin ¥V € R" olmak iizere
limw limit degerine f nin p € R™ noktasinda V' yoniindeki tiirevi denir ve

t—-0

bu tiirev

d
Vplf1=df () == (f (P + tV))le=o

ile tanimlanir [36].
Tamim 4.1.2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun.
V:.C*(M) - R

- d
f_)Vm[f]:zvi |p% |p

i=1

dontisimii i¢in a, b € R,Vf, g € C* (M) olmak lizere

1) V(af +bg) = al[f]+ b,lg],
2) B(fg) =Wiflg() + f()V,l9]

ozellikleri saglaniyorsa V, fonksiyonuna M nin p noktasindaki bir tanjant vektorii

denir. M manifoldunun p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin uzay1
1M = {1, v,:c= ) - R]
ile gosterelir ve bu uzaya M manifoldunun p € M noktasindaki tanjant uzayr denir

[36].

Tamm 4.1.3. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Her p € M noktasina bir
Xp € T,M tanjant vektorti kargilik getiren X doniigtimiine M iizerinde bir vektor alani

denir. M nin vektor alanlarinin uzayi y (M) ile gosterilir [36].

Tanimm 4.1.4. M manifoldu iizerinde iki vektor alam1 U ve V olsun.f,g € C*(M)

fonksiyonunu ele alalim.
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L 1:x(M) X x(M) = x(M)
[U.VIf =U0f)-VUS)
ile taniml1 [, ] fonksiyonuna U ve V nin Lie operatorii denir ve bu operator asagidaki

Ozellikleri saglar:
f,g eC®M),a,be Rve UV,Z € y(M) olmak iizere

D[u,v]l=-[v,U]

2) [aU + bV, Z] = alU,Z] + b[V, Z],

3)[[u,v],z] + [V, z], U] + [z, U], V] = o,
dur [36].

Tammm 4.1.5. M ve N manifoldlar1 arasinda bir ¥: M — N diferensiyellenebilir

doniistimiiniin tiirev doniistimii

dip: x(M) - x(N)
seklinde gosterilir. Bu doniisiim her p € M noktasinda
(dl/))p: TpM g Tlll(p)N

ile gosterilen ve 1 nin p noktasindaki tiirev doniisiimii olarak adlandirilan lineer

doniisiimii verir [37].

Onerme 4.1.6. M ve N manifoldlar1 arasinda bir y: M — Ndiferensiyellenebilir
doniisiimiiniin tiirev doniisiimii di olsun. U,V € y(M), U,V € y(N) ve dy(U) = U,
dy (V) = V olmak iizere

dy([U,V]) = [T, V]oyp
dir [37].

Tamm 4.1.7.: M — N bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Eger dy (TpM ) pE

M, uzayinin boyutu r ise 1 doniisiimiiniin ranki r dir denir [38].

Eger her p € M i¢in rank dy = boy M ise (di),, birebirdir [38].
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Tamim 4.1.8. Y: M — N bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Eger her p € M igin
dip,(Up) = Uy ise U ile U vektor alanlari yp-baghdir denir [38].

Tamm 4.1.9. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M nin vektor alanlar1 uzayi

tizerinde pozitif tanimli, simetrik ve bilineer

g: x(M) x x(M) - C*(M)

doniligiimiine bir Riemann metrigi (veya metrik tensér) ve (M, g) ikilisine de bir

Riemann manifoldu denir [39].

Tamim 4.1.10. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

Vix(M) x (M) — x(M)
U,V) - VyV

fonksiyonu i¢in

1) VywZ =VyZ +VyZ, UvVv,zZeyxM),
2) Vy(V+2)=VyV+V,Z ,

3) VeV = fVyV,

4) Vy(fV) =UIfIV + fVyV, Vf € C*(M),

ozellikleri saglantyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir afin (lineer) konneksiyon denir
[37].

Tamm 4.1.11. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M manifoldu iizerinde bir afin

konneksiyon V olsun. Bu durumda

T: x(M) X x(M) - x(M)
TWU,V)=VyV-V,U—-[U,V]
olarak tanimlanan vektor degerli tensore V konneksiyonunun torsiyon tensorii denir.

Eger T = 0 ise V ya simetriktir veya sifir torsiyonludur denir [39].

Tamm 4.1.12. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M manifoldu tizerinde bir afin

konneksiyon V olsun. Bu durumda U,V,Z € y(M) igin

10
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R:x(M) x (M) x x(M) = x(M)
(U,V,Z) = R(U,V,Z) = R(U,V)Z
R(U, V)Z = VUVVZ - VVVUZ - V[U,V]Z

olarak tanimlanan R tensor alanina V konneksiyonunun egrilik tensérti denir [39].

Tamim4.1.13. (M, g) Riemann manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon V olsun. Eger
V sifir torsiyonlu ve Vg =0 ise V ya M iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu

(Riemann konneksiyonu) denir. M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu U,V,Z €
x(M) i¢in
29(VyY,2) = U(g(V,2)) +V(g(Z, 1)) - Z(g(U,V))
-9, IV,Z) +gW,[Z,UD) + g(Z,[U,V])
seklinde tanimli Kozsul esitligi ile belirlenir [39].
Tamm 4.1.14. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda
Re: x(M) X x(M) X x(M) X x(M) = C®(M)
w,v,Z,W) - Rc(U,V,Z,W) = g(R(U,V)Z,W)
olarak tamimlanan kovaryant 4-tensére M {izerinde Riemann-Christoffel egrilik

tensori adi verilir [39].

Onerme 4.1.15. (M,g) bir Riemann manifoldu ve M iizerindeki Riemann

konneksiyonu V olsun. Bu durumda U,V,Z,W € y(M) igin

1) R(U,V)Z+R(Z, U)V +R(V,Z)U = 0,
2) Ro(U,V,Z,W) =—R.(V,U,Z,W),

3) R.(U,V,Z,W) =—R.(U,V,W,2),

4) R.(U,V,Z,W) =R.(Z,W,U,V)

dir [39].

Tamm 4.1.16. (M, g) Riemann manifoldunun bir noktasindaki tanjant uzaymin iki

boyutlu bir altuzay1 P olsun. P nin bir baz1 {U, V} olmak tlizere

11
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_ _ gRWWV,L)  KWUVUYV)
K®) =KUY = [GRwE =@, v)2 ~ URIVE = g(U, V)2

olarak tanimlanan K (P) reel sayisina P diizlemine gore kesit egriligi denir [39].

Tamm 4.1.17. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. {e;}-;, M iizerinde lokal

ortonormal ¢at1 olmak tizere U,V € y(M) igin

Ric:y(M) x y(M) - C*(M)

Ric(U,V) = z g(RU,ee;,V)

seklinde tanimlanan (2,0)-tipli Ric tensor alanina (M, g) manifoldunun Ricci tensorii

denir. Ricci tensorii simetriktir. Ricei operatorii Q ise
9(QU,V) = Ric(U,V)
ile tanimlanir [39].

Tamim 4.1.18. m-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun p € M olmak iizere T, M
tanjant uzaymin 2-boyutlu altuzaylarma gore kesit egriliklerinin toplamma M nin

skaler egriligi denir ve

m m m
scal = Z Ric(ey, ex) = z z g(R(ep, ex)ex er)
k=1 k=11=1

ile tanimlanir [39].
4.2. Vektor Demetleri ve Distribiisyonlar

Tammm 4.2.1. Diferensiyellenebilir ~ M, N, F, manifoldlarr ve mM - N

diferensiyellenebilir doniisiimii i¢in N nin bir agik ortiisii {U, }4¢; olmak tizere
(mopy)(x,y) = x, x€U,y€EF
olacak sekilde
QU cNXF->nYU,)cM

12
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diffeomorfizmlerinin bir {¢,}.c; ailesi varsa m, F ye gore lokal carpim 6zelligine

sahiptir denir ve D = {(U,, ¢q)}aer SiStemine de m nin bir lokal ayrigsmasi denir [4].

Tanim 4.2.2. m: M - N doniisiimii lokal ¢arpim 6zelligine sahip ise § = (M, w, N, F)

kiimesine bir diferensiyellenebilir lif demeti ad1 verilir [4].

Bir lif demetinde M ye total uzay; N ye baz (taban) uzay; F ye lif modeli ve

doniistimiine projeksiyon (fibrasyon) olarak adlandirilir [4].
Tanimm 4.2.3. mw: M — N bir lif demeti olsun. Vx € N igin
' (x) = F = {peM:n(p) = x}

kiimesine x tlizerinde bir lif denir. Tiim F, liflerinin ayrik birlesimi M total uzayini

verir [4].

Tamm 4.2.4. § = (M, , N, F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. 7 nin D lokal

ayrismasina & lif demetinin bir lokal koordinat temsilcisi denir [4].

Tanmm 4.25. 6§ = (M,w,N,F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eger

asagidaki iki 6zellik saglaniyorsa § ya bir vektor demeti denir [4]:
1) Vx € N igin F ve F, bir K cismi iizerinde vektor uzayidir.

2) Vx € N i¢in @y ,: F — F, doniistimleri lineer izomorfizm olacak sekilde &

nin bir D = {(U,, ¢4)}aer lokal temsilcisi vardir.

Tamim 4.2.6. m: M — N bir C* lif demeti olsun. Bu durumda oS = I, (I, M nin birim
doniistimii) olacak sekilde N — M diferensiyellenebilir S doniisiimiine lif demetinin

bir kesiti denir ve ve lif demetlerinin kesitlerinin kiimesi I'(M) ile gosterilir [4].

Tamm 4.2.7. (M, m, N, F) bir vektdr demeti olsun. Vp € N igin T, N tanjant uzayima
bir X,, tanjant vektorii tasryan doniisiime vektor demetinin kesiti denir. M nin I'(M)

kesitlerinin kiimesi bir vektdr uzayi yapisina sahiptir [4].

13
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Teorem 4.28. m,n dogal sayllar (m>n) ve mUcCR™->R" bhir
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Eger x € m(U), m nin bir regiiler degeri ise o

zaman x in w1 (x) ters goriintiisii, R™ nin bir (m — n)-boyutlu altmanifoldudur [4].
Tamim 4.2.9. M, m-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde

D:M ->UTM
x > D, c T,M

ile tanimlanan D doniisiimiine bir distribiisyon denir [4].

Tamim 4.2.10. M bir diferensiyellenebilir manifold; V, M manifoldu iizerinde g-
boyutlu bir diferensiyellenebilir distribiisyon ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. Eger

M nin her x noktasinda, M nin tanjant uzayi ile D, ayni ise yani
mM->M
bir imbedding olmak iizere Vx € M igin
dr(T,M) = D,

ise M ye D nin integral manifoldu denir [4]. Eger D nin M yi kapsayan bir baska

integral manifoldu yoksa M ye D nin bir maksimal integral manifoldu denir [4].

Tamm 4.2.11. M bir manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. Eger Vx € M icin
D nin x i kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa D ye integrallenebilirdir
denir [4].

Tammm 4.2.13. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V, (M,g) izerinde lineer
konneksiyon olsun. Eger her X,Y € P (M) i¢in VyY € yP (M) ise D distribiisyonuna
paraleldir denir [4].

Onerme 4.2.14. (M,g), D ve D ortogonal distribiisyonuna sahip bir Riemann
manifoldu olsun. Bu durumda D nin V ya gore paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart

D nin paralel olmasidir [4].

14
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5. RIEMANN SUBMERSIYONLARI

Bu boliimde manifoldlar arasindaki submersiyon doniistimleri, iliskili
distriblisyonlar ve Riemann submersiyonlar1 ile ilgili temel bilgiler verilerek B.
O’Neill [1] tarafindan tanimlanan temel tensor alanlari, ozellikleri ve geometrik

anlamlar1 sunulacaktir.

Tamm 5.1. (M, g) ve (N, §) sirasiyla m ve n-boyutlu manifoldlar olsun. Bu durumda

o: (M, g) = (N, §) orten diferensiyellenebilir doniisimii i¢in
rank do, = boy N

oluyorsa ocya p € M noktasinda bir submersiyon denir. Vp € M igin o bir

submersiyon ise o ya M iizerinde bir submersiyon adi verilir [3].

Ornek 5.2. m ve n pozitif dogal sayillar n < m olsun. g:R™ — R™ projeksiyon

dontistimii
0(%1, e, X)) = (X1, ooy Xp)
seklinde tanimlanirsa p € R™ noktasinda
do,(Vy, .., V) = (U, o, V)

olacagindan da,, diferensiyel doniisiimii drten olur. Dolayisiyla, o bir submersiyondur

[4].

Herhangi bir x € N noktasindaki F, = o~1(x) lifi (M, g) manifoldunun r =
(m — n)-boyutlu bir altmanifoldudur. ¢ ~1(x) altmanifoldlarina submersiyonun lifleri
denir [38].

Tamm 5.3. (M, g) ve (N, g) sirasiyla m ve n-boyutlu manifoldlar olsun. ¢: M — N

submersiyonunu gz oniine alalim. p € M noktasinda

V, = ¢ek doy,

15
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seklinde tanimlanan V' integrallenebilir distribiisyonuna dikey distribiisyon ve V7,
uzayina ise p noktasindaki dikey uzay denir. V' dikey distribiisyonunun kesitleri dikey
vektor alanlari olarak adlandirilir. Dikey vektor alanlarinin uzay: yV (M), y(M) de bir

Lie alt cebiri yapisina sahiptir. Dikey distribiisyona ortogonal tamamlayan olan ve
Hy, = (Vp)*

ile tanimlanan H' distriblisyonuna submersiyonun yatay distribiisyonu denir. H',, uzay1
ise p noktasindaki yatay uzay olarak adlandirilir. H" yatay distribiisyonunun kesitlerine
yatay vektor alanlar1 denir ve yatay vektor alanlarmin uzayr (M), y(M) nin bir alt

uzayidir. Boylece p € M noktasinda
T,(M) =V, @ H,

seklindeki ortogonal ayrisim yazilabilir. Herhangi bir E € y(M) vektor alani igin, E
nin dikey ve yatay bilesenleri sirasiyla vE ve hE gosterilir [3].

Teorem 5.4. g: (M, g) = (N, §) bir submersiyon ve V' de M nin dikey distribiisyonu
olsun. Budurumda p € M i¢in o(x) = p olmak iizere 0~ (x) altmanifoldunun tanjant

uzay1 ile her V,, dikey uzay cakisiktir [3].

Tanmm 5.5. (M, g) ve (N, §) sirastyla m ve n-boyutlu manifoldlar ve o: (M, g) —

(N, g) bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Bu durumda
rank do, < min{m,n}
sartin1 saglayan p € M noktasina ¢ nin bir kritik noktasi denir [39].

Tanim 5.6. 0: (M, g) - (N, §) bir submersiyon olsun. X € y(M) vektor alan1 y(N)
deki bir vektor alani ile g-baglantili ise X € M {izerinde izdiisiiriilebilir vektor alani

denir. M iizerindeki izdiistirtilebilir vektor alanlarinin uzayr y (M) ile gosterilir [3].

Tanmm 5.7. 0: (M, g) — (N, g) bir submersiyon olsun. Eger X yatay ve N iizerindeki
X' vektor alanina o-bagli ise M tizerindeki X vektor alanina basic (temel) vektor alani

denir. Basic (temel) vektor alanlarinin uzayi
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X2 (M) = x*(M) n x"(M)

ile gosterilir. X' € y(N) vektor alani ile g-bagli olan X € y(M) temel vektor alan1 X’

vektor alaninin yatay lifti olarak adlandirilir [3].

Tanmm 5.8. (M, g) ve (N,g) Riemann manifoldlar1 arasindaki bir doniisim o ve
B:[ti,t;] & N, N lizerinde bir diferensiyellenebilir egri olmak iizere goy =

esitligini saglayan y: [t;, t,] = M egrisine B nin bir lifti denir [3].

Tamm 5.9. (M, g) ve (N, g) sirastyla m ve n-boyutlu Riemann manifoldlar1 olsun.
Bu durumda o: (M, g) - (N, g) diferensiyellenebilir doniisimii asagidaki sartlari

sagliyorsa o ya bir Riemann submersiyonu denir [3]:

1) o donisiimii maksimal ranka sahiptir.
2) Herp € M noktasinda do, doniisiimii yatay vektdrlerinin uzunlugunu korur.

Yani X,Y € H,, p € M igin

gp (X, Y) = ga(p) (do-p (X)’ do_p (Y))

dir. Burada verilen ilk sart doniisiimiin oncelikle bir submersiyon oldugunu belirtir.
Ikinci sartta ise bir p € M noktasinda ¢ nin tiirev déniisiimiiniin H', yatay uzay: ile

Ty(p)N tanjant uzayi arasinda bir lineer izometri oldugu goriilmektedir [3].

(v

5.1. Temel Tensorler
Bu alt bolimde O’Neill [1] tarafindan, tanimlanan temel tensorler ve onlarin

temel Ozellikleri sunulacaktir.

Tanmm 5.1.1. (M, g) ve (N, §) Riemann manifoldlari olsun. Bu durumda o: (M, g) —
(N, g) bir Riemann submersiyonu olmak iizere (1,2)-tipli T temel tensér alani E, F €
x(M) igin

T(E,F) = T,F = hV,zvF + vV, hF, (5.1)

ile tanimlanir. Burada, v ve h sembolleri sirasiyla V' ve H iizerindeki dik

projeksiyonlari ve V ise (M, g) nin Levi-Civita konneksiyonunu gostermektedir[1].
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T temel tensor alani asagidaki 6zellikleri saglar [3]:

1) E € x(M) igin T lineer operatordiir.

2) E € y(M) i¢in T yatay ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir.

3) T dikey tensor alanidir. Yani, E € y(M) i¢in, Tz = T, dir.

4) T dikey tensor alani simetriktir. Yani V, W € y¥(M) i¢in T, W = 7;,/V dir.

Tanmm 5.1.2. (M, g) ve (N, §) Riemann manifoldlari olsun. Bu durumda o: (M, g) —

(N, §) bir Riemann submersiyonu olmak tizere (1,2)-tipli A temel tensor alan1 E, F €
x(M) i¢in
a‘l(E, F) = CAEF — VVhEhF + hthvF, (52)

ile tanimlanir [1].
A temel tensor alani agsagidaki 6zellikleri saglar [3]:

1) E € y(M) i¢in A lineer operatordiir.

2) E € y(M) i¢in A yatay ve dikey alt uzaylarinin rollerini degistirir.

3) A yatay tensor alamidir. Yani, E € y(M) i¢in, Ap = A dir.

4) A yatay tensor alani simetriktir. Yani X,Y € y"(M) igin AxY = —Ay X

dir.

Lemma 5.1.3. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) = (N, g) bir
Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda 75 ve Aj anti-simetrik operatorlerdir.

Yani E,F € y(M) vektor alanlart i¢in

g(TsF,6) = —g(T5F, G) (5.3)
dir [3].

(M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. E;, = u ve F, = w olmak iizere

(T5F)(p) nin degeri E ve F vektor alanlarinin se¢iminden bagimsizdir [3].
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Tamm 5.1.4. (M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. E,F € (M), E, = u

ve F, = w olmak tizere T,M lizerindeki Ty, ve A, lineer operatorleri
Tuw = (TgF)(p), Ayw = (AF)(p) (5.5)
ile tanimlanir [3].

Onerme 5.1.5.(M,g), (N,J) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) - (N,g) bir

Riemann submersiyonu olsun. Herhangi bir p € M, u € T,M igin T7;, ve A, lineer

operatorleri (TpM, gp) uzayt lzerinde anti-simetrik operatorlerdir ve p € M

noktasinda yatay ve dikey altuzaylarinin rollerini degistirirler [3].

Onerme 5.1.6. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) - (N, g) bir

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda 7" ve A asagidaki 6zellikleri saglar [3]:
1) T,W =7T,U, U W € xy* (M),
2) AyxY = —AyX, X, Y € y"(M),
3) AyY = %v[x, Y], X,Y € x"(M).

Ispat. 1) U, W € y”(M) icin
Tuw = hvavW + vVthW

ve
TwU = hV,,vU + vV, hU
oldugundan,
TyW — Ty U = h(V,yvW =V vU) + v(V,yhW — Vi vU)
=h[UW]=0

bulunur. Buradan 7;W = T7;,U elde edilir.

2) Herhangi bir X € y"(M) temel vektdr alanini alalim. W € x? (M) igin,

W(g(X, X)) = g(VuX, X) + g(X, Yy X)
= ZQ(VWX,X) = Zg(VXW;X)
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dir. g(X, X) her lif iizerinde sabit ve AxX vektor alan1 dikey oldugundan AxX = 0

bulunur. A lineer oldugundan

0 = c/lX_l_yX‘l‘ Y == c/qu‘l‘c/q,Xy‘l‘Uq,y)(‘l‘dq,yy
O = quy+04yX

elde edilir. Buradan (2) ispatlanmis olur.
3) X,Y € y"(M) olmak iizere

elde edilir.

Lemma 5.1.7. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlart ve o:(M,g) — (N, g) bir

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X, Y € y"(M) ve V,W € x?(M) igin

1) Vv, W =T,W + VyW,
2) VyX = hVyX + T, X,

3) ViV = AV +vVyV,
4) VyY = hVyY + AyY,

dir. Ayrica, X temel vektor alani ise; [X, V] dikey vektor alani oldugundan

hV, X = hVyV = A,V
dur. Burada Vy W = vV, W dir [4].
Ispat. (5.1) denklemi kullanilarak V, W € y”(M) igin

T, W = hV,, oW + vV, hW = hV, W
yazilabilir. Diger taraftan
V,W = hV,W + vV, W

oldugundan son iki esitlikten (1) esitligine ulasilir.

X € y"(M) veV € V(M) i¢in (5.1) den
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Ty X = hV,,vX + vV, hX = vV, X
yazilir. Burada Vi, X = vV, X + hV, X oldugundan (2) elde edilir.
(5.2) esitliginden
AxV = vVuxhV + hVxvV = hVyV

olur. Diger taraftan, VyV = hVxV + vVyV = AxV + vV4V oldugundan (3) esitligi

acike¢a goriiliir.
Son olarak, benzer sekilde X, Y € (M) i¢in
AxY = vVuxhY + hVyxvY = vVyY
ve VyY = hVyY + vVyY = hVyY + AxY oldugundan ispat tamamlanir.
5.2. T ve A Temel Tensorlerinin Geometrik Anlam

Temel tensér alanlar1 Riemann submersiyonlarinin geometrik ozelliklerinin
incelenmesinde 6zel bir 6neme sahiptir. J;W temel tensoriiniin liflerin ikinci temel
formuna karsilik geldigi ve AxY nin ise dikey distribiisyonunun integrallenebilirligini

karakterize ettigi bilinmektedir [3].

Teorem 5.2.1. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) — (N,g) bir
Riemann submersiyonu olsun. (M, g) nin dikey distribiisyonu V' olmak {izere V' nin

integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart A = 0 olmasidir [3].
Ispat. X,Y € y"(M) i¢in
AxY = vVyxhY + hV,xvY = vVyY
yazilir. Buradan
AxY—AyX = v[X,Y]
oldugu g6z oniine alinirsa

2A,Y = v[X,Y]
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elde edilir. O halde Ay Y = 0 olmas1 V nin integrallenebilir oldugunu gosterir. Tersine
V integrallenebilir ise son esitlikten X,Y € y™(M) i¢in AxY = 0 olur. Buradan U €
x'(M) i¢in g(AxY,U) = —g(AxU,Y) =0 olacagindan AxU = 0 bulunur. Ek
olarak Ay = Ay esitliginde Ay = 0 elde edilir. Boylece A = 0 oldugu goriiliir ve

ispat tamamlanir.

Tanim 5.2.2. (M, g), (N, §) Riemann manifoldlari ve a: (M, g) = (N, §) bir Riemann
submersiyonu olsun. (M, g) nin dikey distribiisyonu V' ve yatay distribiisyonu H'

lizerine olan projeksiyonlar v ve h olmak iizere
VeF = v(VzvF) + h(VzhF), E,F € y(M) (5.5)
seklinde tanimlanan konneksiyona Schouten Konneksiyonu adi verilir [3].

Lemma 5.2.3. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) = (N, g) bir

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda, her E,F € y(M) igin
VgF = ViF + TgF + AgF (5.6)
dir [3].
Ispat. (5.6) ile verilen Schouten konneksiyonu tanimi kullanilirsa
ViF = v(VzvF) + h(V;hF)
= V(VogneVF) + h(VygynghF)
= UVUEUF + vVhEVF + hvahF + hthhF
= vV,gVF + vVgvF + hV,phF
+hVyghF + VgF — Vi F (5.7)
yazilabilir. Diger taraftan
VEF = hVEF + VVEF

= 1 (Vg WF + hF)) + v (Vog4nsy (F + hF))
= hvavF + hvahF + hthvF + hthhF

+vV,gVF + vVgF + vV, chF + vV hF (5.8)
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dir. (5.9), (5.8) de yerine yazilirsa

ViF = vV, vF + vV vF + hV,chF + hVchF + VgF
— hV,gvF — hV, hF — hVzvF — hVpghF
—VV, g VF — vV pvF — vV, ghF — vV, hF
= VgF — (hV,zvF — vV ghF) — (VV,ghF + hV,zVF)

elde edilir. Burada (5.1) ve (5.2) kullanilirsa ispat tamamlanir.

Onerme 5.2.4. (M,g), (N,J) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) - (N, g) bir
Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda her x € N igin, herhangi bir 0~1(x) lifi
iizerinde V Schouten konneksiyonu, g metrik tensoriinden indirgenmis metrik

tarafindan belirlenen Levi-Civita konneksiyonu ile ¢akisir [3].
Ispat. Herhangi bir U,V € y”(M) igin
VuW = v(VyoW) + h(VyhW) = v(VyoW) (5.9)
dir. Ayrica (5.1) ve (5.2) den
TyV = hV,yvW + vV,;hiW = hV ;oW (5.10)
ve
AyW = vV yhW + hV, oW = 0 (5.11)
elde edilir. Boylece (5.10)-(5.12) kullanilirsa
VW =V,W + TyW, U,W € (M) (5.12)
bulunur ve ispat tamamlanir.

T dikey tensor alaninin y¥(M) X y¥(M) ye kisitlanmasi herhangi bir lifin ikinci
temel formuna karsilik gelir. (5.13) denklemi Gauss formiilii ve 7 ise ikinci temel

form olarak adlandirilir [3].

Boylece altmanifoldlarin geometrisi goz Oniine alinarak asagidaki

karakterizasyon verilebilir:
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Tanmm 5.25. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 olsun. ¢:(M,g) — (N, g)
Riemann submersiyonu i¢in eger T tensor alani sifir ise ¢ nin herhangi bir lifine M nin

total geodezik altmanifoldu denir [3].
5.3. T ve A Temel Tensorlerinin Kovaryant Tiirevleri
Bu alt boliimde, temel tensorlerin kovaryant tiirevlerinden bahsedilecektir.

Tammm 5.3.1. (M, g) bir Riemann manifoldu iizerindeki (1,2)-tipli A ve T tensor

alanlarinin kovaryant tiirevleri her E, F € y(M) vektor alanlari igin
(VeA)pH = (Vg A)(F,H) = Vg(ApH) — C’QVEF (H) — Ap(VgH)
ve
(VeT)pH = (VgT)(F, H) = Vg (TpH) — Typ(H) — T (Ve H)
ile tanimlanir. Bu durumda VA ve VT (1,1)-tipli tensor alanlaridir [1].

Lemma 5.3.2. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) = (N, g) bir
Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X, Y € y*(M) ve V,W € y*(M) igin
(Vv Ay = _UQTVW, (VxT)y = —Tayy
(VxA)w = —Aqxw VWTy = _TTVY
dir [1].
Anti-simetrik ve lineer J; ve Apg tensér alanlarmin kovaryant tiirevleri
asagidaki gibi ifade edilir:
Lemma 5.3.3. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve a:(M,g) = (N, g) bir

Riemann submersiyonu olsun.E € y(M), X,Y € y"(M) ve U,V,W € y*(M) igin

1) g((deq')le W) = g(TUVI c’QXVV) - g(TUVI CAXV)I
2) VT simetriktir. Yani g((VgT)yW,X) = g((VgT)wV, X),

dir [1].
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Lemma 5.3.4. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve a:(M,g) - (N, g) bir
Riemann submersiyonu olsun. X,Y,Z € y"(M) ve W € V(M) igin Syyz; X,Yve Z

yatay vektor alanlari izerindeki toplami gostermek tlizere

Oxyzg((VzA)xY, V) = Sxyz9(AxY, Ty Z)
dir [1].

Onerme 5.35. (M,g), (N,§) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) - (N, g) bir

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda

1) A yatay tensor alani paralel ise, A = 0 dir.
2) T dikey tensor alani paralel ise, 77 = 0 dir [1].

Temel tensor alanlariin paralelligi Riemann submersiyonun liflerinin tamamen
geodezikligi ve yatay distriblisyonun integrallenebilirliginin bir 6l¢iisiidiir. Riemann
submersiyonun lifleri aslinda submersiyonun tanimlandigi manifoldun bir
altmanifoldu olarak g6z Oniine alinabileceginden altmanifold teorisindeki kavramlar

lifler igin de gegerli olur. Lifleri tamamen umbilik olan yani U,V € y”(M) igin
T,V =9, V)H

sartin1 saglayan submersiyon tamamen umbilik liflere sahip Riemann submersiyonu
olarak adlandirilir. Burada H, liflerin ortalama egrilik vektdr alamdir ve
{U;,U,, ..., U,}, dikey uzayin bir lokal ortonormal ¢atis1 olmak tizere herhangi bir lifin

ortalama egrilik vektor alani
T
1 1
H=ix(T) = ;Z Ty,Uj
j=1
ile tanimlanir [1].

5.4. Egrilikler Arasindaki Bagintilar

Bu alt boliimde, submersiyonlarin arasinda tanimlandigi manifoldlarin

egrilikleri arasindaki iligkiler ele alinacaktir.
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Tanim 5.4.1. (M, g), (N, §) Riemann manifoldlari ve a: (M, g) — (N, §) bir Riemann
submersiyonu olsun. (M, g) manifoldunun yatay distribiisyonu H' olmak iizere y"* (M)
lizerinde (1-3)-tipli egrilik tensér alam R* ile gosterilir ve X,Y,Z € y"(M), p €

M i¢in
Ry (doy(Xy),da, (Yy), doy(Z,) )

tensoriiniin yatay lifti R*(X, Y, Z) olarak tanimlanir. Bu durumda(N, g) manifoldunun

R Riemann egriligi icin
do(R*(X,Y,Z)) = R(da(X),da(Y),do(Z))
yazilabilir. Ayrica, herhangi bir X,Y,Z,H € y"*(M) igin
R*(X,Y,Z,H) = g(R*(X,Y,Z),H) = R(do(X),do(Y),do(Z),do(H))oc
dir [3].

x € N igin, herhangi bir (¢71(x), g,) lifinin Riemann egriligini de R ile

gosterelim. Benzer gosterim kovaryant tiirevlerde de kullanilacaktir.

Teorem 5.4.2. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) — (N,g) bir

Riemann submersiyonu olsun. R ve R sirasiyla (M, g) ve (c7(x),d,) lifinin
Riemann egrilik tensorleri olmak iizere U,V,W,F € y*(M) ve X € y"(M) igin

gRWU,NW,F) = g(RW,VIW,F) — g(TyF, T, W) + g(T,W,TyF),  (5.13)

gRWU,VIW,X) = g(VyT)yW,X) — g((VyT)yW, X) (5.14)

dir. (5.4.1) ve (5.4.2) denklemleri submersiyonlar i¢in Gauss ve Codazzi denklemleri

olarak gozoniine alinabilir [3].

Teorem 5.4.3. (M,g), (N,§) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) - (N,g) bir
Riemann submersiyonu olsun. R ve R sirastyla (M, g) ve (N, ) manifoldlarinin

Riemann egrilik tensérleri olsun. Bu durumda, herhangi bir X,Y,Z,H € y"(M) ve
V,W € x"(M) i¢in,

gRX,Y)Z,H) = g(R"(X,Y)Z,H) + 2g(AxY,AzH)
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—9(AyZ, AxH) + g(AxZ + AyH)
9RXK,YV)Z,V) = —g((VzA)xY,V) — g(AxY, Ty Z)
+9(AyZ, Ty X) — g(AxZ, TyY)
gRAE NV, W) = g((VyA)xY, W) — g(VwA)xY,V)
+9(AxV, Ay W) — g(AxW, AyV)
—9(IX,TwY) + g(TwX,TyY)
gREX, VY, W) = —g((VxDyW.,Y) + g((VyA)xY, W)
—9(Tv X, TwY) + g(AxV, Ay W)
dir [3].
Teorem 5.4.4. (M,g), (N,g) Riemann manifoldlar1 ve o:(M,g) — (N,g) bir

Riemann submersiyonu olsun. K, K ve K sirasiyla (M, g), (N,§) ve lifin kesit

egrilikleri olmak iizere X,Y € y"(M) ve U,V € y”(M) ortonormal vektdrleri i¢in

1) KWU,V)=KU,V)+|7,V|? - g(T,U,T,V),
2) K(X,Y)=K(X,Y)oo — 3|AxY|?,
3) K(X,V) = g((VxT)yV, X) — |TyX|* + |AxV|?

dir [3].
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6. GENELLESTIRILMIS BIHARMONIK DONUSUMLER

Bu kisimda Riemann manifoldlari arasindaki harmonik, f-harmonik,
biharmonik, f-biharmonik ve bi-f-harmonik doniisiimler i¢in temel tanimlar verilerek

bazi1 6zellikleri incelenecektir.

6.1. Harmonik ve Biharmonik Doniisiimler
Tammm 6.1.1. W, M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve y¥:M — N bir
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. W — N vektdr demetinin pull-back demeti olan

Y~1W - N demetinin x € M icin lifleri

W7 W), = Wy

seklindedir. W = N vektdr demeti iizerindeki konneksiyon VW ile gosterilirse
Y ~1W - M pull-back demeti iizerinde ¥ *u = poy olmak iizere
VO:I'(TM) x T(Yp~tW) - I'(Pp~tW)

X, 1) > VR 1) = Vi o0k
ile tanimlanan tek lineer konneksiyon vardir. Bu konneksiyona pull-back konneksiyon

denir [40].

Tanim 6.1.2. (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 ve ¥:M = N bir
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Bu durumda ¥ déniisiimiiniin ikinci temel formu
Vdy ile gosterilir ve X,Y € I'(TM) igin
Vdy : IT'(TM) X I'(TM) -» T'(}"'TN)
(X,Y) » Vdy(X,Y)
Vdy (X,Y) = (Vxdp)(¥) = Vydp(Y) — dp(V¥Y)
ile tanimlanir [40].

Onerme 6.1.3. y: (M, g) — (N, h) bir diferensiyellenebilir doniisiimiiniin ikinci temel

formu simetriktir [40].

Ornek 6.1.4. : (M, g) = (N, h) bir izometrik immersiyon olsun. ¥ ~1TN pull-back
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demeti Y ITN =™ Q VM, X = XT + X+, olmak iizere di tiirev doniisiimiiniin
TM ile TM nin diy altinda ¥ TN pull-back demetindeki goriintiisii olan T™ Vi
Ozdeslestirdigi disiiniiliirse, X,Y € I'(TM) igin

vy (dp(n) = vy

esitligine ulasilir. Bu durumda dy(VYY), VXY nin tanjant bileseni ve Vdy(X,Y) ise
VRY nin normal bilesenidir. Bdylece Vdy(X,Y), N deki (M) immersed

altmanifoldunun B(X,Y) ile gosterilen ikinci temel formuna karsilik gelir [40].

Tamm 6.1.5. : (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir doniisiimiiniin tensiyon alani
() € (Y~ ITN) ile gosterilir ve

) Ay = Z Vdi(e;, e;)
i=1

seklinde tanimlanir. Burada {e;, ..., e,,}, M tizerinde bir ortonormal bazdir [40].

Tanmm 6.1.6. ¥:(M,g) = (N,h) diferensiyellenebilir doniisiimiiniin  enerji
yogunlugu e(y) ile gosterilen ve x € M igin

e(): M —[0,%0)
1
x = e(); = 5 |di|?

seklinde tanimlanan bir diferensiyellenebilir fonksiyondur. Burada {ey, ..., €.}, T,M

nin bir ortonormal bazi ve |d,|?,
m
[del? = > h(dpe(e0), dipulen)
i=1

ile ifade edilen Hilbert-Schmidt normudur [40].

Tamm 6.1.7. y: (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir bir doniisiim ve D, M de bir
kompakt bdlge olsun. 1 nin enerji yogunlugunun integrali, enerji integrali olarak

adlandirilir, E'(3; D) ile gosterilir ve
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E(l/J;D)=f

D

1
ey =5 [ 1dplv,
D

ile verilir. M manifoldunun kompakt olmasi durumunda E(i; M) yerine E(y)

gosterimi kullanilir [40].

Tamm 6.1.8. Y: (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir doniisiimii kompakt bir D
bolgesi lizerinde

E(.;D):C*(M,N) - R
enerji fonksiyonelinin kritik noktas1 ise 1 ye harmoniktir denir [40].

Tammm 6.1.9. ¥:(M,g) — (N, h) diferensiyellenebilir doniisimiiniin bir C*
varyasyonu, € > 0 olmak tizere
Y:M X (—¢,¢€)> N
(x, 1) = Pe(x)

ile tammmlanir 6yle ki Y, = 1 dir [40].

Tanmm 6.1.10. ¢: (M, g) — (N, h) bir diferensiyellenebilir doniisim ve x € M olsun.
Bu durumda Vx € M igin t — 1, (x) doniisiimii (x) € N noktasindan gegen ve hiz

vektoru

_0Y(x)
- ot

v(x) | tzo € TyN

olan bir egri tanimlar. Bu hiz vektoriine y; nin varyasyon vektor alani denir [40].

Tanmm 6.1.11. ¢: (M, g) — (N, h) bir diferensiyellenebilir doniisim ve D, M nin
kompakt bir altkiimesi olsun. Bu durumda Vt igin M \ D iizerinde ¥, = v sarti
sagliyorsa {1 } varyasyonu D iginde desteklenir denir [40].

Tanim 6.1.8 i bir baska sekilde asagidaki gibi vermek miimkiindiir:

Tammm 6.1.12. ¢: (M, g) — (N, h) diferensiyellenebilir doniisimii M nin biitiin D

kompakt bolgeleri ve D iginde desteklenen biitiin {1, } varyasyonlari i¢in
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d
EE(lptiD) | t=0 =0
sartin1 sagliyorsa i ye bir harmonik doniisiim denir [40].

Tamm 6.2.13. Y: (M, g) = (N, h) bir diferensiyellenebilir dontisiim olsun. x € M
icin Y TN pull-back demeti iizerindeki pull-back metrik v,w € I'(}p "1TN) i¢in

(v, W), = hlp(x) (U(X), W(x))

olarak tanimlanir [12].

Onerme 6.1.14. (Enerjinin Birinci Varyasyonu) :(M,g) — (N,h) bir
diferensiyellenebilir doniisim ve {y.}, ¥ nin D € M kompakt bolgesi iginde
desteklenen bir C* varyasyonu olsun. Bu durumda ( , ), pull-back metrik olmak

uzere

L D) | oy =
FZEWD) o=~ [ wrwyy,

dir [40].

Bu durumda vy: (M, g) = (N, h) nin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
() = 0 olmasidir [40].

Tanmm 6.1.15. y: (M, g) = (N, h) bir harmonik doniigiim olsun. Bu durumda t(y) =

0 denklemine ¥ nin harmonik denklemi denir [40].

Onerme 6.1.16. : (M, g) - (N, h) bir izometrik immersiyonu icin () = izB =
(boyM)u™ dir. Yani bir izometrik immersiyonun harmonik olmas: ile izometrik

immersiyonun belirttigi alt manifoldun minimal olmasi birbirine denktir [40].

Tamm 6.1.17. y: (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir doniisiimiiniin tensiyon alani

(1) olmak lizere D © M kompakt bolgesi igin ¥ nin bienerji integrali

1
EwiD) =5 | 1Ky,
D
ile tanimlanir [41].
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Onerme 6.1.18. (Bienerjinin Birinci Varyasyonu) :(M,g) - (N,h) bir
diferensiyellenebilir doniisim ve {y.}, ¥ nin D € M kompakt bolgesi iginde

desteklenen bir C® varyasyonu olsun. Bu durumda A¥= —iz(V¥V¥ —

V$), Y~ ITN pull-back demetinin kesitleri iizerindeki Laplasyan olmak {izere
d
aEZ(lpt; D) | t=0 = f (r2(¥), v) Vg
D

dir. Burada x € D i¢in v(x), {1} nin varyasyon vektdr alam; RN, N nin egrilik

tensorti ve
T,(¥) = = (z(W)) — izRN (dy (=), 7)) dp(-)
dir [41].

Tammm 6.1.19. y: (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir doniisiimiiniin bitensiyon

alanm1 7, (1) ile gosterilir ve

7,(¥) = —AY(r(¥)) — izRV (dy (=), T(¥))dp (-)
seklinde tanimlanir [41].

Tammm 6.1.20. y: (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir doniisimiiniin biharmonik

denklemi

7,(¥) = —AY(z(¥)) — izRN (dy(—), t(¥))dy(—) = 0

ile verilir ve 7,(3) = 0 denklemini saglayan 1y doniisiimii de biharmonik doéntisiim
olarak adlandirilir [41].

Boylece her harmonik doniisiimiin biharmonik olacagi agiktir. Ancak tersi her

zaman dogru degildir.
6.2. f-Harmonik, f-Biharmonik ve Bi-f-Harmonik Doniisiimler

Tanmm 6.2.1. ¢: (M, g) — (N, h) bir diferensiyellenebilir doniisiim ve D, M de bir
kompakt bolge olsun. 3 nin f-enerji integrali, Ef(; D) ile gosterilir ve
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1
B@iD) =5 | flayly,
D
ile tanimlanir. Burada f, (M, g) tizerinde taniml pozitif reel degerli bir fonksiyondur
[29].

Tanmmm 6.2.2. y: (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir déntisimii kompakt bir D
bolgesi lizerinde

E;(.;D):C®(M,N) - R

ile tanimlanan f-enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise yani M nin biitiin D kompakt

bolgeleri ve D iginde desteklenen biitiin {1, } varyasyonlar igin

& E D) |10 = 0
ise ¥ ye bir f-harmonik doniisiim denir. Euler-Lagrange denklemi
7 (¥) = fr(Y) + dy(grad f)
ile tanimlanan f-tensiyon alanin sifir olmasi ile karakterize edilir [29].

Bu durumda y: (M, g) = (N, h) nin f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
7r(1) = 0 olmasidir. Aciktir ki f sabit bir fonksiyon ise f-harmonik déniisiimler

harmonik doniigiimlere indirgenir [29].

Tanmm 6.2.3. :(M,g) = (N, h) bir f-harmonik doniisiim olsun. Bu durumda

7,(1) = 0 denklemine f-harmonik denklem veya f-tensiyon alan1 denklemi denir [29].

Tamm 6.2.4.y: (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir doniisiimiiniin D € M kompakt

bolgesi i¢in f-bienerji integrali
1 2
By =5 [ Fle@Iy,
D

ile tanimlanir [13].

Onerme 6.2.5. (f-Bienerjinin Birinci Varyasyonu) :(M,g) — (N,h) bir
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diferensiyellenebilir doniisim ve {.}, ¥ nin D € M kompakt bolgesi iginde

desteklenen bir C® varyasyonu olsun. Bu durumda A¥= —iz(V¥V¥ —

V$), Y~ ITN pull-back demetinin kesitleri iizerindeki Laplasyan olmak {izere
d
EEz,f(lpti D) | t=0 = _f (Tz,f(lp); V)Vg
D
dir. Burada
T2y () = —izg(VPV¥ = V) fr (@) — fizgRY (z(), dip(=))dip(-)

dir [13].

Tanmmm 6.2.6. Y: (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir dontisiimiiniin f-bitensiyon

alam 7, ¢ (3) ile gosterilir ve

To,p W) = —izg(VPVY — VA FT(W) — fizgRY (z(), dip(—))dyp(—)
seklinde tanimlanir [13].

Tanmm 6.2.7. : (M, g) = (N, h) diferensiyellenebilir doniisiimiiniin f-bitensiyon

alam 7, ¢ () olmak iizere

T, r (W) = —izg(VWVY = VA FT() — fizgRY (x(¥), dp(=))dp(—) = 0

esitligine 1 doniisiimiiniin f-biharmonik denklemi ve 7, ,(3) = 0 denklemini

saglayan Y doniisiimiine de f-biharmonik doniisiim denir [13].

Onerme 6.2.8. y: (M, g) — (N, h) diferensiyellenebilir déniisiimii igin
To @) = fr2(§) = APTW) = 2V, 40 T(W)

dir [13].

Yukaridaki Onermeden gorilir ki f-biharmonik doniisiimler, harmonik
dontigiimlerin ve biharmonik doniisiimlerin bir genellemesi olarak diisiiniilebilir.

Harmonik doniisiimler daima f-biharmoniktir. Ayrica sabit f fonksiyonu ile birlikte bir
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f-biharmonik doniigiim aslinda bir biharmonik doniistimdiir [13].

Tamm 6.2.9. y: (M, g) = (N, h) bir diferensiyellenebilir déniisim ve D, M de bir
kompakt bolge olsun. 3 nin bi-f-enerji integrali, Ef,(; D) ile gosterilir ve

1
B0 =3 [ Wl

ile tanimlanir. Burada f, (M, g) tizerinde tanimli pozitif reel degerli bir fonksiyondur

[12].

Tanmm 6.2.10. (M, g) ve (N,h) Riemann manifoldlar1 olsun. Eger 1 € C*(M, N)

doniisiimii kompakt bir D bolgesi iizerinde
Ef,(.;D):C”(M,N) > R

ile tanimlanan bi-f-enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise yani M nin biitiin D

kompakt bolgeleri ve D iginde desteklenen biitiin C*® {1} varyasyonlari igin

d
aEf,z(l/)ti D) | t=0 =0

sartin1 sagliyorsa  ye bir bi-f-harmonik doniisiim denir [12].

Onerme 6.2.11. (Bi-f-enerjinin Birinci Varyasyonu) y:(M,g) — (N,h) bir
diferensiyellenebilir doniisim ve {y.}, ¥ nin D € M kompakt bolgesi iginde

desteklenen bir C* varyasyonu olsun. Bu durumda

d
aEf,Z(lpt; D) |0 = _fD (t72(¥), v) v

dir. Burada
J¥X = —iz(VPVPX — Vi X — RV (dp(X), T())dp (X))
ve

T2 () = F1% (2 () = Vg 77 ()
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dir [12].

Tanmm 6.2.12. y:(M,g) — (N,h) bir diferensiyellenebilir doéntisiiminiin bi-f-

tensiyon alan1 77, (1) ile gosterilir ve

t2) = 1Y @) ~ Vg, 17 ()
seklinde tanimlanir [12].

Tamm 6.2.13 ¢: (M, g) — (N, h) bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun.
T2 ) = VA W)) = Viroq ;7 (W) = O

esitligine 1 doniisiimiiniin bi-f-biharmonik denklemi ve 7.,(1) = 0 denklemini

saglayan 1 doniisiimiine de bi-f-biharmonik doniisiim denir [12].

Bi-f-biharmonik doniisiimler, f-harmonik déniisiimlerin bir genellemesi olarak
g0z oniine aliabilir. f-harmonik doniisiimler daima bi-f-biharmoniktir. Dolayisi ile f-

harmonik olmayan bi-f-biharmonik doniisiimlerin arastirilmas1 6nem arz etmektedir.
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7. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde Z.P. Wang ve Y.L. Ou [26] tarafindan yapilan 3-boyutlu bir
Riemann manifoldundan tanimlanan Riemann submersiyonlarinin biharmonikliginin
incelendigi calismadaki hesaplamalardan hareketle, ayn1 tipteki Riemann
submersiyonlar1 i¢in f-harmonik, f-biharmonik ve bi-f-harmonik olma sartlarin

arastirip 6zgiin sonuglar sunacagiz.

o : (M3, g) > (N2, §) bir Riemann submersiyonu ve S = {e, e, e3}, M nin bir
ortonormal ¢atist olsun. Eger bu ¢atidaki yatay distribiisyona teget olan vektor alanlari
temel vektor alanlari oluyor ise S ye Riemann submersiyonu o ya uyarlanmis bir gati
denir. Boyle bir ¢at1 daima vardir [40].

S ={eiezes}, eszdikey vektor alami olmak iizere o : (M3, g) - (N?,§)
Riemann submersiyonuna uyarlanmis bir ortonormal ¢at1 olsun. Bu durumda [61,63]
ve [ez,e3] dikey vektor alanlaridir. Ayrica; {&;, €5}, N nin bir ortonormal ¢atis1 olmak
lizere [el,ez] vektor alani [g4, &;] ile o-baglantilidir, yani

d0[91,92] = [&1, &)
dir. Bu durumda A4, A, € C*(N) olmak iizere
[e1, £2] = A Eq + AZE,
yazilabilir. a;= A; 0 o gosterimi kulanilirsa

[e1, €3] = kqes,
[82'63] = k283, (71)

[el,ez] = a,e, + aye, — 2pe;

olur. Burada kq,k, € C*°(M) dir. {ay,a, ki, k, ,p} kimesine o Riemann

submersiyonuna uyarlanmis ¢atinin integrallenebilirlik verisi denir [26].

(M3, g) nin Levi-Civita konneksiyonu V olsun. Bu durumda (7.1) ve Kozsul

esitligi kullanilarak asagidaki hesaplamalar elde edilir [26]:
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Zg(velel» e;) = e1g(er, e;) +erg(er, ;) —exg(ey, er)

+g(ez [er,e1]) + gles, [ez,e4]) - gley, [e1, €2])
= —eyg(er, e1)tg(er,—ae; — aze; + 2pes)
—g(ey, are; + aze, — 2pes)
= —-2a,,

Zg(velel» 93) =eig(e;,e3) +eig(er, e3) —ezg(er, er)
+g(es, [eq,e1]) + gley, [es, e1]) — g(ey, [e1, e3])
= Zg(ell [63' 81])
= 2g(eq, —kqe3)
= 0,
ZQ(Velez,e1) =e;9(ey e1) +eyg(er,e;) —ejg(es,ey)
+g(el, [91,32]) + g(ez, [e1,e1]) — g(es, [ez 1))
= 2g(e;, a6, + a; — 2pe3)
- 2a1,
Zg(veleZt ez) = ei1g(ez e2) + e29(ey, €7) —exg(ey, €3)
+g(ey [e1, e;]) + gley, [ez,e1]) — g(ey, [ez, e2])
= 0,
Zg(Velez, 93) = e;g(ey, e3) +e,g(eq,e3) —esg(ey, ez)
+g(es, [eg, e3]) + 9(32, [es, 92]) —g(ey, [ez,e3])
= g(es, ae; + aze, — 2pes)
= —Zp’
Zg(Vele3, 91) = e;g(es,e;) +esg(e, e3) —ejg(ey,e3)
+g(el, [91,93]) + g(es, [er, e1]) — gles, [es,e1])
= O,
Zg(Vele3, 92) = e;g(e3 e;) + esg(ey, e2) —eyg(ey, e3)
+g(ey, [e1, e3]) + gles, [ez,e1]) — g(ey, [e3, e2])
= g(e3, —aje; — aze, + 2pes)
= 2p,
Zg(Vele3, 93) =e;g(es, e3) + 339(33,31) —e3g(eq,e3)

+g(es, [er, e3]) + g(es, [ezer]) — g(eq, [es, e3])
= O,
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29(Ve,eq,e1) = exg(er, er) +erg(er, ex) —eig(ezer)
+9(eq, [ez, e1])+g(es, [e1, e2]) — glea, [ese4])
=0,
29(Ve291' 92) = eyg(es, e;) +e1g(ey e;) —eyg(ey eq)
+g(ez [ez,e1]) + g(ey [z, €2]) — g(ez, [e1, €2)]
= —Z(ez’alel + eye, — Zpe3)
= —2a,
Zg(Vezel, 93) = eyg(er, e3) + e1g(es, e;) —ezg(ey eq1)
+9(es, [es, e1]) + g(ey, [es, €2]) — g(ez, [e1, €3])
= g(e3, —ase; — aze; + 2pes)
= 2p,
Zg(VeZez, 91) = eyg(ez e1) + eyg(er, e;) —eig(ez e;)
+9g(ey, [ez,€:]) + g(ez e, e2]) — glez, [e2, €1)]
= 2g(ey, are; + aze, — 2pe3)
= 2a,,
29(Ve,ez,63) = e29(ez, €3) + e,9(e3,€,) — esg(ey, e5)
+9(es, [e2,€2]) + gley, [es, €2]) — gley, [e2, €3])
=0,
Zg(V62e3, 91) = eyg(es e1) +esg(er, e;) — e g(ez es)
+g(ey, [ez,e3]) + 9(33' [31,32]) — g(ez [ezeq])
= 2g(es,a,e; + aze, — 2pe3)
= —2p,
Zg(V62e3, ez) = eyg(es e3) +e3g(ey e;) —eyg(ezes)
+9g(ez [ez, e3]) + g(es, [z, €2]) — g(ez, [e3, €2])
=0,
29(Ve,e3,€3) = e,9(es,e3) + e3g(es, e2) — esg(ey, e3)
+9(es, [eze3]) + gles, [es,€2]) — g(ez, [ezes])
= 0,
ZQ(Ve3e1, e1) = esgles, e)) + erg(es, e3) — e1g(ezer)
+9g(ey, [e3,e1]) + gley, [e1, e3]) — g(es, [e1, €1])
=0,
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29(Ve391' 92) = e3g(es,e;) +e1g(ey e3) —eyg(es, eq)
+9g(ez [e3,e1]) + gley, [e2, e3]) — g(es, [e1, e2])
= —g(e3 a,e1 + aze; — 2pes)
= 2p,
29(Ve3e1’ 93) = e3g(e;,e3) +eg(es e3) —esg(es eq)
+9(es, [e3,e1]) + gley, [e3,e3]) — g(es, [e1, e3])
=29 (e3, —kye3)
= —2k;,
Zg(Ve3e2, 91) = e3g(ez e1) +eg(ey, e3) —erg(es, ;)
+9(ey, [e3 e;]) + gley, [eq, e3]) — g(es, [ez, €3])
= —g(es, —a,e; — aze; + 2pe3)
= —2p,
29(Ve332: e3) = e3g(ey, e3) + e9(e3,e3) — e3g(es, e;)
+ g (e3 [e3,€2]) + g(ez [es, e3]) — g(es, [ez, €3])
=29 (e3, —kze3)
= —2k,,
29 (Ve,es,e1) = esg(es, er) +esg(es, e) —eig(es, e3)
+9g(ey, e, e3]) + gles, [e1, e3]) — g(es, [e3, e1])
= 2g(e3, kye3)
= 2kq,
2g(Ve,e3,€3) = e3g(es, e2) + esg(es e;) — e;g(es, e3)
+9g(ez [es, e3]) + g(es, [e2,e3]) — g(es, [es, €2])
= 29(e3, kae3)
= 2k;.

Boylece

Ve €1 = —aq€;, Ve,e1 = —aze5, +pes,  Vo.e; =pe;, — kqes,
Ve, €2 = azey, Ve, = —pe; — kyes,

V€2€3 = _pel ’

Ve, €2 = ajeq — pes,
Ve, €3 = pey, Ve,e3 = kieg + kje;
elde edilir [26].

o Riemann submersiyonunun tensiyon alani
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1(0) =iz Vdo
=Y, Vdo(e; e)
= (Vdo)(ey,e1) + (Vdo)(ey, e;) + (Vdo)(es, e3)

tir. X ,Y yatay ve V, W dikey vektor alanlar i¢in
(Vdo)(X,Y) =0, (Vdo)(V,W) = —da (VW)

ve
(Vdo)(X,V) = —da(V¥V)

oldugundan
T(O-) s —dO'(VleV;e3) 4 —dO'(k161 + kzez) — _klgl F k2$2 (72)

bulunur. Burada pull-back konneksiyonun bilesenleri

Vglgl = VgldO'(el) = (VdO')(el, 61) + dO‘(Vg/Ilel)
= do(—a,e;) = —a;&,

Vglgz = Vgldo-(ez) =(Vd0')(€1, 62) + dO‘(Vg/Ilez)

= do(a.e; — pes) = a; &,

Vg1€3 = 0,

nggl = ngdO'(el) =(Vd0-)(ez, 61) + dO'(Vgel)

= do(—aze; + pe3) = —aé&,

nggz = ngdo-(ez) = (Vdo-)(ez, 82) + dO'(Vgez)

= do (azer) = azéy,

nggg = 0,

Ve = VE,do(er) = (Vdo) (es, ) + da(Wey)
= —do(Ties) + do(Tie,)
=-p&tpe = 0,

Vg382 = vg3d0'(ez) = (VdO')(e3, 92) + dO'(Vg;ez)

= —do(V)e3) + da(V)le,)
=p&—pe =0

seklindedir. Bu esitlikler kullanilirsa
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3 3
z Vgi (o) = z Vgi (—ki&1 — kap&3)
i=1 i=1

= —e; (ke — k4 Ve‘{% —ey(ky)e; — ks Ve(igz
—ey(ky)e — lee‘iel —ey(ky)e; — ks l7egfz
—e3(ky)e; — k1‘7e§€1 —e3(ky)e; — sze‘iez

= —e1(ky)e; — ki(— a18) — ey (k3)e;
—kz(ai€1)-e;(ky)e; — ki(—aze;)
—ey(ky)es — ka(aze; —es(ky)e; — es(ky)e;

= —ey(ki)e; + kia,e; — eg(kp)e; — kpaie; — ex(ky) ey

+kiaye; — ey (ky)ey — kpaze; — e3(ky)e; — ey (ky)e;
bulunur. Tekrar turev alinirsa

(7.3)

3
Z Ve Ve, t(0) = —ejei(ky)ey — e (ky)Ve &1 + er(kiay)e; + kya, Ve &,
i=1

—eje (ky)e; — e1(k2)Vg152'e1(k2a1)31 = k2a1Vglg1
—eyey(ky)ey — e (ky)VE, &1 + ex(kiaz)e; + kyay Ve e,
—eyey(ky)e; — ey (kz)nggz —ey(kyaz)e — k2a2V32€1
—ezez(kq)e — 93(k1)Vg351 —ezes(ky)e; — 93(k2)Vg352
= —eje,(ky)e; — ey (ky)(—ai&;) + ey (kyay)e; + kyay(ar )
—eiey(ky)e; — e (kz)(are,) — e (kar)e
+thoai(—a &) —eze;(ky)ey — ex(ky)(—aze;) + ey (kiaz)e;
tkiaz(aze)—eze (ky)e; — ez (kz)(aze)
—e;y(kaaz)e; + kpas(—azer)—ezes(ky)e; — ezes(kz)e;

_ < —eje1(ky) + kiaf — ey (ky)a; — eq(kpay) )e
—eye,(ky) + kyas — ey (ky)a, — ey (kyay) — eses(ky) !

n < ei(ky)a; + e (kiay) —ejeq(ky) + kza% )52 (7.4)

ey(kp)a, + ey (kiay) — eze,(ky) + koal — eses(ky)

elde edilir. Ayrica

3
z Vgg,iei (o) = V‘V’g,lelr(a) - V‘V’%ezr(a) + nggesr(a)
i=1
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= V24, (—k1&1—ky&;) + VG, e, (—k1&1—k2&;)
Ve ser+hyey) (TR1E1—k2€2)
= —a,(—ey(ky)e — k1Vg251 —ey(ky)e; — kZnggz)
+a,(—ei(ki)e; — k,Ve €1 — e;(ky)e; — k,Ve &
+ki(—ei (ki) — k1Vg151 —ey(ky)e; — kZVgng)
+ky(—ey(ky)e — k1Vg2€1 —ey(ky)e; — kZnggz)
= —ay(—ez(ky)e; — ki(—aze;) — ex(ka)e; — ky(azes))
ta, (—91 (k)& — ki(—ai&z) — eq(kp)e; — kz(a1€1))
+hy(—ey (ke — ky(—aye;) — ey (k)e; — ka(aqs€1))
tha(—ex(ki)er — ki(—azer) — ex(kz)e; — ky(azer))

_ (a1ez(k1) + kya,a; — aze (ky) — k2a1a2) c
—kie (ki) — kikpay — kyey(ky) — k%“z !

—kya,a; + ase;(ky) + kyasa, — azes (ky) + kiay
+ & (7.5)
—kye;(ky) + kikya, — kyey (k)

dir. Simdi

3

Z RN (da(e;),t(0))da(e;)
3

= Z{ ga(ei)vgrv(a)do-(ei) - V{rv(a)vlc\i]cr(ei)do-(ei) - Vl[\t]ia(ei,‘r(a)] da(ei)}
i=1

ifadesini hesaplayalim:

vga(el) VNoydo(e) = Vga(el)(vljklsl—kzsz do(e;))
= vgcr(el)(_kl szvld(f(el) - kzvfsvz da(el))
= Ve, (—k1Ve, &1 — k, Vg, €1)
= Vgl (—ki(—a1&2) — ky(—aze;))
= Vg, (kia1&; + kyaz€;)
= e1(kiae; + kia Ve, + eq(kpaz)e; + karV e,
= ey(kia1)&; + kyas(ar6) + er(kaaz)e; + kaaz(as€)

= ey(kyay)e; + kiajaze; + eq(kyaz)e; + kpaiaze,
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Vo) Vioedo(e1) = VY e _i,e, Vi €1

vﬁla(el)ﬂ'((f)]do- (e1)

= —kl(Ve‘IVe‘I&) - kZ(VeZVe(Igl)

= —k1(\7eq(_a152)) - kz(VeZ(—alez))

= —ki(—ei(ay)e; —as(a&))
—ky(—ex(a,)e; — as(aze;))

= kiei;(a))e; + kyaie, + kyey(a)e; + kya a6,

= Vo (en)—kyer—inez1 40 (€1)

= VX laoten,e140(e) + VI 1aep),e,1d0(€1)
= —k1VZ e 161 = K2V 2, o181

= —k; g1e1+azez—2pe3gl

= —ky(ar(~a16)) + az(~aze,))

= kza%gz + kza%EZ

V{dva(ez)v'lrv(a) da(ez) = Vgo(ez) (Vljklel—kzgzdo-(ez))

Vi e,y do(e2)

= Vfliva(ez) (—klvsl\lldf’(ez) - k2‘7sl\2' da(ez))
= Ve(;(_klvezgz —k; Veczrfz)
= Ve(;(_k1(a1€1) — ky(az&;))
= \76‘;(—k1a1€1 — kpa,€;)
= —ey(kia,)e; — k1a1|7eczr€1
—ey(kyaz)e; — k2a2‘7eg51
= —ey(kiar)e — kya;(—aze;)
—e;(kaaz)e; — kaas(—az€;)
= —ey(kia1)& + kia,az8;

—ey(kyaz)e; + kzaggz

= Vivk1€1—k2£2731\2182
= —k1(‘7eci‘7eg€2) - kl(VeZVeiez)

= —k, (Ve‘i(azel)) —k, (Ve‘;(azel))
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= _k1(e1(a2)51 + a, (_a152))
—kz(ez (az)e; + az(—azgz))
= —kie (ay)e; + kia,a,¢,

—kyey(az)e; + kzagfz

V[Ac,lo(ez),r(o)] da(eZ) = Vf\o’la(ez,—kl &g1—ko &3] da(ez)

=ry do(ez) + 74 do(ey)

T " —Rilda(er)es kaldo(ez) ez
= —kq l7[Zz,el]fz — k; l7[Zz,ez]gz
= _klv(‘—alel—azez+2pe3)£2
= kya,(a1&1) + kyaz(azée)
= kyate; + kiaie;
oldugundan son esitlikler kullanilarak

3

Z RN(do(e;),t(0)da(e))

i=1

= ey (kiar)e; + kiasaz6; + e (kaaz)e; + kya,a,6
—kie;(a))e; — kiate; — kpez(ar)e;
—kaaia,6; — kyaie, — kyaie,
—ey(k1ay)e; + kiaia,8; — ey(kyaz)e
+kokie, + kiei(az)e; — kiaze,
+kaey(az)e; — kpaje, — kiaje, — kiaje;

= —ki(ez(ay) —es(az) + af + aj)e;
—kz(ez(ay) — e1(az) + af +ad)e, (7.6)

bulunur. O halde o Riemann submersiyonunun bitensiyon alani

3
72(0) = ) {VEV(0) = V7w, 7(0) = R¥(da(ep), (o)) do(ep)}

_ —AMk; — aye,(ky) — e1(kpa,) — aze,(ky) — ey (kzay) e
+kikya, + k3ay + ki (—K" + a? + a?) !

n —Ak, — ajei(ky) + ey (kiay) + azey(ky) + ex(kaay) c
—kykya, — k2a; + ky(—KN + @ + a?) 2
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seklinde elde edilir. Burada KV, (N2, §) nin KN = RY, ,00 = —(e,(a;) — e;(ay) +

a? + a3) ile verilen Gauss egriligidir [26].
Boylece asagidaki sonuglar verilebilir:

Teorem 7.1. o : (M3, g) - (N?, §) bir Riemann submersiyonu ve S = {e, e, e;} de
M nin integrallenebilirlik verisi {a;, a,, k4, k,, p} olan bir ortonormal ¢atist olsun. Bu

durumda o nin f-harmonik olmast igi gerek ve yeter sart

ki =-e(Inf), k, =e,(Inf) (7.7)
olmasidir.
Ispat. (7.2) kullanilirsa o nin f-tensiyon alani
77(0) = f(—ki&1 — ka&3) + 1 (e + ex(f)e, (7.8)
olur. Boylece ispat tamamlanir.

7.1. 3-boyutlu Riemann manifoldundan tammmlanan f-biharmonik Riemann

submersiyonlar

Teorem7.1.1. ¢ : (M3, g) > (N?, §) bir Riemann submersiyonu ve S = {e, e, e5} de
M nin integrallenebilirlik verisi {a,, a,, k4, k,, p} olan bir ortonormal ¢atist olsun. Bu

durumda ¢ nin f-biharmonik olmasi i¢i gerek ve yeter sart

0= f( —Mky — agei (k) — e1(kzaq) — azey (k) )
_ez(kzaz) + k1k2a1 + k%az + kl(_KN + a% + a%)

3
ko (Z ei(ei(F)) — (az + kpea () + (@ — ky)e, (f))

—e (flei(ky) — e (f)kzaq
#2(_e,Prentin) ~ e Pkt - (esien) (79)
ve
—AMk, — aje;(ky) + e (kyay) + azey(ky) )
+e,(kiay) — kikya, — k?a, + k(=K + a? + a3)

0=1(
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3
~ky (Z ei(ei(f)) = (az + ker (F) + (ar - kz)ez(f)>

i=1

e;(fkia, — e (feg(ky)
+2 (+€2(f)k1a2 —ey(Ney(ky) — e3(f)e3(k2)> (7.10)

olmasidir.

Ispat. f € C*°(M) icin

3
af = Y fei(e) - (Ve ()

= e1(e1(N)) — (VeLed) () + ex(e2 () — (VeLex) (f)
tes (33(f)) - (Vlevée3)(f)
= 31(31(f)) — (—a1e2)(f) + ey (ez(f)) — (aze)(f)
+e3(e3(f)) — (krer + kpez) (f)
= el(ﬁ(f)) + ez(ez (f))+e3(e3 (f))
+taie;(f) — azei (f) = kier(f) = kaez(f)
=N eie() — (a2 + ke (f) + (a1 — kz)ex (f) (7.11)

ve

VgradfT(U) = V§§=3 ei(f)ei(—k151 — k2&;)
= e (VS (kg1 — kp&3) + (VS (k&1 — ky&3)
+es(f)Ve, (k&1 — ka&3)
=e;(f)(—es(ky)e — k1Vg151 —ey(ky)e; — kZVg1€2)
+e,(f)(—ezx(ky)er — ki Ve, &1 — ey (ky)e; — kil Ve, &)
+es(f)(—es(ky)e; — k1Vg3<91 —e3(ky)e; — kZVg3£2)
= e (f)(—e1(k)er + kiaze;, — eg(ky)e; — kpage)
+e(f)(—ez(ky)er + kiaze; — ey(ky)e; — kpazer)
+es(f)(—es(ki)e; — es(kz)er)
_ (_91(f)e1(k1) —e1(Nkzay —ex(fe; (k1)> £,
—e;(f)kaa; — e3(f)es(ky)
N (91(f)k1a1 —e1(fey(kz) + ez(f)k1a2> £

—e,(f)ea () — es(fes(ky) (7.12)
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olarak hesaplanir. Bu durumda ¢ nin f-bitensiyon alani

To5(0) = 12(0) + (Af)T(0) + 2Vg,04rT(0)

_ f{( Ak — aseq(ky) — eq(kpay) — azez(kz) - ez(kzaz)>
B +kikya; + k3a, + ki (=KN + a? + a?) &1
n ( Ak, — ajeq(ky) + e;(kyay) + azez(kl) + 92(k1a2)> }
—kykya, — k2a; + ky(—KN 4 a? + a?) &

3
+O eei() = (@ + ken() + (@ = kea (N (—kaey — kezey)

—e; (e (ky) — e1(fkzay — ex(f)ey(ky)
s ( —ey(fkza; — es(fes(ky) >gl

e;(fkia; —es(fei(ky) + ex(fHkqa;
w2 (et exipredtiny )

f _AMk1 —aje;(ky) —ej(kpay) — azey(ky) — e, (k2a2)>
+kikya; + k3a, + ki (—K"N + a? + a3)

3
= -k (Z ei(f)) — (az + ke () + (a; — kz)ez(f)) | €1

=1
( e1(fei (k) —er(fka, — e;(fe, (k1)>
—ey(fkza; —e3(fes(kq)

f (—A k, —ajei(ky) + e (kiaq) + azey(ky) + ex(kqay)
_k1k2a2 - k%al + kz(_KN + a% + a%)

|€2

/l

3
+ | —k, (Z ei(ei(f)) —(az + ke (f) + (aq — kz)ez(f)>

_;2 <e1(f)k1a1 - el(f)el(kz) + eZ(f)klaz)
—ey(fex(ky) —es(fes(ky)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

k, = 0 ise asagidaki sonug Vverilebilir:

Sonug 7.1.2. o : (M3, g) > (N2, §) bir Riemann submersiyonu ve S = {e, e, e3} de
M nin integrallenebilirlik verisi {a,, a,, k4, k, = 0, p} olan bir ortonormal gatis1 olsun.

Bu durumda o nin f-biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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0 = f(—AMky + ki (—KN + af + a3)

i=1

—kq (Z ei(ei(f)) —(az + ke (f) + a1ez(f)) —2 Z e;(f)e;(kq),
i=1

2

0 = f((er(ar) + ex(az) — kyay) + 2aze;(ky)) + 2k, z e;(f)a;

=1

olmasidir.

Sonug 7.1.3. ¢ : (M3, g) - (N?, §) bir Riemann submersiyonu ve S = {e; e, e;} de
M nin integrallenebilirlik verisi {a,, a, k1, k, = 0, p} olan bir ortonormal gatis1 olsun.

Eger k, sabit ise o nin f-biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

3
0= 1 (=KN+a? +a3) = > ee(N) + (@ + ke (N + area(f),

0 = fles(a) + ex(a) k) +2 ) ei(Pay
olmasidir.

Z. P. Wang ve Y. L. Ou [26] tarafindan sabit kesit egrilikli 3-boyutlu uzay
formlardan tanimlanan Riemann submersiyonlar1 i¢in asagidaki Sonuglar elde

edilmistir:

Lemma 7.1.4. M3(c) sabit ¢ kesit egrilikli 3-boyutlu bir uzay form ve o : M3(c) —
(N2,§) bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda M3(c) iizerinde
{a,,a,, kq, ko, p} integrallenebilirlik verisi lifler boyunca sabit olacak sekilde o ya

uyarlanmis bir {e,, e,, e3} ortonormal ¢atis1 vardir [26].

Lemma 7.1.5. 6 : M3(c) » (N2, §) bir Riemann submersiyonu; {e;, e,, es}, M3(c)
nin o ya uyarlanmis bir ortonormal gatis1 ve {a,, a,, k1, k5, p} integrallenebilirlik verisi

olsun. Bu durumda M3 (¢) iizerinde integrallenebilirlik verisi

{ai'aé.ki = [k +i I =0, = P}
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olacak sekilde bir {eg, e;, e3 = e3} uyarlanmis ¢atis1 vardir [26].

Lemma 7.1.5 goz oniine alindiginda M3(c) uzay formunun integrallenebilirlik
verisi {a,, a,, ky,k, = 0, p} olacak sekilde o ya uyarlanmis bir ortonormal {e;, e,, e}
catisinin var oldugu agiktir. Bu catiya gore R{‘}kl = —g (R(e;, ej)ex, e;) olmak iizere

Rf‘;-’kl bilesenleri asagidaki gibidir [26]:

Ri%1,= —(e1(p) — 2k1p) = 0
Ri%13= —(—ey(ky) — p* + kZ — kya,) =0
R 5= —(—ey(ky) + es(p) + kiaq + kiky) =0
Rh 1= —(ez(ay) —es(ay) + af + a3 + 3p?) =,
Ri%23= — (e2(p) — 2k1k;) = 0,
R3%13= —(—ez(ky) — e3(p) — kpap + kqky) = 0,

RY 5= —(—p? — ey(ky) + kiay + k3) = c. (7.13)

Lemma 7.1.4 ve integrallenebilirlik verisinin lifler boyunca sabit oldugu ger¢eginden

hareketle R{‘;-’kl bilesenleri
er(p) —2kip =10
—(—ei (k) —p* + ki) = ¢,
k1a1 = 0,

—(ex(ay) —eq(ay) + a% + a% + 3P2) =c,

ex(p) =0,
eZ(kl) = 0'
—(—p? + kya,) = 0, (7.14)

ile verilen esitliklere indirgenir. Bu durumda (7.14) iin tgiinci esitliginden k; = 0

veya a; = 0 oldugu goriiliir [26].
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I. Durum: k; = 0 ve o: M3(c) - (N?, §) bir Riemann submersiyonu olsun. 7(o) =
—ky&1 — k&, tensiyon alant goz Oniine alinirsa o nin bir harmonik doniisiim oldugu

ve dolayisiyla bir f-biharmonik doniisiim olacagi agiktir.

2. Durum: k; # 0,a; =0 ve a, = 0 olsun. Bu durumda (7.1.6) nin dordiincii ve
yedinci esitliklerinden p = ¢ = 0 bulunur. o nin f-biharmonik denkleminde a; =
a, =k, = p = 0 alinirsa
0= f('AMk1) - k1(2i3=1 ei(el-(f)) —kiei(f)) -2 Ziz=1 ei(fei(k,)
= f(-A"ky) — ki (B, ei(ei(f) — kier () — 2(er(HKD)

yazilabilir. Burada

3
AMp, = E{Gi(ei(lﬁ)) - Vgei)(kl)} = 31(31(k1)) — kie;(ky)

= e1(kf) i k1kf = 2kie (ky) — kf = kf

ve
3 3

> @) =Af + ) (Veed(H) = Af +kyer ()

i=1

oldugu g6z oniine alinirsa

f(_kf) — kAf — Zel(f)k% =0

yani
fki +Af —2kie (f) =0

bulunur.
Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 7.1.6. a: M3(c) — (N?, g) bir Riemann submersiyonu; {e;, e,, es}, M de o ya
uyarlanmig ortonormal bir ¢att ve {a; =0, ay =0, ky #0, k, =0,p = 0}
integrallenebilirlik verisi olsun. Bu durumda o nin f-biharmonik olmasi igin gerek ve

yeter sart
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A
Tf = k1 (2e;(Inf) — kq)

olmasidir.

3. Durum: k; #0,a; =0 ve a, # 0 olsun. Bu durumda o nin f-biharmonik

denklemi

0= f(=AMk; + ki (—K" 4+ a3)) — ky (Z ei(ei(f)) — (a; + k1)e1(f)>
i=1

2
2 ei(feks)
i=1
0 = f(kiez(az) + 2aze;(ky)) + 2k1e2(f)a;
sekline indirgenir. Burada

KN = [ex(a;) —es(ay) + a% + a%] = e (ay;) — a%.

e;(ky) =0, e1(ay) = ¢ + a3 + 3p?,
3

3
D ele(P) = A + ) (i) = Af + aser(H) + kaer(f) + kaes (),

i=1

3
A, = Z{ei(ei(kl)) - (Vg/liei)(kl)}
i=1

= ey(e1(ky)) — aze (ky) — kyey(ky) — kaez(ky)
= e, (kf — p* +¢) — aze (ky) — kyey(ky)
=2kqe1(ky) — 2pey(p) — aze (k1) — kqey(ky)

= kyei(ky) — 2p e (p) — aze,(ky)

= ki (kf —p* + ) = 2p(2ksp) — az (ki —p* + ©)
= —5kip?+ki+kic—ayk?—p*+c)

esitlikleri kullanilirsa o nin f-biharmonik denklemi

{0 = f (3p® — ki —3¢) — ki (Af + kzex(f)) — 2e:(f) (ki —p* +¢)
0 = fey(az) + 2e;(f)a;

denklem sistemine indirgenir.
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Bdylece su sonuca ulagilir:

Sonug 7.1.7. a: M3(c) - (N?, §) bir Riemann submersiyonu; {e;, e,,e3}, M de o ya
uyarlanmig  ortonormal  bir ¢att ve {a; =0, ay #0, ky #0, k, =0,p}
integrallenebilirlik verisi olsun. Bu durumda o nin f-biharmonik olmasi igin gerek ve

yeter sart

fBp* —kf—3c) =k, (Af - %szez(lna2)> —2e;(f)(kf —p*>+c)=0

olmasidir.

7.2. 3-boyutlu Riemann manifoldundan tanimlanan bi-f-harmonik Riemann

Submersiyonlan

Bu alt boliimde o: (M3, g) —» (N2, §) Riemann submersiyonunun bi-f-harmonik

olma sartlarini inceleyecegiz:
o nin f-tensiyon alani tanimi1 kullanilirsa bi-f-tensiyon alani
Tr,2(0) = f]°(1(0)) = Vgraa, s T (0)
=—f (iz(V"V"Tf (0) — Vouts(0)—R" (do, 14 (0))d0)) - Vgraangf (o)

=—f (iz ((VUVJ — Vo) (fr(o) + da(gradf))))
+f( iz R¥(do, ft(0) + do(gradf))do)

V5104, (f1(0) + do(gradf))

3
=—f Z{(Vgivgi — V‘v’%ei)(fr(a) + do(gradf))

3
+fz RN(da(ey), fr(o) + da(gradf))do(e;)

~VSraa, s (f7(0) + da(gradf))

seklinde yazilabilir. Buradan

53



7. BULGULAR VE TARTISMA Celal ERSOY

3
172(0) = =f()T(0) = 2 ) (VEV5,2(0) = Vo, 7(0))
3
~f ) (V2,92 do(gradf) - Vi, do(gradf))

3
+£2 Z RN(da(e),t(0))do(e;)
i§1
+f 2 RM(do(e;), do(gradf))da(e))

—~(g7ady f)()T(0) = [VGraq,7(0) = Vraq,sdo(gradf)
elde edilir. (7.4)-(7.6) ve (7.8) kullanilirsa
Tf,z(U) = fAf) (k&1 — ka&3)

2 < —eser(kq) + kyaf — ey (kp)ay — eq(kpar) )s
—ezey(ky) + kias — ey (ky)a, — ey (kpay) — esez(ky) !

2 ei(kay + e (kiay) — ejeq(ky) + kyaf
f 2 &
ex(ky)ay + ey (kiay) — ezey(ky) + kpas — ezes(ky)
3
_ fZ(V;‘ivgida(gradg £) = Vo, do(gradyf))
i=1
+f2(_k1(‘32(a1) —ei(az) + af + a%))ﬁ
+f%(=k, (923(a1) —ey(ay) + a% +ad))e,

+ fz RY (do(e), do(grad,f)) do(e)

~(gradgf)()T(0) = fV9raq,;7(0) = Vraa,rdo(gradyf)

bulunur. Burada

(grad,f)(f) = |grad,f|’

o _ —e;(fey (k) — er(fkzas — e (e, (ky)
ngdng(U) a ( —ey(fkza; —e3(fes(ky) >€1
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n (91(f)k1a1 —ei(fles(ky) + ez(f)k1a2) c
—ex(flex (k) —esz(f)es(ky) 2

ve
Voraa,rdo(gradyf) = VG.aq r(e1 (e + e2(f)e2)
= e, (VS (e1(er + e2(F)er) + e, (VL (er(Her + ex(f)er)
+e3(NVS(er(Ner + e2(f)es)
= e;(Nes(er(N)er — (er(N)2are; + ex(Ner(e2())ez + er(fex(fasey
+e,(ex(e1(f))er — er(ex(Haze; + ex(ex(ex(F))ez + (e2(F))2aye

tes (f)e3(61 (f))€1 + e3(f)es (ez(f))gz
dir.

gradyf, M de bir dikey vektor alam ise asagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 7.2.1. o : (M3, g) > (N2, §) bir Riemann submersiyonu ve S = {e, e, e3} de
M nin integrallenebilirlik verisi {a,, a, k1, k, = 0, p} olan bir ortonormal gatis1 olsun.
Bu durumda grad,f, M de bir dikey vektér alan1 olmak iizere o nimn bi-f-harmonik

olmasi icin gerek ve yeter sart

0=~ f(Af)ky — f?(—ei(e1 (k1)) + kyaf—ey(ex(kq)) + kyaZ — ez(es(ky)))
+f2(—ki(ez(ay) —es(az) +af + a%))+k1|gradgf|2 + fes(fes(kq)

ve

0 = —f?(es(kpay + ey (kyar)+e,(ky)ay + ey(kqaz))

olmasidir.

Sonug 7.2.2. ¢ : (M3, g) - (N?, §) bir Riemann submersiyonu ve S = {e; e, e;} de
M nin integrallenebilirlik verisi {ay,a,, k; = sabit # 0,k, = 0,p} olan bir
ortonormal ¢atis1 olsun. Bu durumda grad, f, M de bir dikey vektor alan1 olmak iizere

o nin bi-f-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A
|grad,inf|” = Tf + KN +3(a? + a?)

ve
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0 =e;(a;) +ey(az)

olmasidir.
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8.SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde 3-boyutlu Riemann manifoldundan tanimlanan Riemann
submersiyonlarin ~ biharmonikligi  kavramindan hareketle ayn1 tipteki
submersiyonlarin f-harmonik, f-biharmonik ve bi-f-harmonik olma sartlari ayr1 ayr1
incelenerek  Ozgiin  sonuglara ulagilmistir. Bdylece 3-boyutlu  Riemann
manifoldundan tanimlanan genellestirilmis biharmonik Riemann submersiyonlari
tanitilmis ve geometrik 6zellikleri ortaya konmustur.

Keyfi boyutlu Riemann manifoldlarindan tanimlanan Riemann
submersiyonlarinin  f-harmonikligi, f-biharmonikligi ve bi-f-harmonikliginin
incelenmesi agik bir problemdir. Bu tez, s6z konusu agik problemin ¢éziimiinde

kullanilacak 6nemli bir kaynak niteligindedir.
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