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Bu çalışma sekiz bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş bölümü olarak 

düzenlenmiş ve Riemann submersiyonlar, harmonik dönüşümler, biharmonik 

dönüşümler ve bu dönüşümlerin genelleştirilmelerinin ortaya çıkışı ve gelişimi ile 

ilgili bilgiler sunulmuştur. İkinci bölümde, çalışmanın amacına uygun olarak literatür 

özetine yer verilmiştir. Üçüncü bölümde, kısaca bu çalışmada kullanılan materyal ve 

yöntemden bahsedilmiştir. 

Dördüncü bölümde, Riemann manifoldları, vektör demetleri ve 

distribüsyonlarla ilgili bazı temel bilgilere yer verilmiştir. 

Beşinci bölümde, Riemann submersiyonlar, temel tensör alanları, temel tensör 

alanlarının kovaryant türevleri ve eğrilikler ele alınmıştır. 

Altıncı bölümde, harmonik dönüşümler, biharmonik dönüşümler, 𝑓-harmonik 

dönüşümler, 𝑓-biharmonik dönüşümler ve bi-𝑓-harmonik dönüşümler tanımlanarak 

temel özellikleri verilmiştir. 

Tezin özgün sonuçlarını içeren yedinci bölümde, 3-boyutlu Riemann 

manifoldundan tanımlanan bir Riemann submersiyonun, 𝑓-biharmonik dönüşüm ve 

bi-𝑓-harmonik dönüşüm olması için gerek ve yeter şartlar araştırılarak orijinal 

geometrik karakterizasyonlara ulaşılmıştır. 

Tezin son bölümü ise sonuçlar ve önerilere ayrılmıştır. 
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This study consists of eight chapters. In the first chapter, which is organized as 

an introduction chapter, information about the emergence and development of 

Riemann submersions, harmonic maps, biharmonic maps and the generalizations of 

these maps are presented. In the second chapter, a literature summary is given 

according to the purpose of the study. In the third chapter, the material and method in 

this thesis are briefly mentioned. 

In the fourth chapter, some basic definitions about Riemannian manifolds, 

vector bundles and distributions are given. 

In the fifth chapter, Riemann submersions, principal tensor fields, covariant 

derivatives of principal tensor fields and curvatures are discussed. 

In the sixth chapter, harmonic maps, biharmonic maps, 𝑓-harmonic maps, 𝑓-

biharmonic maps and bi-f-harmonic maps are defined and their basic properties are 

given. 

In the seventh chapter, which contains the original results of the thesis, the 

necessary and sufficient conditions for a Riemann submersion defined from a 3-

dimensional Riemann manifold to be f-biharmonic map and bi-f-harmonic map are 

investigated and the original geometric characterizations are obtained.  

The last section is devoted to conclusions and recommendations. 
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1. GİRİŞ 

 

İmmersiyonlar ve submersiyonlar diferensiyel geometride iki manifoldun 

geometrisini karşılaştırarak incelemede kullanılan en önemli araçlardır. Eğer incelenen 

manifoldlar ek olarak bazı özel diferensiyellenebilir yapılara (kontakt, Hermityen, 

kuaterniyonik vb.) sahip ise bu araçlar zengin geometrik özelliklerin ortaya çıkmasına 

imkan verirler. Aslında submersiyonlar, belli bir anlamda immersiyonların muadili 

gibi düşünülse de teorik olarak oldukça farklıdır.   

Riemann submersiyonları, 1966 ve 1967 yıllarında sırasıyla B. O’Neill [1] ve 

A. Gray [2] tarafından birbirinden bağımsız olarak yapılan çalışmalarla 

tanımlanmıştır. Son yirmi yılda ortaya konan çalışmalarla Riemann submersiyonları 

ile ilgili ciddi bir literatür oluşturulmuştur. 

Riemann submersiyonların fiziksel uygulamaları ve robot teorideki karşılığı, 

bu tip dönüşümleri daha ilgi çekici hale getirmiştir. Einstein’ ın genel görecelilik 

teorisi ve Maxwell’ in elektromanyetizma teorisinin birleştirilmesi ile ortaya çıkan 

Kaluza-Klein teorisi, uzay ve zamanın ortak 4-boyutuna ek olarak beşinci bir boyut 

kavramını esas alarak inşa edilmiş bir modeldir. Bu modelin uzay-zamanın (5+m)-

boyuta sahip olduğu durumlar için incelenmesi ile modelin çözümlerinin ekstra 

boyutlu uzaydan skaler alanların değer aldığı uzaya tanımlı Riemann submersiyonları 

olduğu ispatlanmıştır [3, 4]. Riemann submersiyonların robotik uygulamalardaki yeri 

C. Altafini [5] tarafından bu dönüşümlerin gereğinden çok serbestlik derecesine sahip 

robot kolu tasarımlarında kullanılabileceği gerçeği ile ortaya konmuştur. C. Altafini, 

robotik teoride belli şartlar altında ters kinematik işleminin Riemann 

submersiyonlarının temelini oluşturan yatay lift kavramına karşılık geldiğini 

göstermiştir. 

Harmonik dönüşümler [6], diferensiyel geometride jeodezikler, minimal 

yüzeyler ve harmonik fonksiyonlar gibi temel kavramların genelleştirilmesi ile ortaya 

konmuş ve geometrik varyasyonel problemlerin doğal çözümleri olarak göz önüne 

alınabilecek dönüşümler sınıfıdır. Harmonik dönüşümler; analitik dönüşümler, 

stokastik süreçler teorisi, teorik fizikteki lineer olmayan alan teorisi, malzeme 

bilimindeki sıvı kristaller teorisi gibi pek çok alanla yakından ilgilidir. 
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Harmonik dönüşümlerin doğal bir genellemesi olarak olarak ortaya çıkan 

biharmonik dönüşümler [7], temel olarak iki farklı araştırma alanına ayrılarak 

incelenmektedir. Diferensiyel geometri açısından sınıflandırmalar yapmak ve örnekler 

inşa etmek önem arz etmektedir. Diğer taraftan, bu dönüşümlerin kısmi diferansiyel 

denklemler açısından analitik yönü ile de araştırılması önemlidir [8, 9].  

Biharmonik immersiyonlar, yani biharmonik altmanifoldlar teorisi son yıllarda 

farklı tipteki diferensiyellenebilir manifoldlar üzerinde yoğun olarak çalışılmış ve bu 

alanda ciddi bir gelişme kaydedilmiştir.  

Riemann manifoldları arasındaki harmonik dönüşümleri özel bir alt sınıfı 

olarak kabul eden 𝑓-harmonik dönüşümler 1970 yılında tanımlanmıştır [10]. Bu 

dönüşümler, fiziksel açıdan sürekli spin sistemlerin ve homojen olmayan Heisenberg 

spin sistemlerin çözümleridir ve gradiyent Ricci solitonlar ile yakından ilişkilidir [11].  

Biharmonik dönüşümler ve 𝑓-harmonik dönüşümler arasında bağlantı kurmak 

için iki farklı yol kullanılmıştır. İlk karakterizasyon biharmonik dönüşümler 

teorisindeki genelleştirme metodu kullanılarak bienerji fonksiyonelinin bi-𝑓-enerji 

fonksiyoneline genişletilmesi ve bi-𝑓-enerji fonksiyonelinin kritik noktası olan 

dönüşümlerin bi-𝑓-harmonik dönüşümler olarak adlandırılması ile verilmiştir [12]. 

İkinci karakterizasyonda ise harmonik dönüşümlerin biharmonik dönüşümlere 

genellemesinde izlenen yol takip edilerek, 𝑓-enerji fonkiyoneli kavramından 𝑓-

bienerji fonksiyoneli tanımlanmış ve 𝑓-bienerji fonksiyonelinin kritik noktası olan 

dönüşümler 𝑓-biharmonik dönüşümler olarak adlandırılmıştır [13].  

Riemann submersiyonların biharmonikliğinin incelenmesi ilk kez 2002 yılında 

C. Oniciuc [9] tarafından yapılan çalışma ile başlatılmıştır. Ancak bu konu ile ilgili 

mevcut çalışmaların fazla olduğu söylenemez.  

Bu tezin amacı Riemann submersiyonları ve biharmonik dönüşümler teorisini 

inceleyerek Riemann submersiyonlarının 𝑓-biharmonik ve bi-𝑓-harmonik (yani 

genelleştirilmiş biharmonik) dönüşüm olma şartlarının araştırılmasıdır. 

Bu tezin birinci bölümünde, çalışmanın amacından ve problemin ortaya 

çıkışından söz edilmiştir. İkinci bölümde, önceki çalışmalardan bahsedilerek literatür 

özeti sunulmuştur. Üçüncü bölümde, bu tezde ortaya konan problemin çözümü için 

gerekli materyal ve yöntemden kısaca bahsedilmiştir. Dördüncü bölümde, Riemann 
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manifoldları, vektör demetleri ve distribüsyonlarla ilgili temel bilgiler verilmiştir. 

Beşinci bölüm, Riemann submersiyonlarına ayrılmıştır. Altıncı bölümde biharmonik 

dönüşümler ve genelleştirilmiş biharmonik dönüşümlerden bahsedilmiştir. Yedinci 

bölümde ise, 3-boyutlu bir Riemann manifoldundan tanımlanan bir Riemann 

submersiyonun f-harmonik, f-biharmonik ve bi-f-harmonik olması için gerek ve yeter 

şartlar araştırılmış ve bazı özgün sonuçlar verilmiştir. Son bölüm ise sonuçlar ve 

önerilere ayrılmıştır. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

Riemann submersiyonları, ilk kez 1966 yılında B. O’Neill [1] ve bir yıl sonra bu 

çalışmadan bağımsız olarak A. Gray [2] tarafından yapılan çalışmalarla 

tanımlanmıştır. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) iki Riemann manifoldu ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. 𝜎 dönüşümü maksimal ranka sahip ve  𝜎 nın 

türev dönüşümü 𝑑𝜎, (ç𝑒𝑘 𝑑𝜎)⏊ üzerinde bir izometrik immersiyon ise 𝜎 ya bir 

Riemann submersiyonu denir.  

B. O’Neill [1], Riemann submersiyonlarını tanımladığı çalışmasında bu tip 

dönüşümleri karakterize etmede kullanılan iki önemli tensör alanı tanımlamış ve bu 

tensör alanlarının altmanifoldlar teorisindeki ikinci temel forma ve şekil operatörüne 

karşılık geldiğini göstermiştir. Aynı çalışmada, iki manifold arasındaki 

submersiyonlardan faydalanılarak manifoldların eğrilikleri karşılaştırılmıştır. Bu 

temel makaleden hareketle son 60 yılda Riemann submersiyonları üzerine çok yoğun 

çalışmalar yapılmış ve ciddi bir literatür oluşturulmuştur.  

Diferensiyellenebilir dönüşümün arasında tanımlandığı manifoldlar özel 

seçilerek Lorentz submersiyonlar [3], eğik submersiyonlar [2, 14, 15], hemen hemen 

hermityen submersiyonlar [16], hemen hemen kontakt submersiyonlar [3], 

parakontakt submersiyonlar [17], parakontakt-parakompleks submersiyonlar [18], H-

semi-invaryant submersiyonlar [19], anti-invaryant submersiyonlar [20], gibi pek çok 

submersiyon tanımlanmış ve çalışılmıştır. 

Riemann manifoldları arasında tanımlanan bir 𝜓:𝑀 → 𝑁 diferensiyellenebilir 

dönüşümü  𝐸(𝜓) =
1

2
∫ |𝑑𝜓|2𝑣𝑔𝑀

 ile tanımlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktası 

ise bu dönüşüme bir harmonik dönüşüm denir. 𝜓 dönüşümünün harmonikliği 𝜏(𝜓) =

𝑖𝑧 ∇𝑑𝜓 ile tanımlanan tensiyon alanının sıfır olması ile ifade edilir [8]. Özel olarak bir 

Riemann immersiyonunun tensiyon alanı, karşılık gelen altmanifoldun ortalama 

eğrilik vektör alanı olarak verilir. Dolayısı ile bir Riemann immersiyonunun harmonik 

olması için gerek ve yeter şart karşılık gelen altmanifoldun minimal olmasıdır [6].  

Biharmonik dönüşümler harmonik dönüşümlerin doğal bir genellemesi olarak 

tanımlanmıştır [6]. 𝐸2(𝜓) =
1

2
∫ |𝜏(𝜓)|2𝑣𝑔𝑀

 ile gösterilen bienerji fonksiyonelinin 
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kritik noktası olan dönüşümler biharmonik dönüşümler olarak adlandırılır. Bienerjinin 

birinci varyasyon formülünden 𝜓 nin biharmonik olması için gerek ve yeter şart elde 

edilir. Bu şart    𝜏2(𝜓) = −∆
𝜓(𝜏(𝜓)) − 𝑖𝑧𝑅𝑁(𝑑𝜓(−), 𝜏(𝜓))𝑑𝜓(−) ile tanımlanan 

bitensiyon alanının sıfır olmasıdır. Açıktır ki, harmonik dönüşümler  biharmoniktir. 

Dolayısıyla biharmonik dönüşümlerin hangi şartlar altında harmonik olacağı ve 

harmonik olmayan biharmonik dönüşümlerin sınıflandırılması önemli problemlerdir 

[8, 21]. Yokluk teoremleri biharmonik altmanifoldlar ile ilgili yapılan çalışmaların 

Riemann eğriliği pozitif olan uzaylarda yoğunlaşmasına neden olmuştur [22, 23]. 

C. Oniciuc [9], Riemann submersiyonlarının bitensiyon alanını bularak Riemann 

immersiyonları için verilen bazı yokluk teoremleri benzeri sonuçlar elde etmiştir. Daha 

geniş bir sınıf olan konformal submersiyonlar için biharmonik denklem [24] de 

çalışılmış ve bu denklemlerin bir uygulaması olarak biharmonik Riemann 

submersiyonların bir ailesi [25] de kurulmuştur. Z. P. Wang ve Y. L. Ou [26] 

tarafından 3-boyutlu uzaylardan tanımlanan, 1-boyutlu liflere sahip Riemann 

submersiyonları çalışılmış ve bu tipteki submersiyonların biharmonik olması için 

gerek ve yeter şartın harmoniklik olduğu ispatlanmıştır. [27] de biharmonik Riemann 

submersiyonlarla ilgili pek çok örneğe yer verilmiştir. M. A. Akyol ve Y. L. Ou [28], 

2019 yılında Riemann submersiyonları için biharmoniklik şartlarını araştırmış ve [26] 

da verilen sonuçların genel halini elde etmişlerdir. 

𝑓-Harmonik dönüşümler, 𝐸𝑓(𝜓) =
1

2
∫ 𝑓|𝑑𝜓|2𝑣𝑔𝑀

 ile verilen 𝑓-enerji 

integralinin kritik noktası olan diferensiyellenebilir 𝜓:𝑀 → 𝑁 d𝜓 + 𝑑𝜓(𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓) ile 

tanımlanan f-tensiyon alanın sıfır olmasıdır [29]. W. J. Lu, 2015 yılında f-biharmonik 

dönüşümleri tanımlamış ve Euler-Lagrange denkleminden hareketle f-bitensiyon alanı 

denklemini hesaplamıştır [13].  

Farklı bir bakış açısıyla, f-tensiyon alanının normunun integrali kullanılarak 

diferensiyellenebilir bir dönüşümün bi-f-enerji integrali adı verilen yeni bir 

fonksiyonel tanımlanmış ve bu fonksiyonelin kritik noktaları olan dönüşümler bi-f-

harmonik dönüşümler olarak adlandırılmıştır [12].  

f-biharmonik dönüşümler ve bi-f-harmonik dönüşümler biharmonik 

dönüşümlerin farklı genelleştirmeleridir. Son yıllarda bu dönüşüm tipleri, özel olarak 
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Riemann immersiyonları için incelenerek f-biharmonik ve bi-f-harmonik 

altmanifoldlarla ilgili önemli çalışmalar yapılmıştır [30-35]. 

Yukarıda bahsedilen çalışmalar göz önüne alındığında Riemann 

submersiyonların f-biharmonik ve bi-f-harmonik (veya kısaca genelleştirilmiş 

biharmonik) dönüşüm olma şartlarının araştırılmasının açık problemler olduğu 

görülmüştür. Dolayısıyla bu tezde 3-boyutlu Riemann manifoldundan tanımlanan f-

biharmonik submersiyonlar ve bi-f-harmonik submersiyonlar (veya kısaca 

genelleştirilmiş biharmonik submersiyonlar) incelenerek özgün sonuçlar verilmiştir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Riemann submersiyonları, biharmonik dönüşümler ve genelleştirilmiş 

biharmonik dönüşümler ile ilgili gerekli tüm kaynak taramaları yapılarak basılı ve 

online olarak elde edilen kitaplar ve makaleler, mevcut bilimsel yöntemlerle 

incelenmiş ve ihtiyaç duyulan bölümler detaylı olarak araştırılmıştır. Tez konusu 

çerçevesinde elde edilen veriler titizlikle bir araya getirilmiş ve hedeflenen özgün 

karakterizasyonlara ulaşılmıştır. 
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4. TEMEL KAVRAMLAR 

 

4.1. Riemann Manifoldları 

Tanım 4.1.1. ℝ𝑛 de reel değerli bir 𝑓 fonksiyonu için 𝑉 ∈ ℝ𝑛 olmak üzere 

lim
𝑡→0

𝑓(𝑝+𝑡𝑉)−𝑓(𝑝)

𝑡
 limit değerine 𝑓 nin 𝑝 ∈ ℝ𝑛 noktasında 𝑉 yönündeki türevi denir ve 

bu türev 

𝑉𝑝[𝑓] = 𝑑𝑓(𝑉𝑝) =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑓(𝑝 + 𝑡𝑉))|𝑡=0 

ile tanımlanır [36]. 

Tanım 4.1.2. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold ve 𝑝 ∈ 𝑀 olsun. 

𝑉𝑝:𝐶∞(𝑀) → ℝ 

                              𝑓 → 𝑉𝑚[𝑓] =∑𝑣𝑖⃒𝑝
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
⃒𝑝

𝑛

𝑖=1

 

dönüşümü için 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀) olmak üzere 

1) 𝑉𝑝(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑉𝑝[𝑓] + 𝑏𝑉𝑝[𝑔], 

2) 𝑉𝑝(𝑓𝑔) = 𝑉𝑝[𝑓]𝑔(𝑝) + 𝑓(𝑝)𝑉𝑝[𝑔] 

özellikleri sağlanıyorsa 𝑉𝑝 fonksiyonuna 𝑀 nin 𝑝 noktasındaki bir tanjant vektörü 

denir. 𝑀 manifoldunun 𝑝 ∈ 𝑀 noktasındaki tanjant vektörlerinin uzayı 

 𝑇𝑝𝑀 = {𝑉𝑝⃒𝑉𝑝: 𝐶
∞(𝑀) → ℝ} 

ile gösterelir ve bu uzaya 𝑀 manifoldunun 𝑝 ∈ 𝑀 noktasındaki tanjant uzayı denir 

[36]. 

Tanım 4.1.3. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Her 𝑝 ∈ 𝑀 noktasına bir 

𝑋𝑝 ∈ 𝑇𝑝𝑀 tanjant vektörü karşılık getiren 𝑋 dönüşümüne 𝑀 üzerinde bir vektör alanı 

denir. 𝑀 nin vektör alanlarının uzayı 𝜒(𝑀) ile gösterilir [36]. 

Tanım 4.1.4. 𝑀 manifoldu üzerinde iki vektör alanı 𝑈 ve 𝑉 olsun.𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀) 

fonksiyonunu ele alalım. 
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[, ]: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

[𝑈, 𝑉]𝑓 = 𝑈(𝑉𝑓) − 𝑉(𝑈𝑓) 

ile tanımlı [, ] fonksiyonuna 𝑈 ve 𝑉 nin Lie operatörü denir ve bu operatör aşağıdaki 

özellikleri sağlar: 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀), 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ ve  𝑈, 𝑉, 𝑍 ∈  𝜒(𝑀) olmak üzere  

1) [𝑈, 𝑉] = −[𝑉, 𝑈], 

2) [𝑎𝑈 + 𝑏𝑉, 𝑍] = 𝑎[𝑈, 𝑍] + 𝑏[𝑉, 𝑍], 

3) [[𝑈, 𝑉], 𝑍] + [[𝑉, 𝑍], 𝑈] + [[𝑍, 𝑈], 𝑉] = 0, 

dır [36]. 

Tanım 4.1.5. 𝑀 ve 𝑁 manifoldları arasında bir 𝜓:𝑀 → 𝑁 diferensiyellenebilir 

dönüşümünün türev dönüşümü  

𝑑𝜓: 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑁) 

şeklinde gösterilir. Bu dönüşüm her 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında  

(𝑑𝜓)𝑝: 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝜓(𝑝)𝑁 

ile gösterilen ve 𝜓 nin 𝑝 noktasındaki türev dönüşümü olarak adlandırılan lineer 

dönüşümü verir [37].   

Önerme 4.1.6. 𝑀 ve 𝑁 manifoldları arasında bir 𝜓:𝑀 → 𝑁diferensiyellenebilir 

dönüşümünün türev dönüşümü 𝑑𝜓 olsun. 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜒(𝑀), 𝑈̆, 𝑉̆ ∈ 𝜒(𝑁) ve 𝑑𝜓(𝑈) = 𝑈̆, 

𝑑𝜓(𝑉) = 𝑉̆ olmak üzere 

𝑑𝜓([𝑈, 𝑉]) = [𝑈̆, 𝑉̆]o𝜓 

dir [37]. 

Tanım 4.1.7. 𝜓:𝑀 → 𝑁 bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Eğer 𝑑𝜓(𝑇𝑝𝑀), 𝑝 ∈

𝑀, uzayının boyutu 𝑟 ise 𝜓 dönüşümünün rankı 𝑟 dir denir [38]. 

Eğer her 𝑝 ∈ 𝑀 için 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑑𝜓 = 𝑏𝑜𝑦 𝑀 ise (𝑑𝜓)𝑝  birebirdir [38]. 
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Tanım 4.1.8. 𝜓:𝑀 → 𝑁 bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Eğer her 𝑝 ∈ 𝑀 için 

𝑑𝜓𝑝(𝑈𝑝) = 𝑈̆𝜓(𝑝) ise 𝑈 ile 𝑈̆ vektör alanları 𝜓-bağlıdır denir [38]. 

Tanım 4.1.9. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold olsun. 𝑀 nin vektör alanları uzayı 

üzerinde pozitif tanımlı, simetrik ve bilineer 

𝑔: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀) 

dönüşümüne bir Riemann metriği (veya metrik tensör) ve (𝑀, 𝑔) ikilisine de bir 

Riemann manifoldu denir [39]. 

Tanım 4.1.10. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold olsun.  

∇: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀)  → 𝜒(𝑀) 

(𝑈, 𝑉) → ∇𝑈𝑉 

fonksiyonu için 

1) ∇𝑈+𝑉𝑍 = ∇𝑈𝑍 + ∇𝑉𝑍 ,             𝑈, 𝑉, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) , 

2) ∇𝑈(𝑉 + 𝑍) = ∇𝑈𝑉 + ∇𝑈𝑍        ,       

3) ∇𝑓𝑈𝑉 = 𝑓∇𝑈𝑉, 

4) ∇𝑈(𝑓𝑉) = 𝑈[𝑓]𝑉 + 𝑓∇𝑈𝑉, ∀𝑓 ∈  𝐶
∞(𝑀), 

özellikleri sağlanıyorsa ∇ ya 𝑀 manifoldu üzerinde bir afin (lineer) konneksiyon denir 

[37]. 

Tanım 4.1.11. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold ve 𝑀 manifoldu üzerinde bir afin 

konneksiyon ∇ olsun. Bu durumda 

  𝑇: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

𝑇(𝑈, 𝑉) = ∇𝑈𝑉 − ∇𝑉𝑈 − [𝑈, 𝑉] 

olarak tanımlanan vektör değerli tensöre ∇ konneksiyonunun torsiyon tensörü denir. 

Eğer 𝑇 = 0 ise ∇ ya simetriktir veya sıfır torsiyonludur denir [39]. 

Tanım 4.1.12. 𝑀 bir diferensiyellenebilir manifold ve 𝑀 manifoldu üzerinde bir afin 

konneksiyon ∇ olsun. Bu durumda 𝑈, 𝑉, 𝑍 ∈  𝜒(𝑀) için 
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   𝑅: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

(𝑈, 𝑉, 𝑍) → 𝑅(𝑈, 𝑉, 𝑍) = 𝑅(𝑈, 𝑉)𝑍 

𝑅(𝑈, 𝑉)𝑍 = ∇𝑈∇𝑉𝑍 − ∇𝑉∇𝑈𝑍 − ∇[𝑈,𝑉]𝑍 

olarak tanımlanan 𝑅 tensör alanına ∇ konneksiyonunun eğrilik tensörü  denir [39]. 

Tanım4.1.13. (𝑀, 𝑔) Riemann manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ∇ olsun. Eğer 

∇ sıfır torsiyonlu ve ∇𝑔 = 0 ise ∇ ya 𝑀 üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu 

(Riemann konneksiyonu) denir. 𝑀 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu 𝑈, 𝑉, 𝑍 ∈

 𝜒(𝑀) için 

2𝑔(∇𝑈𝑌, 𝑍) = 𝑈(𝑔(𝑉, 𝑍)) + 𝑉(𝑔(𝑍, 𝑈)) − 𝑍(𝑔(𝑈, 𝑉)) 

                                          −𝑔(𝑈, [𝑉, 𝑍]) + 𝑔(𝑉, [𝑍, 𝑈]) + 𝑔(𝑍, [𝑈, 𝑉])    

şeklinde tanımlı Kozsul eşitliği ile belirlenir [39]. 

Tanım 4.1.14. (𝑀, 𝑔)  bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda  

   𝑅𝐶 : 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶
∞(𝑀) 

(𝑈, 𝑉, 𝑍,𝑊) → 𝑅𝐶(𝑈, 𝑉, 𝑍,𝑊) = 𝑔(𝑅(𝑈, 𝑉)𝑍,𝑊) 

olarak tanımlanan kovaryant 4-tensöre 𝑀 üzerinde Riemann-Christoffel eğrilik 

tensörü adı verilir [39]. 

Önerme 4.1.15. (𝑀, 𝑔) bir Riemann  manifoldu  ve 𝑀 üzerindeki  Riemann 

konneksiyonu  ∇ olsun. Bu durumda 𝑈, 𝑉, 𝑍,𝑊 ∈  𝜒(𝑀) için 

1) 𝑅(𝑈, 𝑉)𝑍 + 𝑅(𝑍, 𝑈)𝑉 + 𝑅(𝑉, 𝑍)𝑈 = 0, 

2) 𝑅𝐶(𝑈, 𝑉, 𝑍,𝑊) = −𝑅𝐶(𝑉, 𝑈, 𝑍,𝑊), 

3) 𝑅𝐶(𝑈, 𝑉, 𝑍,𝑊) = −𝑅𝐶(𝑈, 𝑉,𝑊, 𝑍), 

4) 𝑅𝐶(𝑈, 𝑉, 𝑍,𝑊) = 𝑅𝐶(𝑍,𝑊,𝑈, 𝑉) 

dir [39]. 

Tanım 4.1.16. (𝑀, 𝑔) Riemann manifoldunun bir noktasındaki tanjant uzayının iki 

boyutlu bir altuzayı P olsun. P nin bir bazı {𝑈, 𝑉} olmak üzere  
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𝐾(P) = 𝐾(𝑈, 𝑉) =
𝑔(𝑅(𝑈, 𝑉)𝑉, 𝑈)

|𝑈|2|𝑉|2 − 𝑔(𝑈, 𝑉)2
=

𝐾(𝑈, 𝑉, 𝑈, 𝑉)

|𝑈|2|𝑉|2 − 𝑔(𝑈, 𝑉)2
 

olarak tanımlanan 𝐾(P) reel sayısına P düzlemine göre kesit eğriliği denir [39]. 

Tanım 4.1.17. (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. {𝑒𝑖}𝑖=1
𝑛 , 𝑀 üzerinde lokal 

ortonormal çatı olmak üzere 𝑈, 𝑉 ∈  𝜒(𝑀) için 

𝑅𝑖𝑐: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀) 

𝑅𝑖𝑐(𝑈, 𝑉) =∑𝑔(𝑅(𝑈, 𝑒𝑖)𝑒𝑖, 𝑉)

𝑚

𝑖=1

 

şeklinde tanımlanan (2,0)-tipli 𝑅𝑖𝑐 tensör alanına (𝑀, 𝑔) manifoldunun Ricci tensörü 

denir. Ricci tensörü simetriktir. Ricci operatörü 𝑄 ise  

𝑔(𝑄𝑈, 𝑉) = 𝑅𝑖𝑐(𝑈, 𝑉) 

ile tanımlanır [39]. 

Tanım 4.1.18. 𝑚-boyutlu (𝑀, 𝑔) Riemann manifoldunun 𝑝 ∈ 𝑀 olmak üzere 𝑇𝑝𝑀 

tanjant uzayının 2-boyutlu altuzaylarına göre kesit eğriliklerinin toplamına 𝑀 nin 

skaler eğriliği denir ve 

             𝑠𝑐𝑎𝑙 = ∑𝑅𝑖𝑐(𝑒𝑘, 𝑒𝑘)

𝑚

𝑘=1

=∑∑𝑔(𝑅(𝑒𝑙, 𝑒𝑘)𝑒𝑘, 𝑒𝑙)

𝑚

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

 

ile tanımlanır [39].  

4.2. Vektör Demetleri ve Distribüsyonlar 

Tanım 4.2.1. Diferensiyellenebilir 𝑀,𝑁, 𝐹,  manifoldları ve 𝜋:𝑀 → 𝑁 

diferensiyellenebilir dönüşümü için 𝑁 nin bir açık örtüsü {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼  olmak üzere  

(𝜋𝑜𝜑𝛼)(𝑥, 𝑦) = 𝑥,          𝑥 ∈ 𝑈𝛼, 𝑦 ∈ 𝐹 

olacak şekilde  

𝜑𝛼: 𝑈𝛼 ⊂ 𝑁 × 𝐹 → 𝜋
−1(𝑈𝛼) ⊂ 𝑀 
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diffeomorfizmlerinin bir {𝜑𝛼}𝛼∈𝐼 ailesi varsa 𝜋, 𝐹 ye göre lokal çarpım özelliğine 

sahiptir denir ve 𝐷 = {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼)}𝛼∈𝐼 sistemine de 𝜋 nin bir lokal ayrışması denir [4]. 

Tanım 4.2.2. 𝜋:𝑀 → 𝑁 dönüşümü lokal çarpım özelliğine sahip ise 𝛿 = (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐹) 

kümesine bir diferensiyellenebilir lif demeti adı verilir [4]. 

Bir lif demetinde 𝑀 ye total uzay; 𝑁 ye baz (taban) uzay; 𝐹 ye lif modeli ve 𝜋 

dönüşümüne projeksiyon (fibrasyon) olarak adlandırılır [4]. 

Tanım 4.2.3.  𝜋:𝑀 → 𝑁 bir lif demeti olsun. ∀𝑥 ∈ 𝑁 için  

𝜋−1(𝑥) = 𝐹𝑥 = {𝑝𝜖𝑀: 𝜋(𝑝) = 𝑥} 

kümesine  𝑥 üzerinde bir lif denir. Tüm 𝐹𝑥 liflerinin ayrık birleşimi 𝑀 total uzayını 

verir [4]. 

Tanım 4.2.4. 𝛿 = (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐹) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. 𝜋 nin 𝐷 lokal 

ayrışmasına 𝛿 lif demetinin bir lokal koordinat temsilcisi denir [4]. 

Tanım 4.2.5. 𝛿 = (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐹) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eğer 

aşağıdaki iki özellik saglanıyorsa 𝛿 ya bir vektör demeti denir [4]: 

1)  ∀𝑥 ∈ 𝑁 için 𝐹 ve 𝐹𝑥 bir 𝐾 cismi üzerinde vektör uzayıdır. 

2)  ∀𝑥 ∈ 𝑁 için 𝜑𝛼,𝑥: 𝐹 → 𝐹𝑥  dönüşümleri lineer izomorfizm olacak şekilde 𝛿 

nın bir 𝐷 = {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼)}𝛼∈𝐼 lokal temsilcisi vardır. 

Tanım 4.2.6. 𝜋:𝑀 → 𝑁 bir 𝐶∞ lif demeti olsun. Bu durumda 𝜋𝑜𝑆 = 𝐼, (𝐼, 𝑀 nin birim 

dönüşümü) olacak şekilde 𝑁 → 𝑀 diferensiyellenebilir 𝑆 dönüşümüne lif demetinin 

bir kesiti denir ve ve lif demetlerinin kesitlerinin kümesi Γ(M) ile gösterilir [4]. 

Tanım 4.2.7. (𝑀, 𝜋, 𝑁, 𝐹) bir vektör demeti olsun. ∀𝑝 ∈ 𝑁 için 𝑇𝑝𝑁 tanjant uzayına 

bir 𝑋𝑝 tanjant vektörü taşıyan dönüşüme vektör demetinin kesiti denir. 𝑀 nin Γ(M) 

kesitlerinin kümesi bir vektör uzayı yapısına sahiptir [4].  
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Teorem 4.2.8. 𝑚, 𝑛 doğal sayılar (𝑚 > 𝑛) ve 𝜋:𝑈 ⊂ 𝑅𝑚 → 𝑅𝑛 bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Eğer 𝑥 ∈ 𝜋(𝑈), 𝜋 nin bir regüler değeri ise o 

zaman 𝑥 in 𝜋−1(𝑥) ters görüntüsü, 𝑅𝑚 nin bir (𝑚 − 𝑛)-boyutlu altmanifoldudur [4]. 

Tanım 4.2.9. 𝑀, 𝑚-boyutlu bir manifold olsun. 𝑀 üzerinde  

𝐷:𝑀 →∪ 𝑇𝑥𝑀 

                                              𝑥 → 𝐷𝑥 ⊂ 𝑇𝑥𝑀 

ile tanımlanan 𝐷 dönüşümüne bir distribüsyon denir [4]. 

Tanım 4.2.10. 𝑀̅ bir diferensiyellenebilir manifold; 𝑉, 𝑀̅  manifoldu üzerinde 𝑞-

boyutlu bir diferensiyellenebilir distribüsyon ve 𝑀, 𝑀̅ nin bir altmanifoldu olsun. Eğer 

𝑀 nin her 𝑥 noktasında, 𝑀 nin tanjant uzayı ile 𝐷𝑥 aynı ise yani  

𝜋:𝑀 → 𝑀̅ 

bir imbedding olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝑀 için 

𝑑𝜋(𝑇𝑥𝑀) = 𝐷𝑥 

ise 𝑀 ye 𝐷 nin integral manifoldu denir [4]. Eğer 𝐷 nin 𝑀 yi kapsayan bir başka 

integral manifoldu yoksa 𝑀 ye 𝐷 nin bir maksimal integral manifoldu denir [4]. 

Tanım 4.2.11. 𝑀̅ bir manifold ve 𝑀, 𝑀̅ nin bir altmanifoldu olsun. Eğer ∀𝑥 ∈ 𝑀 için 

𝐷 nin 𝑥 i kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa 𝐷 ye integrallenebilirdir 

denir [4]. 

Tanım 4.2.13. (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝛻, (𝑀, 𝑔) üzerinde lineer 

konneksiyon olsun. Eğer her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒𝐷(𝑀) için ∇𝑋𝑌 ∈ 𝜒
𝐷(𝑀) ise 𝐷 distribüsyonuna 

paraleldir denir [4]. 

Önerme 4.2.14. (𝑀, 𝑔), 𝐷 ve 𝐷́ ortogonal distribüsyonuna sahip bir Riemann 

manifoldu olsun. Bu durumda 𝐷 nin ∇ ya göre paralel olması için gerek ve yeter şart 

𝐷́ nin paralel olmasıdır [4].
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5. RIEMANN SUBMERSİYONLARI 

 

Bu bölümde manifoldlar arasındaki submersiyon dönüşümleri, ilişkili 

distribüsyonlar ve Riemann submersiyonları ile ilgili temel bilgiler verilerek B. 

O’Neill [1] tarafından tanımlanan temel tensör alanları, özellikleri ve geometrik 

anlamları sunulacaktır. 

Tanım 5.1. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, 𝑔̆) sırasıyla 𝑚 ve 𝑛-boyutlu manifoldlar olsun. Bu durumda 

𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) örten diferensiyellenebilir dönüşümü için 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑑𝜎𝑝 = 𝑏𝑜𝑦 𝑁 

oluyorsa 𝜎 ya 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında bir submersiyon denir. ∀𝑝 ∈ 𝑀 için 𝜎 bir 

submersiyon ise 𝜎 ya 𝑀 üzerinde bir submersiyon adı verilir [3]. 

Örnek 5.2. 𝑚 ve 𝑛 pozitif doğal sayılar 𝑛 < 𝑚 olsun. 𝜎: 𝑅𝑚 → 𝑅𝑛 projeksiyon 

dönüşümü  

𝜎(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

şeklinde tanımlanırsa 𝑝 ∈ 𝑅𝑚 noktasında  

𝑑𝜎𝑥(𝑣1, … , 𝑣𝑚) = (𝑣1, … , 𝑣𝑛) 

olacağından 𝑑𝜎𝑝 diferensiyel dönüşümü örten olur. Dolayısıyla, 𝜎 bir submersiyondur 

[4]. 

Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑁 noktasındaki 𝐹𝑥 = 𝜎
−1(𝑥) lifi (𝑀, 𝑔) manifoldunun 𝑟 =

(𝑚 − 𝑛)-boyutlu bir altmanifoldudur. 𝜎−1(𝑥) altmanifoldlarına submersiyonun lifleri 

denir [38]. 

Tanım 5.3. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, 𝑔̆) sırasıyla 𝑚 ve 𝑛-boyutlu manifoldlar olsun. 𝜎:𝑀 → 𝑁 

submersiyonunu göz önüne alalım. 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında  

Ѵ𝑝 = ç𝑒𝑘 𝑑𝜎𝑝 
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şeklinde tanımlanan Ѵ integrallenebilir distribüsyonuna dikey distribüsyon ve Ѵ𝑝 

uzayına ise 𝑝 noktasındaki dikey uzay denir. Ѵ dikey distribüsyonunun kesitleri dikey 

vektör alanları olarak adlandırılır. Dikey vektör alanlarının uzayı 𝜒𝜈(𝑀),  𝜒(𝑀) de bir 

Lie alt cebiri yapısına sahiptir. Dikey distribüsyona ortogonal tamamlayan olan ve  

Ҥ𝑝 = (Ѵ𝑝)
⏊ 

ile tanımlanan Ҥ distribüsyonuna submersiyonun yatay distribüsyonu denir. Ҥ𝑝 uzayı 

ise 𝑝 noktasındaki yatay uzay olarak adlandırılır. Ҥ yatay distribüsyonunun kesitlerine 

yatay vektör alanları denir ve yatay vektör alanlarının uzayı 𝜒ɦ(𝑀),  𝜒(𝑀) nin bir alt 

uzayıdır. Böylece 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 

𝑇𝑝(𝑀) = Ѵ𝑝⊕Ҥ𝑝 

şeklindeki ortogonal ayrışım yazılabilir. Herhangi bir 𝐸 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanı için, 𝐸 

nin dikey ve yatay bileşenleri sırasıyla 𝑣𝐸 ve ℎ𝐸 gösterilir [3]. 

Teorem 5.4. 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir submersiyon ve Ѵ de 𝑀 nin dikey distribüsyonu 

olsun. Bu durumda 𝑝 ∈ 𝑀 için 𝜎(𝑥) = 𝑝 olmak üzere 𝜎−1(𝑥) altmanifoldunun tanjant 

uzayı ile her Ѵ𝑝 dikey uzayı çakışıktır [3]. 

Tanım 5.5. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, 𝑔̆) sırasıyla 𝑚 ve 𝑛-boyutlu manifoldlar ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) →

(𝑁, 𝑔̆) bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Bu durumda  

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑑𝜎𝑝 < 𝑚𝑖𝑛{𝑚, 𝑛} 

şartını sağlayan 𝑝 ∈ 𝑀 noktasına 𝜎 nın bir kritik noktası denir [39]. 

Tanım 5.6. 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir submersiyon olsun. 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanı 𝜒(𝑁) 

deki bir vektör alanı ile 𝜎-bağlantılı ise 𝑋 e 𝑀 üzerinde izdüşürülebilir vektör alanı 

denir. 𝑀 üzerindeki izdüşürülebilir vektör alanlarının uzayı  𝜒𝑐(𝑀) ile gösterilir [3]. 

Tanım 5.7. 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir submersiyon olsun. Eğer 𝑋 yatay ve 𝑁 üzerindeki 

𝑋′ vektör alanına 𝜎-bağlı ise 𝑀 üzerindeki 𝑋 vektör alanına basic (temel) vektör alanı 

denir. Basic (temel) vektör alanlarının uzayı 
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𝜒𝑏(𝑀) = 𝜒𝑐(𝑀) ∩ 𝜒ℎ(𝑀) 

ile gösterilir. 𝑋′ ∈ 𝜒(𝑁) vektör alanı ile 𝜎-bağlı olan 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) temel vektör alanı 𝑋′ 

vektör alanının yatay lifti olarak adlandırılır [3]. 

Tanım 5.8. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları arasındaki bir dönüşüm 𝜎 ve 

𝛽: [𝑡1, 𝑡2] → 𝑁, 𝑁 üzerinde bir diferensiyellenebilir eğri olmak üzere 𝜎𝑜𝛾 = 𝛽 

eşitliğini sağlayan 𝛾: [𝑡1, 𝑡2] → 𝑀 eğrisine 𝛽 nın bir lifti denir [3]. 

Tanım 5.9. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, 𝑔̆) sırasıyla 𝑚 ve 𝑛-boyutlu Riemann manifoldları olsun. 

Bu durumda 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) diferensiyellenebilir dönüşümü aşağıdaki şartları 

sağlıyorsa 𝜎 ya bir Riemann submersiyonu denir [3]: 

1) 𝜎 dönüşümü maksimal ranka sahiptir. 

2) Her 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 𝑑𝜎𝑝 dönüşümü yatay vektörlerinin uzunluğunu korur. 

Yani 𝑋, 𝑌 ∈ Ҥ𝑝 , 𝑝 ∈ 𝑀 için 

𝑔𝑝(𝑋, 𝑌) = 𝑔̆𝜎(𝑝)(𝑑𝜎𝑝(𝑋), 𝑑𝜎𝑝(𝑌)) 

dir. Burada verilen ilk şart dönüşümün öncelikle bir submersiyon olduğunu belirtir. 

İkinci şartta ise bir 𝑝 ∈ 𝑀 noktasında 𝜎 nın türev dönüşümünün Ҥ𝑝 yatay uzayı ile 

𝑇𝜎(𝑝)𝑁 tanjant uzayı arasında bir lineer izometri olduğu görülmektedir [3]. 

5.1. Temel Tensörler 

Bu alt bölümde O’Neill [1] tarafından, tanımlanan temel tensörler ve onların 

temel özellikleri sunulacaktır. 

Tanım 5.1.1. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları olsun. Bu durumda 𝜎: (𝑀, 𝑔) →

(𝑁, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu olmak üzere (1,2)-tipli 𝒯 temel tensör alanı 𝐸, 𝐹 ∈

𝜒(𝑀) için  

                                    𝒯(𝐸, 𝐹) = 𝒯𝐸𝐹 = ℎ∇𝑣𝐸𝑣𝐹 + 𝑣∇𝑣𝐸ℎ𝐹,                                 (5.1) 

ile tanımlanır. Burada, 𝑣 ve ℎ sembolleri sırasıyla Ѵ ve Ҥ üzerindeki dik 

projeksiyonları ve ∇ ise (𝑀, 𝑔) nin Levi-Civita konneksiyonunu göstermektedir[1]. 
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𝒯 temel tensör alanı aşağıdaki özellikleri sağlar [3]: 

1) 𝐸 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝒯𝐸  lineer operatördür. 

2) 𝐸 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝒯𝐸  yatay ve dikey alt uzayların rollerini değiştirir. 

3) 𝒯 dikey tensör alanıdır. Yani, 𝐸 ∈ 𝜒(𝑀) için, 𝒯𝐸 = 𝒯𝑣𝐸 dir. 

4) 𝒯 dikey tensör alanı simetriktir. Yani 𝑉,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için 𝒯𝑉𝑊 = 𝒯𝑊𝑉 dir. 

Tanım 5.1.2. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları olsun. Bu durumda 𝜎: (𝑀, 𝑔) →

(𝑁, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu olmak üzere (1,2)-tipli 𝒜 temel tensör alanı 𝐸, 𝐹 ∈

𝜒(𝑀) için  

                            𝒜(𝐸, 𝐹) = 𝒜𝐸𝐹 = 𝑣∇ℎ𝐸ℎ𝐹 + ℎ∇ℎ𝐸𝑣𝐹,                                      (5.2) 

ile tanımlanır [1]. 

𝒜 temel tensör alanı aşağıdaki özellikleri sağlar [3]: 

1) 𝐸 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝒜𝐸  lineer operatördür. 

2) 𝐸 ∈ 𝜒(𝑀) için 𝒜𝐸  yatay ve dikey alt uzaylarının rollerini değiştirir. 

3) 𝒜 yatay tensör alanıdır. Yani, 𝐸 ∈ 𝜒(𝑀) için, 𝒜𝐸 = 𝒜ℎ𝐸  dir. 

4) 𝒜 yatay tensör alanı simetriktir. Yani 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) için 𝒜𝑋𝑌 = −𝒜𝑌𝑋 

dır. 

Lemma 5.1.3. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda 𝒯𝐸  ve 𝒜𝐸  anti-simetrik operatörlerdir. 

Yani 𝐸, 𝐹 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanları için 

                                       𝑔(𝒯𝐸𝐹, 𝐺) = −𝑔(𝒯𝐸𝐹, 𝐺)                                     (5.3) 

                                     𝑔(𝒜𝐸𝐹, 𝐺) = −𝑔(𝒜𝐸𝐹, 𝐺)                                               (5.4) 

dir [3]. 

(𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝑝 ∈ 𝑀 olsun. 𝐸𝑝 = 𝑢 ve 𝐹𝑝 = 𝑤 olmak üzere 

(𝒯𝐸𝐹)(𝑝) nin değeri 𝐸 ve 𝐹 vektör alanlarının seçiminden bağımsızdır [3]. 
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Tanım 5.1.4. (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝑝 ∈ 𝑀 olsun. 𝐸, 𝐹 ∈ 𝜒(𝑀), 𝐸𝑝 = 𝑢 

ve 𝐹𝑝 = 𝑤 olmak üzere  𝑇𝑝𝑀 üzerindeki 𝒯𝑢 ve 𝒜𝑢 lineer operatörleri  

                               𝒯𝑢𝑤 = (𝒯𝐸𝐹)(𝑝),   𝒜𝑢𝑤 = (𝒜𝐸𝐹)(𝑝)                                     (5.5) 

ile tanımlanır [3]. 

Önerme 5.1.5. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. Herhangi bir 𝑝 ∈ 𝑀, 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 için 𝒯𝑢 ve 𝒜𝑢 lineer 

operatörleri (𝑇𝑝𝑀,𝑔𝑝) uzayı üzerinde anti-simetrik operatörlerdir ve 𝑝 ∈ 𝑀 

noktasında yatay ve dikey altuzaylarının rollerini değiştirirler [3]. 

Önerme 5.1.6. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda 𝒯 ve 𝒜 aşağıdaki özellikleri sağlar [3]: 

1) 𝒯𝑈𝑊 = 𝒯𝑊𝑈,          𝑈,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀), 

2) 𝒜𝑋𝑌 = −𝒜𝑌𝑋,          𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒
ℎ(𝑀), 

3)  𝒜𝑋𝑌 =
1

2
𝑣[𝑋, 𝑌],     𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀). 

İspat. 1)  𝑈,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için  

𝒯𝑈𝑊 = ℎ∇𝑣𝑈𝑣𝑊 + 𝑣∇𝑣𝑈ℎ𝑊 

ve 

𝒯𝑊𝑈 = ℎ∇𝑣𝑊𝑣𝑈 + 𝑣∇𝑣𝑊ℎ𝑈 

olduğundan, 

𝒯𝑈𝑊 −𝒯𝑊𝑈 = ℎ(∇𝑣𝑈𝑣𝑊 − ∇𝑣𝑊𝑣𝑈) + 𝑣(∇𝑣𝑈ℎ𝑊 − ∇𝑣𝑊𝑣𝑈) 

                         = ℎ[𝑈,𝑊] = 0 

bulunur. Buradan 𝒯𝑈𝑊 = 𝒯𝑊𝑈 elde edilir. 

2) Herhangi bir 𝑋 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) temel vektör alanını alalım. 𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için,  

𝑊(𝑔(𝑋, 𝑋)) = 𝑔(∇𝑊𝑋, 𝑋) + 𝑔(𝑋, ∇𝑊𝑋) 

                                                        = 2𝑔(∇𝑊𝑋, 𝑋) = 2𝑔(∇𝑋𝑊,𝑋) 

                                                        = −2𝑔(∇𝑋𝑋,𝑊)   = −2𝑔(𝒜𝑋𝑋,𝑊) 
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dir. 𝑔(𝑋, 𝑋) her lif üzerinde sabit ve 𝒜𝑋𝑋 vektör alanı dikey olduğundan 𝒜𝑋𝑋 = 0 

bulunur. 𝒜 lineer olduğundan  

0 = 𝒜𝑋+𝑌𝑋 + 𝑌 = 𝒜𝑋𝑋 +𝒜𝑋𝑌 +𝒜𝑌𝑋 +𝒜𝑌𝑌 

0 = 𝒜𝑋𝑌 +𝒜𝑌𝑋 

elde edilir. Buradan  (2)  ispatlanmış olur. 

3) 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) olmak üzere  

 𝑣[𝑋, 𝑌] = 𝑣(∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋) = 𝒜𝑋𝑌 −𝒜𝑌𝑋 = 2𝒜𝑋𝑌 

elde  edilir. 

Lemma 5.1.7. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) ve 𝑉,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için  

1) ∇𝑉𝑊 = 𝒯𝑉𝑊 + ∇̃V𝑊, 

2) ∇𝑉𝑋 = ℎ∇𝑉𝑋 + 𝒯𝑉𝑋, 

3) ∇𝑋𝑉 = 𝒜𝑋𝑉 + 𝑣∇𝑋𝑉, 

4) ∇𝑋𝑌 = ℎ∇𝑋𝑌 +𝒜𝑋𝑌, 

dir. Ayrıca, 𝑋 temel vektör alanı ise; [𝑋, 𝑉] dikey vektör alanı olduğundan  

ℎ∇𝑉𝑋 = ℎ∇𝑋𝑉 = 𝐴𝑋𝑉 

dur. Burada ∇̃V𝑊 = 𝑣∇𝑉𝑊 dir [4]. 

İspat. (5.1) denklemi kullanılarak 𝑉,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için  

𝒯𝑉𝑊 = ℎ∇𝑣𝑉𝑣𝑊 + 𝑣∇𝑣𝑉ℎ𝑊 = ℎ∇𝑉𝑊 

yazılabilir. Diğer taraftan  

∇𝑉𝑊 = ℎ∇𝑉𝑊 + 𝑣∇𝑉𝑊 

olduğundan son iki eşitlikten (1) eşitliğine ulaşılır. 

 𝑋 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) ve 𝑉 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için (5.1) den 
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𝒯𝑉𝑋 = ℎ∇𝑣𝑉𝑣𝑋 + 𝑣∇𝑣𝑉ℎ𝑋 = 𝑣∇𝑉𝑋 

yazılır. Burada ∇𝑉𝑋 = 𝑣∇𝑉𝑋 + ℎ∇𝑉𝑋 olduğundan (2) elde edilir. 

 (5.2) eşitliğinden   

𝒜𝑋𝑉 = 𝑣∇ℎ𝑋ℎ𝑉 + ℎ∇ℎ𝑋𝑣𝑉 = ℎ∇𝑋𝑉 

olur. Diğer taraftan, ∇𝑋𝑉 = ℎ∇𝑋𝑉 + 𝑣∇𝑋𝑉 = 𝒜𝑋𝑉 + 𝑣∇𝑋𝑉 olduğundan (3) eşitliği 

açıkça görülür. 

Son olarak, benzer şekilde 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) için 

                                       𝒜𝑋𝑌 = 𝑣∇ℎ𝑋ℎ𝑌 + ℎ∇ℎ𝑋𝑣𝑌 = 𝑣∇𝑋𝑌               

ve ∇𝑋𝑌 = ℎ∇𝑋𝑌 + 𝑣∇𝑋𝑌 = ℎ∇𝑋𝑌 +𝒜𝑋𝑌 olduğundan ispat tamamlanır.                                                 

5.2. 𝓣 ve 𝓐 Temel Tensörlerinin Geometrik Anlamı 

Temel tensör alanları Riemann submersiyonlarının geometrik özelliklerinin 

incelenmesinde özel bir öneme sahiptir. 𝒯𝑈𝑊 temel tensörünün liflerin ikinci temel 

formuna karşılık geldiği ve 𝒜𝑋𝑌 nin ise dikey distribüsyonunun integrallenebilirliğini 

karakterize ettiği bilinmektedir [3]. 

Teorem 5.2.1. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. (𝑀, 𝑔) nin dikey distribüsyonu Ѵ olmak üzere Ѵ nin 

integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart 𝒜 = 0 olmasıdır [3]. 

İspat. 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) için 

𝒜𝑋𝑌 = 𝑣∇ℎ𝑋ℎ𝑌 + ℎ∇ℎ𝑋𝑣𝑌 = 𝑣∇𝑋𝑌 

yazılır. Buradan  

𝒜𝑋𝑌−𝒜𝑌𝑋 = 𝑣[𝑋, 𝑌] 

olduğu göz önüne alınırsa 

2𝒜𝑋𝑌 =  𝑣[𝑋, 𝑌] 
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elde edilir. O halde 𝒜𝑋𝑌 = 0 olması Ѵ nin integrallenebilir olduğunu gösterir. Tersine 

Ѵ integrallenebilir ise son eşitlikten 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) için 𝒜𝑋𝑌 = 0 olur. Buradan 𝑈 ∈

𝜒𝑣(𝑀) için 𝑔(𝒜𝑋𝑌, 𝑈) = −𝑔(𝒜𝑋𝑈, 𝑌) = 0 olacağından 𝒜𝑋𝑈 = 0 bulunur. Ek 

olarak 𝒜𝑈 = 𝒜ℎ𝑈 eşitliğinde 𝒜𝑈 = 0 elde edilir. Böylece 𝒜 = 0 olduğu görülür ve 

ispat tamamlanır. 

Tanım 5.2.2. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir Riemann 

submersiyonu olsun. (𝑀, 𝑔) nin dikey distribüsyonu Ѵ ve yatay distribüsyonu Ҥ 

üzerine olan projeksiyonlar 𝑣 ve ℎ olmak üzere 

                               ∇̂𝐸𝐹 = 𝑣(∇𝐸𝑣𝐹) + ℎ(∇𝐸ℎ𝐹),    𝐸, 𝐹 ∈ 𝜒(𝑀)                          (5.5) 

şeklinde tanımlanan konneksiyona Schouten Konneksiyonu adı verilir [3]. 

Lemma 5.2.3. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda, her 𝐸, 𝐹 ∈ 𝜒(𝑀)  için 

                                          ∇𝐸𝐹 = ∇̂𝐸𝐹 + 𝑇𝐸𝐹 + 𝐴𝐸𝐹                                             (5.6) 

dır [3]. 

İspat. (5.6) ile verilen Schouten konneksiyonu tanımı kullanılırsa 

∇̂𝐸𝐹 = 𝑣(∇𝐸𝑣𝐹) + ℎ(∇𝐸ℎ𝐹) 

                                                     = 𝑣(∇𝑣𝐸+ℎ𝐸𝑣𝐹) + ℎ(∇𝑣𝐸+ℎ𝐸ℎ𝐹) 

                                                    = 𝑣∇𝑣𝐸𝑣𝐹 + 𝑣∇ℎ𝐸𝑣𝐹 + ℎ∇𝑣𝐸ℎ𝐹 + ℎ∇ℎ𝐸ℎ𝐹 

                                                    = 𝑣∇𝑣𝐸𝑣𝐹 + 𝑣∇ℎ𝐸𝑣𝐹 + ℎ∇𝑣𝐸ℎ𝐹 

                                                          +ℎ∇ℎ𝐸ℎ𝐹 + ∇𝐸𝐹 − ∇𝐸𝐹                                 (5.7) 

yazılabilir. Diğer taraftan  

                ∇𝐸𝐹 = ℎ∇𝐸𝐹 + v∇𝐸𝐹 

                      = ℎ (∇(𝑣𝐸+ℎ𝐸)(𝑣𝐹 + ℎ𝐹)) + 𝑣 (∇(𝑣𝐸+ℎ𝐸)(𝑣𝐹 + ℎ𝐹)) 

                         = ℎ∇𝑣𝐸𝑣𝐹 + ℎ∇𝑣𝐸ℎ𝐹 + ℎ∇ℎ𝐸𝑣𝐹 +  ℎ∇ℎ𝐸ℎ𝐹 

                         +𝑣∇𝑣𝐸𝑣𝐹 + 𝑣∇ℎ𝐸𝑣𝐹 + 𝑣∇𝑣𝐸ℎ𝐹 + 𝑣∇ℎ𝐸ℎ𝐹                                    (5.8) 
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dir. (5.9), (5.8) de yerine yazılırsa  

                ∇̂𝐸𝐹 = 𝑣∇𝑣𝐸𝑣𝐹 + 𝑣∇ℎ𝐸𝑣𝐹 + ℎ∇𝑣𝐸ℎ𝐹 + ℎ∇ℎ𝐸ℎ𝐹 + ∇𝐸𝐹 

                             − ℎ∇𝑣𝐸𝑣𝐹 − ℎ∇𝑣𝐸ℎ𝐹 − ℎ∇ℎ𝐸𝑣𝐹 −  ℎ∇ℎ𝐸ℎ𝐹 

                             −𝑣∇𝑣𝐸𝑣𝐹 − 𝑣∇ℎ𝐸𝑣𝐹 − 𝑣∇𝑣𝐸ℎ𝐹 − 𝑣∇ℎ𝐸ℎ𝐹  

                        = ∇𝐸𝐹 − (ℎ∇𝑣𝐸𝑣𝐹 − 𝑣∇𝑣𝐸ℎ𝐹) − (𝑣∇ℎ𝐸ℎ𝐹 + ℎ∇ℎ𝐸𝑣𝐹) 

elde edilir. Burada (5.1) ve (5.2) kullanılırsa ispat tamamlanır. 

Önerme 5.2.4. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ 𝑁 için, herhangi bir 𝜎−1(𝑥) lifi 

üzerinde ∇̂ Schouten konneksiyonu, 𝑔 metrik tensöründen indirgenmiş metrik 

tarafından belirlenen Levi-Civita konneksiyonu ile çakışır [3]. 

İspat. Herhangi bir 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için  

                              ∇̂𝑈𝑊 = 𝑣(∇𝑈𝑣𝑊) + ℎ(∇𝑈ℎ𝑊) = 𝑣(∇𝑈𝑣𝑊)                            (5.9) 

dir. Ayrıca (5.1) ve (5.2) den 

                         𝑇𝑈𝑉 = ℎ∇𝑣𝑈𝑣𝑊 + 𝑣∇𝑣𝑈ℎ𝑊 = ℎ∇𝑣𝑈𝑣𝑊                                      (5.10) 

ve  

                                  𝐴𝑈𝑊 = 𝑣∇ℎ𝑈ℎ𝑊 + ℎ∇ℎ𝑈𝑣𝑊 = 0                                     (5.11) 

elde edilir. Böylece (5.10)-(5.12) kullanılırsa  

                                ∇𝑈𝑊 = ∇̂𝑈𝑊 + 𝑇𝑈𝑊,      𝑈,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀)                               (5.12) 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

𝒯 dikey tensör alanının 𝜒𝑣(𝑀) × 𝜒𝑣(𝑀) ye kısıtlanması herhangi bir lifin ikinci 

temel formuna karşılık gelir. (5.13) denklemi Gauss formülü  ve 𝒯 ise ikinci temel 

form olarak adlandırılır [3]. 

Böylece altmanifoldların geometrisi göz önüne alınarak aşağıdaki 

karakterizasyon verilebilir: 
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Tanım 5.2.5. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları olsun. 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) 

Riemann submersiyonu için eğer 𝒯 tensör alanı sıfır ise 𝜎 nın herhangi bir lifine 𝑀 nin 

total geodezik altmanifoldu denir [3]. 

5.3.  𝓣  ve 𝓐 Temel Tensörlerinin  Kovaryant  Türevleri 

Bu alt bölümde, temel tensörlerin kovaryant türevlerinden bahsedilecektir. 

Tanım 5.3.1.  (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu üzerindeki (1,2)-tipli 𝒜 ve 𝒯 tensör 

alanlarının kovaryant türevleri her 𝐸, 𝐹 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanları için 

(∇𝐸𝒜)𝐹𝐻 = (∇𝐸𝒜)(𝐹,𝐻) = ∇𝐸(𝒜𝐹𝐻) −𝒜∇𝐸𝐹
(𝐻) −𝒜𝐹(∇𝐸𝐻) 

ve  

(∇𝐸𝒯)𝐹𝐻 = (∇𝐸𝒯)(𝐹,𝐻) = ∇𝐸(𝒯𝐹𝐻) − 𝒯∇𝐸𝐹(𝐻) − 𝒯𝐹(∇𝐸𝐻) 

ile tanımlanır. Bu durumda ∇𝒜 ve ∇𝒯 (1,1)-tipli tensör alanlarıdır [1]. 

Lemma 5.3.2. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) ve 𝑉,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için  

   (∇𝑉𝒜)𝑊 = −𝒜𝒯𝑉𝑊,                 (∇𝑋𝒯)𝑌 = −𝒯𝒜𝑋𝑌, 

(∇𝑋𝒜)𝑊 = −𝒜𝒜𝑋𝑊,               (∇𝑉𝒯)𝑌 = −𝒯𝒯𝑉𝑌 

dir [1]. 

 Anti-simetrik ve lineer  𝒯𝐸  ve 𝒜𝐸  tensör alanlarının kovaryant türevleri 

aşağıdaki gibi ifade edilir: 

Lemma 5.3.3. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun.𝐸 ∈ 𝜒(𝑀) , 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) ve 𝑈, 𝑉,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için  

1) 𝑔((∇𝑈𝒜)𝑋𝑉,𝑊) = 𝑔(𝒯𝑈𝑉,𝒜𝑋𝑊) − 𝑔(𝒯𝑈𝑉,𝒜𝑋𝑉), 

2)  ∇𝒯 simetriktir. Yani 𝑔((∇𝐸𝒯)𝑉𝑊,𝑋) = 𝑔((∇𝐸𝒯)𝑊𝑉, 𝑋), 

3) ∇𝒜 simetriktir. Yani 𝑔((∇𝐸𝒜)𝑋𝑌, 𝑉) = −𝑔((∇𝐸𝒜)𝑌𝑋, 𝑉), 

dir [1].  
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Lemma 5.3.4. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) ve 𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için 𝛿𝑋𝑌𝑍; 𝑋, 𝑌ve 𝑍 

yatay vektör alanları üzerindeki toplamı göstermek üzere 

𝛿𝑋𝑌𝑍𝑔((∇𝑍𝒜)𝑋𝑌, 𝑉) = 𝛿𝑋𝑌𝑍𝑔(𝒜𝑋𝑌, 𝒯𝑉𝑍) 

dır [1].  

Önerme 5.3.5. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda  

1) 𝒜 yatay tensör alanı paralel ise, 𝒜 = 0 dır. 

2) 𝒯 dikey tensör alanı paralel ise, 𝒯 = 0 dır [1]. 

Temel tensör alanlarının paralelliği Riemann submersiyonun liflerinin tamamen 

geodezikliği ve yatay distribüsyonun integrallenebilirliğinin bir ölçüsüdür. Riemann 

submersiyonun lifleri aslında submersiyonun tanımlandığı manifoldun bir 

altmanifoldu olarak göz önüne alınabileceğinden altmanifold teorisindeki kavramlar 

lifler için de geçerli olur. Lifleri tamamen umbilik olan yani 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için  

𝒯𝑈𝑉 = 𝑔(𝑈, 𝑉)𝐻 

şartını sağlayan submersiyon tamamen umbilik liflere sahip Riemann submersiyonu 

olarak adlandırılır. Burada 𝐻, liflerin ortalama eğrilik vektör alanıdır ve 

{𝑈1, 𝑈2, … , 𝑈𝑟}, dikey uzayın bir lokal ortonormal çatısı olmak üzere herhangi bir lifin 

ortalama eğrilik vektör alanı  

𝐻 =
1

𝑟
𝑖𝑧(𝒯) =

1

𝑟
∑𝒯𝑈𝑗𝑈𝑗

𝑟

𝑗=1

 

ile tanımlanır [1]. 

5.4. Eğrilikler Arasındaki Bağıntılar 

Bu alt bölümde, submersiyonların arasında tanımlandığı manifoldların 

eğrilikleri arasındaki ilişkiler ele alınacaktır. 
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Tanım 5.4.1. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir Riemann 

submersiyonu olsun. (𝑀, 𝑔) manifoldunun yatay distribüsyonu Ҥ olmak üzere 𝜒ℎ(𝑀) 

üzerinde (1-3)-tipli eğrilik tensör alanı 𝑅∗ ile gösterilir ve  𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒ℎ(𝑀), 𝑝 ∈

𝑀 için 

𝑅̆𝜎(𝑝)(𝑑𝜎𝑝(𝑋𝑝), 𝑑𝜎𝑝(𝑌𝑝), 𝑑𝜎𝑝(𝑍𝑝) ) 

tensörünün yatay lifti 𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑍) olarak tanımlanır. Bu durumda(𝑁, 𝑔̆) manifoldunun 

𝑅̆ Riemann eğriliği için 

𝑑𝜎(𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑍)) = 𝑅̆(𝑑𝜎(𝑋), 𝑑𝜎(𝑌), 𝑑𝜎(𝑍)) 

yazılabilir. Ayrıca, herhangi bir  𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝐻 ∈ 𝜒ℎ(𝑀)    için  

𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝐻) = 𝑔(𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑍), 𝐻) = 𝑅̆(𝑑𝜎(𝑋), 𝑑𝜎(𝑌), 𝑑𝜎(𝑍), 𝑑𝜎(𝐻))𝑜σ 

dır [3]. 

𝑥 ∈ 𝑁 için, herhangi bir (𝜎−1(𝑥), 𝑔̇𝑥) lifinin Riemann eğriliğini de 𝑅̇ ile 

gösterelim. Benzer gösterim kovaryant türevlerde de kullanılacaktır. 

Teorem 5.4.2. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. 𝑅 ve 𝑅̇ sırasıyla (𝑀, 𝑔) ve (𝜎−1(𝑥), 𝑔̇𝑥) lifinin 

Riemann eğrilik tensörleri olmak üzere 𝑈, 𝑉,𝑊, 𝐹 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) ve 𝑋 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) için       

    𝑔(𝑅(𝑈, 𝑉)𝑊, 𝐹) = 𝑔( 𝑅̇(𝑈, 𝑉)𝑊, 𝐹) − 𝑔(𝒯𝑈𝐹, 𝒯𝑉𝑊) + 𝑔(𝒯𝑈𝑊,𝒯𝑉𝐹),         (5.13) 

               𝑔(𝑅(𝑈, 𝑉)𝑊,𝑋) = 𝑔((∇𝑈𝒯)𝑉𝑊,𝑋) − 𝑔((∇𝑉𝒯)𝑈𝑊,𝑋)                     (5.14) 

dır. (5.4.1) ve (5.4.2) denklemleri submersiyonlar için Gauss ve Codazzi denklemleri 

olarak gözönüne alınabilir [3]. 

Teorem 5.4.3. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. 𝑅 ve 𝑅̆ sırasıyla (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, 𝑔̆) manifoldlarının 

Riemann eğrilik tensörleri olsun. Bu durumda, herhangi bir 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝐻 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) ve 

𝑉,𝑊 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) için, 

𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝐻) = 𝑔(𝑅∗(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝐻) + 2𝑔(𝒜𝑋𝑌,𝒜𝑍𝐻) 
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                                                 −𝑔(𝒜𝑌𝑍,𝒜𝑋𝐻) + 𝑔(𝒜𝑋𝑍 +𝒜𝑌𝐻)                       

𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝑉) = −𝑔((∇𝑍𝒜)𝑋𝑌, 𝑉) − 𝑔(𝒜𝑋𝑌, 𝒯𝑉𝑍) 

                                                     +𝑔(𝒜𝑌𝑍, 𝒯𝑉𝑋) − 𝑔(𝒜𝑋𝑍, 𝒯𝑉𝑌)                        

  𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑉,𝑊) = 𝑔((∇𝑉𝒜)𝑋𝑌,𝑊) − 𝑔((∇𝑊𝒜)𝑋𝑌, 𝑉) 

                                                     +𝑔(𝒜𝑋𝑉,𝒜𝑌𝑊) − 𝑔(𝒜𝑋𝑊,𝒜𝑌𝑉)               

                                                     −𝑔(𝒯𝑉𝑋, 𝒯𝑊𝑌) + 𝑔(𝒯𝑊𝑋, 𝒯𝑉𝑌)                                  

   𝑔(𝑅(𝑋, 𝑉)𝑌,𝑊) = −𝑔((∇𝑋𝒯)𝑉𝑊,𝑌) + 𝑔((∇𝑉𝒜)𝑋𝑌,𝑊) 

                                                     −𝑔(𝒯𝑉𝑋, 𝒯𝑊𝑌) + 𝑔(𝒜𝑋𝑉,𝒜𝑌𝑊)                      

dir [3]. 

Teorem 5.4.4. (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) Riemann manifoldları ve 𝜎: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, 𝑔̆) bir 

Riemann submersiyonu olsun. 𝐾, 𝐾̆ ve 𝐾̇ sırasıyla (𝑀, 𝑔), (𝑁, 𝑔̆) ve lifin kesit 

eğrilikleri olmak üzere 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒ℎ(𝑀) ve 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜒𝑣(𝑀) ortonormal vektörleri için 

1) 𝐾(𝑈, 𝑉) = 𝐾̇(𝑈, 𝑉) + |𝒯𝑈𝑉|
2 − 𝑔(𝒯𝑈𝑈,𝒯𝑉𝑉), 

2) 𝐾(𝑋, 𝑌) = 𝐾̆(𝑋̆, 𝑌̆)o𝜎 − 3|𝒜𝑋𝑌|
2, 

3) 𝐾(𝑋, 𝑉) = 𝑔((∇X𝒯)𝑉𝑉, 𝑋) − |𝒯𝑉𝑋|
2 + |𝒜𝑋𝑉|

2 

dir [3]. 
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6. GENELLEŞTİRİLMİŞ BİHARMONİK DÖNÜŞÜMLER 

 

Bu kısımda Riemann manifoldları arasındaki harmonik, 𝑓-harmonik, 

biharmonik, f-biharmonik ve bi-f-harmonik dönüşümler için temel tanımlar verilerek 

bazı özellikleri incelenecektir.  

6.1. Harmonik ve Biharmonik Dönüşümler 

Tanım 6.1.1. Ѡ, 𝑀 ve 𝑁 diferensiyellenebilir manifoldlar ve 𝜓:𝑀 → 𝑁 bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Ѡ → 𝑁 vektör demetinin pull-back demeti olan 

𝜓−1Ѡ → 𝑁 demetinin 𝑥 ∈ 𝑀 için lifleri 

 

(𝜓−1Ѡ)𝑥 = Ѡ𝜓(𝑥) 

şeklindedir.  Ѡ → 𝑁 vektör demeti üzerindeki konneksiyon ∇Ѡ ile gösterilirse 

𝜓−1Ѡ → 𝑀 pull-back demeti üzerinde 𝜓∗𝜇 = 𝜇𝑜𝜓 olmak üzere 

∇𝜓: 𝛤(𝑇𝑀) × 𝛤(𝜓−1Ѡ) → 𝛤(𝜓−1Ѡ) 

                                          (𝑋, 𝜓∗𝜇) → ∇𝑋
𝜓(𝜓∗𝜇) = ∇𝑑𝜓(𝑋)

Ѡ 𝜇 

ile tanımlanan tek lineer konneksiyon vardır. Bu konneksiyona pull-back konneksiyon 

denir [40]. 

Tanım 6.1.2. (𝑀, 𝑔) ve (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları ve 𝜓:𝑀 → 𝑁 bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝜓 dönüşümünün ikinci temel formu 

∇𝑑𝜓 ile gösterilir ve 𝑋, 𝑌 ∈ 𝛤(𝑇𝑀) için 

∇𝑑𝜓 ∶ 𝛤(𝑇𝑀) × 𝛤(𝑇𝑀) → 𝛤(𝜓−1𝑇𝑁) 

                                (𝑋, 𝑌) → ∇𝑑𝜓(𝑋, 𝑌) 

∇𝑑𝜓 (𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝑑𝜓)(𝑌) = ∇𝑋
𝜓
𝑑𝜓(𝑌) − 𝑑𝜓(∇𝑋

𝑀𝑌) 

ile tanımlanır [40]. 

Önerme 6.1.3. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir diferensiyellenebilir dönüşümünün ikinci temel 

formu simetriktir [40]. 

Örnek 6.1.4.  𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir izometrik immersiyon olsun. 𝜓−1𝑇𝑁 pull-back 
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demeti 𝜓−1𝑇𝑁 = 𝜏𝑀⊗𝒱𝑀,    𝑋 = 𝑋𝑇 + 𝑋⊥, olmak üzere 𝑑𝜓 türev dönüşümünün 

𝑇𝑀 ile 𝑇𝑀 nin 𝑑𝜓 altında 𝜓−1𝑇𝑁 pull-back demetindeki görüntüsü olan 𝜏𝑀 yi 

özdeşleştirdiği düşünülürse, 𝑋, 𝑌 ∈ 𝛤(𝑇𝑀) için 

∇𝑋
𝜓
(𝑑𝜓(𝑌)) = ∇𝑋

𝑁𝑌 

eşitliğine ulaşılır. Bu durumda 𝑑𝜓(∇𝑋
𝑀𝑌), ∇𝑋

𝑁𝑌 nin tanjant bileşeni ve ∇𝑑𝜓(𝑋, 𝑌) ise 

∇𝑋
𝑁𝑌 nin normal bileşenidir. Böylece ∇𝑑𝜓(𝑋, 𝑌), 𝑁 deki 𝜓(𝑀) immersed 

altmanifoldunun 𝐵(𝑋, 𝑌) ile gösterilen ikinci temel formuna karşılık gelir [40].  

Tanım 6.1.5.    𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün tensiyon alanı 

𝜏(𝜓) ∈ 𝛤(𝜓−1𝑇𝑁) ile gösterilir ve  

𝜏(𝜓) = 𝑖𝑧∇𝑑𝜓 =∑∇𝑑𝜓(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)

𝑚

𝑖=1

 

şeklinde tanımlanır. Burada {𝑒𝑖, … , 𝑒𝑚}, 𝑀 üzerinde bir ortonormal bazdır [40]. 

Tanım 6.1.6. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün enerji 

yoğunluğu  𝑒(𝜓) ile gösterilen ve 𝑥 ∈ 𝑀 için 

𝑒(𝜓):𝑀 →[0,∞) 

𝑥 → 𝑒(𝜓)𝑥 =
1

2
|𝑑𝜓𝑥|

2 

 

şeklinde tanımlanan bir diferensiyellenebilir fonksiyondur. Burada {𝑒1, … , 𝑒𝑚}, 𝑇𝑥𝑀 

nin bir ortonormal bazı ve |𝑑𝜓𝑥|
2, 

|𝑑𝜓𝑥|
2 =∑ℎ(𝑑𝜓𝑥(

𝑚

𝑖=1

𝑒𝑖), 𝑑𝜓𝑥(𝑒𝑖)) 

ile ifade edilen Hilbert-Schmidt normudur [40]. 

Tanım 6.1.7.  𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir bir dönüşüm ve  𝐷, 𝑀 de bir 

kompakt bölge olsun. 𝜓 nin enerji yoğunluğunun integrali, enerji integrali olarak 

adlandırılır, 𝐸(𝜓;𝐷) ile gösterilir ve 
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𝐸(𝜓;𝐷) = ∫ 𝑒(𝜓)𝑣𝑔 =
1

2𝐷

∫ |𝑑𝜓|2𝑣𝑔
𝐷

 

ile verilir. 𝑀 manifoldunun kompakt olması durumunda 𝐸(𝜓;𝑀) yerine 𝐸(𝜓) 

gösterimi kullanılır [40]. 

Tanım 6.1.8. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümü kompakt bir 𝐷 

bölgesi üzerinde 

𝐸(. ; 𝐷): 𝐶∞(𝑀,𝑁) → 𝑅 

enerji fonksiyonelinin kritik noktası ise 𝜓 ye harmoniktir denir [40]. 

Tanım 6.1.9. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün bir 𝐶∞ 

varyasyonu, 𝜀 > 0 olmak üzere 

𝜓:𝑀 × (− 𝜀, 𝜀)→ 𝑁 

                         (𝑥, 𝑡) → 𝜓𝑡(𝑥) 

 

ile tanımlanır öyle ki 𝜓0 =  𝜓 dir [40].  

Tanım 6.1.10. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir diferensiyellenebilir dönüşüm ve 𝑥 ∈ 𝑀 olsun. 

Bu durumda ∀𝑥 ∈ 𝑀 için 𝑡 → 𝜓𝑡(𝑥) dönüşümü 𝜓(𝑥) ∈ 𝑁 noktasından geçen ve hız 

vektörü  

𝑣(𝑥) =
𝜕𝜓𝑡(𝑥)

𝜕𝑡
│𝑡=0 ∈ 𝑇𝜓(𝑥)𝑁 

olan bir eğri tanımlar. Bu hız vektörüne 𝜓𝑡 nin varyasyon vektör alanı denir [40]. 

Tanım 6.1.11.  𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir diferensiyellenebilir dönüşüm ve 𝐷, 𝑀 nin 

kompakt bir altkümesi olsun. Bu durumda ∀𝑡 için 𝑀 ⧵ 𝐷̇ üzerinde 𝜓𝑡 =  𝜓 şartını 

sağlıyorsa {𝜓𝑡} varyasyonu 𝐷 içinde desteklenir denir [40]. 

 Tanım 6.1.8 i bir başka şekilde aşağıdaki gibi vermek mümkündür: 

Tanım 6.1.12. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümü 𝑀 nin bütün 𝐷 

kompakt bölgeleri ve 𝐷 içinde desteklenen bütün {𝜓𝑡} varyasyonları için 
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𝑑

𝑑𝑡
𝐸(𝜓𝑡; 𝐷)│𝑡=0 = 0 

şartını sağlıyorsa 𝜓 ye bir harmonik dönüşüm denir [40]. 

Tanım 6.2.13. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun.  𝑥 ∈ 𝑀 

için 𝜓−1𝑇𝑁 pull-back demeti üzerindeki pull-back metrik 𝑣,𝑤 ∈  𝛤(𝜓−1𝑇𝑁) için 

〈𝑣, 𝑤〉𝑥 = ℎ𝜓(𝑥)(𝑣(𝑥), 𝑤(𝑥)) 

olarak tanımlanır [12]. 

Önerme 6.1.14. (Enerjinin Birinci Varyasyonu) 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm ve  {𝜓𝑡}, 𝜓 nin 𝐷 ⊂ 𝑀 kompakt bölgesi içinde 

desteklenen bir C∞ varyasyonu olsun. Bu durumda 〈  , 〉,  pull-back metrik olmak 

üzere 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸(𝜓𝑡; 𝐷)│𝑡=0 = −∫ 〈𝑣, 𝜏(𝜓)〉𝑣𝑔

𝐷

 

dir [40]. 

    Bu durumda 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) nin harmonik olması için gerek ve yeter şart 

 𝜏(𝜓) = 0 olmasıdır [40]. 

Tanım 6.1.15. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir harmonik dönüşüm olsun. Bu durumda 𝜏(𝜓) =

0 denklemine 𝜓 nin harmonik denklemi denir [40]. 

Önerme 6.1.16. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir izometrik immersiyonu için 𝜏(𝜓) = 𝑖𝑧𝐵 =

(𝑏𝑜𝑦𝑀)𝜇𝑀 dir. Yani bir izometrik immersiyonun harmonik olması ile izometrik 

immersiyonun belirttiği alt manifoldun minimal olması birbirine denktir [40]. 

Tanım 6.1.17. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün tensiyon alanı 

𝜏(𝜓) olmak üzere 𝐷 ⊆ 𝑀 kompakt bölgesi için 𝜓 nin bienerji integrali 

𝐸2(𝜓; 𝐷) =
1

2
∫ |𝜏(𝜓)|2𝑣𝑔
𝐷

 

ile tanımlanır [41]. 
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Önerme 6.1.18. (Bienerjinin Birinci Varyasyonu) 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm ve  {𝜓𝑡}, 𝜓 nin 𝐷 ⊂ 𝑀 kompakt bölgesi içinde 

desteklenen bir C∞ varyasyonu olsun. Bu durumda ∆𝜓= −𝑖𝑧(∇𝜓∇𝜓 −

∇∇
𝜓
),   𝜓−1𝑇𝑁  pull-back demetinin kesitleri üzerindeki Laplasyan olmak üzere 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2(𝜓𝑡; 𝐷)│𝑡=0 = ∫ 〈𝜏2(𝜓), 𝑣〉 𝑣𝑔

𝐷

 

dir. Burada  𝑥 ∈ 𝐷 için 𝑣(𝑥), {𝜓𝑡} nin varyasyon vektör alanı; 𝑅𝑁, 𝑁 nin eğrilik 

tensörü ve 

𝜏2(𝜓) = −𝜓(𝜏(𝜓)) − 𝑖𝑧𝑅
𝑁(𝑑𝜓(−), 𝜏(𝜓))𝑑𝜓(−) 

 

dir [41]. 

Tanım 6.1.19. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün bitensiyon 

alanı  𝜏2(𝜓) ile gösterilir ve  

𝜏2(𝜓) = −∆
𝜓(𝜏(𝜓)) − 𝑖𝑧𝑅𝑁(𝑑𝜓(−), 𝜏(𝜓))𝑑𝜓(−) 

şeklinde tanımlanır [41]. 

Tanım 6.1.20. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün biharmonik 

denklemi 

𝜏2(𝜓) = −∆
𝜓(𝜏(𝜓)) − 𝑖𝑧𝑅𝑁(𝑑𝜓(−), 𝜏(𝜓))𝑑𝜓(−) = 0 

 

ile verilir ve 𝜏2(𝜓) = 0 denklemini sağlayan 𝜓 dönüşümü de biharmonik dönüşüm 

olarak adlandırılır [41]. 

         Böylece her harmonik dönüşümün biharmonik olacağı açıktır. Ancak tersi her 

zaman doğru değildir.  

6.2. f-Harmonik, f-Biharmonik ve Bi-f-Harmonik Dönüşümler 

Tanım 6.2.1. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir diferensiyellenebilir dönüşüm ve 𝐷, 𝑀 de bir 

kompakt bölge olsun. 𝜓 nin f-enerji integrali,  𝐸𝑓(𝜓; 𝐷) ile gösterilir ve  
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𝐸𝑓(𝜓; 𝐷) =
1

2
∫ 𝑓|𝑑𝜓|2𝑣𝑔
𝐷

 

ile tanımlanır. Burada f, (𝑀, 𝑔) üzerinde tanımlı pozitif reel değerli bir fonksiyondur 

[29]. 

Tanım 6.2.2.  𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümü kompakt bir 𝐷 

bölgesi üzerinde 

𝐸𝑓(. ; 𝐷): 𝐶
∞(𝑀, 𝑁) → 𝑅 

ile tanımlanan f-enerji fonksiyonelinin kritik noktası ise yani 𝑀 nin bütün 𝐷 kompakt 

bölgeleri ve 𝐷 içinde desteklenen bütün  {𝜓𝑡} varyasyonları için 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑓(𝜓𝑡; 𝐷)│𝑡=0 = 0 

ise 𝜓 ye bir f-harmonik dönüşüm denir. Euler-Lagrange denklemi 

𝜏𝑓(𝜓) = 𝑓𝜏(𝜓) + 𝑑𝜓(𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓) 

ile tanımlanan f-tensiyon alanın sıfır olması ile karakterize edilir [29]. 

         Bu durumda 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) nin f-harmonik olması için gerek ve yeter şart 

 𝜏𝑓(𝜓) = 0 olmasıdır. Açıktır ki f sabit bir fonksiyon ise f-harmonik dönüşümler 

harmonik dönüşümlere indirgenir [29]. 

Tanım 6.2.3.  𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ)  bir f-harmonik dönüşüm olsun. Bu durumda 

𝜏𝑓(𝜓) = 0 denklemine f-harmonik denklem veya f-tensiyon alanı denklemi denir [29]. 

Tanım 6.2.4. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün 𝐷 ⊆ 𝑀 kompakt 

bölgesi için f-bienerji integrali 

𝐸2,𝑓(𝜓) =
1

2
∫ 𝑓|𝜏(𝜓)|2𝑣𝑔
𝐷

 

ile tanımlanır [13]. 

Önerme 6.2.5. (f-Bienerjinin Birinci Varyasyonu) 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 
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diferensiyellenebilir dönüşüm ve  {𝜓𝑡}, 𝜓 nin 𝐷 ⊂ 𝑀 kompakt bölgesi içinde 

desteklenen bir C∞ varyasyonu olsun. Bu durumda ∆𝜓= −𝑖𝑧(∇𝜓∇𝜓 −

∇∇
𝜓
),   𝜓−1𝑇𝑁  pull-back demetinin kesitleri üzerindeki Laplasyan olmak üzere 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2,𝑓(𝜓𝑡; 𝐷)│𝑡=0 = −∫ 〈𝜏2,𝑓(𝜓), 𝑣〉𝑣𝑔

𝐷

 

dir. Burada   

𝜏2,𝑓(𝜓) = −𝑖𝑧𝑔(∇
𝜓∇𝜓 − ∇

∇M
𝜓
)𝑓𝜏(𝜓) − 𝑓𝑖𝑧𝑔𝑅

𝑁(𝜏(𝜓), 𝑑𝜓(−))𝑑𝜓(−) 

dir [13]. 

Tanım 6.2.6. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün f-bitensiyon 

alanı  𝜏2,𝑓(𝜓) ile gösterilir ve  

𝜏2,𝑓(𝜓) = −𝑖𝑧𝑔(∇
𝜓∇𝜓 − ∇

∇M
𝜓
)𝑓𝜏(𝜓) − 𝑓𝑖𝑧𝑔𝑅

𝑁(𝜏(𝜓), 𝑑𝜓(−))𝑑𝜓(−) 

şeklinde tanımlanır [13]. 

Tanım 6.2.7. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümünün f-bitensiyon 

alanı  𝜏2,𝑓(𝜓) olmak üzere 

𝜏2,𝑓(𝜓) = −𝑖𝑧𝑔(∇
𝜓∇𝜓 − ∇

∇M
𝜓
)𝑓𝜏(𝜓) − 𝑓𝑖𝑧𝑔𝑅

𝑁(𝜏(𝜓), 𝑑𝜓(−))𝑑𝜓(−) = 0 

eşitliğine 𝜓 dönüşümünün f-biharmonik denklemi ve 𝜏2,𝑓(𝜓) = 0 denklemini 

sağlayan 𝜓 dönüşümüne de f-biharmonik dönüşüm denir [13]. 

Önerme 6.2.8. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) diferensiyellenebilir dönüşümü için  

𝜏2,𝑓(𝜓) = 𝑓𝜏2(𝜓) − ∆(𝑓)𝜏(𝜓) − 2∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓
𝜓

𝜏(𝜓) 

dir [13]. 

Yukarıdaki önermeden görülür ki f-biharmonik dönüşümler, harmonik 

dönüşümlerin ve biharmonik dönüşümlerin bir genellemesi olarak düşünülebilir. 

Harmonik dönüşümler daima f-biharmoniktir. Ayrıca sabit f fonksiyonu ile birlikte bir 
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f-biharmonik dönüşüm aslında bir biharmonik dönüşümdür [13]. 

Tanım 6.2.9.  𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir diferensiyellenebilir dönüşüm ve 𝐷, 𝑀 de bir 

kompakt bölge olsun. 𝜓 nin bi-f-enerji integrali,  𝐸𝑓,2(𝜓; 𝐷) ile gösterilir ve  

𝐸𝑓,2(𝜓; 𝐷) =
1

2
∫ |𝜏𝑓(𝜓)|

2
𝑣𝑔

𝐷

 

ile tanımlanır. Burada f, (𝑀, 𝑔) üzerinde tanımlı pozitif reel değerli bir fonksiyondur 

[12]. 

Tanım 6.2.10.  (𝑀, 𝑔) ve  (𝑁, ℎ) Riemann manifoldları olsun. Eğer 𝜓 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝑁) 

dönüşümü kompakt bir 𝐷 bölgesi üzerinde 

𝐸𝑓,2(. ; 𝐷): 𝐶
∞(𝑀,𝑁) → 𝑅 

ile tanımlanan bi-f-enerji fonksiyonelinin kritik noktası ise yani 𝑀 nin bütün 𝐷 

kompakt bölgeleri ve 𝐷 içinde desteklenen bütün 𝐶∞ {𝜓𝑡} varyasyonları için 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑓,2(𝜓𝑡; 𝐷)│𝑡=0 = 0 

şartını sağlıyorsa 𝜓 ye bir bi-f-harmonik dönüşüm denir [12].  

Önerme 6.2.11. (Bi-f-enerjinin Birinci Varyasyonu) 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm ve  {𝜓𝑡}, 𝜓 nin 𝐷 ⊂ 𝑀 kompakt bölgesi içinde 

desteklenen bir C∞ varyasyonu olsun. Bu durumda  

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑓,2(𝜓𝑡; 𝐷)│𝑡=0 = −∫ 〈𝜏𝑓,2(𝜓), 𝑣〉 𝑣𝑔

𝐷

 

dir. Burada 

𝐽𝜓𝑋 = −𝑖𝑧(∇𝜓∇𝜓𝑋 − ∇
∇𝑀
𝜓
𝑋 − 𝑅𝑁(𝑑𝜓(𝑋), 𝜏(𝜓))𝑑𝜓(𝑋)) 

ve 

𝜏𝑓,2(𝜓) = 𝑓𝐽
𝜓(𝜏𝑓(𝜓)) − ∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓

𝜓
𝜏𝑓(𝜓) 
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dir [12]. 

Tanım 6.2.12. 𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir diferensiyellenebilir dönüşümünün bi-f-

tensiyon alanı  𝜏𝑓,2(𝜓) ile gösterilir ve  

𝜏𝑓,2(𝜓) = 𝑓𝐽
𝜓(𝜏𝑓(𝜓)) − ∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓

𝜓
𝜏𝑓(𝜓) 

şeklinde tanımlanır [12]. 

Tanım 6.2.13  𝜓: (𝑀, 𝑔) → (𝑁, ℎ) bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. 

𝜏𝑓,2(𝜓) = 𝑓𝐽
𝜓(𝜏𝑓(𝜓)) − ∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓

𝜓
𝜏𝑓(𝜓) = 0 

eşitliğine 𝜓 dönüşümünün bi-f-biharmonik denklemi ve 𝜏𝑓,2(𝜓) = 0 denklemini 

sağlayan 𝜓 dönüşümüne de bi-f-biharmonik dönüşüm denir [12]. 

Bi-f-biharmonik dönüşümler, f-harmonik dönüşümlerin bir genellemesi olarak 

göz önüne alınabilir. f-harmonik dönüşümler daima bi-f-biharmoniktir. Dolayısı ile f-

harmonik olmayan bi-f-biharmonik dönüşümlerin araştırılması önem arz etmektedir. 
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7. BULGULAR ve TARTIŞMA 

Bu bölümde Z.P. Wang ve Y.L. Ou [26] tarafından yapılan 3-boyutlu bir 

Riemann manifoldundan tanımlanan Riemann submersiyonlarının biharmonikliğinin 

incelendiği çalışmadaki hesaplamalardan hareketle, aynı tipteki Riemann 

submersiyonları için 𝑓-harmonik, 𝑓-biharmonik ve bi-𝑓-harmonik olma şartlarını 

araştırıp özgün sonuçlar sunacağız. 

𝜎 ∶ (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu ve 𝑆 = {𝑒1,𝑒2,𝑒3}, 𝑀 nin bir 

ortonormal çatısı olsun. Eğer bu çatıdaki yatay distribüsyona teğet olan vektör alanları 

temel vektör alanları oluyor ise 𝑆 ye Riemann submersiyonu 𝜎 ya uyarlanmış bir çatı 

denir. Böyle bir çatı daima vardır [40]. 

 𝑆 = {𝑒1,𝑒2,𝑒3}, 𝑒3 dikey vektör alanı olmak üzere 𝜎 ∶ (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) 

Riemann submersiyonuna uyarlanmış bir ortonormal çatı olsun. Bu durumda [𝑒1,𝑒3] 

ve [𝑒2,𝑒3] dikey vektör alanlarıdır. Ayrıca; {𝜀1, 𝜀2}, 𝑁 nin bir ortonormal çatısı olmak 

üzere [𝑒1,𝑒2] vektör alanı [𝜀1, 𝜀2] ile σ-bağlantılıdır, yani 

𝑑𝜎[𝑒1,𝑒2] = [𝜀1, 𝜀2] 

dir. Bu durumda 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝐶
∞(𝑁) olmak üzere  

[𝜀1, 𝜀2] = 𝐴1𝐸1 + 𝐴2𝐸2 

yazılabilir. 𝑎𝑖= 𝐴𝑖 o 𝜎 gösterimi kulanılırsa 

                                                   [𝑒1, 𝑒3]  = 𝑘1𝑒3, 

                                                    [𝑒2,𝑒3] = 𝑘2𝑒3,                                                      (7.1) 

[𝑒1,𝑒2] = 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 − 2𝑝𝑒3 

olur. Burada 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐶
∞(𝑀) dir. {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2  , 𝑝} kümesine 𝜎 Riemann 

submersiyonuna uyarlanmış çatının integrallenebilirlik verisi denir [26]. 

(𝑀3, 𝑔) nin Levi-Civita konneksiyonu ∇ olsun. Bu durumda (7.1)  ve Kozsul 

eşitliği kullanılarak aşağıdaki hesaplamalar elde edilir [26]: 
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2𝑔(∇𝑒1𝑒1, 𝑒2) = 𝑒1𝑔(𝑒1, 𝑒2) +𝑒1𝑔(𝑒1, 𝑒2)  − 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒1) 

      +𝑔(𝑒2, [𝑒1, 𝑒1]) + 𝑔(𝑒1, [𝑒2, 𝑒1]) – 𝑔(𝑒1, [𝑒1, 𝑒2]) 
   = −𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒1)+𝑔(𝑒1,−𝑎1𝑒1 − 𝑎2𝑒2 + 2𝑝𝑒3) 
                 −𝑔(𝑒1, 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 − 2𝑝𝑒3) 
   = −2𝑎1, 

2𝑔(∇𝑒1𝑒1, 𝑒3) = 𝑒1𝑔(𝑒1, 𝑒3) + 𝑒1𝑔(𝑒1, 𝑒3) − 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒1) 

                          +𝑔(𝑒3, [𝑒1, 𝑒1]) + 𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒1]) − 𝑔(𝑒1, [𝑒1, 𝑒3]) 

                         =  2𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒1]) 

                         =  2𝑔(𝑒1, −𝑘1𝑒3) 

                            = 0, 

2𝑔(∇𝑒1𝑒2,𝑒1) = 𝑒1𝑔(𝑒2, 𝑒1) + 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒1) − 𝑒1𝑔(𝑒1, 𝑒2) 

                +𝑔(𝑒1, [𝑒1,𝑒2]) + 𝑔(𝑒2, [𝑒1, 𝑒1]) − 𝑔(𝑒1, [𝑒2, 𝑒1]) 

                       = 2𝑔(𝑒1, 𝑎1𝑒1 + 𝑎2 − 2𝑝𝑒3) 

             = 2𝑎1, 

2𝑔(∇𝑒1𝑒2, 𝑒2) = 𝑒1𝑔(𝑒2, 𝑒2) + 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒2) − 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒2) 

    +𝑔(𝑒2, [𝑒1, 𝑒2]) + 𝑔(𝑒2, [𝑒2, 𝑒1]) − 𝑔(𝑒1, [𝑒2, 𝑒2]) 

            = 0, 

2𝑔(∇𝑒1𝑒2, 𝑒3) = 𝑒1𝑔(𝑒2, 𝑒3) + 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒3) − 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒2) 

                           +𝑔(𝑒3, [𝑒1, 𝑒2]) + 𝑔(𝑒2,[𝑒1, 𝑒2]) − 𝑔(𝑒1, [𝑒2, 𝑒3]) 

                        = 𝑔(𝑒3, 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 − 2𝑝𝑒3) 

                        = −2𝑝, 

2𝑔(∇𝑒1𝑒3, 𝑒1) = 𝑒1𝑔(𝑒3, 𝑒1) + 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒3) − 𝑒1𝑔(𝑒1, 𝑒3) 

                            +𝑔(𝑒1, [𝑒1,𝑒3]) + 𝑔(𝑒3, [𝑒1, 𝑒1]) − 𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒1]) 

                        = 0, 

2𝑔(∇𝑒1𝑒3, 𝑒2) = 𝑒1𝑔(𝑒3, 𝑒2) + 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒2) − 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒3) 

                           +𝑔(𝑒2, [𝑒1, 𝑒3]) + 𝑔(𝑒3, [𝑒2, 𝑒1]) − 𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒2]) 

                         = 𝑔(𝑒3, −𝑎1𝑒1 − 𝑎2𝑒2 + 2𝑝𝑒3) 

                         = 2𝑝, 

2𝑔(∇𝑒1𝑒3, 𝑒3) = 𝑒1𝑔(𝑒3, 𝑒3) + 𝑒3𝑔(𝑒3,𝑒1) − 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒3) 

                           +𝑔(𝑒3, [𝑒1, 𝑒3]) + 𝑔(𝑒3, [𝑒3𝑒1]) − 𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒3]) 

            = 0, 
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2𝑔(∇𝑒2𝑒1, 𝑒1) = 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒1) + 𝑒1𝑔(𝑒1, 𝑒2) − 𝑒1𝑔(𝑒2𝑒1) 

                             +𝑔(𝑒1, [𝑒2, 𝑒1])+𝑔(𝑒1, [𝑒1, 𝑒2]) − 𝑔(𝑒2, [𝑒1𝑒1]) 

            = 0, 

2𝑔(∇𝑒2𝑒1, 𝑒2) = 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒2) + 𝑒1𝑔(𝑒2, 𝑒2) − 𝑒2𝑔(𝑒2, 𝑒1) 

                          +𝑔(𝑒2, [𝑒2, 𝑒1]) + 𝑔(𝑒1,[𝑒2, 𝑒2]) − g(𝑒2, [𝑒1, 𝑒2)] 

                       = −2(𝑒2,𝑎1𝑒1 + 𝑒2𝑒2 − 2𝑝𝑒3) 

            = −2𝑎2 

2𝑔(∇𝑒2𝑒1, 𝑒3) = 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒3) + 𝑒1𝑔(𝑒3, 𝑒2) − 𝑒3𝑔(𝑒2, 𝑒1) 

                              +𝑔(𝑒3, [𝑒2, 𝑒1]) + 𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒2]) − 𝑔(𝑒2, [𝑒1, 𝑒3]) 

                        = 𝑔(𝑒3, −𝑎1𝑒1 − 𝑎2𝑒2 + 2𝑝𝑒3) 

                        = 2𝑝, 

2𝑔(∇𝑒2𝑒2, 𝑒1) = 𝑒2𝑔(𝑒2, 𝑒1) + 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒2) − 𝑒1𝑔(𝑒2, 𝑒2) 

    +𝑔(𝑒1, [𝑒2, 𝑒2]) + 𝑔(𝑒2, [𝑒1, 𝑒2]) − 𝑔(𝑒2, [𝑒2, 𝑒1)]  

                        = 2𝑔(𝑒2, 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 − 2𝑝𝑒3) 

                        = 2𝑎2,  

2𝑔(∇𝑒2𝑒2, 𝑒3) = 𝑒2𝑔(𝑒2, 𝑒3) + 𝑒2𝑔(𝑒3, 𝑒2) − 𝑒3𝑔(𝑒2, 𝑒2) 

               +𝑔(𝑒3, [𝑒2, 𝑒2]) + 𝑔(𝑒2, [𝑒3, 𝑒2]) − 𝑔(𝑒2, [𝑒2, 𝑒3]) 

            = 0,  

2𝑔(∇𝑒2𝑒3, 𝑒1) = 𝑒2𝑔(𝑒3, 𝑒1) + 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒2) − 𝑒1𝑔(𝑒2, 𝑒3) 

               +𝑔(𝑒1, [𝑒2, 𝑒3]) + 𝑔(𝑒3, [𝑒1,𝑒2]) − 𝑔(𝑒2, [𝑒3𝑒1]) 

            = 2𝑔(𝑒3, 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 − 2𝑝𝑒3) 

            = −2𝑝, 

2𝑔(∇𝑒2𝑒3, 𝑒2) = 𝑒2𝑔(𝑒3, 𝑒2) + 𝑒3𝑔(𝑒2, 𝑒2) − 𝑒2𝑔(𝑒2,𝑒3) 

    +𝑔(𝑒2, [𝑒2, 𝑒3]) + 𝑔(𝑒3, [𝑒2, 𝑒2]) − 𝑔(𝑒2, [𝑒3, 𝑒2]) 

            = 0, 

2𝑔(∇𝑒2𝑒3, 𝑒3) = 𝑒2𝑔(𝑒3, 𝑒3) + 𝑒3𝑔(𝑒3, 𝑒2) − 𝑒3𝑔(𝑒2, 𝑒3) 

  +𝑔(𝑒3, [𝑒2𝑒3]) + 𝑔(𝑒3, [𝑒3, 𝑒2]) − 𝑔(𝑒2, [𝑒3𝑒3]) 

            =  0, 

2𝑔(∇𝑒3𝑒1, 𝑒1) = 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒1) + 𝑒1𝑔(𝑒1, 𝑒3) − 𝑒1𝑔(𝑒3𝑒1) 

              +𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒1]) + 𝑔(𝑒1, [𝑒1, 𝑒3]) − 𝑔(𝑒3, [𝑒1, 𝑒1]) 

            = 0, 
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2𝑔(∇𝑒3𝑒1, 𝑒2) = 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒2) + 𝑒1𝑔(𝑒2, 𝑒3) − 𝑒2𝑔(𝑒3, 𝑒1) 

    +𝑔(𝑒2, [𝑒3, 𝑒1]) + 𝑔(𝑒1, [𝑒2, 𝑒3]) − 𝑔(𝑒3, [𝑒1, 𝑒2]) 

            = −𝑔(𝑒3, 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 − 2𝑝𝑒3) 

            = 2𝑝, 

2𝑔(∇𝑒3𝑒1, 𝑒3) = 𝑒3𝑔(𝑒1, 𝑒3) + 𝑒1𝑔(𝑒3, 𝑒3) − 𝑒3𝑔(𝑒3, 𝑒1) 

    +𝑔(𝑒3, [𝑒3, 𝑒1]) + 𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒3]) − 𝑔(𝑒3, [𝑒1, 𝑒3]) 

            = 2𝑔 (𝑒3, −𝑘1𝑒3) 

            = −2𝑘1, 

2𝑔(∇𝑒3𝑒2, 𝑒1) = 𝑒3𝑔(𝑒2, 𝑒1) + 𝑒2𝑔(𝑒1, 𝑒3) − 𝑒1𝑔(𝑒3, 𝑒2) 

       +𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒2]) + 𝑔(𝑒2, [𝑒1, 𝑒3]) − 𝑔(𝑒3, [𝑒2, 𝑒3]) 

                                  = −𝑔(𝑒3, −𝑎1𝑒1 − 𝑎2𝑒2 + 2𝑝𝑒3) 

                         = −2𝑝, 

2𝑔(∇𝑒3𝑒2, 𝑒3) = 𝑒3𝑔(𝑒2, 𝑒3) + 𝑒2𝑔(𝑒3, 𝑒3) − 𝑒3𝑔(𝑒3, 𝑒2) 

              + 𝑔 (𝑒3, [𝑒3, 𝑒2]) + 𝑔(𝑒2, [𝑒3, 𝑒3]) − 𝑔(𝑒3, [𝑒2, 𝑒3]) 

            = 2𝑔 (𝑒3, −𝑘2𝑒3) 

            = −2𝑘2, 

2𝑔(𝛻𝑒3𝑒3, 𝑒1) = 𝑒3𝑔(𝑒3, 𝑒1) + 𝑒3𝑔(𝑒3, 𝑒1) − 𝑒1𝑔(𝑒3, 𝑒3) 

    +𝑔(𝑒1, [𝑒3, 𝑒3]) + 𝑔(𝑒3, [𝑒1, 𝑒3]) − 𝑔(𝑒3, [𝑒3, 𝑒1]) 

                                 = 2𝑔(𝑒3, 𝑘1𝑒3) 

           = 2𝑘1, 

2𝑔(𝛻𝑒3𝑒3, 𝑒2) = 𝑒3𝑔(𝑒3, 𝑒2) + 𝑒3𝑔(𝑒3, 𝑒2) − 𝑒2𝑔(𝑒3, 𝑒3) 

    +𝑔(𝑒2, [𝑒3, 𝑒3]) + 𝑔(𝑒3, [𝑒2, 𝑒3]) − 𝑔(𝑒3, [𝑒3, 𝑒2]) 

          =  2𝑔(𝑒3, 𝑘2𝑒3) 

          = 2𝑘1. 

Böylece 

 ∇𝑒1𝑒1 = −𝑎1𝑒2 ,   ∇𝑒2𝑒1 = −𝑎2𝑒22 + 𝑝𝑒3,       ∇𝑒3𝑒1 = 𝑝𝑒2 − 𝑘1𝑒3, 

 ∇𝑒1𝑒2 = 𝑎1𝑒1 − 𝑝𝑒3,      ∇𝑒2𝑒2 = 𝑎2𝑒1,                     ∇𝑒3𝑒2 = −𝑝𝑒1 − 𝑘2𝑒3, 

 ∇𝑒1𝑒3 = 𝑝𝑒2,                  ∇𝑒2𝑒3 = −𝑝𝑒1 ,                    ∇𝑒3𝑒3 = 𝑘1𝑒1 + 𝑘2𝑒2 

elde edilir [26].      

𝜎 Riemann submersiyonunun tensiyon alanı 
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    𝜏(𝜎) = 𝑖𝑧  ∇𝑑𝜎 

             = ∑ ∇𝑑𝜎3
𝑖=1 (𝑒𝑖, 𝑒𝑖) 

                        = (𝛻𝑑𝜎)(𝑒1, 𝑒1) + (𝛻𝑑𝜎)(𝑒2, 𝑒2) + (𝛻𝑑𝜎)(𝑒3, 𝑒3)  

tür. 𝑋 , 𝑌 yatay ve 𝑉,𝑊 dikey vektör alanları için  

(∇𝑑𝜎)(𝑋, 𝑌) = 0,   (∇𝑑𝜎)(𝑉,𝑊) = −𝑑𝜎(∇𝑉
𝑀𝑊) 

ve 

   (∇𝑑𝜎)(𝑋, 𝑉) = −𝑑𝜎(∇𝑋
𝑀𝑉) 

olduğundan 

               𝜏(𝜎) = −𝑑𝜎(∇𝑒3
𝑀𝑒3) = −𝑑𝜎(𝑘1𝑒1 + 𝑘2𝑒2) = −𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2                (7.2) 

bulunur. Burada pull-back konneksiyonun bileşenleri 

∇𝑒1
𝜎 𝜀1 = ∇𝑒1

𝜎 𝑑𝜎(𝑒1) = (∇𝑑𝜎)(𝑒1, 𝑒1) + 𝑑𝜎(∇𝑒1
𝑀𝑒1) 

        = 𝑑𝜎(−𝑎1𝑒2) = −𝑎1𝜀2, 

∇𝑒1
𝜎 𝜀2 = ∇𝑒1

𝜎 𝑑𝜎(𝑒2) =(∇𝑑𝜎)(𝑒1, 𝑒2) + 𝑑𝜎(∇𝑒1
𝑀𝑒2) 

         = 𝑑𝜎(𝑎1𝑒1 − 𝑝𝑒3) = 𝑎1𝜀1, 

∇𝑒1
𝜎 𝜀3 = 0,    

∇𝑒2
𝜎 𝜀1 = ∇𝑒2

𝜎 𝑑𝜎(𝑒1) =(∇𝑑𝜎)(𝑒2, 𝑒1) + 𝑑𝜎(∇𝑒2
𝑀𝑒1) 

         = 𝑑𝜎(−𝑎2𝑒2 + 𝑝𝑒3) = −𝑎2𝜀2, 

∇𝑒2
𝜎 𝜀2 = ∇𝑒2

𝜎 𝑑𝜎(𝑒2) = (∇𝑑𝜎)(𝑒2, 𝑒2) + 𝑑𝜎(∇𝑒2
𝑀𝑒2) 

         = 𝑑𝜎  (𝑎2𝑒1)  = 𝑎2𝜀1, 

∇𝑒2
𝜎 𝜀3 = 0,    

∇𝑒3
𝜎 𝜀1 = ∇𝑒3

𝜎 𝑑𝜎(𝑒1) = (∇𝑑𝜎)(𝑒3, 𝑒1) + 𝑑𝜎(∇𝑒3
𝑀𝑒1) 

           = −𝑑𝜎(𝛻𝑒1
𝑀𝑒3) + 𝑑𝜎(𝛻𝑒3

𝑀𝑒1) 

           = −𝑝 𝜀2 + 𝑝 𝜀2 = 0, 

∇𝑒3
𝜎 𝜀2 = ∇𝑒3

𝜎 𝑑𝜎(𝑒2) = (∇𝑑𝜎)(𝑒3, 𝑒2) + 𝑑𝜎(∇𝑒3
𝑀𝑒2) 

  = −𝑑𝜎(𝛻𝑒2
𝑀𝑒3) + 𝑑𝜎(𝛻𝑒3

𝑀𝑒2) 

  =  𝑝 𝜀1 − 𝑝𝜀1 = 0  

şeklindedir. Bu eşitlikler kullanılırsa 
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∑∇𝑒𝑖
𝜎

3

𝑖=1

𝜏(𝜎) =∑∇𝑒𝑖
𝜎

3

𝑖=1

(−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2) 

         = −𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1𝛻𝑒1
𝜎𝜀1 − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2𝛻𝑒1

𝜎𝜀2 

                          −𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1𝛻𝑒2
𝜎𝜀1 − 𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2𝛻𝑒2

𝜎𝜀2  

   −𝑒3(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1𝛻𝑒3
𝜎𝜀1 − 𝑒3(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2𝛻𝑒3

𝜎𝜀2 

          = −𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1(− 𝑎1𝜀2) − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 

                           −𝑘2(𝑎1𝜀1)– 𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1(−𝑎2𝜀2) 

                           −𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2(𝑎2𝜀1 −𝑒3(𝑘1)𝜀1 − 𝑒3(𝑘2)𝜀2 

          = −𝑒1(𝑘1)𝜀1 + 𝑘1𝑎1𝜀2 − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2𝑎1𝜀1 − 𝑒2(𝑘1)𝜀1 

                           +𝑘1𝑎2𝜀2 − 𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2𝑎2𝜀1 − 𝑒3(𝑘1)𝜀1 − 𝑒2(𝑘2)𝜀2    (7.3)  

bulunur. Tekrar türev alınırsa 

∑∇𝑒𝑖
𝜎

3

𝑖=1

∇𝑒𝑖
𝜎    𝜏(𝜎) = −𝑒1𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑒1(𝑘1)∇𝑒1

𝜎 𝜀1 + 𝑒1(𝑘1𝑎1)𝜀2 + 𝑘1𝑎1∇𝑒1
𝜎 𝜀2 

  −𝑒1𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑒1(𝑘2)∇𝑒1
𝜎 𝜀2-𝑒1(𝑘2𝑎1)𝜀1 − 𝑘2𝑎1∇𝑒1

𝜎 𝜀1 

  −𝑒2𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑒2(𝑘1)∇𝑒2
𝜎 𝜀1 + 𝑒2(𝑘1𝑎2)𝜀2 + 𝑘1𝑎2∇𝑒2

𝜎 𝜀2 

         −𝑒2𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑒2(𝑘2)∇𝑒2
𝜎 𝜀2 − 𝑒2(𝑘2𝑎2)𝜀1 − 𝑘2𝑎2∇𝑒2

𝜎 𝜀1 

  −𝑒3𝑒3(𝑘1)𝜀1 − 𝑒3(𝑘1)∇𝑒3
𝜎 𝜀1 − 𝑒3𝑒3(𝑘2)𝜀2 − 𝑒3(𝑘2)∇𝑒3

𝜎 𝜀2 

                 = −𝑒1𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑒1(𝑘1)(−𝑎1𝜀2) + 𝑒1(𝑘1𝑎1)𝜀2 + 𝑘1𝑎1(𝑎1𝜀1) 

                     −𝑒1𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑒1(𝑘2)(𝑎1𝜀1) − 𝑒1(𝑘2𝑎1)𝜀1 

                     +𝑘2𝑎1(−𝑎1𝜀2)−𝑒2𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑒2(𝑘1)(−𝑎2𝜀2) + 𝑒2(𝑘1𝑎2)𝜀2 

          +𝑘1𝑎2(𝑎2𝜀1)−𝑒2𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑒2(𝑘2)(𝑎2𝜀1) 

                      −𝑒2(𝑘2𝑎2)𝜀1 + 𝑘2𝑎2(−𝑎2𝜀2)−𝑒3𝑒3(𝑘1)𝜀1 − 𝑒3𝑒3(𝑘2)𝜀2 

= (
−𝑒1𝑒1(𝑘1) + 𝑘1𝑎1

2 − 𝑒2(𝑘2)𝑎1 − 𝑒1(𝑘2𝑎1)

−𝑒2𝑒2(𝑘1) + 𝑘1𝑎2
2 − 𝑒2(𝑘2)𝑎2 − 𝑒2(𝑘2𝑎2) − 𝑒3𝑒3(𝑘1)

) 𝜀1 

                       +(
𝑒1(𝑘1)𝑎1 + 𝑒1(𝑘1𝑎1) − 𝑒1𝑒1(𝑘2) + 𝑘2𝑎1

2

𝑒2(𝑘1)𝑎2 + 𝑒2(𝑘1𝑎2) − 𝑒2𝑒2(𝑘2) + 𝑘2𝑎2
2 − 𝑒3𝑒3(𝑘2)

) 𝜀2       (7.4)

       

elde edilir. Ayrıca 

∑∇
∇𝑒𝑖
𝑀𝑒𝑖

𝜎

3

𝑖=1

𝜏(𝜎) = ∇
∇𝑒1
𝑀 𝑒1

𝜎 𝜏(𝜎) + ∇
∇𝑒2
𝑀 𝑒2

𝜎 𝜏(𝜎) + ∇
∇𝑒3
𝑀 𝑒3

𝜎 𝜏(𝜎) 
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      = ∇−𝑎1𝑒2
𝜎  (−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2) + ∇𝑎2𝑒1

𝜎 (−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2)    

         +𝛻(𝑘1𝑒1+𝑘2𝑒2)
𝜎  (−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2) 

      = −𝑎1(−𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1∇𝑒2
𝜎 𝜀1 − 𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2∇𝑒2

𝜎 𝜀2)  

          +𝑎2(−𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1∇𝑒1
𝜎 𝜀1 − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2∇𝑒1

𝜎 𝜀2                                                         

                      +𝑘1(−𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1∇𝑒1
𝜎 𝜀1 − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2∇𝑒1

𝜎 𝜀2) 

                      +𝑘2(−𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1∇𝑒2
𝜎 𝜀1 − 𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2∇𝑒2

𝜎 𝜀2) 

                = −𝑎1(−𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1(−𝑎2𝜀2) − 𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2(𝑎2𝜀2)) 

                     +𝑎2(−𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1(−𝑎1𝜀2) − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2(𝑎1𝜀1)) 

           +𝑘1(−𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1(−𝑎1𝜀2) − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2(𝑎1𝜀1)) 

                      +𝑘2(−𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1(−𝑎2𝜀2) − 𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2(𝑎2𝜀1))   

                 = (
𝑎1𝑒2(𝑘1) + 𝑘2𝑎1𝑎2 − 𝑎2𝑒1(𝑘1) − 𝑘2𝑎1𝑎2
−𝑘1𝑒1(𝑘1) − 𝑘1𝑘2𝑎1 − 𝑘2𝑒2(𝑘1) − 𝑘2

2𝑎2
) 𝜀1 

          +(
−𝑘1𝑎1𝑎2 + 𝑎1𝑒2(𝑘2) + 𝑘1𝑎1𝑎2 − 𝑎2𝑒1(𝑘2) + 𝑘1

2𝑎1
−𝑘1𝑒1(𝑘2) + 𝑘1𝑘2𝑎2 − 𝑘2𝑒2(𝑘2)

) 𝜀2            (7.5) 

dir. Şimdi 

∑𝑅𝑁(

3

𝑖=1

𝑑𝜎(𝑒𝑖), 𝜏(𝜎))𝑑𝜎(𝑒𝑖) 

=∑{∇𝑑𝜎(𝑒𝑖)
𝑁 ∇𝜏(𝜎)

𝑁 𝑑𝜎(𝑒𝑖) − ∇𝜏(𝜎)
𝑁 ∇𝑑𝜎(𝑒𝑖)

𝑁 𝑑𝜎(𝑒𝑖) − ∇[𝑑𝜎(𝑒𝑖,𝜏(𝜎)]
𝑁  𝑑𝜎(𝑒𝑖)}

3

𝑖=1

 

ifadesini hesaplayalım: 

∇𝑑𝜎(𝑒1)
𝑁 ∇𝜏(𝜎)

𝑁 𝑑𝜎(𝑒1) = ∇𝑑𝜎(𝑒1)
𝑁 (∇−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2

𝑁 𝑑𝜎(𝑒1)) 

       = ∇𝑑𝜎(𝑒1)
𝑁 (−𝑘1  ∇𝜀1

𝑁 𝑑𝜎(𝑒1) − 𝑘2∇𝜀2
𝑁 𝑑𝜎(𝑒1)) 

                                = ∇𝑒1
𝜎 (−𝑘1∇𝑒1

𝜎 𝜀1 − 𝑘2∇𝑒2
𝜎 𝜀1) 

                                = ∇𝑒1
𝜎 (−𝑘1(−𝑎1𝜀2) − 𝑘2(−𝑎2𝜀2)) 

                                = ∇𝑒1
𝜎 (𝑘1𝑎1𝜀2 + 𝑘2𝑎2𝜀2) 

                                = 𝑒1(𝑘1𝑎1)𝜀2 + 𝑘1𝑎1𝛻𝑒1
𝜎𝜀2 + 𝑒1(𝑘2𝑎2)𝜀2 + 𝑘2𝑎2𝛻𝑒1

𝜎𝜀2 

                             = 𝑒1(𝑘1𝑎1)𝜀2 + 𝑘1𝑎1(𝑎1𝜀1) + 𝑒1(𝑘2𝑎2)𝜀2 + 𝑘2𝑎2(𝑎1𝜀1) 

                      = 𝑒1(𝑘1𝑎1)𝜀2 + 𝑘1𝑎1𝑎2𝜀1 + 𝑒1(𝑘2𝑎2)𝜀2 + 𝑘2𝑎1𝑎2𝜀1 
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∇𝜏(𝜎)
𝑁 ∇𝑑𝜎(𝑒1)

𝑁 𝑑𝜎(𝑒1) = ∇−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2
𝑁 ∇𝜀1

𝑁 𝜀1 

                                 = −𝑘1(𝛻𝑒1
𝜎𝛻𝑒1

𝜎𝜀1) − 𝑘2(𝛻𝑒2
𝜎𝛻𝑒1

𝜎𝜀1) 

                                 = −𝑘1(𝛻𝑒1
𝜎(−𝑎1𝜀2)) − 𝑘2(𝛻𝑒2

𝜎(−𝑎1𝜀2)) 

                                 = −𝑘1(−𝑒1(𝑎1)𝜀2 − 𝑎1(𝑎1𝜀1)) 

                                      −𝑘2(−𝑒2(𝑎1)𝜀2 − 𝑎1(𝑎2𝜀1)) 

                                 = 𝑘1𝑒1(𝑎1)𝜀2 + 𝑘1𝑎1
2𝜀1 + 𝑘2𝑒2(𝑎1)𝜀2 + 𝑘2𝑎1𝑎2𝜀1 

 

∇[𝑑𝜎(𝑒1),𝜏(𝜎)]
𝑁 𝑑𝜎(𝑒1) = ∇[𝑑𝜎(𝑒1),−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2]

𝑁 𝑑𝜎(𝑒1) 

                                 = 𝛻−𝑘1[𝑑𝜎(𝑒1),𝜀1]
𝑁 𝑑𝜎(𝑒1) + ∇−𝑘2[𝑑𝜎(𝑒1),𝜀2]

𝑁 𝑑𝜎(𝑒1) 

                                          = −𝑘1𝛻[𝑒1,𝑒1]
𝜎 𝜀1 − 𝑘2𝛻[𝑒1,𝑒2]

𝜎 𝜀1 

                                          = −𝑘2𝛻𝑎1𝑒1+𝑎2𝑒2−2𝑝𝑒3
𝜎 𝜀1 

   =  −𝑘2(𝑎1(−𝑎1𝜀2) + 𝑎2(−𝑎2𝜀2)) 

                                          =   𝑘2𝑎1
2𝜀2 + 𝑘2𝑎2

2𝜀2 

 

∇𝑑𝜎(𝑒2)
𝑁 ∇𝜏(𝜎)

𝑁  𝑑𝜎(𝑒2) = ∇𝑑𝜎(𝑒2)
𝑁  (∇−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2

𝑁 𝑑𝜎(𝑒2)) 

                                  = 𝛻𝑑𝜎(𝑒2)
𝑁  (−𝑘1𝛻𝜀1

𝑁𝑑𝜎(𝑒2) − 𝑘2𝛻𝜀2
𝑁 𝑑𝜎(𝑒2))  

                                           = 𝛻𝑒2
𝜎(−𝑘1𝛻𝑒1

𝜎𝜀2 − 𝑘2𝛻𝑒2
𝜎𝜀2) 

                                           = 𝛻𝑒2
𝜎(−𝑘1(𝑎1𝜀1) − 𝑘2(𝑎2𝜀1)) 

                                      = 𝛻𝑒2
𝜎(−𝑘1𝑎1𝜀1 − 𝑘2𝑎2𝜀1)  

                                           = −𝑒2(𝑘1𝑎1)𝜀1 − 𝑘1𝑎1𝛻𝑒2
𝜎𝜀1 

−𝑒2(𝑘2𝑎2)𝜀2 − 𝑘2𝑎2𝛻𝑒2
𝜎𝜀1 

      =  −𝑒2(𝑘1𝑎1)𝜀1 − 𝑘1𝑎1(−𝑎2𝜀2) 

−𝑒2(𝑘2𝑎2)𝜀1 − 𝑘2𝑎2(−𝑎2𝜀2) 

                                            = −𝑒2(𝑘1𝑎1)𝜀1 + 𝑘1𝑎1𝑎2𝜀2 

                                        −𝑒2(𝑘2𝑎2)𝜀1 + 𝑘2𝑎2
2𝜀2  

 

𝛻𝜏(𝜎)
𝑁 𝛻𝑑𝜎(𝑒2)

𝑁 𝑑𝜎(𝑒2)  = 𝛻−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2
𝑁 𝛻𝜀2

𝑁𝜀2  

                                 = −𝑘1(𝛻𝑒1
𝜎𝛻𝑒2

𝜎𝜀2) − 𝑘1(𝛻𝑒2
𝜎𝛻𝑒2

𝜎𝜀2)  

        =  −𝑘1 (𝛻𝑒1
𝜎(𝑎2𝜀1)) − 𝑘2 (𝛻𝑒2

𝜎(𝑎2𝜀1)) 
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= −𝑘1(𝑒1(𝑎2)𝜀1 + 𝑎2(−𝑎1𝜀2)) 

−𝑘2(𝑒2(𝑎2)𝜀1 + 𝑎2(−𝑎2𝜀2)) 

                                 =  −𝑘1𝑒1(𝑎2)𝜀1 + 𝑘1𝑎1𝑎2𝜀2 

                                               −𝑘2𝑒2(𝑎2)𝜀1 + 𝑘2𝑎2
2𝜀2 

 

𝛻[𝑑𝜎(𝑒2),𝜏(𝜎)]
𝑁 𝑑𝜎(𝑒2) = 𝛻[𝑑𝜎(𝑒2,−𝑘1𝜀1−𝑘2𝜀2]

𝑁 𝑑𝜎(𝑒2) 

                                 = 𝛻−𝑘1[𝑑𝜎(𝑒2),𝜀1]
𝑁 𝑑𝜎(𝑒2) + 𝛻−𝑘2[𝑑𝜎(𝑒2),𝜀2]

𝑁 𝑑𝜎(𝑒2) 

                                   = −𝑘𝑞𝛻[𝑒2,𝑒1]
𝜎 𝜀2 − 𝑘2𝛻[𝑒2,𝑒2]

𝜎 𝜀2 

                                   = −𝑘1𝛻(−𝑎1𝑒1−𝑎2𝑒2+2𝑝𝑒3)
𝜎 𝜀2 

                                   = 𝑘1𝑎1(𝑎1𝜀1) + 𝑘1𝑎2(𝑎2𝜀1) 

                                   = 𝑘1𝑎1
2𝜀1 + 𝑘1𝑎2

2𝜀1 

olduğundan son eşitlikler kullanılarak  

∑𝑅𝑁(𝑑𝜎(𝑒𝑖), 𝜏(𝜎)𝑑𝜎(𝑒𝑖

3

𝑖=1

) 

                  = 𝑒1(𝑘1𝑎1)𝜀2 + 𝑘1𝑎1𝑎2𝜀1 + 𝑒1(𝑘2𝑎2)𝜀2 + 𝑘2𝑎1𝑎2𝜀1 

            −𝑘1𝑒1(𝑎1)𝜀2 − 𝑘1𝑎1
2𝜀1 − 𝑘2𝑒2(𝑎1)𝜀2  

            −𝑘2𝑎1𝑎2𝜀1 − 𝑘2𝑎1
2𝜀2 − 𝑘2𝑎2

2𝜀2  

            −𝑒2(𝑘1𝑎1)𝜀1 + 𝑘1𝑎1𝑎2𝜀2 − 𝑒2(𝑘2𝑎2)𝜀1  

            +𝑘2𝑘2
2𝜀2 + 𝑘1𝑒1(𝑎2)𝜀1 − 𝑘1𝑎2𝜀2  

            +𝑘2𝑒2(𝑎2)𝜀1 − 𝑘2𝑎2
2𝜀2 − 𝑘1𝑎1

2𝜀1 − 𝑘1𝑎2
2𝜀1  

       = −𝑘1(𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)𝜀1  

            −𝑘2(𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)𝜀2                                                 (7.6) 

bulunur. O halde 𝜎 Riemann submersiyonunun bitensiyon alanı 

𝜏2(𝜎) =∑{∇𝑒𝑖
𝜎 ∇𝑒𝑖

𝜎 𝜏(𝜎) − ∇
∇𝑒𝑖

𝑀𝑒𝑖

𝜎 𝜏(𝜎) − 𝑅𝑁(𝑑𝜎(𝑒𝑖), 𝜏(𝜎))𝑑𝜎(𝑒𝑖)}

3

𝑖=1

 

           = (
−∆𝑀𝑘1 − 𝑎1𝑒1(𝑘2) − 𝑒1(𝑘2𝑎1) − 𝑎2𝑒2(𝑘2) − 𝑒2(𝑘2𝑎2)

+𝑘1𝑘2𝑎1 + 𝑘2
2𝑎2 + 𝑘1(−𝐾

𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)
) 𝜀1 

              + (
−∆𝑀𝑘2 − 𝑎1𝑒1(𝑘1) + 𝑒1(𝑘1𝑎1) + 𝑎2𝑒2(𝑘1) + 𝑒2(𝑘2𝑎2)

−𝑘1𝑘2𝑎2 − 𝑘1
2𝑎1 + 𝑘2(−𝐾

𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)
) 𝜀2 
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şeklinde elde edilir. Burada 𝐾𝑁, (𝑁2, 𝑔̆) nin 𝐾𝑁 = 𝑅1212
𝑁 oσ = −(𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) +

𝑎1
2 + 𝑎2

2) ile verilen Gauss eğriliğidir [26]. 

Böylece aşağıdaki sonuçlar verilebilir: 

Teorem 7.1. 𝜎 ∶ (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu ve 𝑆 = {𝑒1,𝑒2,𝑒3} de  

𝑀 nin integrallenebilirlik verisi {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2, 𝑝} olan bir ortonormal çatısı olsun. Bu 

durumda 𝜎 nın 𝑓-harmonik olması içi gerek ve yeter şart  

                                      𝑘1 = 𝑒1(ln 𝑓),          𝑘2 = 𝑒2(ln 𝑓)                                        (7.7) 

olmasıdır.   

İspat. (7.2) kullanılırsa 𝜎 nın 𝑓-tensiyon alanı  

                     𝜏𝑓(𝜎) = 𝑓(−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2) + 𝑒1(𝑓)𝜀1 + 𝑒2(𝑓)𝜀2                              (7.8) 

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

7.1. 3-boyutlu Riemann manifoldundan tanımlanan 𝒇-biharmonik Riemann 

submersiyonları 

Teorem 7.1.1. 𝜎 ∶ (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu ve 𝑆 = {𝑒1,𝑒2,𝑒3} de  

𝑀 nin integrallenebilirlik verisi {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2, 𝑝} olan bir ortonormal çatısı olsun. Bu 

durumda 𝜎 nın 𝑓-biharmonik olması içi gerek ve yeter şart  

0 = 𝑓 (
−∆𝑀𝑘1 − 𝑎1𝑒1(𝑘2) − 𝑒1(𝑘2𝑎1) − 𝑎2𝑒2(𝑘2)

−𝑒2(𝑘2𝑎2) + 𝑘1𝑘2𝑎1 + 𝑘2
2𝑎2 + 𝑘1(−𝐾

𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)
) 

                −𝑘1 (∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓))

3

𝑖=1

− (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓) + (𝑎1 − 𝑘2)𝑒2(𝑓)) 

                +2 (
−𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘1) − 𝑒1(𝑓)𝑘2𝑎1

−𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘1) − 𝑒2(𝑓)𝑘2𝑎2 − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘1)
),                                  (7.9) 

ve 

0 = 𝑓 (
−∆𝑀𝑘2 − 𝑎1𝑒1(𝑘1) + 𝑒1(𝑘1𝑎1) + 𝑎2𝑒2(𝑘1)

+𝑒2(𝑘1𝑎2) − 𝑘1𝑘2𝑎2 − 𝑘1
2𝑎1 + 𝑘2(−𝐾

𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)
) 
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                −𝑘2 (∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓))

3

𝑖=1

− (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓) + (𝑎1 − 𝑘2)𝑒2(𝑓)) 

                +2 (
𝑒1(𝑓)𝑘1𝑎1 − 𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘2)

+𝑒2(𝑓)𝑘1𝑎2 − 𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘2) − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘2)
)                                 (7.10)       

olmasıdır. 

İspat.  𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀)  için 

∆𝑓 =∑{𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − (∇𝑒𝑖 
𝑀 𝑒𝑖)(𝑓)}

3

𝑖=1

 

      = 𝑒1(𝑒1(𝑓)) − (∇𝑒1
𝑀𝑒1)(𝑓) + 𝑒2(𝑒2(𝑓)) − (∇𝑒2

𝑀𝑒2)(𝑓) 

         +𝑒3(𝑒3(𝑓)) − (∇𝑒3
𝑀𝑒3)(𝑓) 

     = 𝑒1(𝑒1(𝑓)) − (−𝑎1𝑒2)(𝑓) + 𝑒2(𝑒2(𝑓)) − (𝑎2𝑒1)(𝑓) 

         +𝑒3(𝑒3(𝑓)) − (𝑘1𝑒1 + 𝑘2𝑒2)(𝑓) 

     = 𝑒1(𝑒1(𝑓)) + 𝑒2(𝑒2(𝑓))+𝑒3(𝑒3(𝑓)) 

        +𝑎1𝑒2(𝑓) − 𝑎2𝑒1(𝑓) − 𝑘1𝑒1(𝑓) − 𝑘2𝑒2(𝑓) 

    = ∑ 𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓) + (𝑎1 − 𝑘2)𝑒2(𝑓)
3
𝑖=1                           (7.11) 

ve 

∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓
𝜎 𝜏(𝜎) = ∇∑ 𝑒𝑖(𝑓)𝑒𝑖

3
𝑖=3

𝜎 (−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2) 

                    = 𝑒1(𝑓)𝛻𝑒1
𝜎(−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2) + 𝑒2(𝑓)𝛻𝑒2

𝜎(−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2) 

                       +𝑒3(𝑓)∇𝑒3
𝜎 (−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2) 

                    = 𝑒1(𝑓)(−𝑒1(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1∇𝑒1
𝜎 𝜀1 − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2∇𝑒1

𝜎 𝜀2) 

                       +𝑒2(𝑓)(−𝑒2(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1∇𝑒2
𝜎 𝜀1 − 𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2∇𝑒2

𝜎 𝜀2) 

                         +𝑒3(𝑓)(−𝑒3(𝑘1)𝜀1 − 𝑘1∇𝑒3
𝜎 𝜀1 − 𝑒3(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2∇𝑒3

𝜎 𝜀2) 

      = 𝑒1(𝑓)(−𝑒1(𝑘1)𝜀1 + 𝑘1𝑎2𝜀2 − 𝑒1(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2𝑎1𝜀1) 

                                +𝑒2(𝑓)(−𝑒2(𝑘1)𝜀1 + 𝑘1𝑎2𝜀2 − 𝑒2(𝑘2)𝜀2 − 𝑘2𝑎2𝜀1) 

                                    +𝑒3(𝑓)(−𝑒3(𝑘1)𝜀1 − 𝑒3(𝑘2)𝜀2) 

                            = (
−𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘1) − 𝑒1(𝑓)𝑘2𝑎1 − 𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘1)

−𝑒2(𝑓)𝑘2𝑎2 − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘1)
) 𝜀1 

                               +(
𝑒1(𝑓)𝑘1𝑎1 − 𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘2) + 𝑒2(𝑓)𝑘1𝑎2

−𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘2) − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘2)
) 𝜀2                    (7.12) 
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olarak hesaplanır. Bu durumda 𝜎 nın 𝑓-bitensiyon alanı 

𝜏2,𝑓(𝜎) = 𝜏2(𝜎) + (∆𝑓)𝜏(𝜎) + 2∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓
𝜎 𝜏(𝜎) 

                    = 𝑓 {(
−∆𝑀𝑘1 − 𝑎1𝑒1(𝑘2) − 𝑒1(𝑘2𝑎1) − 𝑎2𝑒2(𝑘2) − 𝑒2(𝑘2𝑎2)

+𝑘1𝑘2𝑎1 + 𝑘2
2𝑎2 + 𝑘1(−𝐾

𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)
) 𝜀1

+ (
−∆𝑀𝑘2 − 𝑎1𝑒1(𝑘1) + 𝑒1(𝑘1𝑎1) + 𝑎2𝑒2(𝑘1) + 𝑒2(𝑘1𝑎2)

−𝑘1𝑘2𝑎2 − 𝑘1
2𝑎1 + 𝑘2(−𝐾

𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)
) 𝜀2} 

+(∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓) + (𝑎1 − 𝑘2)𝑒2(𝑓))(−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2)

3

𝑖=1

 

+2(
−𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘1) − 𝑒1(𝑓)𝑘2𝑎1 − 𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘1)

−𝑒2(𝑓)𝑘2𝑎2 − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘1)
) 𝜀1 

+2(
𝑒1(𝑓)𝑘1𝑎1 − 𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘2) + 𝑒2(𝑓)𝑘1𝑎2

−𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘2) − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘2)
) 𝜀2 

 

         =

(

 
 
 
 
 
𝑓 (
−∆𝑀𝑘1 − 𝑎1𝑒1(𝑘2) − 𝑒1(𝑘2𝑎1) − 𝑎2𝑒2(𝑘2) − 𝑒2(𝑘2𝑎2)

+𝑘1𝑘2𝑎1 + 𝑘2
2𝑎2 + 𝑘1(−𝐾

𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)
)

−𝑘1 (∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓) + (𝑎1 − 𝑘2)𝑒2(𝑓)

3

𝑖=1

)

+2(
−𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘1) − 𝑒1(𝑓)𝑘2𝑎1 − 𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘1)

−𝑒2(𝑓)𝑘2𝑎2 − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘1)
)

)

 
 
 
 
 

𝜀1 

+

(

 
 
 
 
 
𝑓 (
−∆𝑀𝑘2 − 𝑎1𝑒1(𝑘1) + 𝑒1(𝑘1𝑎1) + 𝑎2𝑒2(𝑘1) + 𝑒2(𝑘1𝑎2)

−𝑘1𝑘2𝑎2 − 𝑘1
2𝑎1 + 𝑘2(−𝐾

𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2)
)

−𝑘2 (∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓) + (𝑎1 − 𝑘2)𝑒2(𝑓)

3

𝑖=1

)

+2(
𝑒1(𝑓)𝑘1𝑎1 − 𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘2) + 𝑒2(𝑓)𝑘1𝑎2

−𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘2) − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘2)
)

)

 
 
 
 
 

𝜀2 

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

𝑘2 = 0 ise aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 7.1.2.  𝜎 ∶ (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu ve 𝑆 = {𝑒1,𝑒2,𝑒3} de  

𝑀 nin integrallenebilirlik verisi {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2 = 0, 𝑝} olan bir ortonormal çatısı olsun. 

Bu durumda 𝜎 nın 𝑓-biharmonik olması için gerek ve yeter şart    
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0 = 𝑓(−∆𝑀𝑘1 + 𝑘1(−𝐾
𝑁 + 𝑎1

2 + 𝑎2
2) 

      −𝑘1 (∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓) + 𝑎1𝑒2(𝑓)

3

𝑖=1

) − 2∑𝑒𝑖(𝑓)𝑒𝑖(𝑘1)

3

𝑖=1

, 

0 = 𝑓((𝑒1(𝑎1) + 𝑒2(𝑎2) − 𝑘1𝑎1) + 2𝑎2𝑒2(𝑘1)) + 2𝑘1∑𝑒𝑖(𝑓)𝑎𝑖

2

𝑖=1

 

olmasıdır. 

Sonuç 7.1.3.  𝜎 ∶ (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu ve 𝑆 = {𝑒1,𝑒2,𝑒3} de  

𝑀 nin integrallenebilirlik verisi {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2 = 0, 𝑝} olan bir ortonormal çatısı olsun. 

Eğer 𝑘1 sabit ise 𝜎 nın 𝑓-biharmonik olması için gerek ve yeter şart   

  0 = 𝑓 (−𝐾𝑁 + 𝑎1
2 + 𝑎2

2) −∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) + (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓) + 𝑎1𝑒2(𝑓)

3

𝑖=1

, 

                  0 = 𝑓(𝑒1(𝑎1) + 𝑒2(𝑎2) − 𝑘1𝑎1) + 2∑𝑒𝑖(𝑓)𝑎𝑖

2

𝑖=1

 

olmasıdır. 

Z. P. Wang ve Y. L. Ou [26] tarafından sabit kesit eğrilikli 3-boyutlu uzay 

formlardan tanımlanan Riemann submersiyonları için aşağıdaki sonuçlar elde 

edilmiştir: 

Lemma 7.1.4. 𝑀3(𝑐) sabit 𝑐 kesit eğrilikli 3-boyutlu bir uzay form ve 𝜎 ∶  𝑀3(𝑐) →

(𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda 𝑀3(𝑐) üzerinde 

{𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2, 𝑝} integrallenebilirlik verisi lifler boyunca sabit olacak şekilde 𝜎 ya 

uyarlanmış bir {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} ortonormal çatısı vardır [26]. 

Lemma 7.1.5. 𝜎 ∶  𝑀3(𝑐) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu; {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, 𝑀
3(𝑐) 

nin 𝜎 ya uyarlanmış bir ortonormal çatısı ve {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2, 𝑝} integrallenebilirlik verisi 

olsun. Bu durumda 𝑀3(𝑐) üzerinde integrallenebilirlik verisi 

{𝑎1
′ , 𝑎2

′ , 𝑘1
′ = √𝑘1

2 + 𝑘2
2, 𝑘2

′ = 0, 𝜌′ = 𝜌} 
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olacak şekilde bir {𝑒1
′ , 𝑒2

′ , 𝑒3
′ = 𝑒3} uyarlanmış çatısı vardır [26]. 

Lemma 7.1.5 göz önüne alındığında 𝑀3(𝑐) uzay formunun integrallenebilirlik 

verisi {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2 = 0, 𝑝} olacak şekilde 𝜎 ya uyarlanmış bir ortonormal {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} 

çatısının var olduğu açıktır. Bu çatıya göre 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑀  = −𝑔 (𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑘, 𝑒𝑙) olmak üzere 

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑀  bileşenleri aşağıdaki gibidir [26]: 

𝑅1312
𝑀 = −(𝑒1(𝑝) − 2𝑘1𝑝) = 0 

𝑅1313
𝑀 = −(−𝑒1(𝑘1) − 𝑝

2 + 𝑘1
2 − 𝑘2𝑎1) = 0 

𝑅1323
𝑀 = −(−𝑒1(𝑘2) + 𝑒3(𝑝) + 𝑘1𝑎1 + 𝑘1𝑘2) = 0 

𝑅1212
𝑀 = −(𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) + 𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 3𝑝2) = 𝑐, 

𝑅1223
𝑀 = − (𝑒2(𝑝) − 2𝑘1𝑘2) = 0, 

𝑅2313
𝑀 = −(−𝑒2(𝑘1) − 𝑒3(𝑝) − 𝑘2𝑎2 + 𝑘1𝑘2) = 0, 

                               𝑅2323
𝑀 = −(−𝑝2 − 𝑒2(𝑘2) + 𝑘1𝑎2 + 𝑘2

2) = 𝑐.                         (7.13) 

 

Lemma 7.1.4 ve integrallenebilirlik verisinin lifler boyunca sabit olduğu gerçeğinden 

hareketle  𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑀  bileşenleri 

𝑒1(𝑝) − 2𝑘1𝑝 = 0 

                                        −(−𝑒1(𝑘1) − 𝑝
2 + 𝑘1

2) = 𝑐, 

𝑘1𝑎1 = 0, 

                   −(𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) + 𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 3𝑝2) = 𝑐, 

𝑒2(𝑝) = 0, 

𝑒2(𝑘1) = 0, 

                                   −(−𝑝2 + 𝑘1𝑎2) = 0,                                              (7.14) 

ile verilen eşitliklere indirgenir. Bu durumda (7.14) ün üçüncü eşitliğinden 𝑘1 = 0 

veya 𝑎1 = 0 olduğu görülür [26]. 
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I. Durum: 𝑘1 = 0 ve 𝜎:𝑀3(𝑐) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu olsun. 𝜏(𝜎) =

−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2 tensiyon alanı göz önüne alınırsa 𝜎 nın bir harmonik dönüşüm olduğu 

ve dolayısıyla bir 𝑓-biharmonik dönüşüm olacağı açıktır.  

2. Durum: 𝑘1 ≠ 0, 𝑎1 = 0 ve 𝑎2 = 0 olsun. Bu durumda (7.1.6) nın dördüncü ve 

yedinci eşitliklerinden 𝑝 = 𝑐 = 0 bulunur. 𝜎 nın 𝑓-biharmonik denkleminde 𝑎1 =

𝑎2 = 𝑘2 = 𝑝 = 0 alınırsa 

 0 = 𝑓(-∆𝑀𝑘1) − 𝑘1(∑ 𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − 𝑘1𝑒1(𝑓)) − 2∑ 𝑒𝑖(𝑓)𝑒𝑖(𝑘1)
2
𝑖=1

3
𝑖=1  

         =  𝑓(-∆𝑀𝑘1) − 𝑘1(∑ 𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − 𝑘1𝑒1(𝑓)) − 2(𝑒1(𝑓)𝑘1
2)3

𝑖=1  

yazılabilir.  Burada  

∆𝑀𝑘1 =∑{𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑘1)) − ∇𝑒𝑖
𝑀𝑒𝑖)(𝑘1)}

3

𝑖=1

= 𝑒1(𝑒1(𝑘1)) − 𝑘1𝑒1(𝑘1) 

          = 𝑒1(𝑘1
2) − 𝑘1𝑘1

2 =  2𝑘1𝑒1(𝑘1) − 𝑘1
3 = 𝑘1

3 

ve 

∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) = ∆𝑓 +∑(∇𝑒𝑖𝑒𝑖)(𝑓)

3

𝑖=1

3

𝑖=1

= ∆𝑓 + 𝑘1𝑒1(𝑓) 

olduğu göz önüne alınırsa 

𝑓(−𝑘1
3) − 𝑘1∆𝑓 − 2𝑒1(𝑓)𝑘1

2 = 0 

yani 

𝑓𝑘1
2 + ∆𝑓 − 2𝑘1𝑒1(𝑓) = 0 

bulunur. 

Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 7.1.6. 𝜎:𝑀3(𝑐) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu; {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, 𝑀 de 𝜎 ya 

uyarlanmış ortonormal bir çatı ve {𝑎1 = 0, 𝑎2 = 0, 𝑘1 ≠ 0, 𝑘2 = 0, 𝑝 = 0} 

integrallenebilirlik verisi olsun. Bu durumda 𝜎 nın 𝑓-biharmonik olması için gerek ve 

yeter şart 
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∆𝑓

𝑓
= 𝑘1(2𝑒1(𝑙𝑛𝑓) − 𝑘1) 

olmasıdır. 

 

3. Durum: 𝑘1 ≠ 0, 𝑎1 = 0 ve 𝑎2 ≠ 0 olsun. Bu durumda 𝜎 nın 𝑓-biharmonik 

denklemi 

0 = 𝑓(−∆𝑀𝑘1 + 𝑘1(−𝐾
𝑁 + 𝑎2

2)) − 𝑘1 (∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) − (𝑎2 + 𝑘1)𝑒1(𝑓)

3

𝑖=1

) 

        −2∑𝑒𝑖(𝑓)𝑒𝑖(𝑘1)

2

𝑖=1

 

0 = 𝑓(𝑘1𝑒2(𝑎2) + 2𝑎2𝑒2(𝑘1)) + 2𝑘1𝑒2(𝑓)𝑎2 

 

     şekline indirgenir. Burada  

 

𝐾𝑁 =  − [𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) + 𝑎1
2 + 𝑎2

2] = 𝑒1(𝑎2) − 𝑎2
2, 

𝑒2(𝑘1) = 0, 𝑒1(𝑎2) = 𝑐 + 𝑎2
2 + 3𝑝2, 

 ∑𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑓)) = ∆𝑓 +∑(∇𝑒𝑖
𝑀𝑒𝑖(𝑓)

3

𝑖=1

3

𝑖=1

)   = ∆𝑓 + 𝑎2𝑒1(𝑓) + 𝑘1𝑒1(𝑓) + 𝑘2𝑒2(𝑓), 

∆𝑀𝑘1  = ∑{𝑒𝑖(𝑒𝑖(𝑘1)) − (∇𝑒𝑖
𝑀𝑒𝑖)(𝑘1)}

3

𝑖=1

  

 = 𝑒1(𝑒1(𝑘1)) − 𝑎2𝑒1(𝑘1) − 𝑘1𝑒1(𝑘1) − 𝑘2𝑒2(𝑘1) 

                    = 𝑒1(𝑘1
2 − 𝑝2 + 𝑐) − 𝑎2𝑒1(𝑘1) − 𝑘1𝑒1(𝑘1) 

                    = 2𝑘1𝑒1(𝑘1) − 2𝑝𝑒1(𝑝) − 𝑎2𝑒1(𝑘1) − 𝑘1𝑒1(𝑘1) 

                    = 𝑘1𝑒1(𝑘1) − 2𝑝 𝑒1(𝑝) − 𝑎2𝑒1(𝑘1) 

                    = 𝑘1(𝑘1
2 − 𝑝2 + 𝑐) − 2𝑝(2𝑘1𝑝) − 𝑎2(𝑘1

2 − 𝑝2 + 𝑐) 

             = −5𝑘1𝑝
2 + 𝑘1

3 + 𝑘1 𝑐 − 𝑎2(𝑘1
2 − 𝑝2 + 𝑐) 

 

eşitlikleri kullanılırsa 𝜎 nın 𝑓-biharmonik denklemi 

{
0 =  𝑓 (3𝑝2 − 𝑘1

2 − 3𝑐) − 𝑘1(∆𝑓 + 𝑘2𝑒2(𝑓)) − 2𝑒1(𝑓)(𝑘1
2 − 𝑝2 + 𝑐)

0 =  𝑓𝑒2(𝑎2) + 2𝑒2(𝑓)𝑎2
 

 denklem sistemine indirgenir. 
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Böylece şu sonuca ulaşılır: 

Sonuç 7.1.7. 𝜎:𝑀3(𝑐) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu; {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, 𝑀 de 𝜎 ya 

uyarlanmış ortonormal bir çatı ve {𝑎1 = 0, 𝑎2 ≠ 0, 𝑘1 ≠ 0, 𝑘2 = 0, 𝑝} 

integrallenebilirlik verisi olsun. Bu durumda 𝜎 nın 𝑓-biharmonik olması için gerek ve 

yeter şart 

𝑓(3𝑝2 − 𝑘1
2 − 3𝑐) − 𝑘1 (∆𝑓 −

1

2
𝑘2𝑓𝑒2(𝑙𝑛𝑎2)) − 2𝑒1(𝑓)(𝑘1

2 − 𝑝2 + 𝑐) = 0 

olmasıdır. 

7.2. 3-boyutlu Riemann manifoldundan tanımlanan bi-𝒇-harmonik Riemann 

Submersiyonları 

Bu alt bölümde 𝜎: (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) Riemann submersiyonunun bi-f-harmonik 

olma şartlarını inceleyeceğiz:  

𝜎 nın f-tensiyon alanı tanımı kullanılırsa bi-f-tensiyon alanı 

𝜏𝑓,2(𝜎) = 𝑓𝐽
𝜎(𝜏𝑓(𝜎)) − ∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓

𝜎 𝜏𝑓(𝜎) 

              = −𝑓 (𝑖𝑧(∇𝜎∇𝜎𝜏𝑓(𝜎) − ∇∇𝑀
𝜎 𝜏𝑓(𝜎)−𝑅

𝑁(𝑑𝜎, 𝜏𝑓(𝜎))𝑑𝜎)) − ∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓
𝜎 𝜏𝑓(𝜎)           

     = −𝑓 (𝑖𝑧 ((∇𝜎∇𝜎 − ∇
∇𝑀
𝜎 )(𝑓𝜏(𝜎) + 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓)))) 

          +𝑓( 𝑖𝑧 𝑅𝑁(𝑑𝜎, 𝑓𝜏(𝜎) + 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓))𝑑𝜎) 

           −∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓
𝜎 (𝑓𝜏(𝜎) + 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓))     

                = −𝑓∑{(∇𝑒𝑖
𝜎 ∇𝑒𝑖

𝜎 − ∇
∇𝑒𝑖
𝑀𝑒𝑖

𝜎 )(𝑓𝜏(𝜎) + 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓))

3

𝑖=1

 

                    +𝑓∑𝑅𝑁(𝑑𝜎(𝑒𝑖), 𝑓𝜏(𝜎) + 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓))𝑑𝜎(𝑒𝑖)

3

𝑖=1

 

                    −∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓
𝜎 (𝑓𝜏(𝜎) + 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓)) 

şeklinde yazılabilir. Buradan 
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𝜏𝑓,2(𝜎) = −𝑓(∆𝑓)𝜏(𝜎) − 𝑓
2∑(∇𝑒𝑖

𝜎 ∇𝑒𝑖
𝜎 𝜏(𝜎) − ∇

∇𝑒𝑖
𝑀𝑒𝑖

𝜎 𝜏(𝜎))

3

𝑖=1

 

                           −𝑓∑(∇𝑒𝑖
𝜎 ∇𝑒𝑖

𝜎 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓) − ∇
∇𝑒𝑖
𝑀𝑒𝑖

𝜎 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓))

3

𝑖=1

 

                          +𝑓2∑𝑅𝑁(𝑑𝜎(𝑒𝑖), 𝜏(𝜎))𝑑𝜎(𝑒𝑖)

3

𝑖=1

+ 𝑓∑𝑅𝑁(𝑑𝜎(𝑒𝑖), 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓))𝑑𝜎(𝑒𝑖)

3

𝑖=1

 

                          −(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓)(𝑓)𝜏(𝜎) − 𝑓∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓
𝜎 𝜏(𝜎) − ∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓

𝜎 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓) 

elde edilir. (7.4)-(7.6) ve (7.8) kullanılırsa 

𝜏𝑓,2(𝜎) =  𝑓(∆𝑓)(−𝑘1𝜀1 − 𝑘2𝜀2) 

                 −𝑓2 (
−𝑒1𝑒1(𝑘1) + 𝑘1𝑎1

2 − 𝑒2(𝑘2)𝑎1 − 𝑒1(𝑘2𝑎1)

−𝑒2𝑒2(𝑘1) + 𝑘1𝑎2
2 − 𝑒2(𝑘2)𝑎2 − 𝑒2(𝑘2𝑎2) − 𝑒3𝑒3(𝑘1)

) 𝜀1 

            −𝑓2 (
𝑒1(𝑘1)𝑎1 + 𝑒1(𝑘1𝑎1) − 𝑒1𝑒1(𝑘2) + 𝑘2𝑎1

2

𝑒2(𝑘1)𝑎2 + 𝑒2(𝑘1𝑎2) − 𝑒2𝑒2(𝑘2) + 𝑘2𝑎2
2 − 𝑒3𝑒3(𝑘2)

) 𝜀2 

              −𝑓∑(∇𝑒𝑖
𝜎 ∇𝑒𝑖

𝜎 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓) − ∇∇𝑒𝑖
𝑀𝑒𝑖

𝜎 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓))

3

𝑖=1

 

              +𝑓2(−𝑘1(𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) + 𝑎1
2 + 𝑎2

2))𝜀1 

              +𝑓2(−𝑘2(𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) + 𝑎1
2 + 𝑎2

2))𝜀2   

+ 𝑓∑𝑅𝑁 (𝑑𝜎(𝑒𝑖), 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓)) 𝑑𝜎(𝑒𝑖)

3

𝑖=1

           

                          −(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓)(𝑓)𝜏(𝜎) − 𝑓∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓
𝜎 𝜏(𝜎) − ∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓

𝜎 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓) 

bulunur. Burada 

(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓)(𝑓) = |𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓|
2
 

 

∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓
𝜎 𝜏(𝜎)   = (

−𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘1) − 𝑒1(𝑓)𝑘2𝑎1 − 𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘1)

−𝑒2(𝑓)𝑘2𝑎2 − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘1)
) 𝜀1 
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                                + (
𝑒1(𝑓)𝑘1𝑎1 − 𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑘2) + 𝑒2(𝑓)𝑘1𝑎2

−𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑘2) − 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘2)
) 𝜀2   

ve 

∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓
𝜎 𝑑𝜎(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓) = ∇𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓

𝜎 (𝑒1(𝑓)𝜀1 + 𝑒2(𝑓)𝜀2) 

= 𝑒1(𝑓)𝛻𝑒1
𝜎(𝑒1(𝑓)𝜀1 + 𝑒2(𝑓)𝜀2) + 𝑒2(𝑓)𝛻𝑒2

𝜎(𝑒1(𝑓)𝜀1 + 𝑒2(𝑓)𝜀2) 

    +𝑒3(𝑓)𝛻𝑒3
𝜎(𝑒1(𝑓)𝜀1 + 𝑒2(𝑓)𝜀2) 

= 𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑒1(𝑓))𝜀1 − (𝑒1(𝑓))
2𝑎1𝜀2 + 𝑒1(𝑓)𝑒1(𝑒2(𝑓))𝜀2 + 𝑒1(𝑓)𝑒2(𝑓)𝑎1𝜀1 

 +𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑒1(𝑓))𝜀1 − 𝑒1(𝑓)𝑒2(𝑓)𝑎2𝜀2 + 𝑒2(𝑓)𝑒2(𝑒2(𝑓))𝜀2 + (𝑒2(𝑓))
2𝑎2𝜀1 

  +𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑒1(𝑓))𝜀1 + 𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑒2(𝑓))𝜀2 

dir. 

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓, 𝑀 de bir dikey vektör alanı ise aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 7.2.1.  𝜎 ∶ (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu ve 𝑆 = {𝑒1,𝑒2,𝑒3} de  

𝑀 nin integrallenebilirlik verisi {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1, 𝑘2 = 0, 𝑝} olan bir ortonormal çatısı olsun. 

Bu durumda 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓,𝑀 de bir dikey vektör alanı olmak üzere 𝜎 nın bi-𝑓-harmonik 

olması için gerek ve yeter şart   

        0 = − 𝑓(∆𝑓)𝑘1 − 𝑓
2(−𝑒1(𝑒1(𝑘1)) + 𝑘1𝑎1

2−𝑒2(𝑒2(𝑘1)) + 𝑘1𝑎2
2 − 𝑒3(𝑒3(𝑘1))) 

       +𝑓2(−𝑘1(𝑒2(𝑎1) − 𝑒1(𝑎2) + 𝑎1
2 + 𝑎2

2))+𝑘1|𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓|
2
+ 𝑓𝑒3(𝑓)𝑒3(𝑘1) 

ve  

                      0 = −𝑓2(𝑒1(𝑘1)𝑎1 + 𝑒1(𝑘1𝑎1)+𝑒2(𝑘1)𝑎2 + 𝑒2(𝑘1𝑎2)) 

olmasıdır.   

Sonuç 7.2.2.  𝜎 ∶ (𝑀3, 𝑔) → (𝑁2, 𝑔̆) bir Riemann submersiyonu ve 𝑆 = {𝑒1,𝑒2,𝑒3} de  

𝑀 nin integrallenebilirlik verisi {𝑎1, 𝑎2, 𝑘1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ≠ 0, 𝑘2 = 0, 𝑝} olan bir 

ortonormal çatısı olsun. Bu durumda 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑓,𝑀 de bir dikey vektör alanı olmak üzere 

𝜎 nın bi-𝑓-harmonik olması için gerek ve yeter şart   

|𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑙𝑛𝑓|
2
=
∆𝑓

𝑓
+ 𝐾𝑁 + 3(𝑎1

2 + 𝑎2
2) 

ve  
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 0 = 𝑒1(𝑎1) + 𝑒2(𝑎2) 

olmasıdır.   
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8.SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

Bu tezde 3-boyutlu Riemann manifoldundan tanımlanan Riemann 

submersiyonların biharmonikliği kavramından hareketle aynı tipteki 

submersiyonların f-harmonik, f-biharmonik ve bi-f-harmonik olma şartları ayrı ayrı 

incelenerek özgün sonuçlara ulaşılmıştır. Böylece 3-boyutlu Riemann 

manifoldundan tanımlanan genelleştirilmiş biharmonik Riemann submersiyonları 

tanıtılmış ve geometrik özellikleri ortaya konmuştur.  

Keyfi boyutlu Riemann manifoldlarından tanımlanan Riemann 

submersiyonlarının f-harmonikliği, f-biharmonikliği ve bi-f-harmonikliğinin 

incelenmesi açık bir problemdir. Bu tez, söz konusu açık problemin çözümünde 

kullanılacak önemli bir kaynak niteliğindedir.
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