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OZET
YUKSEK LISANS TEZI

Genellestirilmis Bir Kesirli Integral Operatorii Yardimiyla Elde Edilen Chebyshev ve
Griiss Tipli Integral Esitsizlikler

Bu tezde, literatiirde bulunan bazi kesirli integral operatorlerini genellestiren,
genellestirilmis kesirli integral operatorii ele alinmistir. Tez beg ana boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, esitsizlik, kesirli analiz, kesirli tiirev ve integral, kesirli integral operatorleri
gibi konularmn tarihsel gelisimi ve 6nemi vurgulanmistir. ikinci béliimde, bu konularla
ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, literatiirde var olan bazi
kesirli integral operatorleri ve genellestirilmis kesirli integral operatorleriyle ilgili tanimlar
sunulmustur. Dordiincii boliimde, genellestirilmis kesirli integral operatorii ile elde edilen

bazi yeni esitsizlikler ortaya konulmustur. Besinci boliimde, sonug ve 6neriler paylasilmistir.

2024, 52 sayfa

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis kesirli integral operator, integral esitsizlikler,

Griiss esitsizligi, Chebyshev esitsizligi.
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

Some New Chebyshev and Griiss-Type Fractional Inequalities Obtained By A

Generalized Fractional Integral Operator

In this thesis, a generalized fractional integral operator, which generalizes some
fractional integral operators existing in the literature, is addressed. The thesis consists of
five main sections. In the first section, the historical development and importance of topics
such as inequalities, fractional analysis, fractional derivatives and integrals, and fractional
integral operators are emphasized. The second section provides fundamental definitions and
theorems related to these topics. The third section presents definitions of some existing
fractional integral operators and generalized fractional integral operators found in the
literature. In the fourth section, some new inequalities obtained with the generalized
fractional integral operator are presented. Finally, the fifth section includes conclusions and

recommendations.

2024, 52 pages
Key Words: Generalized fractional integral operator, integral inequalities,

Griiss inequality, Chebyshev inequality.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

R : Reel sayilar kiimesi

I' (2) : Gama fonksiyonu

B (x,y) : Beta fonksiyonu

L' [I] : I araliginda Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi

I5,C () : (¢ fonksiyonunun «. mertebeden sol tarafli Riemann-Liouville kesirli
integrali

I3 ¢ (%) : (¢ fonksiyonunun «. mertebeden sag tarafli Riemann-Liouville kesirli
integrali

wdj+C (%) ¢ fonksiyonunun cv. mertebeden sol tarafli Hadamard kesirli integrali

nJy-C(3) ¢ fonksiyonunun . mertebeden sag tarafli Hadamard kesirli integrali

P15:C (%)  : ¢ fonksiyonunun . mertebeden sol tarafli Katugampola kesirli integrali

PI* ( () : ¢ fonksiyonunun «. mertebeden sag tarafli Katugampola kesirli integrali

(gF 1“C ) (5) : ( fonksiyonunun «. mertebeden sol tarafli Caputo-Fabrizio kesirli integrali

(5) : ¢ fonksiyonunun «. mertebeden sag tarafli Caputo-Fabrizio kesirli integrali

F I w(z) :w fonksiyonunun . mertebeden sol tarafli Genellestirilmis kesirli integrali
¥ I2 w(x) :w fonksiyonunun . mertebeden sag tarafli Genellestirilmis kesirli integrali

Vi



1. GIRIS

Matematik, insanlarin giinlilk yasamlarinda kullandiklar1 hesaplamalarin, dl¢timlerin
ve analizlerin yam sira bilim, teknoloji ve diger bir¢ok alanda da biiyiikk 6neme sahiptir.
Esitsizlik teorisi, matematiksel islemlerde esitsizliklerin nasil ifade edilecegini, ¢oziilecegini
ve analiz edilecegini inceleyen bir matematik dalidir. Bu teori, Newton ve Euler’den giiniimiize
kadar ekonomi, miihendislik, isletme, sosyal bilimler ve 6zellikle matematiksel modelleme
ve ortalamalar teorisi gibi alanlarda kullanilan son derece etkili ve giiclii bir bilim dal1 haline
gelmistir.

Esitsizlik teorisi, matematigin temel unsurlarindan biridir ve matematiksel diisiinceyi
gelistirme ve uygulama acisindan biiyiik oneme sahiptir. Matematiksel esitsizliklerin
temelleri, XVIIIL. ve XIX. yiizyillarda bircok 6nemli matematik¢i tarafindan atilmistir. Bu
matematikciler arasinda P. L. Chebyshev (1821-1894), K. F. Gauss (1775-1885) ve A. L.
Cauchy (1785-1857) bulunmaktadir. Ayrica, A. L. Cauchy ve P. L. Chebyshev’den sonra da
matematiksel esitsizliklerin alaninda 6nemli gelismeler yaganmustir. Fakat esitsizlik teorisinin
modern anlamda matematigin bir bilim dali olarak kabul edilmesini saglayan ilk calisma
1934 yilinda Hardy, Polya ve Littlewood tarafindan literatiire kazandirilan “Inequalities”
adli kitaptir (Hardy et al., 1952). Esitsizlik teorisinin temel kaynaklar1 arasinda sayilan
diger kaynaklar arasinda "Differential Inequalities" (Szarski, 1965), "Analytic Inequalities"
(Mitrinovic and Vasic, 1970), "Inequalities Involving Functions and Their Derivatives"
(Mitrinovic et al., 1991), "Classical and New Inequalities in Analysis" (Mitrinovic et al.,
1993) bulunmaktadir. Bu eserlerin yani sira, Silvestru Sever Dragomir, Charles E.M. Pearce,
Ravi Agarval, Gradimir V. Milovanovic, Anthony Sofo, Constantin P. Niculescu, Josip E.
Pecari¢, George Anastassiou, Themistocles M. Rassias, gibi bircok arastirmacinin
caligmalar1 da 6nemli katkilar saglamistir.

Kesirli analizin gelisiminde onemli bir kirilma noktasi olarak kabul edilen 1695

yilindaki yazigsmada, L.’Hospital Leibniz’e bir diferansiyel denklemde tiirevin mertebesinin

nln

5 olmasi durumunda ne olabilecegini sormustur. Leibniz ise bu soruya cevap olarak,

gelecekte onemli sonuglara yol acabilecek olan bu problemin kesirli analiz olarak kabul
edilen alanin baglangici olabilecegini Oongormiistiir (Spanier, 1974). Leibniz’in ardindan,

1738’deki calismasinda (Miller and Ross, 1993), Euler tamsay1 olmayan mertebeden tiirev
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tizerinde calismigtir. 1822°de, Fourier integral kullanarak tiirev tanimin1 yapmais ve bu tanim,
keyfi mertebeden tiirevin ilk tanimi olarak literatiire kazandirilmistir.  Kesirli analiz
alanindaki gelisim siireci 1826 yilinda Abel tarafindan ortaya atilan ve kesirli analiz i¢in
ilk uygulama problemi olarak kabul goriilen Tautochrone problemiyle iligkili bir integral
esitsizliginin ¢oziimiinii iceren calisma ile devam etmistir (Machado et al., 2011). Kesirli
analiz alaninin tarihsel gelisimi, Liouville’un 1832°de iistel fonksiyonun tiirevi icin bir
formiil gelistirmesi ve ayrica giinlimiizde mertebesi tamsayi olmayan integraller icin
Liouville versiyonu olarak isimlendirilen integral formunu ortaya koymasiyla devam
etmigtir.

Kesirli analizin gelisimi 1900 yilindan itibaren hiz kazanmig ve uygulamali
bilimlerdeki problemleri formiilize etmek amaciyla cesitli tanimlar sunulmaya baglanmistir.
Haziran 1974’te, B. Ross tarafindan New Haven Universitesi’'nde organize edilen "First
Conference on Fractional Calculus and its Applications" adli konferansta, matematikg¢i-
lerin katilimlariyla onemli sonuglar elde etmis ve cesitli uygulamalar ortaya ¢ikarilmistir.
Kesirli analiz alani, son yillarda bircok matematik¢inin dikkatini ¢cekmekle birlikte yeni
kesirli tiirev ve integral operatorlerinin ortaya konmast ve mevcut operatorlerin
genellemelerinin elde edilmesi yoluyla ilerlemektedir.

Kesirli analizin, matematiksel analizden uygulamali matematige, fizikten istatistige,
sinyal iglemeden kontrol teorisine, kaos teorisinden modellemeye ve matematiksel biyolojiye
kadar cesitli disiplinlerde oldukg¢a etkili uygulamalar1 bulunmaktadir. Riemann-Liouville,
Hadamard ve Katugampola gibi cesitli kesirli integral ve tiirev operatorlerinin tanimlanmast,
kesirli analizin giiclenmesine katkida bulunmugtur. Farkli kesirli integral kavramlari, ke-
sirli analiz i¢inde 6ne ¢ikan bir rol oynamistir. Bu kavramlar literatiirde Riemann-Liouville
integrallerine dair var olan bulgu ve sonuclarin ¢esitli genellestirmelerini, yeni versiyonlarini
ve genislemelerini miimkiin kilmigtir. Kesirli analizin gelisimine hiz kazandirdig1 alanlardan
biri olan esitsizlik teorisi, bulgular1 ve pratik uygulamalariyla bilimsel literatiire 6nemli bir
katki sunmaktadir.

Son yillarda, esitsizlik teorisinde yeni sonuglar elde etmek i¢in sik¢a kullanilan
yontemlerden biri, literatiirde iyi bilinen Chebyshev, Griiss, Holder, Minkowski, Hadamard,
Cauchy-Schwarz, Stolz, Hilbert, Gronwall, Young, Opial, Jensen, Simpson, Ostrowski gibi
temel esitsizliklerin yani sira kesirli integral operatorlerinden yararlanmaktir. Bu yaklagim,
klasik integral esitsizliklerinin yeni genellestirmelerini, genislemelerini ve farkli
varyasyonlarin elde etmek icin kullanilir. Bu nedenle, bir¢ok klasik integral esitsizliginin

kesirli integral operatorleri aracilifiyla yeni versiyonlari, bir¢ok arastirmaci tarafindan



literatiire kazandirilmagtr.
Bu tezdeki amacimiz genellestirilmis bir kesirli integral operatdr yardimiyla

Chebyshev ve Griiss tipli bazi yeni integral esitsizlikleri literatiire katmaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez calismasi kapsaminda gerekli olan tanim, teorem ve onemli bazi

temel ozelliklere yer verilecektir.

2.1. Genel Kavramlar

Tanim 2.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A C L olsun. Eger ¢,y € A olmak iizere
B={zeL:z=tx+(1—-t)y, 0<t<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir.

Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalart ¢ ve y olan bir dogru parcasidir. Oyleki,
konveks kiime bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini i¢cinde bu-

lunduran kiimedir (Bayraktar, 2000).

Tanim 2.2 (Konveks Fonksiyon): I, R ’de bir aralik ve ¢ : I — R bir fonksiyon olsun. Her
w,y€ 1l vet €(0,1] icin

O(tse + (L —t)y) < tC(5) + (1 = £)¢(7)

sarti saglanirsa 6 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger » # v ve t € (0,1) icin

Jfonksiyon
C(toe+ (1 —t)y) <tC(3) + (L = 1)¢(7)

sarti saglantyorsa bu fonksiyona da kesin konveks fonksiyon denir (Niculescu and Persson,

2000).

Tanim 2.3 (Senkronize Fonksiyon): ( ve O fonksiyonlari [y, n] kapali araliginda siirekli iki
fonksiyon olsun. Her »,~ € [, 1] icin

(€ () = C(7) (W () = 0(7)) 2 0 2.1)

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara senkronize fonksiyonlar denir.



Tanim 2.4 (Gama Fonksiyonu): T : (0, 00) — R tamimli fonksiyon ve > > 0 icin

o0

[(») = /t”_le_tdt (2.2)

0
seklinde parametreye bagl genellestirilmis integrale Gama fonksiyonu veya ikinci cesit

Euler integrali denir (Kannappan, 2009).

(2.2) ile ifade edilen fonksiyon i¢in

i) 0 < 2 < oo yakinsak

i1) > < 0 i¢in raksaktir.

=Gama fonksiyonuna ait baz1 6zellikler
i) »x>0iginI (3c+ 1) = 2 (x)

i1) T (5¢) = (3¢ —1)!

i) (1) =0=1

W) T (3) = V7

Tanim 2.5 (Beta Fonksiyonu): »,~y € R" icin

1

B (5,7) = /t”‘l (1—t)""dt (2.3)

0
integrali ile tamimlanan (3 : (0, 00) X (0, 00) — R fonksiyonuna Beta fonksiyonu veya birinci

cesit Euler integrali denir (Kannappan, 2009).

(2.3) ile ifade edilen fonksiyonu icin

i) 2 > 0ve~y > 0 icin yakinsaktir.

1) 2 < 0vey < 0 icin wraksaktir.

=-Beta fonksiyonuna ait baz1 6zellikler

i) B () =By, %)

i1) 2,7 > 0igin B (3> + 1,7) = et (5,7)

iii) [ (5¢,7y) fonksiyonu igin
/ 1+1) 2ok
0

biciminde de ifade edilebilir.

Gama ve Beta fonksiyonu arasinda

B(s,7) =



iligkisi vardr.

2.2. Onemli Integral Esitsizlikler

Teorem 2.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R’de bir aralik, 1),n € I, ve 1) < 1 olmak

tizere ¢ : I — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

C(wm) S nleC(”>d”< (W) + <)

2 2
esitsizligi gecerlidir (Pearce et al., 1998).
Ispat (1.Yontem) Hermite- Hadamard esitsizliginin litaratiirde varolan iki ispati asagida
verilecektir. ¢ fonksiyonu [, ] aralifinda konveks yani (¢, ) araliginda siirekli ve [¢), ] ar-

aliginda sinirli oldugundan integrallenebilirdir. ~ Konveksligin geometrik yorumundan

esitsizligin sag tarafinin ispat1 agiktir. >z = ti) + (1 — t)n ve t € [0, 1] igin

1 / /
— ¢/ ((e)doe = / C(t + (1 — ty)de

IA
b
S
~
Y
~
+
=
o\
—
|
=
IS
~

esitsizligi gecerlidir. Ayrica belirli integralin pargalanisindan

Lw/g(%)d o—rs /WC /C(%)d%

olarak yazilabilir. Burada esitsizligin saginda s = 1) + M icin

7} w/ ( t(n — w>)dt
Hn—)

ve 3 =1 — L= cin
e = 300550 o 52
Jose =
()

esitsizligi elde edilir. Boylece her iki esitsizlikte ispatlanmis olur.

3
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Hermite-Hadamard esitsizliginin farkli bir ispati ise asagidaki gibi verilebilir:

Ispat (2.Yontem) ¢ fonksiyonu konveks oldugundan fonksiyon grafigi iizerinde alinan
herhangi iki noktay1 birlestiren dogru parcasinin fonksiyon grafiginin iizerinde oldugu

bilinmektedir. Buna gore

(=)

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikte her iki taraf [¢), 7] aralif1 iizerinde s degiskenine gore

integre edilirse

] (Ga)dse < / (s + U /
P P P
W)+ )
2

Y4+n—t(n—1)

3 V€ »x =

elde edilir. Ayrica sol tarafin ispatina gelindiginde, sirasiyla » =

—1””*;("‘1”) degisken degistirmesi yapilirsa

- w/ o = —— / Cloe)doe+ —— / ()i

(w+n—t(n—¢)>+€(¢+n+t(n—¢)>}dt
Ui

2
0
> <(—;)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.2 (Integraller Icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % - % = 1 olsun. ¢ ve 9, [, n)

kapalr araliginda tanmimli ve integrallenebilen iki fonksiyon,

ve [9|?, [¢,n] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise,

/\c )l < /|< i) [wearas
P

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Ispat > — 3 fonksiyonu (0,00) araliginda konvekstir. Ciinkii p > 1, yani Jensen

fos (o)

7

esitsizligine gore



Burada v, herhangi bir olasilik dagilim1 ve herhangi bir v -6l¢iilebilir bir fonksiyondur. w

herhangi bir 6l¢ii olsun ve

d —19(1 d
U_fﬁqdu b

/ Chdu =

94 >
q p,9P(1—q)
du (/C 0 fﬁqdudu>

o) ([ )’
[ 99du
esitsizligi elde edilir. Buradan

/ ¢Odu < ( / g%m)’l) < / 19qdu);

yazilabilir. Bu durum ¢ ve ¥’nin ger¢ek oldugunu ve negatif olmadigini varsayimiyla

AN
N N
\?\\

yazilabilir ve karmagtk fonksiyonlarin genisletilmesi elde edilebilir. Ayrica [|C|[,, |[9][, ne

sifir ne de sonsuzdur ve p, ¢ > 1 icin gecerlidir.
Holder esitsizliginin bir sonucu olarak Power Mean esitsizligi asagidaki gibidir.

Teorem 2.3 (Power Mean Esitsizligi): ( ve ¥, [¢,n] kapalt araliginda tanumli integral-
¢l ve |9

lenebilen iki fonksiyon olsun. q > 1, © [, n] kapali arahiginda integrallenebilen

fonksiyonlar ise

n " =3 / a
/IC(%W(%)Id%S /IC(%)!d% /IC(%)HW%)qu%
P P (4

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.4 (Ostrowski Egitsizligi): ¢ : I € R — R fonksiyonu I° iizerinde

diferansiyellenebilen bir fonksiyon, 1, € I ve 1) < n olsun. Eger her » € [, n)] icin
|0"(5¢)| < M ise, bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir:

1 (%—@ 2]
__|_—
4 (-

1 n
9= — w/ C()dt| < M — o)

Burada, % sabiti en iyi katsayidir ve daha kiiciik bir katsay: yerine yazilamaz (Ostrowski,

1937).



Bu egitsizlik litaratiirde » € [, n| noktasinda ((s) degerinin ﬁfng(t)dt integral
ortalamasina yaklasimi icin bir iist simir veren Ostrowski integral Zgitsizlig“i olarak
adlandintlir (Baloch and Iscan, 2015). Ostrowski integral esitsizligi baska formda da
asagidaki gibi verilebilir (Iscan, 2016).

n

/ (3= )" + (n — x)°
n w 2

(4

Ispat Bu teoremi ispatlamak igin asagidaki esitlik kullamlacakti. ¢ : 7 € R — R

fonksiyonu (¢, ) C I’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon oldugundan s € (¢, 7) i¢in

t—¢7 te[l/}a%)

C(s,t) =
t—mn, t € [5,1]
olmak iizere
1 / ,
<w>:——@/ _w/CWﬁUWﬁ
P P
¥ | ,
<wwﬂt@/awt=-—3/0wo«wt
P P
1 / y
- = ¢/Q— Pt + _w/@—mqmﬁ

yazilir. Bu durumda yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alimip iiggen
esitsizligi uygulanirsa

1 TR
—tﬂjf@ﬁ _ Dt + _¢Z@—mg@m

111
—}Ezkwﬁ < ﬁjafu—wmtnw+;%5/u—mmwnﬁ

elde edilir. Ayrica |[('(»)] < M  oldugundan

n % n
1 M M
— d — [ t—vldt+—— [ |t—n|d
—z/»w/dt)t < n—ww/‘t ol t+n_w/!t n| dt

- ;
— —77]14@& (t—w)dt+/(n—t)dt
RO x
r 2 2 2 2
M [+ (=)
n—=yv | 2




esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

2 2
Gem 0P+ (n— 30 = (%_¢—2Fn+¢—2ﬂ7_w> +(n_¢—2H7+w—2H7_%>

() e () ()
() ) () ()
-2 t) ()

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.5 (Simpson Egsitsizligi): I = [,n] ve ¢ : [ — R, (¥, n) iizerinde dérdiincii

mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve HC (4) H = SUD,.c () }C (4)‘ < 00 olsun. Bu
durumda,
U
1 [¢(¥) +¢(n) Y+ 1 / 1 4
il AL A\ VAT, Vel LI N D, dyl < —— |]¢c@ —
| 2 =5 0997 < 35 1KVl (0 =)
L

esitsizligi gecerlidir. Bu egitsizlik Simpson egitsizligi olarak bilinmektedir (Dragomir et al.,

1999).

Ispat T = [, n] ve ( : I — R (1, 7) iizerinde dordiincii mertebeden tiirevi siirekli olan bir

fonksiyon ve ||¢™ || = sup,c (., [¢*] < 0o olmak iizere C(5¢) fonksiyonunu
w) =
wle =) (e =251), xe[Sh]

w-wf(%—wz%vcwww%

b [ it (= 250 0

—
Q
X
I
X
Y
X
I
S
2=

10



yazilir. Yukardaki integraller icin mutlak deger 6zelligi dikkate alinirsa

P
PY+n
1 9 1 9
< [ bt = B Gl et [ o = 228 0
v 2
Y+
(4) z 9
<] ;
< 38R0 (n—1)

elde edilir. Boylece

i(%_ws (%_ ¢+277> ¢ (3¢)dse + / i(%_n):% <%_ 21?%) CW (50)dse

bt

s

(4)
- 2880

yazilir. Bu esitsizligin sol kisminda kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

33 =) (o= 52 ) Ot [ oo (- 2 ) (Ot

2

(¥ —n)°

@\NE

= -0 (B) - -0l + ol + [ caa
¥

(4)
- 2880

(n—v)°

esitsizliigi yazilir. Son durumda

S =06 (U5T) - § -l + ool + [
P

4)
_ e
- 2880

< (n —9)°

olup esitsizligin her iki tarafi (n — 1) ile boliiniirse

1 L
3 [ o (S| - L [ o] < g Ol (= 0
Y

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmisg olur.
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Teorem 2.6 (Integraller Icin Minkowski Egitsizligi): ¢ ve ¥, [v, n] araligu iizerinde tanimly

reel degerli iki fonksiyon ve p > 1 i¢in,

n
/|g(%)|P e < o0
P
ve

n
/|19(%)|p dr»x < o0
P

olsun. Bu durumda,

/|C )+ (> \”d% /!C I”d%é+ /n!ﬁ(%)lpd%
(4

Esitsizligi icin gerek ve yeter sart ((») = 0 olmasidir (Mitrinovic and Vasic, 1970).

Teorem 2.7 (Young Esitsizligi): p,q > 1 olmak iizere % + % = 1 esitligini saglayan her p, q

ve her 1, > 0 sayisi icin

esitsizligi gecerlidir (Young, 1912).

Teorem 2.8 (Chebyshev Esitsizligi): ¢ ve V¥ fonksiyonlart integrallenebilir ve senkronize

fonksiyonlar olsun. O halde

/g s _w/( d%/ﬁ (2.4)

esitsizligi gecerlidir. Eger ( ve 1 farklt monotonluga sath ise esitsizlik yon degistirir. (

ve U fonksiyonlart sabit ise esitlik saglanir (Chebyshev, 1882).

Ispat ¢ ve ¥, senkronize fonksiyonlardan oldugundan

(€(3) = C(7) (W) = D(v)) = 0

yazilabilir. Iki tarafin ¢ift katli integrali alinirsa
U
[ [ 6t =<t 0060~ o) ey = 0
(4
elde edilir. Buradan

C(50)0(5e)dsedry + C(y)0(y)dsedry

v

C(e) () dsedy + C(7) 9 (5¢)dsedry

/
/

S L S~
S L S~
S~ S

12



ve devaminda

L
Jeljor)efolfoel

elde edilir. Buradan

n— ¢/§ se)do > 2 (ﬁjg(%)d%> (ﬁjﬁ(%)d%)

bulunur. Son ifadeden istenen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.9 (Griiss Egitsizligi): , v : [1),n] — R fonksiyonlari integrallenebilen iki fonksiyon
olsun. Her > € [1),n], 1, Py, ¥, Uy € R icin

(I)l S C(%) S (I)Q ve \Ijl S ?9(%) S ‘112 (25)

sartlart altinda

‘ﬁ/jg(%)ﬁ(%)d%— m (/:C(%)d%> </:19(%)d%)’ < (@) (W),

(2.6)

W

esitsizligi gecerlidir (Griiss, 1935).

f ve g fonksiyonlarimin (2.5) kosulunu sagladigi durumda agagidaki esitsizligi

kanitlamigtir:
1 g ?
P
(Dragomir, 1998). Burada S(¢, v, u) ve T'((, 9, u, v) ifadeleri, u,v : [tb,n] — RT siirekli
iki fonksiyon oldugunda Chebyshev fonksiyonelleri olarak adlandirilmis ve asagidaki gibi

tanimlanmugtir:

S0 = ST b0,

_ /w w(5¢)dse /w " Ve — /w " () (2 de /w " (20 (30)doe
(2.8)
(,9,u,0) = /w L u(e)dse /w ()¢ ()0 (50) e + /¢ " u(oe)de /w ()¢ (52)9 56 e
~ [ttt [t~ [ uGacoaie [ v
P P P (0

13



Dragomir ', v € L. (¢, n) i¢in asagidaki esitsizligi tanimlamigtir :

150G, 0, 0)] < 1 el o ( /w " u(oe)dse /w ") ( /w ' %u<%>d%) ) 2.10)

Ayrica ¢ fonksiyonun [, 7] tizerinde tanimli M — ¢ — Lipschitzian ise,

1€(>2) = C()]
0o oy =M M>0 s,y €[], x# 2.11)

esitsizligi gecerli ise asagidaki esitsizlik gecerlidir:

IS¢, 0, u)| < M </ d%/ 92 (se)u(3¢)doe — (/ju(%)q?(%)d%f) RRNCRES

[1,n] aralifinda sirasiyla L; ve Lo-Lipschitzian olan ¢ ve 1) fonksiyonlart i¢in asagidaki

esitsizligi tammmlamisgtir:

1S(¢,9,u)| < Ly Ly ( /w () doe /¢ ! Pu()dse — ( /¢ ! %u(%)d%)2> . @13)

(Dragomir, 1998).

Teorem 2.10 (Cauchy-Schwarz Integral Esitsizligi): ¢ ve VY, [, 7] aralii iizerinde siirekli

iki fonksiyon olsun. Bu durumda

w/C(tWt)dt < ¢/§2(t)dt!ﬁ2(t)dt

esitsizligi vardir. Bu esitsizlik literatiirde Cauchy-Schwarz integral esitsizligi olarak bilinir

(Samko et al., 1993).

ispat Her ¢ gercel sayist icin 0 < (3¢C(t) + 9(t))* ’dir. Her iki tarafin [/, 5] kapali aralig1
tizerinden integralini alip

n

0 < [ (C(t)+0(t)) dt
/

n

n n
= /CZ(t)dt—l—Q%w/C dt+/19 (t)dt

= Ax*+ Bx+C

14



olsun. Burada

esit olsun. Her s gergel sayist icin 0 < As®> + By + C <= A = B? —4AC < 0 ’dir.

Burada A, B, C' yerine tekrar integral esitliklerini yazarsak

w/g(t)ﬁ(t)dt < !CQ(t)dt!ﬁ2(t)dt

sonucuna ulasilir. Ayrica Cauchy-Schwarz integral esitsizligi R™ ’nin bir alt bolgesinde
tanimli ve siirekli fonksiyonlar icin yazildig1 durumlarda ¢ok kath integrallerde de gegerli

oldugu goriilebilir. Bunun ispatida yukarida gosterildigi yontem ile yapilabilir.

Teorem 2.11 (Ucgen Egitsizligi): 1) ve n) reel sayt olmak iizere

IN

|1 + 1) 1]+ Inl,
ol —Inll < v —nl,

9] =Ml < [+l

ve tiimevarim yoluyla

|1+ | < 1] + oo [

esitsizlikleri gecerlidir. (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.12 (Integraller icin Ucgen Egitsizligi): (, [, n] arahginda siirekli reel degerli
bir fonksiyon oldugunda asagidaki

/w "<<%>d%] < /¢ "¢l

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

15



3. MATERYAL VE YONTEM

Tamim 3.1 (Riemann — Liouville Kesirli Integral Operator): ( € Lla,b] olmak sartiyla

Ij)ﬁg ve [7‘71,(’ Riemann - Liouville kesirli integrallerinin 1) > 0 ve o > 0 i¢in tammlart

strastyla
o _ 1 (a—1)
12000 = s [e= o) c@as. x> G.1)
P
ve .
@ _ 1 (a—1)
06 = g [6= @, < (32)

olarak tamimlanir (Samko et al., 1993).

Burada I'(a) = [ e °u®~'du olarak bilinen Gama fonksiyonudur ve o = 1 segilirse
0
Riemann — Liouville kesirli integrali klasik integrale doniisiir. Riemann — Liouville taniminda

o = 0 alinirsa,
Ty € () = ( ()
ve
Jy-C(30) = ( (=)

esitlikleri elde edilir.

Tamm 3.2 (Hadamard Kesirli Integral Operator): C : [1,n] C R — R fonksiyonu [, ]

araliginda integrallenebilir bir fonksiyon o > QO ve 0 < ¢ < nicin

d
w3 = [ R ey

ve

n
. 1 C(t)  dt
- () = I'(a) / (Inz)(lfa)T’ <
o t

integrallerine a.mertebeden Hadamard kesirli integrali denir ve burada HJ8+C =g J5Cve

aJo-C =g JEC dur (Samko et al., 1993).

Tamm 3.3 (Katugampola Kesirli Integrali): [),n] C R sumrlt bir aralik, v < » < 7

ve p > 0 olsun. (a > 0) ve ( € XP (1b,n) icin sol ve sag tarafli Katugampola kesirli

16



integrallleri

ve

pl—a 1 tp—l
PIN-C(3) = T / C(t)dt
seklindedir (Katugampola, 2014).

Tamim 3.4 (Caputo-Fabrizio Kesirli Integrali): ( € L(v,n), v < z < n olsun. Bu

durumda, o € [0,1] olmak iizere «. mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli

integralleri ,
P10 (30) =~ %0 (a) + =2 3
(571°C) (3) = B(Q)C( )+Ba>w/§(t)dt > 1)
Fra il 1l -« e /
(“FI;C) () = B )C(%)+B—a)%/§(t)dt %<

olarak tammlamir. Burada B(a) > 0 normallestirme fonksiyonu olup B(0) = B(1) = 1
seklindedir. (Caputo and Fabrizio, 2015).

Tanim 3.5 % : [a,b] — R pozitif, monoton ve artan iki fonksiyon ve h' (§) fonksiyonu [a, b]
lizerinde siirekli tiirevlenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonunun [a, b] kapali araliginda

h fonksiyonuna bagl o > 0 mertebeden 12, ,w (x) ve Ii",w (x) kesirli integralleri sirastyla

1 TR () w(9) e
0w (z) = F(@)/a e —h(a)]“adé’ > (3.3)
oL ROl
L ww(x) = (o) /z he) —h (w)]l_a do, <b (3.4)

olarak tamimlamir (Samko et al., 1993).

(3.3) ve (3.4) ifadelerinde h(z) = x yazildiginda (3.1) ve (3.2) ifadelerindeki
Riemann-Liouville kesirli integralleri elde edilir. Eger (3.3) ve (3.4) ifadelerinde h(z) = Inx
yazildiginda Hamadard kesirli integrali elde edilir. Sarikaya ve arkadaglari tarafindan 2020

yilinda yapilan genellestirilmis bir kesirli integral operator tanimi asagida verilmistir.

Tamm 3.6 f € Lu,v| oldugunda I,+,f ve I,-,f genellestirilmis kesirli integral

operatorleri asagidaki sekilde tanimlantir:

Lvof (x /¢ (0)ds, x> u, (3.5)

17



heof @)= [ 205 Gya v <o (3.6)
(Sarikaya and Ertugral, 2020).

Burada verilen ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu #,{ > 0 sayilarindan bagimsiz

T, T5T3 > 0 sayilan i¢in asagidaki kosullar1 saglar.

1
/@damo, (3.7)
0
ol <20, s
6 < & igin ¢§(§)<TQ¢9<29), (3.9
1 6 .o o ¢ (€
§§g§21gln %—%‘STM&_M% (3.10)

Eger ¢ (£) £* (o > 0) artan ve % (8 > 0) azalan ise ¢ fonksiyonu (3.7)-(3.10) arasindaki
sartlar1 saglar.
Ni, Chen ve Dong tarafindan 2023 yilinda ortaya konmus ve bu calismada agirlikl

olarak ele alinan integral operatorii asagida verilmistir.

Tamm 3.7 (Genellestirilmis Kesirli Integral Operatirii) h. : [a,b] — R artan, negatif
olmayan monoton ve siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. o fonksiyonu (3.7)-(3.10)
sartlariu sagliyor ve w : [a,b] — R pozitif ve integrallenebilir bir fonksiyon ise w

fonksiyonunun h fonksiyonuna bagli o« > O mertebeden kesirli integralleri

o

1 [Tolha) — b)),
b Tignte) = ey | D O)-hia) = ) () x>(:,“)

ve

Elle)

“lw()ds, x<b (3.12)

bt ) = s [ T ). 16) - i)

olarak tamimlamir (Ni et al., 2023).

Yukarida verilen genel operator, bazi 6zel kosullar altinda asagidaki 6zel durumlara
indirgenir.
* (1) Eger (3.11) ve (3.12) ifadelerinde h (§) = 0 () = § ve & = k = 1 yazilirsa

asagida gosterildigi gibi Riemann integrali elde edilir:

I+ f(x) :/zf(é)dé, x> a,
1

8



b
]bf(x):/f(é)dé, x<b

*(2) Eger (3.11) ve (3.12) ifadelerinde o (§) = h(d) = ¢ ve k = 1 yazilirsa Tanim

3.1 ifadesi elde edilir.
*(3) Eger (3.11) ve 3.12) ifadelerinde o (0) = h (§) = 0 yazilirsa agagida gosterildigi

gibi k-Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir:

Iflﬂkf(x):ﬁ(a)/a (x—0) L f(0)dd x> a,

1 b a_q

a = — )k
Iaf (@) = o B / G—a2) 7 f(5)ds x<b.
*(4) Eger (3.11) ve (3.12) ifadelerinde h (§) = § ve a = k = 1,yazilirsa Tamim 3.6

ifadesi elde edilir.
%(5) Eger (3.11) ve (3.12) ifadelerinde 1 () = §ve o = k = 1 ve o (8) = 2e(~'59)

yazilirsa « € (0, 1) igin asagida gosterildigi gibi iistel ¢ekirdekli kesirli integral elde edilir.

ITf(x) = é/w e<_1?7a($_6))f (0)ds, x> a,

1 z l—«
i) =~ / e(TE0-0) £ (5)ds, x <,
*(6) Eger (3.11) ve (3.12) ifadelerinde k£ = 1 ve o (§) = J yazilirsa Tanim 3.5 ifadesi

elde edilir.
*(7) Eger (3.11) ve (3.12) ifadelerinde k£ = 1, ve ¢ (9) , h(5) = In 0 yazilirsa asagida

gosterildigi gibi Hadamard kesirli integrali elde edilir.

alio f () = ﬁ /x(ln:c - lné)o‘l@dé, x> a,

b
aliinf(x) = ﬁ/ (Iné — lna:)a_I@d& x <b.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, (3.11) ve (3.12)’de verilen yeni genellestirilmis kesirli integral

operatorii kullanilarak yeni lemmalar ve teoremler elde edilmistir.

4.1. Chebyshev Tipli Bulgular

Bu boliimde, (3.11) ve (3.12)’de verilen yeni genellestirilmis kesirli integral

operatorii kullanilarak Chebysheyv tipli integral esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 4.1 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon

olsun. u,v:[a, b] — RT iki fonksiyon olmak iizere o, k > 0 icin asagidaki esitsizlik gecerlidir

(o1 L) (2) (o4 Tigvf 9) () + (o4 Tip) (2) (5 Ty f 9) ()
> (o Inouf) (@) (G4 Iipvg) (2) + (5 v f) (@) (5 Thpug) (o). 4.1)
Ispat f ve g, [a,b] kapal araliginda tanimli, senkronize fonksiyonlar oldugundan (7, p) €
[a, b]? icin
(f(r) = f(p)(g(T) = g(p)) = O (4.2)

esitsizligi gecerlidir. Buradan

F(m)g(r)+ f(p)glp) = f(m)g(p) + f(p)g(T) (4.3)

yazilabilir. h : [a,b] — R artan ve negatif olmayan fonksiyonu ve (3.7)’dan (3.10)’ya kadar
olan sartlar1 saglayan o fonksiyonu kullanilarak «, & > 0 igin (4.3) ifadesinin her iki yani

v(T) ml(a) ”(hhéj;):hh(g))h' (7)(h(x) — h(7))%* ! ile arpilir ve elde edilen ifadenin 7’ya gore

a’dan x’e kadar integrali alinirsa

CIroofg) (@) + f(p)gle) L) (@) = g(p) EoIv ) (@) + fp)Elmvg)(z)  (4.4)

elde edilir. (4.4) ifadesinin her iki yam u(p) iy ZHESH ALY (p) (h(x) — h(p))E le

carpilir ve elde edilen ifadenin p’ya gore a’dan z’e kadar integrali alinirsa
(o T ) (@) (as I f 9) (@) + oy Iiov) (2) (e Lipuf ) ()
> (o Dhowf) (@) (p Tipvg) (@) + (o Tigv ) (@) oy Thpug) (@) (4.5)
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bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon
olsun. u,v,w:[a,b] — RT olmak iizere iic siirekli fonksiyon oldugu durumda o, k > 0 icin

asagidaki egitsizlik gecerlidir

25 Iy w) () (s I v) (@) (o Ly wf9) () + (G I w) (2) (o T W) (2) (5 175 v £ 9) ()
(o V) (@) (G diow) (@) (o Iiufg) ()
> a+]ho 513 ( a+]havf a+]l?aW9)<w) + (§+I}?O—Wf)(@(24-130"9)(33))

+ar T V) (@) (4 oo (@) (Lo wg) (@) + (oW ) () (o Ty ug) (@) -

(4.6)
Ispat Lemma 4.1 ifadesinde u = v, v = w yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.
(o T V) (@) Gy Tio W 9) (@) + (o T W) (2) (G I, v F 9) ()
> (o T V(@) @y g W) (@) + (o TioW ) (@) (o g v) ()
4.7)
(4.7) ifadesinin her iki yam (¥, I} u)(z) ¢arpilirsa
(Z+I}C:UU) (I’) ((Ia€+]f?gv(x)) (];—‘,-If?(rwfg) (‘I) + (];—&—IF?O'W) (x)(];—i-‘[fc;ovfg) (ZB))
> (o o W)(@) (o Lo v ) (@) (Lo wg) (@) + (o T W) (@) (4 T ve) (7))
(4.8)
bulunur. Lemma 4.1 ifadesinde © = u, v = w yazilirsa
(o Tho W) (@) (o oW f9) (2) + (61 T W) (2) (o L u fg) ()
> (a4 Zno0 ) (@) (o T Wg) (2) + (s oW ) (2) (a4 Tiuig) (2)
4.9)
elde edilir. (4.9) ifadesinin her iki yam (¥, I;* v)(x) carpilirsa
(axThov)(@) (o Tho W) (@) (o T W f9) () + (ay Tig W) (@) (ay Trouif 9) ()
> (o IoV)(@) (G Tnowf) (@) (e o wg) (@) + (o T W) (@) (4 Tipug) (2))
(4.10)
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bulunur. (4.8) ve (4.10) ifadelerini toplayarak (4.6) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis

olur.

Lemma 4.2 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon
olsun. u,v:[a,b] — RY siirekli iki fonksiyon olmak iizere o,k > 0 icin asagidaki esitsizlik

gecerlidir

(ot L) (@) (G2 Iizv f9) (@) + (G Iizv) (@) (G T uf9) ()

> (i Liauf) (@) (2 Tavg) (@) + (2 e o ) (2) (G I ug) (). (4.11)

ispat o,k > 0igin (4.3) ifadesinin her iki yam v () -t SO MO (7) () () B2
°2

carpilir ve elde edilen ifadenin 7’ya gore a’dan x’e integrali alinirsa

(2 I2ufg)(z) + (F(p).g9(p) (2 I72v)(2)

> g(p) (2 I2vf) (@) + f(p) (2 Ip2vg) () (4.12)

elde edilir. (4.12) ifadesinin her iki yan1 u(p) rkl( )U(hh((m)):hh((p’;))h'(p)(h(x) — h(p))%_l
11 gy (01 T

carpilir ve elde edilen ifadenin p’ya gore a’dan z’e integrali alinirsa
(v f o) @) G w) (@) + GLIE0) (@) G T ufg) (@)

> (2 Iav ) (@) G Iiug) (@) + (G Iizvg) (@) G I f) (x) (4.13)
bulunur. Boylece (4.11) elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.2 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon
olsun. u,v,w:[a,b] — R7 ii¢ siirekli fonksiyon oldugu durumda o,k > 0 icin asagidaki

esitsizlik gecerlidir

(G Thaw) (@) (2 Inzw) () (G Lo v f9) (@)

+2(5 1) (2) (2 2w fa) () + (2 Iaw) () (32 12 v fg) (@)

+( Teufg) (@) (G L) (@) (T2 w) (@) + (G Tiaw) () (32 12v) ()

(G Taw) (@) (A Iy ) (@) (3 Tzwg) (o) + (2 2w ) (@) (3 v g) («))
+( ) (@) (G L f) (@) (3 zwg) (@) + (2 2w ) (2) (3 Iiiag) (x)

I (@) (B Iuf) @) (2 Ivg) () + (3w ) () (L Iiug) (@) (4.14)

v
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Ispat Lemma 4.2 ifadesinde v = v, v = w yazilirsa

L) (@) (2 Iz w fg) (@) + (3 Iz w) (2) G v £g) ()

> (v (@) G zwe) (@) + (2 Lizw f) (2) (G I va) (2) (4.15)

bulunur. (4.15) ifadesinin her iki yani (*} I} u)(z) garpilirsa

(ot g w) (@) (G Lo v) (@) G Ipaw f9) () + (G Iaw) (@) G Trav fg) ()

> (i) (@) (G v ) (@) G2 zwe) (@) + (2 e w f)(@) (G T ve) (@)

(4.16)
elde edilir. Lemma 4.2 ifadesinde v = u, v = w yazilirsa
(o) () G2 Taw f) (2) + (G2 Lpaw) () (G Trgu fg) ()
> (L Iuf) @) (I we) @) + (2 IEw ) @) (L [ug) @), @17)

bulunur. (4.17) ifadesinin her iki yan1 (’;L 1" v)(x) carpilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir

FLrv) (@) (G Ia) (@) (2 Izw o) () + (2 I2w) () (ML Iiufe) (x))
> Mnav)(@) (CLnaf) (@) (B zwe)(x) + (B Izw f) () (B Tiiug) (x)) .

(4.18)

(4.18) ifadesinde v yerine w ve w yerine v yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir

F1rraw) (@) (B Lw) (@) (B ev o) () + (B Iev) () (BL Iu fg) (2)
> (I Inw) (@) (G Imaf) (@) (2 Izvg) (@) + (R I f) () (5 Itug) (x))

(4.19)
(4.16), (4.18) ve (4.19) ifadelerini toplayarak (4.14) elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon
olsun. u,z:[a,b] — RY iki siirekli fonksiyon olmak iizere o,k > 0 icin asagidaki esitsizlik

gecerlidir

(B Itufg2) () (3 Inzu) () + (3 I2ufg2) () (3 Tvw) (@

+(L I fg) (@) (2 Inzuz) (2) + (B 12ufg) () (A Iuz) (x)
> (MLInufz) (@) (2 I2ug)(x) + (2 I2ufz) (@) (4 Tntug) (x)

(b Imug2) () (2 L2u f) (2) + (3 i2uge) (o) (h fbu f) (). (420)
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Ispat f ve g fonksiyonlari [a, b] kapal araliginda iki senkronize fonksiyon ve u,z:[a, b] —

R iki siirekli fonksiyon oldugundan her (7, p) € [a, b]” icin asagidaki esitsizlik gecerlidir
(f(r) = f(p)(g(7) = g(p))(2(7) + 2(p)) = 0. (4.21)

Bu esitsizlikten

2(7) f(m)g(r) + 2(1) f(p)g(p) + 2(p) f(T)g(T) + 2(p) f(p)g(p)
> 2(1)f(1)g(p) + 2(7) f(p)g(T) + z(p) f(T)g(p) + z(p) f(p)g(T).  (4.22)

&1

bulunur. (4.22) ifadesinin her iki yam u(7) - rkl o) Uglh((z)):hh((?) W (7)(h(z)—h(r))" " carpihr
10k, (a1 T T

ve elde edilen ifadenin 7’ya gore a’dan z’e integrali alinirsa

(ot Iy uf92) (@) + [(p)g(p) (1 Tiauz) ()
+2(p) (A Iufg) (@) + 2(p) f(p)g(p) G Taw) ()

> g(p) G Lmuf2)(x) + f(p) (Gt Tiug?) (z) (4.23)
+2(0)g(p) G Tntuf) (@) + 2(p) f(p) G Inbug) ().

a2_1

elde edilir. (4.23) ifadesinin her iki yant u(p) iy S ELR () (h(w) — h(p)) ™
°2

carpilir ve elde edilen ifadenin p’ya gore a’dan x’e integrali alinirsa

(T foo) @) (4 T2u) (@) + (S T2ufo) () (S Tun) (@) (424)
(

o) B Iufg) (@) + (B2 I2ufgz) (M I w) (o)

—l—(]:if,‘fguz) (
k

> (3 hug) (@) (G figuf2) (@) + G Lz f) (@) (G Liaug2) ()
) (

(32 Inzugz) () (G L f) () + G Inzuf2) (2) (3 Tnaug) ()

bulunur. (4.20) ifadesi elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 4.4 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki integrallenebilir fonksiyon olsun. u:[a,b] — RT

stirekli fonksiyon olmak iizere o, k > 0 icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

L rpuf®) (@) (2 Izu) (2) + G L) () (33 Ti2ug®) (o)
> 20 Ituf) () (2 In2ug)(x), (4.25)
B I f?) (@) (3 I2ug®) () + (2 12w f?) (2) (3 Ttug?) («)

> 200 ufg)(x) (2 I2ufg)(x). (4.26)

lo} a
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Ispat (f(7) — g(p))? > 0 oldugundan her 7, p € [a, b] igin

FA(r)+ g% (p) = 2f(1)g(p) (4.27)

yazilabilir. (4.27) ifadesinin her iki yani u(7) lekl ) ”(hh((xx)):hh((:))) R (7)(h(z) —h(T))%_lu(p)
1
1 a(h(@)=h(p) 3/

X TaTry(02) (@) —h(p)

T’ya ve p’ya gore a’dan z’e integrali alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir

(p)(h(x)—h(p)) % le carpilir ve elde edilen ifadenin sirasiyla

(e @) (B 0@ + ()@ ) @) @28)
> 2 I f) () (32 L2ug) (@),
Boylece (4.25) ifadesi elde edilmis olur. Ote yandan ( f(7)g(p)—f(p)g(7))? > 0 oldugundan
her 7, p € [a, b] i¢in
FA()g*(p) + f2(p)g*(1) = 2f(1)g(7) f(p)g(p) (4.29)
yazilabilir. (4.29) ifadesinin her iki yan1 u(7) klrki ey U(h’”zgpx)):hfz(:))) W (7)(h(z) _h(T)):Tl’lu(p)
1 o(h(z)=h(p

X Falry(@2)  h(@)=h(p)

T’ya ve p’ya gore a’dan z’e integrali alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir

D1/ (p)(h(z)—h( p))%_1 carpilir ve elde edilen ifadenin sirasiyla

( Tpuf?) (@) (2 Ip2ug®) () + (2 Izuf?) (@) G Lpug®) () (4.30)
> 28 Iitufg)(x) (3 I2ufg)(x).

Boylece (4.26) ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

4.2. Griiss Tipli Bulgular

Bu boliimde, (3.11) ve (3.12)’de verilen yeni genellestirilmis kesirli integral

operatorii kullanilarak Griiss tipli integral esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 4.5 f ,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif ,integrallenebilir ve her x € la,b],
(1)1, q)g, \Ifl, ‘1/2 € R lgm

Q) < fx) < Dyve ¥y < g(x) < Wy
kosulunu saglayan fonksiyon olsun. u,v:[a,b] — R iki siirekli fonksiyon olmak iizere o, k >
0 icin asagidaki esitsizlik gecerlidir

(1 Iptu) (@) (2 I2ofg) () + (2 I2o) () (B Ttufg) (x)
—(M I f) () (2 12vg) (x) — (2 12o f) (2) (5 T ug) (2)
< (B nu) (o) (2 12e) (2) (9o 1) (W — Uy). (4.31)
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Ispat Z(7, p) fonksiyonu her 7, p € [a, b] icin asagidaki gibi tanimlansin

Z(1p) = (f(1) = f(p))(g(T) = 9(p)). (4.32)

(4.32) ifadesinin her iki yam (1) -t s SRV (1) (h(2) — h(r)) 5 u(p)

X kzpki (@) "(h"(g’;)_‘h’l(ﬁ,’;” B (p)(h(z)—h(p)) i ! carpilir ve elde edilen ifadenin sirasiyla

7 ve p’ya gore a’dan x’e integrali alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir
o(h(z) = h(7)), o g
h h —h k1
// k’lrkl o) h(o) = h(r) (7)(h(x) — h(T))

(

L olh(x) = h(p)), o

T ton) hi) —hip) " (P)(h() = hip))= T Z (T, p)drdp
(5

= (B Ipa)(@) (2 I fg) (o) + (3 I2o) (@) (3 [ fg) ()
(1 I ) (@) (B2 Izog) () — (2 20 f) @) (3 Iug) (). (4.33)

xv(p)

(2.5) ifadesindeki kosula gore her 7, p € [a, b] icin agagidaki esitsizlik yazilabilir

1Z(7,p)| = [(f(7) = f(p)I(9(T) — g(p)] < (P2—P1)(¥a — V). (4.34)
(4.34) ifadesi (4.33) ifadesinde kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

(o4 L w) (@) G2 Iev f9) (@) + (G Lnao) (@) (G g fg) ()
~ (et I uf) (@) (2 Iizog) (@) = (2 Lo f) (@) (G I ug) (x)

o(h(z) — h(r)) .
= / / kﬂ“kl @) h(z) — h(r) h(7)
e pnse 1 alh(a) — h(p))
(h(z) = (7)) <p>k2rk2<a2> h(x) — h(p)
<N () ) = o) (7. ) drdy
< / / LMD B 2) () — nr) o)

klrkl 1) h(z) — h(r)

o(h(x) — h(p)) o2y o
k‘gl—‘kz( 2)  h(z) — h(p) h(ﬂ)(h(u@)—h(P)) (Po®y)(Wy — Wy)drdp

= () (@) (G2 Ipav) (@) (Do @) (W — W),

(4.35)
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.6 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif, integrallenebilir ve (2.11) kosulunu

saglayan fonksiyon olsun. wu,v:[a,b] — RT iki siirekli fonksiyon olmak iizere o,k > 0
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icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

ML) () (2 L2 fg) (@) + (2 120) (@) (B It ufg) (x)
—(Iuf) () (B2 I2ug) (2) — (R Iz f) (@) (B Itug) (@)
< ML) (o) (2 I2eg?) () + (2 120) () (B T ug?) (2)

)
=2t [iaug) (@) (2 Lhavg) (@)). (4.36)
Ispat (2.11) ifadesindeki kosula gére her 7, p € [a, b] i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir.

[(f(T) = f(p)] < M|(g(T) —g(p)|- (4.37)

(4.32) ve (4.37) ifadelerinden asagidaki esitsizlik gecerlidir.

1Z(7,p)| = |(f(7) = f(p)] |(9(7) = g(p)| < M(g(7) = g(p))*. (4.38)

(4.38) ifadesi (4.33) ifadesinde yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

oz 1 o(h(x) — h(7)) ./ ey
a/a/u T> klrkl(al) h(:):’) _ h(T) h (T)(h(x) - h(T)) U(p)
1 o(i@) = hip), o2
) kol'k,(an) h(x) — h(p) h (p)(h(z) = h(p)) |Z (7, p)| drdp
¢ 1 o(h(x) — h(r)) ./ ey
: a//”<T e (0n) hiz) —h(r) " (1) (h(x) — h(T))5 "v(p)

“TaTi(aa) h(z) — hlp
= M (I () (2 12002 (2) + (2 1220 (@) (M I ug?) (2) — 20 I ug) () (32 I2ug) ()

(4.39)
Boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.7 f ,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif, integrallenebilir ve Ly, Ly sabitleriyle
Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyon olsun. u,v:[a,b] — R iki siirekli fonksiyon olmak

iizere asagidaki esitsizlik gecerlidir.

(e Trgu) (@) (G2 Lzv fg) (@) + (2 Tngv) (@) (1 Tiguf9) (x)
~ (ot Liguf) (@) (2 Ihavg) (@) — (2 e v ) (@) (G T ug) (x)
< LiLy (G L) () (G2 Thpvi®) (@) + (3 Thoo) () (G Tgwi®) () — 2 Tigud) () (32 Tngvi) (x)

(4.40)
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Ispat Teorem 4.7 ifadesindeki kosuldan her 7, p € [a, b] i¢in asagidaki esitsizlikler gecerlidir

~
—~
2
|
~
—
S
=
N

Li|m—pl (4.41)

l9(7) —g(p)] < La|m —pl

ki buradan

1Z(m, p)| = 1£(7) = f(p)] lg() — g(p)| < LaLa(T — p)? (4.42)

yazilabilir. (4.42) ifadesi (4.33) ifadesinde yerine yazilirsa

/ / kll“k (ay) U%ﬁ)__h}‘(g) )h’(f)(h(:z:) — h(r))E Lu(p)
S k?QFk (ag) Uglfzgv))—_hh((pp))) h/(p)(h(x) —h(p))*= " |Z(7,p)|drdp
Tz 1 o(h(l’) — h(T)) , r %_1
] / / (e a() —hr) DO TR )
8 kQFkl(Cm) U(fzg) _:((p))) z (p)(n(z) = h<p))%_1[’1[’2(7 - p)2d7'dp
= Ll () )2 207)(0) (0520 @) (G i) ) — 20 T () (2 2000 )

(4.43)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.8 [ ,g:[a,b] — R iki pozitif, integrallenebilir ve f' € LP [a,b], g € L%]a, D]
kosulunu saglayan fonksiyon olsun. u,v:[a,b] — R™ iki siirekli fonksiyon olsun. p,q,r >1,
1/p+1/p' =1, 1/q+1/q = 1ve 1/r + 1/v' = 1 sartlari altnda o, k > 0 igin asagidaki
esitsizlik gecerlidir

2|t T w) (@) (G Tiguf 9) (2) — (G Iiguf) (2) G Tigug) ()]

< 1ol / / Nt =M () — () )
L o(h@) = MO by ) — n(o)) B e — plw o drdp.

klrkl(al) h(x) — h(p)
(4.44)

Ispat (4.32) ifadesi u(r) ;7! oy SR M ()
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LI o(h(z)—h ’ f
x(h(x) = h(r) & ulp) e T (p) (h(a) — h(p)) ™~ ile carpilir ve
elde edilen ifadenin sirasiyla 7 ve p’ya gore a’dan x’e integrali alimirsa asagidaki esitlik

gecerlidir.

/ / “w M: (o) Uszh(g:x) hfz(:)))h/(ﬂ(hm_h(”)zi_l“@)

)

L1 olh@)—h(p)
FiT(n) () — h(p)

— 2 (B I (o) (B Iufg) () — (I ) (@) (5 I ug) ()

OD 1y () () — h(0)) B2 (7, p)rdp

(4.45)

(4.32) ifadesinden her 7, p € [a, b] i¢in asagidaki esitlik elde edilir.

(1,p) //f V)dOdy. (4.46)

Holder esitsizligini kullanarak

(F() = F(p) < |7 = p|®

o\ [vora
p

(4.47)

[ 1@ a] ve o) = 966 < I~

yazilabilir. (4.47) ifadesi (4.46) ifadesinde yerine yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

/Lﬂ@?wr
P

(4.48) ifadesi (4.45) ifadesinde yerine yazilirsa agagidaki esitsizlik bulunur.

/ 9)|qd9‘q . (4.48)

1Z(r,p)| < |7 — pl7tT

2‘ Gty (@) (G It fg) () — G Imtuf) () G Iitug) (o)
1 o(h(z) — h(T)) .
//u T e () h(x) = h(7) (T)(h(x) — h(T)) (p)
1 olh(z) = h(p)), L
anfkl(al) h(x ) h(p) W (p) (h(x) _h(P)) = plp
/ |f'(0 |pd6" ' |9’(9)|qd0‘ ! drdp . (4.49)
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(4.49) ifadesine Holder integral esitsizligi uygulanarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

2| ) (@) G I uf 9) () = G Lpauf ) (@) (G Tgug) ()]

o)) ”2’zi€l‘h’25§>>h’<r><h<x> - hm)ﬁ‘lu(p)

==

v , ap _
Samo) 2’229_&2’% ()(h(x) = h{p) " " drdy
1
J ) et “;’zgg’zg))h'@xh@) — h(r) 5 ulp)
X aa o
X i () (h(x) = k() " drdp
(4.50)
Ote yandan
. 1
) o
[irera)” < i @s1)
p
o < 1ol
esitsizlikleri yardimiyla (4.50) ifadesi asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.
2| (33 Liaw) (@) (Ll 9) (@) = ( Lguf ) (@) (3 Iisug) ()] (4.52)

=

1715 J J () e S (M)(A() = (D) up)

L e il >h< )(h(x) = h(p)) 5" |7 — pl ¥ drdyp

X FiTh, (1) h@)—h(p)

o(h(x / o1
/Il ff klrk (1) gz((x)) h}t(r)))h (7)(h(z) — h(7)) ™ " u(p)

Ly SRR () () = h(p) B " 7 = pl drdp

X FiTr, (1) A(@)—h(p)

= Wl [ o0 T MOy ey

1Tk, ()

a a

o L olh(z) = h(p)), . g1y
Filk, (a1) h(z) — h(p)

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.9 [ ,g:[a,b] — R iki pozitifintegrallenebilir ve f' € LP [a,b], ¢ € L%]a, D]
kosulunu saglayan fonksiyon olsun. u,v:[a,b] — RT iki siirekli fonksiyon olsun. p,q,r >1,

1/p+1/p’ = 1,1/q+1/q = 1ve 1/r + 1/r' = 1 sartlart altinda o, k > 0 icin asagidaki
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esitsizlik gecerlidir

(o L) () G2 Lzv f o) (@) + (2 Tnao) () (3 g fg) (x)
~(at T f) (@) (33 navg) (2) — ('“21“2 ()G Ipug) (@)

(@
< 1ol / / T ] A (1) 0(a) — i)

o(h(x) = h(p)) . a
k2rk2<a2> o =y (@) = () = pfs yamdp

xuv(p)

(4.53)

Ispat (4.48) ifadesi (4.35) ifadesinde yerine yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

(g (@) (2 Lzv o) (@) + (2 Ipov) (@) (G T uf ) (x)
~ (et T uf) (@) (G2 Iizvg) (@) = (G Iigvf) (@) (G Thgug) (x)

/ / T ))__h}iiﬂ))h’mm(as)—h<T>>‘zi—1U(p> L olh(z) — h(p))

/ (O db

(4.54) ifadesine Holder esitsizligi uygulanarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

xh (p)(h(x) = h(p)) s " |r — p|o e

/ lg' (6 \qu‘ drdp.
(4.54)

) (@) (B2 I2o fg) (@) + B2 I2o) (@) (L I fg) ()
—(Ituf) (@) (2 I2ug) () — (2120 f) () (5 Itug) ()

ay 1

1 o(h(e) — h(r)),. N
{ / / U e i (V@) = ) o) s

1

/T FO)P de"’ dep] T
p

o 1 o(h(z) - k(1)) ., ey 1
X |://U(T) klrkl (al) h(x) — h(T) h (T)(h(.f(]) - h(T)) ’U(,O) kQFkZ(CXQ)

/ |g'<e>|‘*de\ i dfdp]
p

(4.55)

o(h(z) — h(p)), Tt
X Th(e) —h(p) h (p)(h(z) = h(p))*= " |7 = p|

(p)(h(x) = h(p)) 2 |r = plo e
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(4.51) ifadesi kullanilarak (4.55) ifadesi yeniden yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

(2 D) (@) G Iz o fo) (@) + (A Ts0) (@) (G Iy uf o) (x)
—G i uf) (@) G IRvg) (w) = GRIv ) (2) G T ug) ()

T o(h(x)—h(T / -1 o(h(x)—h
1o [ [ o) mmsy e (1) (k) = )& 0 0) iy g

’ o2 1,1
< (p) () — () B~ r — ol drdp

1
r

1

r!

Falr (@1)  h(@)—h(r)

xh'(p)(h(z) — h(p)

kT, (a2)  h(z)—h(p)

19 llq [ [ w(r) s SRR ) (1) () — h(7)) B 0(p) s Zlz)=hle))

)
= 1ol [ [ 0 T S (o) — )
1

(x) = h(r)

o(h(x) = hip)) . o
FaTi(az) h(x) — h(p)

xv(p)

Boylece ispat tamamlanmis olur.
Lemma 4.3 [ :[a,b] — R integrallenebilir ve her x € [a,b] , 1, Py € R icin
P < fz) < Py

kosulunu saglayan fonksiyon olsun. u:[a,b] — R siirekli bir fonksiyon oldugunda o, k > 0

icin asagidaki esitlik gecerlidir

(B () (" I f?) () — (LI f) (2)) (4.57)
= (DM Iptu)(x) — (LIt f) (@) (CLItuf) (z) — 15 Itu) ()

— (B Iu) (2) (B I u(@y — f)(f — @1))(2).

Ispat Her z € [a,0] igin f, ®; < f(x) < ®, kosulunu saglayan integrallenebilir bir

fonksiyon olduguna gore her p, 7 € [a, b] igin agagidaki esitlik gegerlidir

(P2 = f(P)(f(T) = P1) + (P2 — f(7))(f(p) — P1)
— (@ — f(7))(f(7) = 1) — (D2 — f(p))(f(p) — D1) (4.58)
= fA)+ fPp) —2f(p) f (7).

o1

(4.58) ifadesinin her iki yant u(p) s “ S () (B(x) —h(p)) B garpilir ve elde
e z
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edilen ifadenin p’ya gore a’dan z’e integrali alinirsa asagidaki esitlik elde edilir.

(f(r) = ®1) (@22 Tpu) () — (LIt f) () + (@2 — FO)(( Tpuf) (@)
=01 (1 Ippu) () — (Do — F())(f (1) = @) Tpu) (@) — (2 Tisu(®a — £)(f — 1)) ()
= AT aw) (@) + G Iiguf?) () = 2f (1) (G T uf) ().
(4.59)

(4.59) ifadesinin her iki yan1 u(7) lcll"kl ) ”%}E%):h}}%)) R (1) (h(z)— h(r))%fl carpilir ve elde

edilen ifadenin7’ya gore a’dan x’e integrali alinirsa agagidaki esitlik elde edilir

(G Tiguf) (@) = @1 (G Tgu) (@) (P2Gh Tigw) (2) = G T uf)(x))

+ (P2t Lgw)(2) — (G Liguf) (@) (G Lauf) (@) — 1 (G L) (2))

= (T u(®2 = f)(f = @1)) (@) (G Lnpu) () = G Tgw) (@) (G Lrau(®2 — F)(f = 1)) (2)

(o Lrgwf?) (@) G g ) () + (G Ligu) (@) (G Ligwf?) () — 23 Tgwf) () (G g f ) (),

(4.60)
Boylece (4.57) ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanmisg olur.
Teorem 4.10 f, g :[a,b] — R integrallenebilir ve ve her x € |a,b], @1, Py, ¥, Uy € R icin
O < fz) < Pyve Uy < gx) < Uy

kosulunu saglayan fonksiyonlar olsun. wu:[a,b] — R siirekli bir fonksiyon oldugunda

asagidaki egitsizlik gecerlidir

|G L) () (G T fg) (@) — (G T ) (@) (G Iigug) ()]
1

1 (@2 = (W = W) (1 u) (@)

VAN

(4.61)

Ispat (4.32) ifadesinin her iki yan1 u(7) T ) Uglh(%)_ h((:))) B (7)
1

_h
x () = ()R o)y i 1 () () = ()R dle carpilr ve

elde edilen ifadenin sirasiyla 7 ve p’ya gore a’dan z’e integrali alinirsa asagidaki esitlik

gecerlidir

x 1 a(h(x) - h(T)) , %_1
a/a/u(T) kD, (1) h(z) — h(T) h (T)(h(x) — h(T)) u(p)
1 )

TUE) = MOD) () () — o) B 27, o)y (462)

() = (G Ipguf) (@) (G T ug) (@) -
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Cift katl integrale Cauchy-Schwartz integral esitsizligi uygulandiginda asagidaki esitlik elde

edilir
- 2

«

J ] o) gy S (1) () = h(r) B u(p)
X 1

i WA () () — h(p)) B Z(r, p)drdp

j f“(” o SR (7) (W) — h(r) R ()
X oy SO g (o) () — ()5 (F(7) = £(p))?drdp
« { f f u(T) iy e (D) = h(r) B u(p)
X iy e h L () () — h(p)) B (g(r) — g(p)Pdrdp
= (B (@) (L) (@) — (LI f)())?)
x (5 Iy (2) (3 Tiug?) () — (B Tug) (2))?)

(Py — f(7))(f(T)— ®1) > 0 ve (Vg — g(7))(g(7) — ¥y) > 0 esitsizliklerinden asagidaki

IN

(4.63)

esitsizlik gecerlidir
(et Irgw) (2) G T (@2 = F)(f = 1)) (@)
(3 Inpw) (2) (3 Ldu(Wy — g)(g — 01))(2) > 0.
Buradan (4.64) ve Lemma 4.3 yardimiyla asagidaki esitsizlik gecerlidir
(5 L) (@) (i L) (@) = (2 Tef) (@)’ (4.65)

< (@B Ity () — G L) () (CLIuf) (z) — &y (B Idu)(2)

v

0, (4.64)

(u+ Lraw) (@) G Tigug®) (2) — (G Ligug)(2))? (4.66)
< (Lot L) (2) — (G Iigug) (@) (G Lnpug) (x) — (G Iigu)(x)) -

(4.62), (4.63), (4.65) ve (4.66) birlestirilerek asagidaki esitsizlik elde edilir

(2 L) (@) (B Irufg) (@) — (B Izuf) (@) (4 Itug) (@)’ (4.67)

< (Do Trpu)(2) = G Iipuf) (@) (A Ippuf) (@) — @1 (L Lau)(2))

% (U5 I (@) — (L Iidug) () (3 Tibug) (@) — W1 (L Iu)(2))
(4.67) ve her x,y € R igin 4oy < (r + y)? esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizlik elde
edilir
4Py Iigu) (@) — (i Tguf ) (@) (G Lnguf) () — 1L ) () (4.68)
(2 = @) Tigw) ()
4 (Wa (G ) (@) — G Ligug)(2)) (G Ligug) (@) — Ui (G L) (2)) - (4.69)

< (W — W) (LI ()"

IA
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(4.67)-(4.69) ifadelerinden (4.61) ifadesini elde ederiz ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemmad4.4 [ ,g:[a,b] — R olmak iizere iki pozitif , integrallenebilir fonksiyon olsun.
u,v:]a, b] — R iki siirekli fonksiyon olmak iizere o, k > 0 icin asagidaki egitsizlik gecerlidir

(g (@) (G2 Lzv f9) (@) + (2 Tngv) (@) (i Tiguf9) (x)

~ (ot Lnguf) (2) (2 Ihavg) (@) = (2 e v ) (@) Gl T ug) (x)
< (GHaew (@) G Iz f*) (@) + G o) (@) G lauf?) (@) — 23 Lguf) (2) (33 Thzv.f) (x)
< (G e w) (@) (G2 Ihavg®) (@) + (2 Lzv) (@) (G I ug®) () — 234 Tiaug) (2) (32 Ii2vg) ()

(4.70)

Ispat (4.33) ifadesinde cift katli integrale Cauchy-Schwartz integral esitsizligi uygulandiginda

(4.70) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 4.5 [ :[a,b] — R integrallenebilir fonksiyon olsun. wu,v:la,b] — RT iki siirekli

fonksiyon oldugunda asagidaki esitlik gecerlidir

(I () (3 2o f2) (@) + (2 L20) () G I f?) (@) = 203 Tt f) (2) (2 I2o f) («)
= (D21 Tipu)(2) = G Iipuf)()) (2 Inzvf) (@) — @12 [2v) (x))
— (3 L) () (32 20 (@ — f)(f — ®1))(2)
+ (G muf)(x) = @11 Igu) (@) (@32 izv) (2) — (2 Izvf)(x))
— (2 L2o)(2) (G Tiau(®a — f)(f = ®1)) ().

4.71)

Ispat (4.59) ifadesinin her iki yan1 v(7) kzl“kl ) ”(hh(gf))__hh((:))) B (1) (h(z) — h(7-))%§_1 carpilir

ve elde edilen ifadenin 7’ya gore a’dan x’e integrali alinirsa agagidaki esitlik gecerlidir

(G2 ozv ) (@) = @13 Izv) (@) (@24 g (@) — G I uf) ()
—(B L) () (B I2o(®y — £)(f — ®1))(2)
+ (@232 Iizv)(2) — (G2 zvf) (@) (G fawf) (@) — @1 [ w) (2))
— (2 I20) (@) (G I u(@s = F)(f — 1)) (@)
= () (@) 2o f?) (@) + G2 Ipzo) (@) (2 I f?) (@) = 204 Ltuf) () (2 2o f) (@),

4.72)

Boylece (4.71) ifadesine esit oldugundan ispat tamamlanmig olur.
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Teorem 4.11 f,g:[a,b] — R pozitif, integrallenebilir ve her x € [a,b], 1, Py, V1, Uy € R
icin

Py < fz) < Prve ¥y < g(x) < Uy
kosulunu saglayan fonksiyon olsun. wu,v:[a,b] — R iki siirekli fonksiyon olmak iizere
o, g, ki ko > 0 igin asagidaki egitsizlik gegerlidir

2
(ot Tngw) (@) (2 Trav f9) (@) + (2 Tigv) (2) (G T ufg) (x)

(I f) (@) (2 [2og) (@) — (2 [20f) () (% [iug) ()
< (@ Iu) () — (I @) (2 Izef) () — By (2 120) ()
+(@o(52 Iz0) () — (2 L20 ) (@) (3T f) () — By (BT (2)
(@) 5L Iug) (@) (3 T2vg)(x) — U1 (3 I120) ()
(W 20)() - (3 I0g) @) (G Iug)(@) — Wi (L Iu)())

4.73)

) v
X (W3 Thou
W v

Ispat (®y — f(7))(f(7)— ®1) > 0ve (¥ — g(7))(g(7) — ¥;) > 0 olmak iizere asagidaki

esitsizlik gecerlidir

— (L L) (@) (3 I2o(@y — f)(f — @1)() — (B Lzo) (@) L Imu(®y — f)(f — 1)(x) < 0,
(4.74)

—(t Tew) () G Lz v (P2 — 9) (g — 1)) (@) — (3 1) () G Tiau(Pa — 9) (g — 1)) (x) < 0.

(4.75)

Lemma 4.5 ifadesinde fonksiyon olarak f segildiginde (4.74), g secildiginde (4.75) elde
edilir. Bu ifadeler Lemma 4.4’te kullanarak (4.73) ifadesi elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmus olur.

Teorem 4.12 f :[a, b] — R pozitif ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. u,v:[a,b] — RT
iki siirekli fonksiyon olsun. ®1,®s : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyonlart her t € [a, ]
icin

P, (1) < f(t) < P2(2), (4.76)
oldugunda o, k > 0 icin asagidaki egitsizlik gecerlidir
(o) (@) (3 Lo f) (@) + (2 2o, (@) [ (@)
> (W Ipzo®) (@) (G Iigu®o) (@) + (L Iipuf) (2) (2 Ipzo ) (). 4.77)
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Ispat Her t € [a, ] icin ®,(t) < f(t) < ®4(t) oldugundan her 7, p € [a, b] igin

(©2(7) = f(T))(f(p) = Pa(p)) 2 0 (4.78)

yazilabilir. Yukarida esitsizlik diizenlenirse

(1) f(p) + Pi(p) f(1) = P1(p)Pa(T) + f(7)f(p) (4.79)

elde edilir. (4.79) ifadesinin her iki tarafi u(7) ;- oy LR (7) (h(z) — h(r)) 5~
1
1 o(h@)=h(p) 5

xv(p) KaTr,(@2) hiz)—h(p) (p)(h(z) — h(p))%_1 carpilir ve elde edilen ifadenin

sirastyla 7 ve p’ya gore a’dan z’e integrali alinirsa asagidaki esitsizlik gecgerlidir

(o g u®2) (@) (G2 Lzv ) (@) + (2 oo ®:) () (G T uf ) (2)

> (v ®)(@) (G iu®s) (2) + (G guf) () i hzvf) (@) (4.80)
Boylece (4.77) ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.13 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki integrallenebilir fonksiyon olsun. u,v:[a,b] —
R* iki siirekli fonksiyon olsun. ®1,®,, W1, Uy : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyonlar

oldugunda hert € [a, b] icin

(4.81)

&
&
A
~
=
~—
A
[\
=

Ua(t) < g(t) < Uy(t)

sartlart altinda o, k > 0 icin asagidaki egitsizlikler gecerlidir

(BY) (3t Ly u®2) () (33 Inavg) (2) + (3 Lo W) (2) (G Lo wf ) (@)

> (3 oW (@) (G Ligu®a) (2) + (G I wf) (@) (32 Iizvg) (2),

(B2) (g Liguf) (@) (G2 Lo W) (2) + (2 Tnavg) (2) (1 Tg u®i) (2)

> (2120 (2) (5 Itud ) (2) + (FLItuf) (o) (52 I2ug) (),
(B3) (5, Iiu®y) (z) (2 Ip20Ws) () + (2 Ii2vg) () (L It uf) (x)
> (21200 (2) (5L Ituf) (@) + (FLIuds) (2) (52 I2ug) (),
(B ML I f) (@) (B I2vg) () + (52 1200y (2) (5 It uds ) (@)
> (2 I20g)(2) (5L Itud) (2) + BL I uf) (2) (5 1200y (2).
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Ispat Her ¢ € [a,b] igin ®,(¢)

< f(1) < Dot) ve Wi(2)
T,p € [a,b] igin

< g(t) < Wy(t) oldugundan her

(P2(7) = f(7))(9(p) — ¥1(p)) >0

(4.82)
esitsizligi saglanir. Yukaridaki esitsizlik diizenlendiginde

Do(7)g(p) + Vi(p) f(1) = Vi(p)P2(7) + f(T)g(p), V7,p € [a,b]. (4.83)
bulunur. (4.83) ifadesinin her iki yant u(7)—t— 2@ " (2y (1) — (7)) = L
AT k1l (a1)  h(z)—h(T)
o(h(z)— / o2 _
XV(0) e LK (p) (h() — h(p)) T2~

ile carpilir ve elde edilen ifadenin
sirastyla 7 ve p’ya gore a’dan z’e integrali alinirsa asagidaki esitsizlik gecerlidir.

(o Lngu®2) () (32 hzvg) () + (G2 v W) (2) (G T uf ) (@)

(4.84)
> (B2 I2oW)(0) (L Intu®y) (@) + G ntuf) () (2 I2og) (x).

Bu esitsizlik bize (B1) ifadesini verir. (B2)-(B4) ispatlamak i¢in (B1) ispatindaki yolu
kullanarak

(B3) igin (®5(7) = £(7))(¥a(p)
(B4) igin (f(7) — @1(7))(9(p) — Vi(p)) >

Boylece ispat tamamlanmis olur.

(B2) igin (f(7) = 1(7))(V2(p) = 9(p)) 2 0
)
0 esitsizliklerinden faydalamlabilir.

Lemma 4.6 f :[a,b] — R integrallenebilir ve (4.76) kosulunu saglayan fonksiyon olsun

u,v:[a, b] — R iki siirekli fonksiyon olmak iizere o, k > 0 icin asagidaki esitlik gecerlidir

(g (@) (G2 Tpzo f2) () +

+ (2 Do) (@) G g f?) () = 2 Tgwf) () (32 Iizv f) (@)
= (M Iudy)(z) —

(o Thauf)(@)) (G Ihav (@) — (2 Lizv®i) (@)

~ (ot L (@1 + 2))(2) G 2o f) (@) + (G L) (@) = (G Ligui)(2)) (2 Thav®2) (@)
)+

+ (G L) (@) (32 Thov(@1 + @2) f) ()
ot o v) (@) (G Ligu(®1 + @o) ) () + ('Zifﬁ‘;u@ )(@) (32 Ihzv®s) (2)

(

—(a+

(ot )
+(t e v®0) () G g u®2) () — (G L) (@) (G iz v(@2 = £)(f — 1)) ()
—(a+ (

—(a+

ot T ) () (2 Tav®1®s) () — (2 [iov) (@ )("” Lhgu(®a = [)(f = @1))(2)
o Lo 0) (@) (G g u®y @1) ().

ko ]ag

) = G Inav (@1 + 2)) (2) (G g f) (@
_l’_

(4.85)

Ispat [ :[a,b] — R integrallenebilir ve (4.76) kosulunu saglayan fonksiyon oldugu igin her
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T, p € |a, b] i¢in agagidaki esitlik gegerlidir

(P2(p) = f(P))(f(7) = @1(7)) + (D2(7) — f(7))(f(p) — P1(p)) (4.86)
—(D2(7) = f(T))(f(7) = @u(7)) — (P2(p) — f(p))(f(p) — P1(p))

= fA7)+ F2(p) = 2f () F(7) + (@1(p) + D2(p)) f(7) + (@1(7) + 2(7)) f(p)
—®1(7)P2(p) — 1(p)P2(T) — (P1(7) + Do(7) f(7))

—(@1(p) + P2(p))(f(p) + P2(T)) + P1(p)2(p).

(4.86) ifudesinin her iki yant u(p) gt “HA A (0) (h(r) — h(p) 5" garpilr ve elde
1

edilen ifadenin p’ya gore a’dan z’e integrali ainirsa asagidaki esitlik elde edilir

(f(r) = DTG Lgu2) () = (i Tppuf)(2)) + (G Lnguf) ()

~ (o L u®1) (2))(@2(7) = £(7)) = (D2(7) = F(T))(£(7) = @o (7)) (1 [ w) ()

~(oh Ligu(®2 — f)(f — @1))

= )G (@) + G Lauf?) (@) = 2f (1) G guf) (@) + f(r) (G Lipu(®1 + @2))(2)
@ (T) P (7)) (Gt Tguf) (@) = @1(T) (G T ua) (2) — (@o(7) (31 Tg udy) ()
—(@1(7) + Po(N)) f(7) (G Lgu) () — (G Ig (@1 + @2) ) (2)
(@) + Do(T) (G [ w) (2) + (G Lppu®®1)(2)

(4.87)

(4.87) ifadesinin her iki yan1 v (1) k‘QFkl ) J%’?gt&g” R (1) (h(z)— h(r))(szjf1 carpilir ve elde

edilen ifadenin 7’ya gore a’dan z’e integrali ainirsa asagidaki esitlik elde edilir

(220 f) (@) — (2 Izo®) (@) (L Tu®s) (2) (L Idu f) ()
—(B2120(®y — £)(f — 1)) (2) (1 Titu) (v)
(B2 Iz o®s) () — (2 Lz ) (@) (L Iuf) () — (L Iudy)(x)

— (B Tu(@y — f)(f — @1) (B2 T720) (2)
= (Lzof) (@) ) @) + (2 Izo) (@) (L suf?) (@) — 203 20 f) () (T f) (2)
+(2 2o f) (@) G L u(®1 + ) (2) + (33 L20(01 + ) () (3 [ uf) (@)
—(B3 T2 0(D1 + D) ) () (1 Ttw) () — (3 1720) (2) (G Lt u(@1 + o) f) ()
—(B2 12000 (2) (B Iduds) () — (32 20y (2) (L Itudy ) (2)
+(03 1200, @, ) () (B Tt () + (2 T2o) (2) (G I ud, @1 ) (v)

(4.88)
Boylece ispat tamamlanmus olur.
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Teorem 4.14 f,g:[a,b] — R olmak iizere iki integrallenebilir fonksiyon olsun. u,v:[a,b] —

R iki siirekli fonksiyon oldugunda

a2

p(n,71,72) = (G Thsuye)(x) — G Iiaun) () (2 Izom) (x) — (3 Izom) (x))
(L) () (B2 120 (y + ye)n) (@) + (G Itun) (x)
oL Ltum) (2)) (3 Izoye) (2) — (32 Inzon) ()

LIt u(y + y2)) (@) (B2 12 on) (2)

(o

+(2 T 0) (@) G ngu(m + 72)0) (@) —

— (2 v+ 92) (@) G Lgun) (2) + G Iigun) (@) (33 [izvye) ()
( a
(ot

+(o2 o) (@) G Tigune) () = (G I w) (@) (2 Tz vmye) (@)

a

— (i) (@) G I () (@) (4.89)
icin asagidaki esitsizlik gecerlidir

g

~ (et f) (@) (G Irzvg) (@) = (2 Lo f) (@) (G I ug) (2)

loa

(5 12 () ("2 1220 9) () + (1020) () (BT u fg) ()

< Volf, @1, 05)p(g, U1, Uy). (4.90)
Ispat Lemma 4.4 ifadesinden asagidaki esitsizlik gecerlidir

(ot Tngw) (@) (2 Tzv f9) (@) + (2 Tigv) (@) (G T uf ) (x) 2
~ (et g f) (@) (2 Thavg) (@) — (G Lnav (@) (G Tigug) (x)

o

{0}

< G (@)@ Do) (@) + (2 Ihpo) (@) (G g uf?) (@) = 2 g uf) (2) G Rav f) ()]
< [ lew) (@) G2 Thavg®) (@) + (G2 Izv) (2) (G Lnpug®) (@) = 2(4 Ipug) (2) (G2 zvg) (2)]
4.91)

(Do) — F(T)(f(T)— @1(7) > 0 ve (¥a(T) — g(7))(g(7) — ¥1(7) > 0 oldugundan

—(G Tu) (@) (G2 Tpzo (@ — f)(f = @1))(x) — (2 Izo) (@) (G Lau(®s — F)(f — @1))(z) < 0
(4.92)

—(t T w) () G v (P2 — g) (g — 1)) (@) — (2 Lp2) (@) (G g u(Wa — g) (9 — ¥1))(2) < 0
(4.93)
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esitsizlikleri yazilabilir. Lemma 4.6 ifadesinden

(4 T (o) (3 Tz ) () + (2 Tzo) (@) () (@) — 203 T f ) (@) (2 Tz f) ()

< (B Iu®o)(x) — (G Iinuf) (@) (G2 Ipzo f) (@) = (2 I2o®) (@)
+( Tw) () (2 20 (P + @2) f)(2)
H((G T f) (@) = G Lgu®) () (2 Lzo®s) () — (G2 Inzvf)(x)
(3 Ip20) (2) (1 Inpu (@1 + o) f) ()
— (P Iau(®1 + @) () (3 In2o f) () = (B I2o(@r + @) () (3 s f) ()
H( Tnau®y) (2) (2 T2 ®s) ()
(52 Tzo®) (@) (G Tipu®o) (2) — (3 Iptu) () (32 Tz o® @2) ()
—(3 Lzv) (@) (G Ly u®: 1) ()
= p(f, &1, )
(4.94)
(o L) (@) (32 Lizog®) (x) + G2 Inzo) (@) G Lgug®) (@) — 201 Iy ug) () (33 Ti2vg) (2)
< (( Ipw¥o) (@) (G Traug) () (3 Ii2vg) (x) — (2 Ii2oWs)(x))
(3 Trau) (2) (2 Ip2o(W1 + Ws)g) («)
(3 Tnaug) () = G @) (2) (3 TzoWs) (x) — (32 Ii2vg) (x))
(2 Ipzo) () (G Trau(W1 + Wa)g) ()
— (G Tnpu(Wy + W2)) (2) (32 Lzvg) (2) — (G2 Lzo(Wn + Wo)) (2) (3 Trpug) (2)
(L Thpu®n) () (G2 T2 o Ws) (2)
(3 Thzo W) (2) (G Tipu®s) (2) — (2 Ippu) (2) (32 2o W, o) ()
—(33 fhev) (@) (G g, 03 ) ()
= (g, V1, Ps).

(4.95)

esitsizlikleri elde edilir. (4.94), (4.95) ve (4.91) ifadeleri birlikte kullanildiginda (4.90)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUC

Bu calismada Chebyshev ve Griiss tipli integral esitsizlikler elde edilmistir.
Chebyshev ve Griiss tipli esitsizliklerin birbirine benzer yonleri oldugu icin bu tez
calismasinda bu iki esitsizlik tiirii secilmistir.  Chebyshev ve Griiss esitsizliklerinin
bulgular iki ayr1 baslik altinda sunularak okuyucunun bu esitsizlikler arasindaki farki daha
1yl anlamas1 amacglanmigstir. Chebysheyv esitsizliginde iki fonksiyonun ¢arpiminin ortalama
degerinin, fonksiyonlarin ortalama degerlerinin carpimindan biiyiik yada esit oldugu asikardir
ancak Griiss esitsizliginde fonksiyonlarin carpiminin ortalama degeri, fonksiyonlarin
ortalama degerleri ¢carpimindan biiyiik yada kiiciik oldugu tam olarak bilinmedigi i¢in bu
durum mutlak deger icinde ifade edilir. Yazilan bu ifadenin fonksiyonun sinirlarinin farkinin
carpimlarinin dortte birinden kiiciik yada esit oldugu belirtilir. Chebyshev esitsizliginde
fonksiyonlarin senkronize olma sart1 vardir. Griiss esitsizliginde fonksiyonlarin sinirlar1 ve
belirlenen sabit onemlidir.

Kullanilan operator literatiirde var olan bazi kesirleri integral operatorlere gerekli
sartlar altinda indirgenebilmektedir. ~ Operatoriin bu 0zelligi sayesinde elde edilen
bulgularda o () = h(d) = 6 ve k = 1 segilirse Riemann-Liouville kesirli
integral operatorii ile elde edilen 6zel durumlara, o (§) = h () = 9§ segilirse k-Riemann-
Liouville kesirli integral operatérii ile elde edilen 6zel durumlara, h (§) = dvea =k =1
ve o (0) = g (=5%9) secilirse iistel ¢cekirdekli kesirli integral operatorii ile elde edilen 6zel
durumlara, kK = 1 ve 0 (), h(6) = InJ secilirse Hadamard kesirli integral operatorii ile elde
edilen 6zel durumlara indirgenen sonuclar elde edilir.

Operator farkli tipte esitsizliklere uygulanarak yeni esitsizlikler literatiire
kazandirilabilir. Operatdriin 6zel halleri kullanilarak farkl: tipteki esitsizlikler i¢in de bircok
0zel sonug elde etme firsatin1 bizlere sunmaktadir. Operatoriin 6zel sartlar altinda hangi
operatorlere indirgendigi belirtilmisgtir. Dileyen arastirmacilar kullanilan operatorii
kullanarak literatiirde mevcut bir¢ok esitsizligi genellestirebilir veya literatiire yeni

esitsizlikler kazandirabilir.
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