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Genelleştirilmiş Bir Kesirli İntegral Operatörü Yardımıyla Elde Edilen
Chebyshev ve Grüss Tipli İntegral Eşitsizlikler
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

Genelleştirilmiş Bir Kesirli İntegral Operatörü Yardımıyla Elde Edilen Chebyshev ve

Grüss Tipli İntegral Eşitsizlikler

Bu tezde, literatürde bulunan bazı kesirli integral operatörlerini genelleştiren,

genelleştirilmiş kesirli integral operatörü ele alınmıştır. Tez beş ana bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde, eşitsizlik, kesirli analiz, kesirli türev ve integral, kesirli integral operatörleri

gibi konuların tarihsel gelişimi ve önemi vurgulanmıştır. İkinci bölümde, bu konularla

ilgili temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. Üçüncü bölümde, literatürde var olan bazı

kesirli integral operatörleri ve genelleştirilmiş kesirli integral operatörleriyle ilgili tanımlar

sunulmuştur. Dördüncü bölümde, genelleştirilmiş kesirli integral operatörü ile elde edilen

bazı yeni eşitsizlikler ortaya konulmuştur. Beşinci bölümde, sonuç ve öneriler paylaşılmıştır.

2024, 52 sayfa

Anahtar Kelimeler: Genelleştirilmiş kesirli integral operatör, integral eşitsizlikler,

Grüss eşitsizliği, Chebyshev eşitsizliği.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

Some New Chebyshev and Grüss-Type Fractional Inequalities Obtained By A

Generalized Fractional Integral Operator

In this thesis, a generalized fractional integral operator, which generalizes some

fractional integral operators existing in the literature, is addressed. The thesis consists of

five main sections. In the first section, the historical development and importance of topics

such as inequalities, fractional analysis, fractional derivatives and integrals, and fractional

integral operators are emphasized. The second section provides fundamental definitions and

theorems related to these topics. The third section presents definitions of some existing

fractional integral operators and generalized fractional integral operators found in the

literature. In the fourth section, some new inequalities obtained with the generalized

fractional integral operator are presented. Finally, the fifth section includes conclusions and

recommendations.

2024, 52 pages

Key Words: Generalized fractional integral operator, integral inequalities,

Grüss inequality, Chebyshev inequality.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

R : Reel sayılar kümesi

Γ (z) : Gama fonksiyonu

β (x, y) : Beta fonksiyonu

L1 [I] : I aralığında Lebesque anlamında integrallenebilen fonksiyonların sınıfı

Iαψ+ζ (κ) : ζ fonksiyonunun α. mertebeden sol taraflı Riemann-Liouville kesirli

integrali

Iαη−ζ (κ) : ζ fonksiyonunun α. mertebeden sağ taraflı Riemann-Liouville kesirli

integrali

HJ
α
ψ+ζ (κ) : ζ fonksiyonunun α. mertebeden sol taraflı Hadamard kesirli integrali

HJ
α
η−ζ (κ) : ζ fonksiyonunun α. mertebeden sağ taraflı Hadamard kesirli integrali

ρIαψ+ζ (κ) : ζ fonksiyonunun α. mertebeden sol taraflı Katugampola kesirli integrali

ρIαη−ζ (κ) : ζ fonksiyonunun α. mertebeden sağ taraflı Katugampola kesirli integrali(
CF
ψ Iαζ

)
(κ) : ζ fonksiyonunun α. mertebeden sol taraflı Caputo-Fabrizio kesirli integrali(

CF Iαη ζ
)
(κ) : ζ fonksiyonunun α. mertebeden sağ taraflı Caputo-Fabrizio kesirli integrali

k
a+I

α
hσw(x) : ω fonksiyonunun α. mertebeden sol taraflı Genelleştirilmiş kesirli integrali

k
b−I

α
hσw (x) : ω fonksiyonunun α. mertebeden sağ taraflı Genelleştirilmiş kesirli integrali

vi



1. GİRİŞ

Matematik, insanların günlük yaşamlarında kullandıkları hesaplamaların, ölçümlerin

ve analizlerin yanı sıra bilim, teknoloji ve diğer birçok alanda da büyük öneme sahiptir.

Eşitsizlik teorisi, matematiksel işlemlerde eşitsizliklerin nasıl ifade edileceğini, çözüleceğini

ve analiz edileceğini inceleyen bir matematik dalıdır. Bu teori, Newton ve Euler’den günümüze

kadar ekonomi, mühendislik, işletme, sosyal bilimler ve özellikle matematiksel modelleme

ve ortalamalar teorisi gibi alanlarda kullanılan son derece etkili ve güçlü bir bilim dalı haline

gelmiştir.

Eşitsizlik teorisi, matematiğin temel unsurlarından biridir ve matematiksel düşünceyi

geliştirme ve uygulama açısından büyük öneme sahiptir. Matematiksel eşitsizliklerin

temelleri, XVIII. ve XIX. yüzyıllarda birçok önemli matematikçi tarafından atılmıştır. Bu

matematikçiler arasında P. L. Chebyshev (1821-1894), K. F. Gauss (1775-1885) ve A. L.

Cauchy (1785-1857) bulunmaktadır. Ayrıca, A. L. Cauchy ve P. L. Chebyshev’den sonra da

matematiksel eşitsizliklerin alanında önemli gelişmeler yaşanmıştır. Fakat eşitsizlik teorisinin

modern anlamda matematiğin bir bilim dalı olarak kabul edilmesini sağlayan ilk çalışma

1934 yılında Hardy, Polya ve Littlewood tarafından literatüre kazandırılan “Inequalities”

adlı kitaptır (Hardy et al., 1952). Eşitsizlik teorisinin temel kaynakları arasında sayılan

diğer kaynaklar arasında "Differential Inequalities" (Szarski, 1965), "Analytic Inequalities"

(Mitrinovic and Vasic, 1970), "Inequalities Involving Functions and Their Derivatives"

(Mitrinovic et al., 1991), "Classical and New Inequalities in Analysis" (Mitrinovic et al.,

1993) bulunmaktadır. Bu eserlerin yanı sıra, Silvestru Sever Dragomir, Charles E.M. Pearce,

Ravi Agarval, Gradimir V. Milovanovic, Anthony Sofo, Constantin P. Niculescu, Josip E.

Pečarić, George Anastassiou, Themistocles M. Rassias, gibi birçok araştırmacının

çalışmaları da önemli katkılar sağlamıştır.

Kesirli analizin gelişiminde önemli bir kırılma noktası olarak kabul edilen 1695

yılındaki yazışmada, L’Hospital Leibniz’e bir diferansiyel denklemde türevin mertebesinin

"1
2
" olması durumunda ne olabileceğini sormuştur. Leibniz ise bu soruya cevap olarak,

gelecekte önemli sonuçlara yol açabilecek olan bu problemin kesirli analiz olarak kabul

edilen alanın başlangıcı olabileceğini öngörmüştür (Spanier, 1974). Leibniz’in ardından,

1738’deki çalışmasında (Miller and Ross, 1993), Euler tamsayı olmayan mertebeden türev
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üzerinde çalışmıştır. 1822’de, Fourier integral kullanarak türev tanımını yapmış ve bu tanım,

keyfi mertebeden türevin ilk tanımı olarak literatüre kazandırılmıştır. Kesirli analiz

alanındaki gelişim süreci 1826 yılında Abel tarafından ortaya atılan ve kesirli analiz için

ilk uygulama problemi olarak kabul görülen Tautochrone problemiyle ilişkili bir integral

eşitsizliğinin çözümünü içeren çalışma ile devam etmiştir (Machado et al., 2011). Kesirli

analiz alanının tarihsel gelişimi, Liouville’un 1832’de üstel fonksiyonun türevi için bir

formül geliştirmesi ve ayrıca günümüzde mertebesi tamsayı olmayan integraller için

Liouville versiyonu olarak isimlendirilen integral formunu ortaya koymasıyla devam

etmiştir.

Kesirli analizin gelişimi 1900 yılından itibaren hız kazanmış ve uygulamalı

bilimlerdeki problemleri formülize etmek amacıyla çeşitli tanımlar sunulmaya başlanmıştır.

Haziran 1974’te, B. Ross tarafından New Haven Üniversitesi’nde organize edilen "First

Conference on Fractional Calculus and its Applications" adlı konferansta, matematikçi-

lerin katılımlarıyla önemli sonuçlar elde etmiş ve çeşitli uygulamalar ortaya çıkarılmıştır.

Kesirli analiz alanı, son yıllarda birçok matematikçinin dikkatini çekmekle birlikte yeni

kesirli türev ve integral operatörlerinin ortaya konması ve mevcut operatörlerin

genellemelerinin elde edilmesi yoluyla ilerlemektedir.

Kesirli analizin, matematiksel analizden uygulamalı matematiğe, fizikten istatistiğe,

sinyal işlemeden kontrol teorisine, kaos teorisinden modellemeye ve matematiksel biyolojiye

kadar çeşitli disiplinlerde oldukça etkili uygulamaları bulunmaktadır. Riemann-Liouville,

Hadamard ve Katugampola gibi çeşitli kesirli integral ve türev operatörlerinin tanımlanması,

kesirli analizin güçlenmesine katkıda bulunmuştur. Farklı kesirli integral kavramları, ke-

sirli analiz içinde öne çıkan bir rol oynamıştır. Bu kavramlar literatürde Riemann-Liouville

integrallerine dair var olan bulgu ve sonuçların çeşitli genelleştirmelerini, yeni versiyonlarını

ve genişlemelerini mümkün kılmıştır. Kesirli analizin gelişimine hız kazandırdığı alanlardan

biri olan eşitsizlik teorisi, bulguları ve pratik uygulamalarıyla bilimsel literatüre önemli bir

katkı sunmaktadır.

Son yıllarda, eşitsizlik teorisinde yeni sonuçlar elde etmek için sıkça kullanılan

yöntemlerden biri, literatürde iyi bilinen Chebyshev, Grüss, Hölder, Minkowski, Hadamard,

Cauchy-Schwarz, Stolz, Hilbert, Gronwall, Young, Opial, Jensen, Simpson, Ostrowski gibi

temel eşitsizliklerin yanı sıra kesirli integral operatörlerinden yararlanmaktır. Bu yaklaşım,

klasik integral eşitsizliklerinin yeni genelleştirmelerini, genişlemelerini ve farklı

varyasyonlarını elde etmek için kullanılır. Bu nedenle, birçok klasik integral eşitsizliğinin

kesirli integral operatörleri aracılığıyla yeni versiyonları, birçok araştırmacı tarafından
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literatüre kazandırılmıştır.

Bu tezdeki amacımız genelleştirilmiş bir kesirli integral operatör yardımıyla

Chebyshev ve Grüss tipli bazı yeni integral eşitsizlikleri literatüre katmaktır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde tez çalışması kapsamında gerekli olan tanım, teorem ve önemli bazı

temel özelliklere yer verilecektir.

2.1. Genel Kavramlar

Tanım 2.1 (Konveks Küme): L bir lineer uzay ve A ⊆ L olsun. Eğer κ, γ ∈ A olmak üzere

B = {z ∈ L : z = tκ + (1− t)γ, 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ A

ise A kümesine konveks küme denir.

Geometrik olarak B kümesi uç noktaları κ ve y olan bir doğru parçasıdır. Öyleki,

konveks küme boş olmayan ve herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını içinde bu-

lunduran kümedir (Bayraktar, 2000).

Tanım 2.2 (Konveks Fonksiyon): I , R ’de bir aralık ve ζ : I → R bir fonksiyon olsun. Her

κ, γ ∈ I ve t ∈ [0, 1] için

δ(tκ + (1− t)γ) ≤ tζ(κ) + (1− t)ζ(γ)

şartı sağlanırsa δ fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer κ ̸= γ ve t ∈ (0, 1) için

fonksiyon

ζ(tκ + (1− t)γ) < tζ(κ) + (1− t)ζ(γ)

şartı sağlanıyorsa bu fonksiyona da kesin konveks fonksiyon denir (Niculescu and Persson,

2006).

Tanım 2.3 (Senkronize Fonksiyon): ζ ve ϑ fonksiyonları [ψ, η] kapalı aralığında sürekli iki

fonksiyon olsun. Her κ, γ ∈ [ψ, η] için

(ζ (κ)− ζ(γ)) (ϑ (κ)− ϑ(γ)) ≥ 0 (2.1)

eşitsizliği sağlanıyorsa bu fonksiyonlara senkronize fonksiyonlar denir.
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Tanım 2.4 (Gama Fonksiyonu): Γ : (0,∞) → R tanımlı fonksiyon ve κ > 0 için

Γ (κ) =
∞∫
0

tκ−1e−tdt (2.2)

şeklinde parametreye bağlı genelleştirilmiş integrale Gama fonksiyonu veya ikinci çeşit

Euler integrali denir (Kannappan, 2009).

(2.2) ile ifade edilen fonksiyon için

i) 0 < κ <∞ yakınsak

ii) κ ≤ 0 için ıraksaktır.

⇒Gama fonksiyonuna ait bazı özellikler

i) κ > 0 için Γ (κ + 1) = κΓ (κ)

ii) Γ (κ) = (κ − 1)!

iii) Γ (1) = 0! = 1

iv) Γ
(
1
2

)
=

√
π

Tanım 2.5 (Beta Fonksiyonu): κ, γ ∈ R+ için

β (κ, γ) =
1∫

0

tκ−1 (1− t)γ−1 dt (2.3)

integrali ile tanımlanan β : (0,∞)×(0,∞) → R fonksiyonuna Beta fonksiyonu veya birinci

çeşit Euler integrali denir (Kannappan, 2009).

(2.3) ile ifade edilen fonksiyonu için

i) κ > 0 ve γ > 0 için yakınsaktır.

ii) κ ≤ 0 ve γ ≤ 0 için ıraksaktır.

⇒Beta fonksiyonuna ait bazı özellikler

i) β (κ, γ) = β (γ,κ)

ii) κ, γ > 0 için β (κ + 1, γ) = κ
κ+γβ (κ, γ)

iii) β (κ, γ) fonksiyonu için

β (κ, γ) =
∞∫
0

tκ−1

(1 + t)κ+γ
dt

biçiminde de ifade edilebilir.

Gama ve Beta fonksiyonu arasında

β (κ, γ) =
Γ(κ)Γ(γ)
Γ(κ + γ)

, κ, γ ∈ R+

5



ilişkisi vardır.

2.2. Önemli İntegral Eşitsizlikler

Teorem 2.1 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): I, R’de bir aralık, ψ, η ∈ I, ve ψ < η olmak

üzere ζ : I → R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

ζ

(
ψ + η

2

)
≤ 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ ≤ ζ(ψ) + ζ(η)

2

eşitsizliği geçerlidir (Pearce et al., 1998).

İspat (1.Yöntem) Hermite- Hadamard eşitsizliğinin litaratürde varolan iki ispatı aşağıda

verilecektir. ζ fonksiyonu [ψ, η] aralığında konveks yani (ψ, η) aralığında sürekli ve [ψ, η] ar-

alığında sınırlı olduğundan integrallenebilirdir. Konveksliğin geometrik yorumundan

eşitsizliğin sağ tarafının ispatı açıktır. κ = tψ + (1− t)η ve t ∈ [0, 1] için

1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ =

1∫
0

ζ(tψ + (1− t)η)dt

≤ ζ(ψ)

1∫
0

tdt+ δ(η)

1∫
0

(1− t)dt

=
ζ(ψ) + ζ(η)

2

eşitsizliği geçerlidir. Ayrıca belirli integralin parçalanışından

1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ =
1

η − ψ


ψ+η
2∫

ψ

ζ(κ)dκ +

η∫
ψ+η
2

ζ(κ)dκ


olarak yazılabilir. Burada eşitsizliğin sağında κ = ψ + t(η−ψ)

2
için

ψ+η
2∫

a

ζ(κ)dκ =
η − ψ

2

1∫
0

ζ

(
ψ +

t(η − ψ)

2

)
dt

ve κ = η − t(η−ψ)
2

için

1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ =
1

2

1∫
0

[
ζ

(
ψ +

t(η − ψ)

2

)
+ ζ

(
η − t(η − ψ)

2

)]
dt

≥ ζ

(
ψ + η

2

)
eşitsizliği elde edilir. Böylece her iki eşitsizlikte ispatlanmış olur.
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Hermite-Hadamard eşitsizliğinin farklı bir ispatı ise aşağıdaki gibi verilebilir:

İspat (2.Yöntem) ζ fonksiyonu konveks olduğundan fonksiyon grafiği üzerinde alınan

herhangi iki noktayı birleştiren doğru parçasının fonksiyon grafiğinin üzerinde olduğu

bilinmektedir. Buna göre

ζ(κ) ≤ ζ(ψ) +
ζ(η)− ζ(ψ)

η − ψ
(κ − ψ)

eşitsizliği mevcuttur. Bu eşitsizlikte her iki taraf [ψ, η] aralığı üzerinde κ değişkenine göre

integre edilirse

η∫
ψ

ζ(κ)dκ ≤
η∫

ψ

ζ(ψ)dκ +
ζ(η)− ζ(ψ)

η − ψ

η∫
ψ

(κ − ψ)dκ

=
ζ(ψ) + ζ(η)

2

elde edilir. Ayrıca sol tarafın ispatına gelindiğinde, sırasıyla κ = ψ+η−t(η−ψ)
2

ve κ =

ψ+η+t(η−ψ)
2

değişken değiştirmesi yapılırsa

1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ =
1

η − ψ

ψ+η
2∫

ψ

ζ(κ)dκ +
1

η − ψ

η∫
a+b
2

ζ(κ)dκ

=
1

2

1∫
0

[
ζ

(
ψ + η − t(η − ψ)

2

)
+ ζ

(
ψ + η + t(η − ψ)

2

)]
dt

≥ ζ

(
ψ + η

2

)
elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 2.2 (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği): p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. ζ ve ϑ, [ψ, η]

kapalı aralığında tanımlı ve integrallenebilen iki fonksiyon, |ζ|p ve |ϑ|q , [ψ, η] aralığında

integrallenebilir fonksiyonlar ise,

η∫
ψ

|ζ (κ)ϑ (κ)| dκ ≤

 η∫
ψ

|ζ (κ)|p dκ

 1
p
 η∫
ψ

|ϑ (κ)|q dκ

 1
q

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

İspat κ → κp fonksiyonu (0,∞) aralığında konvekstir. Çünkü p ≥ 1, yani Jensen

eşitsizliğine göre ∫
µdv ≤

(∫
µpdv

) 1
p
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Burada v, herhangi bir olasılık dağılımı ve herhangi bir v -ölçülebilir bir fonksiyondur. u

herhangi bir ölçü olsun ve

dv =
ϑq∫
ϑqdu

du

Dolayısıyla 1
p
+ 1

q
= 1 kullanarak p (1− q) + q = 0 elde edilir ve µ = ζϑ1−q kabul edilir∫
ζϑdu =

(∫
ϑqdu

)∫
µdv

=

(∫
ϑqdu

)∫
ζϑ1−q ϑq∫

ϑqdu
du

≤
(∫

ϑqdu

)(∫
ζpϑp(1−q)

ϑq∫
ϑqdu

du

) 1
p

=

(∫
ϑqdu

)(∫
ζp∫
ϑqdu

du

) 1
p

eşitsizliği elde edilir. Buradan∫
ζϑdu ≤

(∫
ζpdu

) 1
p
(∫

ϑqdu

) 1
q

yazılabilir. Bu durum ζ ve ϑ’nin gerçek olduğunu ve negatif olmadığını varsayımıyla

yazılabilir ve karmaşık fonksiyonların genişletilmesi elde edilebilir. Ayrıca ||ζ||p , ||ϑ||q ne

sıfır ne de sonsuzdur ve p, q > 1 için geçerlidir.

Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olarak Power Mean eşitsizliği aşağıdaki gibidir.

Teorem 2.3 (Power Mean Eşitsizliği): ζ ve ϑ, [ψ, η] kapalı aralığında tanımlı integral-

lenebilen iki fonksiyon olsun. q ≥ 1, |ζ| ve |ϑ|q, [ψ, η] kapalı aralığında integrallenebilen

fonksiyonlar ise

η∫
ψ

|ζ(κ)ϑ(κ)| dκ ≤

 η∫
ψ

|ζ(κ)| dκ

1− 1
q
 η∫
ψ

|ζ(κ)| |ϑ(κ)|q dκ

 1
q

eşitsizliği geçerlidir.

Teorem 2.4 (Ostrowski Eşitsizliği): ζ : I ⊆ R → R fonksiyonu I◦ üzerinde

diferansiyellenebilen bir fonksiyon, ψ, η ∈ I ve ψ < η olsun. Eğer her κ ∈ [ψ, η] için

|δ′(κ)| < M ise, bu takdirde aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣∣ζ(κ)− 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤M(η − ψ)

[
1

4
+

(
κ − ψ+η

2

)2
(η − ψ)2

]

Burada, 1
4

sabiti en iyi katsayıdır ve daha küçük bir katsayı yerine yazılamaz (Ostrowski,

1937).
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Bu eşitsizlik litaratürde κ ∈ [ψ, η] noktasında ζ(κ) değerinin 1
η−ψ

η∫
ψ

ζ(t)dt integral

ortalamasına yaklaşımı için bir üst sınır veren Ostrowski integral eşitsizliği olarak

adlandırılır (Baloch and İşcan, 2015). Ostrowski integral eşitsizliği başka formda da

aşağıdaki gibi verilebilir (İşcan, 2016).∣∣∣∣∣∣ζ(κ)− 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M

η − ψ

[
(κ − ψ)2 + (η − κ)2

2

]

İspat Bu teoremi ispatlamak için aşağıdaki eşitlik kullanılacaktır. ζ : I ⊆ R → R

fonksiyonu (ψ, η) ⊂ I’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olduğundan κ ∈ (ψ, η) için

C(κ, t) =

 t− ψ, t ∈ [ψ,κ)

t− η, t ∈ [κ, η]

olmak üzere

ζ(κ) =
1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(t)dt+
1

η − ψ

η∫
ψ

C(κ, t)ζ ′(t)dt

ζ(κ)− 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(t)dt =
1

η − ψ

η∫
ψ

C(κ, t)ζ ′(t)dt

=
1

η − ψ

κ∫
ψ

(t− ψ)ζ ′(t)dt+
1

η − ψ

η∫
κ

(t− η)ζ ′(t)dt

yazılır. Bu durumda yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının mutlak değeri alınıp üçgen

eşitsizliği uygulanırsa∣∣∣∣∣∣ζ(κ)− 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1

η − ψ

κ∫
ψ

(t− ψ)ζ ′(t)dt+
1

η − ψ

η∫
κ

(t− η)ζ ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ζ(κ)− 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

η − ψ

κ∫
ψ

|t− ψ| |ζ ′(t)| dt+ 1

η − ψ

η∫
κ

|t− η| |ζ ′(t)| dt

elde edilir. Ayrıca |ζ ′(κ)| < M olduğundan∣∣∣∣∣∣ζ(κ)− 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M

η − ψ

κ∫
ψ

|t− ψ| dt+ M

η − ψ

η∫
κ

|t− η| dt

=
M

η − ψ

 κ∫
ψ

(t− ψ) dt+

η∫
κ

(η − t) dt


=

M

η − ψ

[(
κ2

2
− κψ − ψ2

2
+ ψ2

)
+

(
η2 − η2

2
− ηκ +

κ2

2

)]
=

M

η − ψ

[
(κ − ψ)2 + (η − κ)2

2

]

9



eşitsizliği elde edilir. Diğer taraftan

(κ − ψ)2 + (η − κ)2 =

(
κ − ψ + η

2
+
ψ + η

2
− ψ

)2

+

(
η − ψ + η

2
+
ψ + η

2
− κ

)2

=

(
κ − ψ + η

2

)2

+ 2

(
κ − ψ + η

2

)(
η − ψ

2

)
+

(
η − ψ

2

)2

+

(
η − ψ

2

)2

+ 2

(
ψ + η

2
− κ

)(
η − ψ

2

)
+

(
ψ + η

2
− κ

)2

= 2

(
κ − ψ + η

2

)2

+ 2

(
η − ψ

2

)2

= 2 (η − ψ)

[
1

4
+

(
κ − ψ+η

2

)2
(η − ψ)2

]

yazılır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 2.5 (Simpson Eşitsizliği): I = [ψ, η] ve ζ : I → R, (ψ, η) üzerinde dördüncü

mertebeden türevi sürekli olan bir fonksiyon ve
∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣ = supκ∈(ψ,η)

∣∣ζ(4)∣∣ < ∞ olsun. Bu

durumda,∣∣∣∣∣∣13
[
ζ(ψ) + ζ(η)

2
+ 2ζ

(
ψ + η

2

)]
− 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2880

∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣∞ (η − ψ)4

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizlik Simpson eşitsizliği olarak bilinmektedir (Dragomir et al.,

1999).

İspat I = [ψ, η] ve ζ : I → R (ψ, η) üzerinde dördüncü mertebeden türevi sürekli olan bir

fonksiyon ve
∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣ = supκ∈(ψ,η)

∣∣ζ(4)∣∣ <∞ olmak üzere C(κ) fonksiyonunu

C(κ) =

 1
24
(κ − ψ)3

(
κ − ψ+2η

3

)
, κ ∈

[
ψ, ψ+η

2

)
1
24
(κ − η)3

(
κ − 2ψ+η

3

)
, κ ∈

[
ψ+η
2
, η
]

olarak tanımlanır. Bu durumda verilen eşitlikten

η∫
ψ

C(κ)ζ(4)(κ)dκ =

ψ+η
2∫

ψ

1

24
(κ − ψ)3

(
κ − ψ + 2η

3

)
ζ(4)(κ)dκ

+

η∫
ψ+η
2

1

24
(κ − η)3

(
κ − 2ψ + η

3

)
ζ(4)(κ)dκ
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yazılır. Yukardaki integraller için mutlak değer özelliği dikkate alınırsa∣∣∣∣∣∣
η∫

ψ

C(κ)δ(4)(κ)dκ

∣∣∣∣∣∣
≤

ψ+η
2∫

ψ

1

24
|κ − ψ|3

∣∣∣∣κ − ψ + 2η

3

∣∣∣∣ ∣∣ζ(4)(κ)∣∣ dκ +

η∫
ψ+η
2

1

24
|κ − η|3

∣∣∣∣κ − 2ψ + η

3

∣∣∣∣ ∣∣ζ(4)(κ)∣∣ dκ

≤
∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣∞

24


ψ+η
2∫

ψ

(κ − ψ)3
(
−κ +

ψ + 2η

3

)
dκ +

η∫
ψ+η
2

(η − κ)3
(
κ − 2ψ + η

3

)
dκ


≤

∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣∞
2880

(η − ψ)5

elde edilir. Böylece∣∣∣∣∣∣∣
ψ+η
2∫

ψ

1

24
(κ − ψ)3

(
κ − ψ + 2η

3

)
ζ(4)(κ)dκ +

η∫
ψ+η
2

1

24
(κ − η)3

(
κ − 2ψ + η

3

)
ζ(4)(κ)dκ

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣∞
2880

(ψ − η)5

yazılır. Bu eşitsizliğin sol kısmında kısmi integrasyon yöntemi uygulanırsa∣∣∣∣∣∣∣
ψ+η
2∫

ψ

1

24
(κ − ψ)3

(
κ − ψ + 2η

3

)
ζ(4)(κ)dκ +

η∫
ψ+η
2

1

24
(κ − η)3

(
κ − 2ψ + η

3

)
ζ(4)(κ)dκ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣−2

3
(η − ψ) ζ

(
ψ + η

2

)
− 1

6
(η − ψ) [ζ(ψ) + ζ(η)] +

η∫
ψ

ζ(κ)dκ

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣∞
2880

(η − ψ)5

eşitsizliiği yazılır. Son durumda∣∣∣∣∣∣−2

3
(η − ψ) ζ

(
ψ + η

2

)
− 1

6
(η − ψ) [ζ(ψ) + ζ(η)] +

η∫
ψ

ζ(κ)dκ

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣∞
2880

(η − ψ)5

olup eşitsizliğin her iki tarafı (η − ψ) ile bölünürse∣∣∣∣∣∣13
[
ζ(ψ) + ζ(η)

2
+ 2ζ

(
ψ + η

2

)]
− 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2880

∣∣∣∣ζ(4)∣∣∣∣∞ (η − ψ)4

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 2.6 (İntegraller İçin Minkowski Eşitsizliği): ζ ve ϑ, [ψ, η] aralığı üzerinde tanımlı

reel değerli iki fonksiyon ve p > 1 için,
η∫

ψ

|ζ(κ)|p dκ <∞

ve
η∫

ψ

|ϑ(κ)|p dκ <∞

olsun. Bu durumda, η∫
ψ

|ζ(κ) + ϑ (κ)|p dκ

 1
p

≤

 η∫
ψ

|ζ (κ)|p dκ

 1
p

+

 η∫
ψ

|ϑ (κ)|p dκ

 1
p

Eşitsizliği için gerek ve yeter şart ζ(κ) = 0 olmasıdır (Mitrinovic and Vasic, 1970).

Teorem 2.7 (Young Eşitsizliği): p, q > 1 olmak üzere 1
p
+ 1

q
= 1 eşitliğini sağlayan her p, q

ve her ψ, η > 0 sayısı için

ψη ≤ ψp

p
+
ηq

q

eşitsizliği geçerlidir (Young, 1912).

Teorem 2.8 (Chebyshev Eşitsizliği): ζ ve ϑ fonksiyonları integrallenebilir ve senkronize

fonksiyonlar olsun. O halde
η∫

ψ

ζ(κ)ϑ(κ)dκ ≥ 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ
η∫

ψ

ϑ(κ)dκ (2.4)

eşitsizliği geçerlidir. Eğer ζ ve ϑ farklı monotonluğa sahip ise eşitsizlik yön değiştirir. ζ

ve ϑ fonksiyonları sabit ise eşitlik sağlanır (Chebyshev, 1882).

İspat ζ ve ϑ, senkronize fonksiyonlardan olduğundan

(ζ(κ)− ζ(γ)) (ϑ(κ)− ϑ(γ)) ≥ 0

yazılabilir. İki tarafın çift katlı integrali alınırsa
η∫

ψ

η∫
ψ

(ζ(κ)− ζ(γ)) (ϑ(κ)− ϑ(γ)) dκdγ ≥ 0

elde edilir. Buradan
η∫

ψ

η∫
ψ

ζ(κ)ϑ(κ)dκdγ +

η∫
ψ

η∫
ψ

ζ(γ)ϑ(γ)dκdγ

≥
η∫

ψ

η∫
ψ

ζ(κ)ϑ(γ)dκdγ +

η∫
ψ

η∫
ψ

ζ(γ)ϑ(κ)dκdγ
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ve devamında

1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)ϑ(κ)dκ +
1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(γ)ϑ(γ)dγ

≥
η∫

ψ

ζ(κ)

 η∫
ψ

ϑ(γ)dγ

 dκ +

η∫
ψ

ζ(γ)

 η∫
ψ

ϑ(κ)dκ

 dγ

elde edilir. Buradan

2

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)ϑ(κ)dκ ≥ 2

 1

η − ψ

η∫
ψ

ζ(κ)dκ

 1

η − ψ

η∫
ψ

ϑ(κ)dκ


bulunur. Son ifadeden istenen sonuç elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 2.9 (Grüss Eşitsizliği): ζ, ϑ : [ψ, η]→ R fonksiyonları integrallenebilen iki fonksiyon

olsun. Her κ ∈ [ψ, η], Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2 ∈ R için

Φ1 ≤ ζ(κ) ≤ Φ2 ve Ψ1 ≤ ϑ(κ) ≤ Ψ2 (2.5)

şartları altında∣∣∣∣ 1

η − ψ

∫ η

ψ

ζ(κ)ϑ(κ)dκ − 1

(η − ψ)2

(∫ η

ψ

ζ(κ)dκ
)(∫ η

ψ

ϑ(κ)dκ
)∣∣∣∣ ≤ 1

4
(Φ2−Φ1)(Ψ2−Ψ1).

(2.6)

eşitsizliği geçerlidir (Grüss, 1935).

f ve g fonksiyonlarının (2.5) koşulunu sağladığı durumda aşağıdaki eşitsizliği

kanıtlamıştır:

|S(ζ, ϑ, u)| ≤ 1

4
(Φ2 − Φ1)(Ψ2 −Ψ1)

(∫ η

ψ

u(κ)dκ
)2

(2.7)

(Dragomir, 1998). Burada S(ζ, ϑ, u) ve T (ζ, ϑ, u, υ) ifadeleri, u,υ : [ψ, η] → R+ sürekli

iki fonksiyon olduğunda Chebyshev fonksiyonelleri olarak adlandırılmış ve aşağıdaki gibi

tanımlanmıştır:

S(ζ, ϑ, u) =
1

2
T (ζ, ϑ, u, u)

=

∫ η

ψ

u(κ)dκ
∫ η

ψ

u(κ)ζ(κ)ϑ(κ)dκ −
∫ η

ψ

u(κ)ζ(κ)dκ
∫ η

ψ

u(κ)ϑ(κ)dκ

(2.8)

ve

T (ζ, ϑ, u, υ) =

∫ η

ψ

υ(κ)dκ
∫ η

ψ

u(κ)ζ(κ)ϑ(κ)dκ +

∫ η

ψ

u(κ)dκ
∫ η

ψ

υ(κ)ζ(κ)ϑ(κ)dκ

−
∫ η

ψ

υ(κ)ζ(κ)dκ
∫ η

ψ

u(κ)ϑ(κ)dκ −
∫ η

ψ

u(κ)ζ(κ)dκ
∫ η

ψ

υ(κ)ϑ(κ)dκ.

(2.9)
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Dragomir ζ ′, ϑ′ ∈ L∞(ψ, η) için aşağıdaki eşitsizliği tanımlamıştır :

|S(ζ, ϑ, u)| ≤ ∥ζ ′∥∞∥ϑ′∥∞

(∫ η

ψ

u(κ)dκ
∫ η

ψ

κ2u(κ)dκ −
(∫ η

ψ

κu(κ)dκ
)2
)

(2.10)

Ayrıca ζ fonksiyonun [ψ, η] üzerinde tanımlı M − ϑ− Lipschitzian ise,

|ζ(κ)− ζ(γ)|
|ϑ(κ)− ϑ(γ)|

≤M, M > 0, κ, γ ∈ [ψ, η] , κ ̸= γ (2.11)

eşitsizliği geçerli ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:

|S(ζ, ϑ, u)| ≤M

(∫ η

ψ

u(κ)dκ
∫ η

ψ

ϑ2(κ)u(κ)dκ −
(∫ η

ψ

u(κ)ϑ(κ)dκ
)2
)
. (2.12)

[ψ, η] aralığında sırasıyla L1 ve L2-Lipschitzian olan ζ ve ϑ fonksiyonları için aşağıdaki

eşitsizliği tanımlamıştır:

|S(ζ, ϑ, u)| ≤ L1L2

(∫ η

ψ

u(κ)dκ
∫ η

ψ

κ2u(κ)dκ −
(∫ η

ψ

κu(κ)dκ
)2
)
. (2.13)

(Dragomir, 1998).

Teorem 2.10 (Cauchy-Schwarz İntegral Eşitsizliği): ζ ve ϑ, [ψ, η] aralığı üzerinde sürekli

iki fonksiyon olsun. Bu durumda η∫
ψ

ζ(t)ϑ(t)dt

2

≤
η∫

ψ

ζ2(t)dt

η∫
ψ

ϑ2(t)dt

eşitsizliği vardır. Bu eşitsizlik literatürde Cauchy-Schwarz integral eşitsizliği olarak bilinir

(Samko et al., 1993).

İspat Her κ gerçel sayısı için 0 ≤ (κζ(t) + ϑ(t))2 ’dir. Her iki tarafın [ψ, η] kapalı aralığı

üzerinden integralini alıp

0 ≤
η∫

ψ

(κζ(t) + ϑ(t))2 dt

= κ2

η∫
ψ

ζ2(t)dt+ 2κ
η∫

ψ

ζ(t)ϑ(t)dt+

η∫
ψ

ϑ2(t)dt

= Aκ2 +Bκ + C

14



olsun. Burada

A =

η∫
ψ

ζ2(t)dt

B = 2

η∫
ψ

ζ(t)ϑ(t)dt

C =

η∫
ψ

ϑ2(t)dt

eşit olsun. Her κ gerçel sayısı için 0 ≤ Aκ2 + Bκ + C ⇐⇒ ∆ = B2 − 4AC ≤ 0 ’dır.

Burada A, B, C yerine tekrar integral eşitliklerini yazarsak η∫
ψ

ζ(t)ϑ(t)dt

2

≤
η∫

ψ

ζ2(t)dt

η∫
ψ

ϑ2(t)dt

sonucuna ulaşılır. Ayrıca Cauchy-Schwarz integral eşitsizliği Rn ’nin bir alt bölgesinde

tanımlı ve sürekli fonksiyonlar için yazıldığı durumlarda çok katlı integrallerde de geçerli

olduğu görülebilir. Bunun ispatıda yukarıda gösterildiği yöntem ile yapılabilir.

Teorem 2.11 (Üçgen Eşitsizliği): ψ ve η reel sayı olmak üzere

|ψ + η| ≤ |ψ|+ |η| ,

||ψ| − |η|| ≤ |ψ − η| ,

||ψ| − |η|| ≤ |ψ + η| ,

ve tümevarım yoluyla

|ψ1 + ...ψn| ≤ |ψ1|+ ... |ψn|

eşitsizlikleri geçerlidir. (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.12 (İntegraller için Üçgen Eşitsizliği): ζ , [ψ, η] aralığında sürekli reel değerli

bir fonksiyon olduğunda aşağıdaki∣∣∣∣∫ η

ψ

ζ(κ)dκ
∣∣∣∣ ≤ ∫ η

ψ

|ζ(κ)| dκ

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

Tanım 3.1 (Riemann – Liouville Kesirli İntegral Operatör): ζ ∈ L[a, b] olmak şartıyla

Iαψ+ζ ve Iαη−ζ Riemann - Liouville kesirli integrallerinin ψ > 0 ve α ≥ 0 için tanımları

sırasıyla

Iαψ+ζ (κ) =
1

Γ(α)

κ∫
ψ

(κ − δ)(α−1)ζ(δ)dδ, κ > ψ (3.1)

ve

Iαη−ζ (κ) =
1

Γ(α)

η∫
κ

(δ − κ)(α−1)ζ(δ)dδ, κ < η (3.2)

olarak tanımlanır (Samko et al., 1993).

Burada Γ(α) =
∞∫
0

e−δuα−1du olarak bilinen Gama fonksiyonudur ve α = 1 seçilirse

Riemann – Liouville kesirli integrali klasik integrale dönüşür.Riemann – Liouville tanımında

α = 0 alınırsa,

J0
ψ+ζ (κ) = ζ (κ)

ve

J0
η−ζ (κ) = ζ (κ)

eşitlikleri elde edilir.

Tanım 3.2 (Hadamard Kesirli İntegral Operatör): ζ : [ψ, η] ⊆ R+ → R fonksiyonu [ψ, η]

aralığında integrallenebilir bir fonksiyon α > 0 ve 0 < ψ < η için

HJ
α
ψ+ζ (κ) =

1

Γ(α)

κ∫
ψ

ζ (t)(
Inκ

t

)(1−α) dtt , κ > ψ

ve

HJ
α
η−ζ (κ) =

1

Γ(α)

η∫
κ

ζ (t)(
Inκ

t

)(1−α) dtt , κ < η

integrallerine α.mertebeden Hadamard kesirli integrali denir ve burada HJ
α
0+ζ =H Jα0 ζ ve

HJ
α
∞−ζ =H Jα−ζ dır (Samko et al., 1993).

Tanım 3.3 (Katugampola Kesirli İntegrali): [ψ, η] ⊂ R sınırlı bir aralık, ψ < κ < η

ve ρ > 0 olsun. (α > 0) ve ζ ∈ Xp
c (ψ, η) için sol ve sağ taraflı Katugampola kesirli
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integrallleri

ρIαψ+ζ (κ) =
ρ1−α

Γ(α)

κ∫
ψ

tρ−1

(κρ − tρ)(1−α)
ζ (t) dt

ve

ρIαη−ζ (κ) =
ρ1−α

Γ(α)

η∫
κ

tρ−1

(κρ − tρ)(1−α)
ζ (t) dt

şeklindedir (Katugampola, 2014).

Tanım 3.4 (Caputo-Fabrizio Kesirli İntegrali): ζ ∈ L (ψ, η) , ψ < x < η olsun. Bu

durumda, α ∈ [0, 1] olmak üzere α. mertebeden sol ve sağ Caputo-Fabrizio kesirli

integralleri (
CF
ψ Iαζ

)
(κ) =

1− α

B(α)
ζ(x) +

α

B(α)

κ∫
ψ

ζ(t)dt κ > ψ

ve (
CF Iαη ζ

)
(κ) =

1− α

B(α)
ζ(κ) +

α

B(α)

η∫
κ

ζ(t)dt κ < η

olarak tanımlanır. Burada B(α) > 0 normalleştirme fonksiyonu olup B(0) = B(1) = 1

şeklindedir. (Caputo and Fabrizio, 2015).

Tanım 3.5 h : [a, b] → R pozitif, monoton ve artan iki fonksiyon ve h′ (δ) fonksiyonu [a, b]

üzerinde sürekli türevlenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonunun [a, b] kapalı aralığında

h fonksiyonuna bağlı α > 0 mertebeden Iαa+hw (x) ve Iαb−hw (x) kesirli integralleri sırasıyla

Iαa+hw (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

h′ (δ)w (δ)

[h (x)− h (δ)]1−α
dδ, x > a (3.3)

ve

Iαb−hw (x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

h′ (δ)w (δ)

[h (δ)− h (x)]1−α
dδ, x < b (3.4)

olarak tanımlanır (Samko et al., 1993).

(3.3) ve (3.4) ifadelerinde h(x) = x yazıldığında (3.1) ve (3.2) ifadelerindeki

Riemann-Liouville kesirli integralleri elde edilir. Eğer (3.3) ve (3.4) ifadelerinde h(x) = lnx

yazıldığında Hamadard kesirli integrali elde edilir. Sarıkaya ve arkadaşları tarafından 2020

yılında yapılan genelleştirilmiş bir kesirli integral operatör tanımı aşağıda verilmiştir.

Tanım 3.6 f ∈ L [u, v] olduğunda Iu+ϕf ve Iv−ϕf genelleştirilmiş kesirli integral

operatörleri aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Iu+ϕf (x) =

∫ x

u

ϕ (x− δ)

x− δ
f (δ) dδ, x > u, (3.5)
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Iv−ϕf (x) =

∫ v

x

ϕ (δ − x)

δ − x
f (δ) dδ, x < v (3.6)

(Sarikaya and Ertugral, 2020).

Burada verilen ϕ : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu θ, ξ > 0 sayılarından bağımsız

T1,T2,T3 > 0 sayıları için aşağıdaki koşulları sağlar.

1∫
0

ϕ (δ)

δ
dδ <∞, (3.7)

1

2
≤ θ

ξ
≤ 2 için

1

T1
≤ ϕ (θ)

ϕ (ξ)
≤ T1, (3.8)

θ ≤ ξ için
ϕ (ξ)

ξ2
≤ T2

ϕ (θ)

θ2
, (3.9)

1

2
≤ θ

ξ
≤ 2 için

∣∣∣∣ϕ (ξ)ξ2
− ϕ (θ)

θ2

∣∣∣∣ ≤ T3 |ξ − θ| ϕ (ξ)
ξ2

(3.10)

Eğer ϕ (ξ) ξα (α > 0) artan ve ϕ(ξ)
ξβ

(β > 0) azalan ise ϕ fonksiyonu (3.7)-(3.10) arasındaki

şartları sağlar.

Ni, Chen ve Dong tarafından 2023 yılında ortaya konmuş ve bu çalışmada ağırlıklı

olarak ele alınan integral operatörü aşağıda verilmiştir.

Tanım 3.7 (Genelleştirilmiş Kesirli İntegral Operatörü) h : [a, b] → R artan, negatif

olmayan monoton ve sürekli türevlenebilir bir fonksiyon olsun. σ fonksiyonu (3.7)-(3.10)

şartlarını sağlıyor ve w : [a, b] → R pozitif ve integrallenebilir bir fonksiyon ise w

fonksiyonunun h fonksiyonuna bağlı α > 0 mertebeden kesirli integralleri

k
a+I

α
hσw(x) =

1

kΓk(α)

∫ x

a

σ(h(x)− h(δ))

h(x)− h(δ)
h′(δ).(h(x)− h(δ))

α
k
−1w(δ)dδ, x > a,

(3.11)

ve

k
b−I

α
hσw (x) =

1

kΓk(α)

∫ b

x

σ(h(δ)− h(x))

h(δ)− h(x)
h′(δ).(h(δ)−h(x))

α
k
−1w(δ)dδ, x < b (3.12)

olarak tanımlanır (Ni et al., 2023).

Yukarıda verilen genel operatör, bazı özel koşullar altında aşağıdaki özel durumlara

indirgenir.

* (1) Eğer (3.11) ve (3.12) ifadelerinde h (δ) = σ (δ) = δ ve α = k = 1 yazılırsa

aşağıda gösterildiği gibi Riemann integrali elde edilir:

Ia+f(x) =

∫ x

a

f (δ) dδ, x > a,
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Ib−f(x) =

∫ b

x

f (δ) dδ, x < b

*(2) Eğer (3.11) ve (3.12) ifadelerinde σ (δ) = h (δ) = δ ve k = 1 yazılırsa Tanım

3.1 ifadesi elde edilir.

*(3) Eğer (3.11) ve 3.12) ifadelerinde σ (δ) = h (δ) = δ yazılırsa aşağıda gösterildiği

gibi k-Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir:

Iαa+kf (x) =
1

kΓk(α)

∫ x

a

(x− δ)
α
k
−1 f (δ) dδ x > a,

Iαb−kf (x) =
1

kΓk(α)

∫ b

x

(δ − x)
α
k
−1 f (δ) dδ x < b.

*(4) Eğer (3.11) ve (3.12) ifadelerinde h (δ) = δ ve α = k = 1,yazılırsa Tanım 3.6

ifadesi elde edilir.

*(5) Eğer (3.11) ve (3.12) ifadelerinde h (δ) = δ ve α = k = 1 ve σ (δ) = δ
α
e(−

1−α
δ
δ)

yazılırsa α ∈ (0, 1) için aşağıda gösterildiği gibi üstel çekirdekli kesirli integral elde edilir.

Iαa f(x) =
1

α

∫ x

a

e(−
1−α
α

(x−δ))f (δ) dδ, x > a,

Iαb f(x) =
1

α

∫ x

a

e(−
1−α
α

(δ−x))f (δ) dδ, x < b,

*(6) Eğer (3.11) ve (3.12) ifadelerinde k = 1 ve σ (δ) = δ yazılırsa Tanım 3.5 ifadesi

elde edilir.

*(7) Eğer (3.11) ve (3.12) ifadelerinde k = 1, ve σ (δ) , h(δ) = ln δ yazılırsa aşağıda

gösterildiği gibi Hadamard kesirli integrali elde edilir.

HI
α
a+hf (x) =

1

Γ (α)

∫ x

a

(lnx− ln δ)α−1f (δ)

δ
dδ, x > a,

HI
α
b−hf (x) =

1

Γ (α)

∫ b

x

(ln δ − lnx)α−1f (δ)

δ
dδ, x < b.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde, (3.11) ve (3.12)’de verilen yeni genelleştirilmiş kesirli integral

operatörü kullanılarak yeni lemmalar ve teoremler elde edilmiştir.

4.1. Chebyshev Tipli Bulgular

Bu bölümde, (3.11) ve (3.12)’de verilen yeni genelleştirilmiş kesirli integral

operatörü kullanılarak Chebyshev tipli integral eşitsizlikler elde edilmiştir.

Lemma 4.1 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon

olsun. u,v:[a, b] → R+ iki fonksiyon olmak üzere α, k > 0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir

(ka+I
α
hσu)(x)(

k
a+I

α
hσυfg)(x) + (ka+I

α
hσυ)(x)(

k
a+I

α
hσufg)(x)

≥ (ka+I
α
hσuf)(x)(

k
a+I

α
hσυg)(x) + (ka+I

α
hσυf)(x)(

k
a+I

α
hσug)(x). (4.1)

İspat f ve g, [a, b] kapalı aralığında tanımlı, senkronize fonksiyonlar olduğundan (τ, ρ) ∈

[a, b]2 için

(f(τ)− f(ρ))(g(τ)− g(ρ)) ≥ 0 (4.2)

eşitsizliği geçerlidir. Buradan

f(τ)g(τ) + f(ρ)g(ρ) ≥ f(τ)g(ρ) + f(ρ)g(τ) (4.3)

yazılabilir. h : [a, b] → R artan ve negatif olmayan fonksiyonu ve (3.7)’dan (3.10)’ya kadar

olan şartları sağlayan σ fonksiyonu kullanılarak α, k > 0 için (4.3) ifadesinin her iki yanı

υ(τ) 1
kΓk(α)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x) − h(τ))

α
k
−1 ile çarpılır ve elde edilen ifadenin τ ’ya göre

a’dan x’e kadar integrali alınırsa

(ka+I
α
hσυfg)(x) + f(ρ)g(ρ)(ka+I

α
hσυ)(x) ≥ g(ρ)(ka+I

α
hσυf)(x) + f(ρ)(ka+I

α
hσυg)(x) (4.4)

elde edilir. (4.4) ifadesinin her iki yanı u(ρ) 1
kΓk(α)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x) − h(ρ))

α
k
−1 ile

çarpılır ve elde edilen ifadenin ρ’ya göre a’dan x’e kadar integrali alınırsa

(ka+I
α
hσu)(x)(

k
a+I

α
hσυfg)(x) + (ka+I

α
hσυ)(x)(

k
a+I

α
hσufg)(x)

≥ (ka+I
α
hσuf)(x)(

k
a+I

α
hσυg)(x) + (ka+I

α
hσυf)(x)(

k
a+I

α
hσug)(x) (4.5)
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bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.1 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon

olsun. u,v,w:[a, b] → R+ olmak üzere üç sürekli fonksiyon olduğu durumda α, k > 0 için

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir

2(ka+I
α
hσu)(x)(

k
a+I

α
hσv)(x)(

k
a+I

α
hσwfg)(x) + (ka+I

α
hσu)(x) (

k
a+I

α
hσw)(x)(ka+I

α
hσvfg)(x)

+(ka+I
α
hσv)(x) (

k
a+I

α
hσw)(x)(ka+I

α
hσufg)(x)

≥ (ka+I
α
hσu)(x)

(
(ka+I

α
hσvf)(x)(

k
a+I

α
hσwg)(x) + (ka+I

α
hσwf)(x)(

k
a+I

α
hσvg)(x)

)
+(ka+I

α
hσv)(x)

(
(ka+I

α
hσuf)(x)(

k
a+I

α
hσwg)(x) + (ka+I

α
hσwf)(x)(

k
a+I

α
hσug)(x)

)
.

(4.6)

İspat Lemma 4.1 ifadesinde u = v, υ = w yazılırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

(ka+I
α
hσv)(x)(

k
a+I

α
hσwfg)(x) + (ka+I

α
hσw)(x)(ka+I

α
hσvfg)(x)

≥ (ka+I
α
hσvf)(x)(

k
a+I

α
hσwg)(x) + (ka+I

α
hσwf)(x)(

k
a+I

α
hσvg)(x)

(4.7)

(4.7) ifadesinin her iki yanı (ka+I
α
hσu)(x) çarpılırsa

(ka+I
α
hσu)(x)

((
k
a+I

α
hσv(x)

) (
k
a+I

α
hσwfg

)
(x) + (ka+I

α
hσw)(x)(ka+I

α
hσvfg)(x)

)
≥ (ka+I

α
hσu)(x)

(
(ka+I

α
hσvf)(x)(

k
a+I

α
hσwg)(x) + (ka+I

α
hσwf)(x)(

k
a+I

α
hσvg)(x)

)
(4.8)

bulunur. Lemma 4.1 ifadesinde u = u, υ = w yazılırsa

(ka+I
α
hσu)(x)(

k
a+I

α
hσwfg)(x) + (ka+I

α
hσw)(x)(ka+I

α
hσufg)(x)

≥ (ka+I
α
hσuf)(x)(

k
a+I

α
hσwg)(x) + (ka+I

α
hσwf)(x)(

k
a+I

α
hσug)(x)

(4.9)

elde edilir. (4.9) ifadesinin her iki yanı (ka+I
α
hσv)(x) çarpılırsa

(ka+I
α
hσv)(x)

(
(ka+I

α
hσu)(x)(

k
a+I

α
hσwfg)(x) + (ka+I

α
hσw)(x)(ka+I

α
hσufg)(x)

)
≥ (ka+I

α
hσv)(x)

(
(ka+I

α
hσuf)(x)(

k
a+I

α
hσwg)(x) + (ka+I

α
hσwf)(x)(

k
a+I

α
hσug)(x)

)
(4.10)
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bulunur. (4.8) ve (4.10) ifadelerini toplayarak (4.6) elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış

olur.

Lemma 4.2 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon

olsun. u,v:[a, b] → R+ sürekli iki fonksiyon olmak üzere α, k > 0 için aşağıdaki eşitsizlik

geçerlidir

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

≥ (k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x) + (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x). (4.11)

İspat α, k > 0 için (4.3) ifadesinin her iki yanı υ(τ) 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)−h(τ))

α2
k2

−1

çarpılır ve elde edilen ifadenin τ ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa

(k2a+I
α2
hσυfg)(x) + (f(ρ).g(p)(k2a+I

α2
hσυ)(x)

≥ g(ρ)(k2a+I
α2
hσυf)(x) + f(ρ)(k2a+I

α2
hσυg)(x) (4.12)

elde edilir. (4.12) ifadesinin her iki yanı u(ρ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x) − h(ρ))

α1
k1

−1

çarpılır ve elde edilen ifadenin ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa

(k2a+I
α2
hσυfg)(x)(

k1
a+I

α1
hσu)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

≥ (k2a+I
α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x) + (k2a+I

α2
hσυg)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x) (4.13)

bulunur. Böylece (4.11) elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.2 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon

olsun. u,v,w:[a, b] → R+ üç sürekli fonksiyon olduğu durumda α, k > 0 için aşağıdaki

eşitsizlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσu)(x)

(
(k2a+I

α2
hσw)(x)(k1a+I

α1
hσvfg)(x)

+2(k1a+I
α1
hσv)(x)(

k2
a+I

α2
hσwfg)(x) + (k1a+I

α1
hσw)(x)(k2a+I

α2
hσvfg)(x)

)
+(k1a+I

α1
hσufg)(x)

(
(k1a+I

α1
hσv)(x)(

k2
a+I

α2
hσw)(x) + (k1a+I

α1
hσw)(x)(k2a+I

α2
hσv)(x)

)
≥ (k1a+I

α1
hσu)(x)

(
(k1a+I

α1
hσvf)(x)(

k2
a+I

α2
hσwg)(x) + (k2a+I

α2
hσwf)(x)(

k1
a+I

α1
hσvg)(x)

)
+(k1a+I

α1
hσv)(x)

(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσwg)(x) + (k2a+I

α2
hσwf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

)
+(k1a+I

α1
hσw)(x)

(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσvg)(x) + (k2a+I

α2
hσvf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

)
(4.14)
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İspat Lemma 4.2 ifadesinde u = v, υ = w yazılırsa

(k1a+I
α1
hσv)(x)(

k2
a+I

α2
hσwfg)(x) + (k2a+I

α2
hσw)(x)(k1a+I

α1
hσvfg)(x)

≥ (k1a+I
α1
hσvf)(x)(

k2
a+I

α2
hσwg)(x) + (k2a+I

α2
hσwf)(x)(

k1
a+I

α1
hσvg)(x) (4.15)

bulunur. (4.15) ifadesinin her iki yanı (k1a+I
α1
hσu)(x) çarpılırsa

(k1a+I
α1
hσu)(x)

(
(k1a+I

α1
hσv)(x)(

k2
a+I

α2
hσwfg)(x) +

(
k2
a+I

α2
hσw)(x)(k1a+I

α1
hσvfg

)
(x)
)

≥ (k1a+I
α1
hσu)(x)

(
(k1a+I

α1
hσvf)(x)(

k2
a+I

α2
hσwg)(x) + (k2a+I

α2
hσwf)(x)(

k1
a+I

α1
hσvg)(x)

)
(4.16)

elde edilir. Lemma 4.2 ifadesinde u = u, υ = w yazılırsa

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσwfg)(x) + (k2a+I

α2
hσw)(x)(k1a+I

α1
hσufg)(x)

≥ (k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσwg)(x) + (k2a+I

α2
hσwf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x). (4.17)

bulunur. (4.17) ifadesinin her iki yanı (k1a+I
α1
hσv)(x) çarpılırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir

(k1a+I
α1
hσv)(x)

(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσwfg)(x) + (k2a+I

α2
hσw)(x)(k1a+I

α1
hσufg)(x)

)
≥ (k1a+I

α1
hσv)(x)

(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσwg)(x) + (k2a+I

α2
hσwf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

)
.

(4.18)

(4.18) ifadesinde v yerine w ve w yerine v yazılırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir

(k1a+I
α1
hσw)(x)

(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσvfg)(x) + (k2a+I

α2
hσv)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

)
≥ (k1a+I

α1
hσw)(x)

(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσvg)(x) + (k2a+I

α2
hσvf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

)
.

(4.19)

(4.16), (4.18) ve (4.19) ifadelerini toplayarak (4.14) elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.3 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif, integrallenebilir, senkronize fonksiyon

olsun. u,z:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olmak üzere α, k > 0 için aşağıdaki eşitsizlik

geçerlidir

(k1a+I
α1
hσufgz)(x)(

k2
a+I

α2
hσu)(x) + (k2a+I

α2
hσufgz)(x)(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

+(k1a+I
α1
hσufg)(x)(

k2
a+I

α2
hσuz)(x) + (k2a+I

α2
hσufg)(x)(

k1
a+I

α1
hσuz)(x)

≥ (k1a+I
α1
hσufz)(x)(

k2
a+I

α2
hσug)(x) + (k2a+I

α2
hσufz)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

(k1a+I
α1
hσugz)(x)(

k2
a+I

α2
hσuf)(x) + (k2a+I

α2
hσugz)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x). (4.20)
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İspat f ve g fonksiyonları [a, b] kapalı aralığında iki senkronize fonksiyon ve u,z:[a, b] →

R+ iki sürekli fonksiyon olduğundan her (τ, ρ) ∈ [a, b]2 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir

(f(τ)− f(ρ))(g(τ)− g(ρ))(z(τ) + z(ρ)) ≥ 0. (4.21)

Bu eşitsizlikten

z(τ)f(τ)g(τ) + z(τ)f(ρ)g(ρ) + z(ρ)f(τ)g(τ) + z(ρ)f(ρ)g(ρ)

≥ z(τ)f(τ)g(ρ) + z(τ)f(ρ)g(τ) + z(ρ)f(τ)g(ρ) + z(ρ)f(ρ)g(τ). (4.22)

bulunur. (4.22) ifadesinin her iki yanı u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)−h(τ))

α1
k1

−1 çarpılır

ve elde edilen ifadenin τ ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa

(k1a+I
α1
hσufgz)(x) + f(ρ)g(ρ)(k1a+I

α1
hσuz)(x)

+z(ρ)(k1a+I
α1
hσufg)(x) + z(ρ)f(ρ)g(ρ)(k1a+I

α1
hσu)(x)

≥ g(ρ)(k1a+I
α1
hσufz)(x) + f(ρ)(k1a+I

α1
hσugz)(x) (4.23)

+z(ρ)g(ρ)(k1a+I
α1
hσuf)(x) + z(ρ)f(ρ)(k1a+I

α1
hσug)(x).

elde edilir. (4.23) ifadesinin her iki yanı u(ρ) 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x) − h(ρ))

α2
k2

−1

çarpılır ve elde edilen ifadenin ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa

(k1a+I
α1
hσufgz)(x)(

k2
a+I

α2
hσu)(x) + (k2a+I

α2
hσufg)(x)(

k1
a+I

α1
hσuz)(x) (4.24)

+(k2a+I
α2
hσuz)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x) + (k2a+I

α2
hσufgz)(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

≥ (k2a+I
α2
hσug)(x)(

k1
a+I

α1
hσufz)(x) + (k2a+I

α2
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσugz)(x)

+(k2a+I
α2
hσugz)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x) + (k2a+I

α2
hσufz)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

bulunur. (4.20) ifadesi elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.4 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki integrallenebilir fonksiyon olsun. u:[a, b] → R+

sürekli fonksiyon olmak üzere α, k > 0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσuf

2)(x)(k2a+I
α2
hσu)(x) + (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσug

2)(x)

≥ 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσug)(x), (4.25)

(k1a+I
α1
hσuf

2)(x)(k2a+I
α2
hσug

2)(x) + (k2a+I
α2
hσuf

2)(x)(k1a+I
α1
hσug

2)(x)

≥ 2(k1a+I
α1
hσufg)(x)(

k2
a+I

α2
hσufg)(x). (4.26)
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İspat (f(τ)− g(ρ))2 ≥ 0 olduğundan her τ, ρ ∈ [a, b] için

f 2(τ) + g2(ρ) ≥ 2f(τ)g(ρ) (4.27)

yazılabilir. (4.27) ifadesinin her iki yanı u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)−h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)−h(ρ))

α2
k2

−1 ile çarpılır ve elde edilen ifadenin sırasıyla

τ ’ya ve ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir

(k1a+I
α1
hσuf

2)(x)(k2a+I
α2
hσu)(x) + (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσug

2)(x) (4.28)

≥ 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσug)(x).

Böylece (4.25) ifadesi elde edilmiş olur. Öte yandan (f(τ)g(ρ)−f(ρ)g(τ))2 ≥ 0 olduğundan

her τ, ρ ∈ [a, b] için

f 2(τ)g2(ρ) + f 2(ρ)g2(τ) ≥ 2f(τ)g(τ)f(ρ)g(ρ) (4.29)

yazılabilir. (4.29) ifadesinin her iki yanı u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)−h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)−h(ρ))

α2
k2

−1 çarpılır ve elde edilen ifadenin sırasıyla

τ ’ya ve ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir

(k1a+I
α1
hσuf

2)(x)(k2a+I
α2
hσug

2)(x) + (k2a+I
α2
hσuf

2)(x)(k1a+I
α1
hσug

2)(x) (4.30)

≥ 2(k1a+I
α1
hσufg)(x)(

k2
a+I

α2
hσufg)(x).

Böylece (4.26) ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

4.2. Grüss Tipli Bulgular

Bu bölümde, (3.11) ve (3.12)’de verilen yeni genelleştirilmiş kesirli integral

operatörü kullanılarak Grüss tipli integral eşitsizlikler elde edilmiştir.

Teorem 4.5 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif ,integrallenebilir ve her x ∈ [a, b] ,

Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2 ∈ R için

Φ1 ≤ f(x) ≤ Φ2 ve Ψ1 ≤ g(x) ≤ Ψ2

koşulunu sağlayan fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olmak üzere α, k >

0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)(Φ2−Φ1)(Ψ2 −Ψ1). (4.31)
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İspat Z(τ, ρ) fonksiyonu her τ, ρ ∈ [a, b] için aşağıdaki gibi tanımlansın

Z(τ, ρ) = (f(τ)− f(ρ))(g(τ)− g(ρ)). (4.32)

(4.32) ifadesinin her iki yanı u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

× 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)−h(ρ))

α2
k2

−1 çarpılır ve elde edilen ifadenin sırasıyla

τ ve ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1

×υ(ρ) 1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1
Z(τ, ρ)dτdρ

= (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x). (4.33)

(2.5) ifadesindeki koşula göre her τ, ρ ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitsizlik yazılabilir

|Z(τ, ρ)| = |(f(τ)− f(ρ)| |(g(τ)− g(ρ)| ≤ (Φ2−Φ1)(Ψ2 −Ψ1). (4.34)

(4.34) ifadesi (4.33) ifadesinde kullanılarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)

×(h(x)− h(τ))
α1
k1

−1
υ(ρ)

1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)

×h′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |Z(τ, ρ)| dτdρ

≤
x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ) (h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

× 1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1
(Φ2−Φ1)(Ψ2 −Ψ1)dτdρ

= (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)(Φ2−Φ1)(Ψ2 −Ψ1).

(4.35)

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.6 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif, integrallenebilir ve (2.11) koşulunu

sağlayan fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olmak üzere α, k > 0

26



için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ M((k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσug

2)(x)

−2(k1a+I
α1
hσug)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)). (4.36)

İspat (2.11) ifadesindeki koşula göre her τ, ρ ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.

|(f(τ)− f(ρ)| ≤M |(g(τ)− g(ρ)| . (4.37)

(4.32) ve (4.37) ifadelerinden aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.

|Z(τ, ρ)| = |(f(τ)− f(ρ)| |(g(τ)− g(ρ)| ≤M(g(τ)− g(ρ))2. (4.38)

(4.38) ifadesi (4.33) ifadesinde yerine yazılırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir.

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

× 1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |Z(τ, ρ)| dτdρ

≤
x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

× 1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1
M(g(τ)− g(ρ))2dτdρ

= M
(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσug

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσug)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)

)
(4.39)

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.7 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif, integrallenebilir ve L1, L2 sabitleriyle

Lipschitz koşulunu sağlayan fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olmak

üzere aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ L1L2

(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυi

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσui

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσui)(x)(

k2
a+I

α2
hσυi)(x)

)
(4.40)
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İspat Teorem 4.7 ifadesindeki koşuldan her τ, ρ ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitsizlikler geçerlidir

|(f(τ)− f(ρ)| ≤ L1 |τ − ρ| (4.41)

|g(τ)− g(ρ)| ≤ L2 |τ − ρ|

ki buradan

|Z(τ, ρ)| = |f(τ)− f(ρ)| |g(τ)− g(ρ)| ≤ L1L2(τ − ρ)2 (4.42)

yazılabilir. (4.42) ifadesi (4.33) ifadesinde yerine yazılırsa

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

× 1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |Z(τ, ρ)| dτdρ

≤
x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

× 1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1
L1L2(τ − ρ)2dτdρ

= L1L2

(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυi

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσui

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσui)(x)(

k2
a+I

α2
hσυi)(x)

)
(4.43)

bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.8 f ,g:[a, b] → R iki pozitif, integrallenebilir ve f ′ ∈ Lp [a, b] , g′ ∈ Lq [a, b]

koşulunu sağlayan fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olsun. p,q, r >1,

1/p+1/p′ = 1, 1/q+1/q′ = 1 ve 1/r + 1/r′ = 1 şartları altında α, k > 0 için aşağıdaki

eşitsizlik geçerlidir

2
∣∣(k1a+Iα1

hσu)(x)(
k1
a+I

α1
hσufg)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣
≤ ∥f ′∥p∥g′∥q

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′ dτdρ.

(4.44)

İspat (4.32) ifadesi u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)
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×(h(x) − h(τ))
α1
k1

−1
u(ρ) 1

k1Γk1 (α1)
σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x) − h(ρ))

α1
k1

−1 ile çarpılır ve

elde edilen ifadenin sırasıyla τ ve ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitlik

geçerlidir.

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1
Z(τ, ρ)dτdρ

= 2
(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

)
.

(4.45)

(4.32) ifadesinden her τ, ρ ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik elde edilir.

Z(τ, ρ) =

τ∫
ρ

τ∫
ρ

f ′(θ)g′(ϑ)dθdϑ. (4.46)

Hölder eşitsizliğini kullanarak

|(f(τ)− f(ρ)| ≤ |τ − ρ|
1
p′

∣∣∣∣∫ τ

ρ

|f ′(θ)|p dθ
∣∣∣∣ 1p ve |g(τ)− g(ρ)| ≤ |τ − ρ|

1
q′

∣∣∣∣∫ τ

ρ

|g′(θ)|q dθ
∣∣∣∣ 1q

(4.47)

yazılabilir. (4.47) ifadesi (4.46) ifadesinde yerine yazılırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

|Z(τ, ρ)| ≤ |τ − ρ|
1
p′+

1
q′

∣∣∣∣∫ τ

ρ

|f ′(θ)|p dθ
∣∣∣∣ 1p ∣∣∣∣∫ τ

ρ

|g′(θ)|q dθ
∣∣∣∣ 1q . (4.48)

(4.48) ifadesi (4.45) ifadesinde yerine yazılırsa aşağıdaki eşitsizlik bulunur.

2
∣∣(k1a+Iα1

hσu)(x)(
k1
a+I

α1
hσufg)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣
≤

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′

×
∣∣∣∣∫ τ

ρ

|f ′(θ)|p dθ
∣∣∣∣ 1p ∣∣∣∣∫ τ

ρ

|g′(θ)|q dθ
∣∣∣∣ 1q dτdρ . (4.49)
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(4.49) ifadesine Hölder integral eşitsizliği uygulanarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

2
∣∣(k1a+Iα1

hσu)(x)(
k1
a+I

α1
hσufg)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣
≤


x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′
∣∣∣∫ τρ |f ′(θ)|p dθ

∣∣∣ rp dτdρ


1
r

×


x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′
∣∣∣∫ τρ |g′(θ)|q dθ

∣∣∣ r′q dτdρ


1
r′

.

(4.50)

Öte yandan ∣∣∣∣∫ τ

ρ

|f ′(θ)|p dθ
∣∣∣∣ 1p ≤ ∥f ′∥pp (4.51)∣∣∣∣∫ τ

ρ

|g′(θ)|q dθ
∣∣∣∣ 1q ≤ ∥g′∥qq

eşitsizlikleri yardımıyla (4.50) ifadesi aşağıdaki şekilde yeniden yazılabilir.

2
∣∣(k1a+Iα1

hσu)(x)(
k1
a+I

α1
hσufg)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣ (4.52)

≤

 ∥f ′∥rp
x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′ dτdρ


1
r

x

 ∥g′∥r′q
x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′ dτdρ


1
r′

= ∥f ′∥p∥g′∥q

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′ dτdρ.

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.9 f ,g:[a, b] → R iki pozitif,integrallenebilir ve f ′ ∈ Lp [a, b] , g′ ∈ Lq [a, b]

koşulunu sağlayan fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olsun. p,q, r >1,

1/p+1/p′ = 1, 1/q+1/q′ = 1 ve 1/r + 1/r′ = 1 şartları altında α, k > 0 için aşağıdaki
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eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ ∥f ′∥p∥g′∥q

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
α1
k1

−1

×υ(ρ) 1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
(h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′ )dτdρ.

(4.53)

İspat (4.48) ifadesi (4.35) ifadesinde yerine yazılırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)

×h′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′

∣∣∣∣∫ τ

ρ

|f ′(θ)|p dθ
∣∣∣∣ 1p ∣∣∣∣∫ τ

ρ

|g′(θ)|q dθ
∣∣∣∣ 1q dτdρ.

(4.54)

(4.54) ifadesine Hölder eşitsizliği uygulanarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

 x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

1

k2Γk2(α2)

× σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′

∣∣∣∣∫ τ

ρ

|f ′(θ)|p dθ
∣∣∣∣ rp dτdρ

] 1
r

×

 x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ)

1

k2Γk2(α2)

×σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′

∣∣∣∣∫ τ

ρ

|g′(θ)|q dθ
∣∣∣∣ r

′
q

dτdρ

 1
r′

.

(4.55)

31



(4.51) ifadesi kullanılarak (4.55) ifadesi yeniden yazılırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir.∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

 ∥f ′∥p
x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ) 1

k2Γk2 (α2)
σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ)

×h′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′ dτdρ


1
r

×

 ∥g′∥q
x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
υ(ρ) 1

k2Γk2 (α2)
σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ)

×h′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′ dτdρ


1
r′

= ∥f ′∥p∥g′∥q

x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1

×υ(ρ) 1

k2Γk2(α2)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
x(h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 |τ − ρ|
1
p′+

1
q′ )dτdρ.

(4.56)

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Lemma 4.3 f :[a, b] → R integrallenebilir ve her x ∈ [a, b] , Φ1,Φ2 ∈ R için

Φ1 ≤ f(x) ≤ Φ2

koşulunu sağlayan fonksiyon olsun. u:[a, b] → R+ sürekli bir fonksiyon olduğunda α, k > 0

için aşağıdaki eşitlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)−
(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)

)2
(4.57)

=
(
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
−(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(x).

İspat Her x ∈ [a, b] için f , Φ1 ≤ f(x) ≤ Φ2 koşulunu sağlayan integrallenebilir bir

fonksiyon olduğuna göre her ρ, τ ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik geçerlidir

(Φ2 − f(ρ))(f(τ)− Φ1) + (Φ2 − f(τ))(f(ρ)− Φ1)

−(Φ2 − f(τ))(f(τ)− Φ1)− (Φ2 − f(ρ))(f(ρ)− Φ1) (4.58)

= f 2(τ) + f 2(ρ)− 2f(ρ)f(τ).

(4.58) ifadesinin her iki yanı u(ρ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)−h(ρ))

α1
k1

−1 çarpılır ve elde
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edilen ifadenin ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir.

(f(τ)− Φ1)
(
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

)
+ (Φ2 − f(τ))((k1a+I

α1
hσuf)(x)

−Φ1(
k1
a+I

α1
hσu)(x))− (Φ2 − f(τ))(f(τ)− Φ1)(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)

= f 2(τ)(k1a+I
α1
hσu)(x) + (k1a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2f(τ)(k1a+I
α1
hσuf)(x).

(4.59)

(4.59) ifadesinin her iki yanı u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)−h(τ))

α1
k1

−1 çarpılır ve elde

edilen ifadeninτ ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

) (
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

)
+
(
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
−
(
k1
a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1)

)
(x)(k1a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσu)(x)

(
(k1a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1)

)
(x)

= (k1a+I
α1
hσuf

2)(x)(k1a+I
α1
hσu)(x) + (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x),

(4.60)

Böylece (4.57) ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.10 f, g :[a, b] → R integrallenebilir ve ve her x ∈ [a, b] , Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2 ∈ R için

Φ1 ≤ f(x) ≤ Φ2 ve Ψ1 ≤ g(x) ≤ Ψ2

koşulunu sağlayan fonksiyonlar olsun. u:[a, b] → R+ sürekli bir fonksiyon olduğunda

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣(k1a+Iα1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣
≤ 1

4
(Φ2 − Φ1)(Ψ2 −Ψ1)

(
(k1a+I

α1
hσu)(x)

)2
(4.61)

İspat (4.32) ifadesinin her iki yanı u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)

×(h(x) − h(τ))
α1
k1

−1
u(ρ) 1

k1Γk1 (α1)
σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x) − h(ρ))

α1
k1

−1 ile çarpılır ve

elde edilen ifadenin sırasıyla τ ve ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitlik

geçerlidir
x∫
a

x∫
a

u(τ)
1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(τ))

h(x)− h(τ)
h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1

k1Γk1(α1)

σ(h(x)− h(ρ))

h(x)− h(ρ)
h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1
Z(τ, ρ)dτdρ (4.62)

= 2
(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

)
.
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Çift katlı integrale Cauchy-Schwartz integral eşitsizliği uygulandığında aşağıdaki eşitlik elde

edilir 
x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1
Z(τ, ρ)dτdρ


2

≤


x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1
(f(τ)− f(ρ))2dτdρ


×


x∫
a

x∫
a

u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1
u(ρ)

× 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α1
k1

−1
(g(τ)− g(ρ))2dτdρ

 (4.63)

= 4
(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− ((k1a+I
α1
hσuf)(x))

2
)

×
(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσug

2)(x)− ((k1a+I
α1
hσug)(x))

2
)
.

(Φ2 − f(τ))(f(τ)− Φ1) ≥ 0 ve (Ψ2 − g(τ))(g(τ) − Ψ1) ≥ 0 eşitsizliklerinden aşağıdaki

eşitsizlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(x) ≥ 0 , (4.64)

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Ψ2 − g)(g −Ψ1))(x) ≥ 0.

Buradan (4.64) ve Lemma 4.3 yardımıyla aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)−
(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)

)2
(4.65)

≤
(
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσug

2)(x)− ((k1a+I
α1
hσug)(x))

2 (4.66)

≤
(
Ψ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσug)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσug)(x)−Ψ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
.

(4.62), (4.63), (4.65) ve (4.66) birleştirilerek asağıdaki eşitsizlik elde edilir(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

)2
(4.67)

≤
(
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
×
(
Ψ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσug)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσug)(x)−Ψ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
.

(4.67) ve her x, y ∈ R için 4xy ≤ (x + y)2 eşitsizliğini kullanarak aşağıdaki eşitsizlik elde

edilir

4(Φ2(
k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x))((

k1
a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)) (4.68)

≤
(
(Φ2 − Φ1)((

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)2
,

4
(
Ψ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσug)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσug)(x)−Ψ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
(4.69)

≤
(
(Ψ2 −Ψ1)((

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)2
.
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(4.67)-(4.69) ifadelerinden (4.61) ifadesini elde ederiz ve böylece ispat tamamlanmış olur.

Lemma 4.4 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki pozitif , integrallenebilir fonksiyon olsun.

u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olmak üzere α, k > 0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

2

≤
(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x)

)
×
(
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσug

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσug)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)

)
.

(4.70)

İspat (4.33) ifadesinde çift katlı integrale Cauchy-Schwartz integral eşitsizliği uygulandığında

(4.70) elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Lemma 4.5 f :[a, b] → R integrallenebilir fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli

fonksiyon olduğunda aşağıdaki eşitlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x)

=
(
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

) (
(k2a+I

α2
hσυf)(x)− Φ1(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)

)
−(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)

+
(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

) (
Φ2(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)

)
− (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(x).

(4.71)

İspat (4.59) ifadesinin her iki yanı υ(τ) 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)−h(τ))

α2
k2

−1 çarpılır

ve elde edilen ifadenin τ ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitlik geçerlidir

(
(k2a+I

α2
hσυf)(x)− Φ1(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)

) (
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

)
−(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)

+
(
Φ2(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
−(k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)

= (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x).

(4.72)

Böylece (4.71) ifadesine eşit olduğundan ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 4.11 f ,g:[a, b] → R pozitif, integrallenebilir ve her x ∈ [a, b] , Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2 ∈ R

için

Φ1 ≤ f(x) ≤ Φ2 ve Ψ1 ≤ g(x) ≤ Ψ2

koşulunu sağlayan fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olmak üzere

α1, α2, k1,k2 > 0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

2

≤
(
Φ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

) (
(k2a+I

α2
hσυf)(x)− Φ1(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)

)
+
(
Φ2(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
×
(
Ψ2(

k1
a+I

α1
hσu)(x)−

k1
a+ I

α1
hσug)(x)

) (
(k2a+I

α2
hσυg)(x)−Ψ1(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)

)
+
(
Ψ2(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)− (k2a+I

α2
hσυg)(x)

) (
(k1a+I

α1
hσug)(x)−Ψ1(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

)
.

(4.73)

İspat (Φ2 − f(τ))(f(τ)− Φ1) ≥ 0 ve (Ψ2 − g(τ))(g(τ)− Ψ1) ≥ 0 olmak üzere aşağıdaki

eşitsizlik geçerlidir

−(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)− (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(x) ≤ 0,

(4.74)

−(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Ψ2 − g)(g −Ψ1))(x)− (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Ψ2 − g)(g −Ψ1))(x) ≤ 0.

(4.75)

Lemma 4.5 ifadesinde fonksiyon olarak f seçildiğinde (4.74), g seçildiğinde (4.75) elde

edilir. Bu ifadeler Lemma 4.4’te kullanarak (4.73) ifadesi elde edilir. Böylece ispat

tamamlanmış olur.

Teorem 4.12 f :[a, b] → R pozitif ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. u, υ:[a, b] → R+

iki sürekli fonksiyon olsun. Φ1,Φ2 : [a, b] → R integrallenebilir fonksiyonları her t ∈ [a, b]

için

Φ1(t) ≤ f(t) ≤ Φ2(t), (4.76)

olduğunda α, k > 0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσuΦ2)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x) + (k2a+I

α2
hσυΦ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x)

≥ (k2a+I
α2
hσυΦ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x) + (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x). (4.77)
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İspat Her t ∈ [a, b] için Φ1(t) ≤ f(t) ≤ Φ2(t) olduğundan her τ, ρ ∈ [a, b] için

(Φ2(τ)− f(τ))(f(ρ)− Φ1(ρ)) ≥ 0 (4.78)

yazılabilir. Yukarıda eşitsizlik düzenlenirse

Φ2(τ)f(ρ) + Φ1(ρ)f(τ) ≥ Φ1(ρ)Φ2(τ) + f(τ)f(ρ) (4.79)

elde edilir. (4.79) ifadesinin her iki tarafı u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1

×υ(ρ) 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x) − h(ρ))

α2
k2

−1 çarpılır ve elde edilen ifadenin

sırasıyla τ ve ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσuΦ2)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x) + (k2a+I

α2
hσυΦ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x)

≥ (k2a+I
α2
hσυΦ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x) + (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x). (4.80)

Böylece (4.77) ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.13 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki integrallenebilir fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] →

R+ iki sürekli fonksiyon olsun. Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2 : [a, b] → R integrallenebilir fonksiyonlar

olduğunda her t ∈ [a, b] için

Φ1(t) ≤ f(t) ≤ Φ2(t) (4.81)

Ψ 1(t) ≤ g(t) ≤ Ψ2(t)

şartları altında α, k > 0 için aşağıdaki eşitsizlikler geçerlidir

(B1)(k1a+I
α1
hσuΦ2)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x) + (k2a+I

α2
hσυΨ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x)

≥ (k2a+I
α2
hσυΨ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x) + (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x),

(B2)(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΨ2)(x) + (k2a+I

α2
hσυg)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1)(x)

≥ (k2a+I
α2
hσυΨ2)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1)(x) + (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x),

(B3)(k1a+I
α1
hσuΦ2)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΨ2)(x) + (k2a+I

α2
hσυg)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x)

≥ (k2a+I
α2
hσυΨ2)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x) + (k1a+I

α1
hσuΦ2)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x),

(B4)(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x) + (k2a+I

α2
hσυΨ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1)(x)

≥ (k2a+I
α2
hσυg)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1)(x) + (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΨ1)(x).
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İspat Her t ∈ [a, b] için Φ1(t) ≤ f(t) ≤ Φ2(t) ve Ψ1(t) ≤ g(t) ≤ Ψ2(t) olduğundan her

τ, ρ ∈ [a, b] için

(Φ2(τ)− f(τ))(g(ρ)−Ψ1(ρ)) ≥ 0 (4.82)

eşitsizliği sağlanır. Yukarıdaki eşitsizlik düzenlendiğinde

Φ2(τ)g(ρ) + Ψ1(ρ)f(τ) ≥ Ψ1(ρ)Φ2(τ) + f(τ)g(ρ), ∀τ, ρ ∈ [a, b] . (4.83)

bulunur. (4.83) ifadesinin her iki yanı u(τ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)− h(τ))

α1
k1

−1

×υ(ρ) 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)− h(ρ))

α2
k2

−1 ile çarpılır ve elde edilen ifadenin

sırasıyla τ ve ρ’ya göre a’dan x’e integrali alınırsa aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir.

(k1a+I
α1
hσuΦ2)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x) + (k2a+I

α2
hσυΨ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x) (4.84)

≥ (k2a+I
α2
hσυΨ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x) + (k1a+I

α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x).

Bu eşitsizlik bize (B1) ifadesini verir. (B2)-(B4) ispatlamak için (B1) ispatındaki yolu

kullanarak

(B2) için (f(τ)− Φ1(τ))(Ψ2(ρ)− g(ρ)) ≥ 0,

(B3) için (Φ2(τ)− f(τ))(Ψ2(ρ)− g(ρ)) ≥ 0,

(B4) için (f(τ) − Φ1(τ))(g(ρ) − Ψ1(ρ)) ≥ 0 eşitsizliklerinden faydalanılabilir.

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Lemma 4.6 f :[a, b] → R integrallenebilir ve (4.76) koşulunu sağlayan fonksiyon olsun.

u,υ:[a, b] → R+ iki sürekli fonksiyon olmak üzere α, k > 0 için aşağıdaki eşitlik geçerlidir

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x)

=
(
(k1a+I

α1
hσuΦ2)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)

) (
(k2a+I

α2
hσυf)(x)− (k2a+I

α2
hσυΦ1)(x)

)
−(k1a+I

α1
hσu(Φ1 + Φ2))(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x) +

(
(k1a+I

α1
hσuf)(x)− (k1a+I

α1
hσuΦ1)(x)

)
((k2a+I

α2
hσυΦ2)(x)

−(k2a+I
α2
hσυf)(x))− (k2a+I

α2
hσυ(Φ1 + Φ2))(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x) + (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Φ1 + Φ2)f)(x)

+(k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ1 + Φ2)f)(x) + (k1a+I

α1
hσuΦ1)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΦ2)(x)

+(k2a+I
α2
hσυΦ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x)− (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)

−(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΦ1Φ2)(x)− (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)

−(k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1Φ1)(x).

(4.85)

İspat f :[a, b] → R integrallenebilir ve (4.76) koşulunu sağlayan fonksiyon olduğu için her
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τ, ρ ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik geçerlidir

(Φ2(ρ)− f(ρ))(f(τ)− Φ1(τ)) + (Φ2(τ)− f(τ))(f(ρ)− Φ1(ρ)) (4.86)

−(Φ2(τ)− f(τ))(f(τ)− Φ1(τ))− (Φ2(ρ)− f(ρ))(f(ρ)− Φ1(ρ))

= f 2(τ) + f 2(ρ)− 2f(ρ)f(τ) + (Φ1(ρ) + Φ2(ρ))f(τ) + (Φ1(τ) + Φ2(τ))f(ρ)

−Φ1(τ)Φ2(ρ)− Φ1(ρ)Φ2(τ)− (Φ1(τ) + Φ2(τ)f(τ))

−(Φ1(ρ) + Φ2(ρ))(f(ρ) + Φ2(τ)) + Φ1(ρ)Φ2(ρ).

(4.86) ifadesinin her iki yanı u(ρ) 1
k1Γk1 (α1)

σ(h(x)−h(ρ))
h(x)−h(ρ) h

′
(ρ)(h(x)−h(ρ))

α1
k1

−1 çarpılır ve elde

edilen ifadenin ρ’ya göre a’dan x’e integrali aınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir

(f(τ)− Φ1(τ))((
k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x)) + ((k1a+I

α1
hσuf)(x)

−(k1a+I
α1
hσuΦ1)(x))(Φ2(τ)− f(τ))− (Φ2(τ)− f(τ))(f(τ)− Φ1(τ))(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

−(k1a+I
α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))

= f 2(τ)(k1a+I
α1
hσu)(x) + (k1a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2f(τ)(k1a+I
α1
hσuf)(x) + f(τ)(k1a+I

α1
hσu(Φ1 + Φ2))(x)

+(Φ1(τ)Φ2(τ))(
k1
a+I

α1
hσuf)(x)− Φ1(τ)(

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x)− (Φ2(τ)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1)(x)

−(Φ1(τ) + Φ2(τ))f(τ)(
k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k1a+I

α1
hσu(Φ1 + Φ2)f)(x)

+(Φ1(τ) + Φ2(τ)(
k1
a+I

α1
hσu)(x) + (k1a+I

α1
hσuΦ1Φ1)(x)

(4.87)

(4.87) ifadesinin her iki yanı υ(τ) 1
k2Γk2 (α2)

σ(h(x)−h(τ))
h(x)−h(τ) h

′
(τ)(h(x)−h(τ))

α2
k2

−1 çarpılır ve elde

edilen ifadenin τ ’ya göre a’dan x’e integrali aınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir

((k2a+I
α2
hσυf)(x)− (k2a+I

α2
hσυΦ1)(x))((

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x))

−(k2a+I
α2
hσυ(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)(

k1
a+I

α1
hσu)(x)

+((k2a+I
α2
hσυΦ2)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x))((

k1
a+I

α1
hσuf)(x)− (k1a+I

α1
hσuΦ1)(x))

−(k1a+I
α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(

k2
a+I

α2
hσυ)(x)

= (k2a+I
α2
hσυf

2)(x)(k1a+I
α1
hσu)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2(k2a+I
α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x)

+(k2a+I
α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ1 + Φ2))(x) + (k2a+I

α2
hσυ(Φ1 + Φ2))(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x)

−(k2a+I
α2
hσυ(Φ1 + Φ2)f)(x)(

k1
a+I

α1
hσu)(x)− (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ1 + Φ2)f)(x)

−(k2a+I
α2
hσυΦ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x)− (k2a+I

α2
hσυΦ2)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1)(x)

+(k2a+I
α2
hσυΦ1Φ2)(x)(

k1
a+I

α1
hσu)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1Φ1)(x)

(4.88)

Böylece ispat tamamlanmış olur.

39



Teorem 4.14 f ,g:[a, b] → R olmak üzere iki integrallenebilir fonksiyon olsun. u,υ:[a, b] →

R+ iki sürekli fonksiyon olduğunda

℘(η, γ1, γ2) = ((k1a+I
α1
hσuγ2)(x)− (k1a+I

α1
hσuη)(x))((

k2
a+I

α2
hσυη)(x)− (k2a+I

α2
hσυγ1)(x))

+(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(γ1 + γ2)η)(x) + ((k1a+I

α1
hσuη)(x)

−(k1a+I
α1
hσuγ1)(x))((

k2
a+I

α2
hσυγ2)(x)− (k2a+I

α2
hσυη)(x))

+(k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(γ1 + γ2)η)(x)− (k1a+I

α1
hσu(γ1 + γ2))(x)(

k2
a+I

α2
hσυη)(x)

−(k2a+I
α2
hσυ(γ1 + γ2))(x)(

k1
a+I

α1
hσuη)(x) + (k1a+I

α1
hσuγ1)(x)(

k2
a+I

α2
hσυγ2)(x)

+(k2a+I
α2
hσυγ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuγ2)(x)− (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυγ1γ2)(x)

−(k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(γ1γ2)(x) (4.89)

için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir∣∣∣∣∣∣ (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

√
℘(f,Φ1,Φ2)℘(g,Ψ1,Ψ2). (4.90)

İspat Lemma 4.4 ifadesinden aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir (k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυfg)(x) + (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσufg)(x)

−(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

2

≤
[
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x)

]
×
[
(k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσug

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσug)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)

]
(4.91)

(Φ2(τ)− f(τ))(f(τ)− Φ1(τ) ≥ 0 ve (Ψ2(τ)− g(τ))(g(τ)−Ψ1(τ) ≥ 0 olduğundan

−(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Φ2 − f)(f − Φ1))(x)− (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ2 − f)(f − Φ1))(x) ≤ 0

(4.92)

−(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Ψ2 − g)(g −Ψ1))(x)− (k2a+I

α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Ψ2 − g)(g −Ψ1))(x) ≤ 0

(4.93)
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eşitsizlikleri yazılabilir. Lemma 4.6 ifadesinden

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuf

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσuf)(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x)

≤ ((k1a+I
α1
hσuΦ2)(x)− (k1a+I

α1
hσuf)(x))((

k2
a+I

α2
hσυf)(x)− (k2a+I

α2
hσυΦ1)(x))

+(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Φ1 + Φ2)f)(x)

+((k1a+I
α1
hσuf)(x)− (k1a+I

α1
hσuΦ1)(x))((

k2
a+I

α2
hσυΦ2)(x)− (k2a+I

α2
hσυf)(x))

+(k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Φ1 + Φ2)f)(x)

−(k1a+I
α1
hσu(Φ1 + Φ2))(x)(

k2
a+I

α2
hσυf)(x)− (k2a+I

α2
hσυ(Φ1 + Φ2))(x)(

k1
a+I

α1
hσuf)(x)

+(k1a+I
α1
hσuΦ1)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΦ2)(x)

+(k2a+I
α2
hσυΦ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ2)(x)− (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΦ1Φ2)(x)

−(k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΦ1Φ1)(x)

= ℘(f,Φ1,Φ2)

(4.94)

ve

(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg

2)(x) + (k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσug

2)(x)− 2(k1a+I
α1
hσug)(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)

≤ ((k1a+I
α1
hσuΨ2)(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x))((

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυΨ1)(x))

+(k1a+I
α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυ(Ψ1 +Ψ2)g)(x)

+((k1a+I
α1
hσug)(x)− (k1a+I

α1
hσuΨ1)(x))((

k2
a+I

α2
hσυΨ2)(x)− (k2a+I

α2
hσυg)(x))

+(k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσu(Ψ1 +Ψ2)g)(x)

−(k1a+I
α1
hσu(Ψ1 +Ψ2))(x)(

k2
a+I

α2
hσυg)(x)− (k2a+I

α2
hσυ(Ψ1 +Ψ2))(x)(

k1
a+I

α1
hσug)(x)

+(k1a+I
α1
hσuΨ1)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΨ2)(x)

+(k2a+I
α2
hσυΨ1)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΨ2)(x)− (k1a+I

α1
hσu)(x)(

k2
a+I

α2
hσυΨ1Ψ2)(x)

−(k2a+I
α2
hσυ)(x)(

k1
a+I

α1
hσuΨ1Ψ1)(x)

= ℘(g,Ψ1,Ψ2).

(4.95)

eşitsizlikleri elde edilir. (4.94), (4.95) ve (4.91) ifadeleri birlikte kullanıldığında (4.90)

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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5. SONUÇ

Bu çalışmada Chebyshev ve Grüss tipli integral eşitsizlikler elde edilmiştir.

Chebyshev ve Grüss tipli eşitsizliklerin birbirine benzer yönleri olduğu için bu tez

çalışmasında bu iki eşitsizlik türü seçilmiştir. Chebyshev ve Grüss eşitsizliklerinin

bulguları iki ayrı başlık altında sunularak okuyucunun bu eşitsizlikler arasındaki farkı daha

iyi anlaması amaçlanmıştır. Chebyshev eşitsizliğinde iki fonksiyonun çarpımının ortalama

değerinin, fonksiyonların ortalama değerlerinin çarpımından büyük yada eşit olduğu aşikardır

ancak Grüss eşitsizliğinde fonksiyonların çarpımının ortalama değeri, fonksiyonların

ortalama değerleri çarpımından büyük yada küçük olduğu tam olarak bilinmediği için bu

durum mutlak değer içinde ifade edilir. Yazılan bu ifadenin fonksiyonun sınırlarının farkının

çarpımlarının dörtte birinden küçük yada eşit olduğu belirtilir. Chebyshev eşitsizliğinde

fonksiyonların senkronize olma şartı vardır. Grüss eşitsizliğinde fonksiyonların sınırları ve

belirlenen sabit önemlidir.

Kullanılan operatör literatürde var olan bazı kesirleri integral operatörlere gerekli

şartlar altında indirgenebilmektedir. Operatörün bu özelliği sayesinde elde edilen

bulgularda σ (δ) = h (δ) = δ ve k = 1 seçilirse Riemann-Liouville kesirli

integral operatörü ile elde edilen özel durumlara, σ (δ) = h (δ) = δ seçilirse k-Riemann-

Liouville kesirli integral operatörü ile elde edilen özel durumlara, h (δ) = δ ve α = k = 1

ve σ (δ) = δ
α
e(−

1−α
δ
δ) seçilirse üstel çekirdekli kesirli integral operatörü ile elde edilen özel

durumlara, k = 1 ve σ (δ) , h(δ) = ln δ seçilirse Hadamard kesirli integral operatörü ile elde

edilen özel durumlara indirgenen sonuçlar elde edilir.

Operatör farklı tipte eşitsizliklere uygulanarak yeni eşitsizlikler literatüre

kazandırılabilir. Operatörün özel halleri kullanılarak farklı tipteki eşitsizlikler için de birçok

özel sonuç elde etme fırsatını bizlere sunmaktadır. Operatörün özel şartlar altında hangi

operatörlere indirgendiği belirtilmiştir. Dileyen araştırmacılar kullanılan operatörü

kullanarak literatürde mevcut birçok eşitsizliği genelleştirebilir veya literatüre yeni

eşitsizlikler kazandırabilir.

42



KAYNAKLAR
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