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YUKSEK LiSANS TEZi

GENELLESTIRILMIiS CAPRAZLANMIS MODULLERIN ORTULERI VE
YUKSELMELERI

Gamze AYTEKIN ARICI

Aksaray Universitesi
Fen Bilimleri EnstitUsu
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dog¢. Dr. Tuncar SAHAN

OZET

Caprazlanmis modiiller matematik ve fizigin bircok alaninda uygulamaya sahip
cebirsel yapilardir. Literatiirde neredeyse biitiin cebirsel yapilar i¢in ¢aprazlanmis
modiiller tanimlanmig ve bunlarla ilgili ¢ok gesitli 6zellikler incelenmistir. Topolojik
uzaylarda 6nemli bir kavram olan ortii kavrami da caprazlanmis modiiller igin
tanimlanmis ve c¢esitli kategorik denklikler elde edilmistir. Yakin zamanda
caprazlanmis modiillerin yiikselmesi kavrami ortaya ¢ikmustir.

Caprazlanmis modiillerin tanimindaki konjligasyon etkimeleri yerine keyfi etkimeler
almarak genellestirilmis caprazlanmis modiil tanimi elde edilmistir. Bu tez
calismasinda temel hedef olarak ise genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin
kategorisinde Ortli ve yiikselme kavramlar1 tanimlanip literatiirdekine benzer bir
kategoriksel denklik elde edilmistir.

Bu tez c¢alismasi alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde konunun tarihgesi
hakkinda bilgi verilmistir. Tkinci boliimde ise tezin geri kalan kisminda kullanilacak
temel kavramlara yer verilmistir. Uciincii boliimde genellestirilmis ¢aprazlanmis
modil Kavrami hatirlatilip benzer diisiince kullanilarak genellestirilmis cat!-grup
kavrami1 tanimlanmistir. Dordiincii boliimde genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerde
orti kavrami tanimlanip ¢esitli  6zellikleri incelenmistir. Besinci bdliimde
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerde ylikselme kavrami tanimlanip yine gesitli
ozellikleri incelenmistir. Son olarak altinc1 béliimde elde edilen sonuglar yorumlanip
sonrasinda yapilabilecek calismalardan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil, orti, yiikselme

Ocak, 2022; 51 sayfa
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COVERINGS AND LIFTINGS OF GENERALIZED CROSSED MODULES

Gamze AYTEKIN ARICI

Aksaray University
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Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tuncar SAHAN
ABSTRACT

Crossed modules are algebraic structures that have applications in many fields of
mathematics and physics. In the literature, crossed modules have been defined for
almost all algebraic structures and various properties related to them have been
investigated. Covering concept, which is an important concept in topological spaces,
has also been defined for crossed modules and various categorical equivalences have
been obtained. The concept of lifting of crossed modules has recently emerged.

The generalized crossed module definition is obtained by taking arbitrary actions
instead of conjugation actions in the definition of crossed modules. In this thesis, as
the main goal, the concepts of covering and lifting in the category of generalized
crossed modules were defined and a categorical equivalence similar to the one in the
literature was obtained.

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, information about the history
of the subject is given. In the second part, the basic concepts that will be used in the
rest of the thesis are given. In the third chapter, the generalized crossed module concept
is reminded and the generalized cat!-group concept is defined by using similar
thinking. In the fourth chapter, the concept of cover in generalized crossed modules is
defined and various properties are examined. In the fifth chapter, the concept of
elevation in generalized crossed modules is defined and its various properties are
examined. Finally, in the sixth section, the results obtained are interpreted and the
studies that can be done afterwards are mentioned.

Keywords: Generalized crossed module, cover, lifting

January, 2022; 51 pages
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1. GIRIS

1940’lh yillarin sonunda, J. H. C. Whitehead tarafindan homotopi 2-tiplerin
reprezantasyonu anlaminda ¢aprazlanmig modiil kavrami ortaya ¢ikmistir. Daha sonra
S. Mac Lane ve Whitehead grup kohomolojisinde tigiincii kohomoloji grubu H® i
temsil etmek i¢in ¢aprazlanmis modiilleri kullanmistir [1]. Bu yiizden ¢aprazlanmis
modduller homotopi teorisinde, homolojik cebirde, abelian olmayan kohomolojide,
kombinatoryal grup teorisinde, cebirsel K-teoresi, halka teorisi ve ilgili cebirlerin
uygulamalarinda kullanilmistir. Caprazlanmis modiillerin cebirsel nesneler olarak

kendi baglarma bile arastirilmasi ilgi konusudur.

Son zamanlarda, Norrie’nin doktora tezi [2] ile baslayarak, ¢aprazlanmis modiillerin
cebirsel olarak incelenmesi anlaminda bir arastirma alanmi ortaya ¢ikmistir. Norrie,
caprazlanmis modiillerin ve aralarindaki ¢aprazlanmis modiill morfizmlerinin
kategorisinin, grup kategorisine benzer bir¢ok bigimsel 6zellige sahip oldugunu ve
grup teorik kavramlarinin ve sonuglarmin ne kadarmin c¢aprazlanmis modiiller i¢in

uygun karsiliklar1 oldugunu géstermistir.

Loday [3]’te, caprazlanmis modiillerin kategorisinin cat!-gruplarin kategorisine denk
oldugunu gostermistir. Ayrica, birgok matematik¢i, c¢aprazlanmis modiillerin
kategorisinin ve onun O6nemli bir alt kategori olan ¢aprazlanmigs P —modillerinin
kategorisinin kategoriksel 6zelliklerini ve bu kategorilerde ¢arpimlar, esitleyiciler, geri
¢ekilmeler, dual ¢arpimlar vb. gibi 6nemli objelerini arastirmustir (bkz. [4-8]).

A ve B iki grup ve a: A — B bir grup homomorfizmi olsun. B nin A (zerine (sol)
etkimesi

BxA - A

1.1
(b,a) » b-a 1)

ile verilsin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (4, B, @) lgliisline bir ¢aprazlanmis
modul denir.

[CM1] Hera € Ave b € B igin

ab-a) =b+ala)—>b (1.2

[CM2] Hera,a, € A igin

ala) -a; =a+a,—a (1.3)



(A,B,a) ve (A,B’,a’) iki ¢aprazlanmis modiil ve f;:A - A', f,: B - B’ iki grup
homomorfizmi olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (fi, f,) ikilisine bir

caprazlanmig modiil morfizmi denir.

[CMMI1] fra=a'fi,
[CMM2] Herb € Bvea € Aigin

filb-a) = f,(b) - fi(a). (1.4)

Dikkat edilirse, ¢aprazlanmis modiiliin taniminda, A nin A izerine ve B nin B (izerine
etkimeleri konjugasyon etkimeleridir. Yakin zamanda, Yavari ve Salemkar [9], A nin
A Uzerine ve B nin B iizerine etkimelerinin keyfi olmasmin c¢aprazlanmis modiil
kavrammi genellestirdigini  diisiinmiislerdir. Boylece, tiim genellestirilmis
caprazlanmis modiiller ve aralarindaki genellestirilmis c¢aprazlanmis modiil
morfizmlerinden GCM kategorisini elde etmisler ve bu kategorideki bazi 6nemli
kategorik yapilart arastrmiglardir. Ayrica, GCM Kkategorisindeki epimorfizmleri

incelemis ve epimorfizmler ile 6rten morfizmler arasindaki iliskiyi arastirmislardir.

Genellestirilmis  ¢aprazlanmis modiiller kategorisinin  incelenmesi, siradan
caprazlanmis modiiller kategorisini daha iyi anlamamiza yardimci olur. Konjugasyon
etkimelerini genellestirerek, konjugasyonun diger etkimelere {istiinliigiiniin ne
oldugunu bulabiliriz. Ayrica, diger etkimelerin (konjugasyon disinda) ¢aprazlanmis
modiil ile ayni 6zelliklere sahip oldugu genellestirilmis bir ¢aprazlanmis modiil
bulabiliriz. Genellestirilmis ¢aprazlanmigs modiillerin kategorik 6zelliklerinin
incelenmesi, bu kategoride ¢alismay1 ve bu kategorideki arastirmayi1 daha piiriizsiiz
hale getirecektir.

Bu ¢aligmanimn amaci, literatiirde gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis modiiller icin elde
edilmis olan Ortii caprazlanmis modiili ve yiikselme ¢aprazlanmis modiili
kavramlarmi gruplar iizerindeki genellestirilmis caprazlanmis modiiller icin de
tanimlayip bu iki kavramin kategorik olarak denk olduklarmni gostermektir. Bu amag
dogrultusunda oncelikle {i¢iincii boliimde genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerle
ilgili tanim ve bazi sonuglar hatirlatilmistir. Daha sonra literatiirde iyi bilinen cat®-
gruplar ile ¢aprazlanmig modiillerin kategoriksel denkligi kullanilarak genellestirilmis
cat’-grup kavrami tanimlanmis ve bu tiir cebirsel yapilarm kategorisi elde edilmistir.
Benzer bir denklik tanimlanamamis olsa da genellestirilmis cat!-gruplarin kategorisi
Cat! — Grp den genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi GCM ye bir

fanktor tanimlanmustir.

Yine literatiirde ¢aprazlanmis modiiller i¢in Ortii ¢aprazlanmig modiilii ve yiikselme

2



kavramlart bulunmaktadir. Ayrica verilen bir c¢aprazlanmig modiil i¢in bu
caprazlanmig modiiliin ortiilerinin kategorisi ile yiikselmelerinin kategorisinin denk
oldugu bilinmektedir. Benzer diisiince ile 6nce dordiincii boliimde bir genellestirilmis
caprazlanmig modiiliin 6rtli kavrami tanimlanmis ve verilen bir genellestirilmis
caprazlanmig modiiliin Ortiilerinin kategorisi elde edilmistir. Yine bu bolimde
genellestirilmis caprazlanmis modiillerin ortiileri ile ilgili literatiirde bulunan benzer

sonuglar elde edilmistir.

Son olarak besinci boliimde bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiliin bir grup
homomorfizmi iizerinden yiikselmesi kavrami tanimlanmis ve verilen bir
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiliin yiikselmelerinin kategorisi elde edilmistir.
Benzer sekilde bir genellestirilmis ¢caprazlanmis modiiliin yiikselmeleri i¢in de ¢esitli
sonuglar gosterilmistir. Ayrica verilen bir (4, B, a) genellestirilmis ¢aprazlanmis
modilin ortulerinin kategorisi Covgem(4, B, a) ile yikselmelerinin  kategorisi
LGCM/(A4, B, @) nin dogal olarak denk oldugu gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Kategori Teorisi

Bu bélimde kategori teorisinden tezin diger boliimlerinde kullanilacak temel tanim ve
sonuglart verecegiz. Bu kisimda hatirlatilan tanim ve sonuglar igin [10-12]

kaynaklarindan faydalanilmistir.

Tamm 2.1. Bir C = (C,, Cy,dy, d4, €,°) kategorisi objelerin smifi olarak adlandirilan
bir C, smnifi, morfizmlerin smifi olarak adlandirilan bir C; sinifini, sirasiyla baslangig
ve bitis fonksiyonlari olarak adlandirilan d,, d;: C; = C, fonksiyonlari, birim morfizm
fonksiyonu olarak adlandirilan €: C, — C; fonksiyonu ve C; * C; = {(f,g) | do(g) =

d,(f)} olmak iizere kismi bileske islemi olarak adlandirilan

o: Cl * C1 - C1

(2.1)
f,.9) v» gof

fonksiyonundan olusur. Bu tanimladigimiz fonksiyonlar asagidaki kosullar1 saglar:

(i) Birlesme ozelligi: dy(g) = d,(f) ve dy(h) = d,(g) olacak sekildeki f, g, h €
Cyicinho(gof)=(hog)ofdr.

(i) Birim &zelligi: Her f € ¢, morfizmi igin e(d,(f))eof = f ve fo
e(do(f)) = f dur.

Bu tanimda dy(f) = A ve d,(f) =B ise bu f: A > B ile, her A € C, i¢in €(4) =
1,:A > Aile ve her A, B € C,obje cifti icin A dan B ye morfizmlerin kiimesi C (4, B)
ile gosterilir. Ayrica f: A = B ve g: B — C morfizmleriigin go f: A — C dir.

Bu tamimlar1 verdikten sonra dy(g) = d,(f) olacak sekildeki her f,g € C;

morfizmleriigin g o f bileskesi kisaca gf seklinde gosterilir.

Ornek 2.1. Tiim kiimelerin smnifindan bir kategori olusturabiliriz. Olusturdugumuz
kategorinin objeleri kiimeler ve morfizmleri ise kiimeler arasindaki asikar
fonksiyonlardir. A, B kimeleri i¢in C(4, B) smifi A dan B ye tim fonksiyonlarin

siifidir. Kiimeler kategorisindeki kismi iglem ise fonksiyonlarin bileskesi olarak



tanimlanir. Her bir A kiimesi igin birim morfizm 1,: A — A birim fonksiyonudur. Bu

kategori Set ile adlandirilir.

Ornek 2.2. Bir baska uzay olarak; topolojik uzaylarm smifi ile bir kategori
tanimlayabiliriz. Bu kategorinin objeleri topolojik uzaylar, morfizmleri topolojik
uzaylar arasindaki siirekli fonksiyonlar ve kismi iglem de fonksiyonlarin bileskesidir.
Sirrekli fonksiyonlarin bileskeleri de siirekli oldugundan boyle bir kismi igslem

tanimlidir. Bu kategori Top ile adlandirilir.

Ornek 2.3. Topolojik uzaylardan noktali topolojik uzaylar: alip bir kategori
tanimlayalim: objeleri noktali topolojik uzaylardir. Noktali topolojik uzaylar
arasmdaki siirekli doniistimler de morfizmleri alinarak olusturulan kategori noktali

topolojik uzaylarm kategorisidir ve Top* seklinde tanimlanir.

Ornek 2.4. Gruplar teorisindeki gruplar objeleri, grup homomorfizmleri morfizmleri
ve grup homomorfizmlerin bileskesi kismi islemi olan bir kategori tanimlanir. Bu
kategori Grp ile gosterilir. Bu 06rnege benzer olarak halkalar ve halka

homomorfizmleri de bir kategori olusturur. Bu kategori ise Ring ile gosterilir.

Ornek 2.5. Objeleri topolojik gruplar, morfizmleri de stirekli grup homomorfizmleri

olan topolojik gruplarin kategorisi tanimlanir ve bu kategori TopGp ile gosterilir.

Ornek 2.6. R birimli bir halka, M ve N de birer (sol) R —modiil olsun. M den N ye bir
R —modul morfizmi her r € R ve m € M igin f(rm) = rf(m) kosulunu saglayacak
sekilde bir f: M — N grup homomorfizmi olarak tanimlanir. Objeleri R —moduller ve
morfizmleri ise R —modil morfizmleri olan bir kategori olusturulur. Bu kategori

Modj seklinde gosterilir.

Benzer bir sekilde bir F cismi iizerindeki vektér uzaylarin Vektp kategorisi
olusturulur. Objeleri vektor uzaylari, morfizmleri ise vektor uzaylar arasindaki lineer

doniisiimlerden olusan kategori olusur.

Tanmm 2.2. C ve D birer kategori olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa D

kategorisine C kategorisinin bir alt kategorisi denir:

(1) Dg smifi Cy sinifinin bir alt smifidir.



(if) Her bir A,B € D, icin D(A,B) < C(A, B) dir.
(i) D kategorisindeki morfizmlerin bileskesi, C kategorisindeki morfizmlerin
bileskesi ile aynidir.

(iv) Her bir A € Dy igin D deki 14 birim morfizmi, C deki birim morfizm ile aynidir.

Ornek 2.7. Birimli halkalarmn kategorisi Ring, halkalarm kategorisi Ring in bir alt

kategorisidir.

Tamm 2.3. D kategorisi C kategorisinin bir alt kategorisi olsun. Eger her A,B € D,
iki obje ve D(A,B) = C(A, B) ise D ye C nin bir dolu (full) alt kategorisi denir. Eger

Dy = Cy ise D ye C nin bir genis alt kategorisi denir.

Ornek 2.8. Herhangi bir C kategorisi alalim. C nin sadece birim morfizmlerinden
olusan kategorisi, C nin bir genis alt kategorisidir. Abelyan gruplarin kategorisi Ab,

gruplarin kategorisi Grp nin bir dolu alt kategorisidir.

Tamim 2.4. C herhangi bir kategorisi ve f: B — C ise C de bir morfizm olsun. Eger
fg = fh olacak sekildeki her g, h: A — B morfizmleri icin g = h ise f morfizmine

bir monomorfizm(mono) denir.

Aj}q>>B—f>C

Sekil 2.1. Monomorfizm diyagrami
Ornek 2.9. Set ve Grp kategorilerinde birebir morfizmler monomorfizmlerdir.
Epimorfizm tanimini da asagidaki gibi yapabiliriz.

Tamm 2.5. C herhangi bir kategorive f: A — B ise C de bir morfizmolsun. Eger gf =
hf seklinde tanimli her g, h: B = C morfizmleri igin g = h ise f morfizmine bir

epimorfizm (epi) denir.
A-L.p—=p
h
Sekil 2.2. Epimorfizm diyagrami

Ornek 2.10. Set, Grp kategorilerinde érten morfizmler epimorfizmlerdir.



Tanim 2.6. C herhangi bir kategorive f: A — B ise C de bir morfizmolsun. Eger gf =
1, ve fg = 15 olacak sekilde C de bir g: B = A morfizmi varsa f morfizmine bir

izomorfizm, A ile B objelerine izomorftur denir ve A = B seklinde gosterilir.

Bu tanimlarla g morfizmine f morfizminin tersi denir ve f~1 ile gosterilir. Ayrica f~1

de bir izomorfizmdir.

Ornek 2.11. Set kategorisindeki izomorfizmler birebir ve drten fonksiyonlardir. Top
kategorisindeki tanimli izomorfizmler homeomorfizmlerdir. Grp kategorisindeki

izomorfizmler ise birebir 6rten grup homomorfizmleridir.

Tamm 2.7. C bir kategori ve A € C, olsun. Her X € C, objesi igin bir tek A - X

morfizmi varsa bu A objesine bir baslangi¢ objesi denir.

Ornek 2.12. Set kategorisinde bos kiime, Grp kategorisinde ise tek elemanli gruplar

birer baglangi¢ objesidir.

Tamim 2.8. C bir kategori ve A € C, olsun. Her X € C, objesi icin bir tek X - A

morfizmi varsa bu A objesine bir bitis objesi denir.

Ornek 2.13. Set kategorisinde tek elemanli kiimeler, Grp kategorisinde ise tek

elemanli gruplar birer bitis objesidir.

Tamm 2.9. C bir kategorive A € C, olsun. Eger A objesi hem baslangi¢c hem de bitis

objesi ise bu A objesi bir sifir obje olarak tanimlanir.
Ornek 2.14. Grp kategorisinde tek elemanl grup bir sifir objedir.

Bir kategorideki baslangig, bitis ve boylece sifir objeleri izomorfizme gore tektir. Eger

bir C kategorisinde de bir 0 € C, sifir objesi varsa her A,B € C, obje ifti icin bir
0 0
tek A —> 0 ve 0 —> B morfizmi vardrr. Bu morfizmlerin bileskesi A den B ye sifir

04,B . .. -
morfizm olarak tanimlanir ve A —— B ile gosterilir.

Ornegin Grp kategorisindeki keyfi A ve B gruplari icin A nm her elemanmi B nin

birim elemanma esleyen grup homomorfizmi sifir morfizmdir. Sifir objeye sahip bir



kategoride bir sifir morfizm ile herhangi bir morfizmin bileskesi yine bir sifir

morfizmdir.

Tamm 2.10. C herhangi bir kategori ve f,g: A — B ise C de iki morfizm olsun. Eger

bir e: E — A morfizmi igin

(i) fe= ge,
(if) fx = gx olacak sekildeki her x: X — A morfizmi igin e¢p = x olacak sekilde bir

tek ¢: X — E morfizmi vardur.

sartlar1 saglaniyorsa (E, e) ikilisine f ve g morfizmlerinin bir esitleyicisi (equalizer)

denir.

Ornek 2.15. Set kategorisinde keyfi A ve B kiimeleri ve f,g : A - B fonksiyonlar1
icin E={a €Al f(a) = g(a)} olmak Uzere file g nin esitleyicisi i: E — A igine

fonksiyonudur.
Dual esitleyici (coequaliser) tanimi asagida sekilde yapailir.

Tamim 2.11. C herhangi bir kategori ve f, g: A — B ise C de iki morfizm olsun. Eger

bir c: B —» € morfizmi icin

() cf =cg
(if) xf = xg taniml olacak sekilde her x: B — X morfizmi igin ¢c = x bir tek

¢: C = X morfizmi vardur.

sartlar1 saglaniyorsa (C,c) ikilisine f ve g morfizmlerinin bir dual esitleyicisi

(coequalizer) denir.

Ornek 2.16. Set kategorisinde A ve B kiimeleri ile f, g: A —» B fonksiyonlar1 i¢in B
Uzerindeki, her a € A icin f(a) ~ g(a) olacak sekildeki en kiigiik denklik bagintisini
alalim. Bu durumda f ile g fonksiyonlarinin dual esitleyicisi B nin bu denklik bagintisi

ile bolim kimesi B/~ ile B - B/~ dogal fonksiyonudur.



Tammm 2.12. C herhangi bir kategori ve 0 € C bir sifir obje olsun. Bir f:A - B
morfizmi i¢in f ve 04 p morfizmlerinin esitleyicisine f morfizminin gekirdegi (kernel)

denir ve ker f simgesiyle gosterilir.

Ornek 2.17. A ve B iki keyfi grup ve f: A — B bir grup homomorfizmi olmak tizere
kerf ={a € A| f(a) = 0} dir.

Tanmim 2.13. C herhangi bir kategori ve 0 € C bir sifir obje tanimlayalim. Bir f: A —
B morfizmi i¢in f ve 0,p morfizmlerinin dual esitleyicisine f morfizminin dual

cekirdegi (cokernel) denir ve coker f seklinde gosterilir.

Ornek 2.18. A ve B herhangi iki grup ve f:A — B bir grup homomorfizmi
tanimlansm. N(Im f), Im f in normal kapanisi olmak tizere coker f = B/N(Im f)

esitligi vardir.

Tamim 2.14. C ve D birer keyfi kategori olmak tizere C nin her bir A objesini D nin
bir F(A) objesine, C nin her bir f: A —» B morfizmini ise D ninbir F(f): F(A) -» F(B)
morfizmine doniistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan bir F doniistimiine C den D ye

bir fanktor denir ve F: C — D olarak yazilir.

(i) C Kkategorisinde go f tamimli olacak sekildeki f ve g morfizmleri igin

F(gof)=F(g)°F(f)ve
(i) her A € Cyicin F(1,) = 14 dir [9].

Ornek 2.19. U: Top — Set doniisiimii tanimlayalim. Bu déniisiim bir topolojik uzay1,
tizerinde tanimli oldugu kiimeye gotiiren bir fanktordur. Bu tanimlamadaki gibi objeler
tizerindeki yapiy1 unutan fanktora unutkan fanktor denir. U: Grp — Set ve U: Ring —

Ab birer unutkan fanktor 6rnegidir.

Iki fanktorun bileskesinin yine bir fanktor oldugu asikardir. Bu sekilde objeleri kiigiik
kategoriler, morfizmleri ise kategoriler arasindaki fanktorlar segilerek bir kategori

olusturulabilir. Bu kategoriye kucik kategorilerin kategorisi denir ve Cat ile gosterilir.

Teorem 2.1. X ve Y birer topolojik uzay olmak tizere X in egri bilesenlerinin klimesine

o (X) diyelim. f: X — Y fonksiyonu icin 7y (f): my(X) — my(Y) fonksiyonunu "C €



o (X) icin o (f)(C), f(C) yi iceren egri bileseni olsun." seklinde tanimlayalim. O
halde rr,: Top — Set bir fanktordur.

Ornek 2.20. Her bir noktali topolojik uzay1, baz noktasindaki temel gruba gétiiren

m;: Top* = Grp doniisiimii bir fanktordur.

Tamm 2.15. F,G: C = D iki fanktor olsun. € nin her A € C, objesini D nin bir
N4: F(A) » G(B) morfizmine doniistiiren bir 1: C, & D, doniisiimii tanimlayalim.
Eger C nin her bir f: A - B morfizmi icin Sekil 2.3’te verilen diyagram degismeli ise

7 ya bir dogal doniisiim denir ve n: F — G olarak gosterilir.

A

F(A) G(A)
F(f) G(f)
F(B) G(B)

nB

Sekil 2.3. Dogal doniisiim diyagrami

Tammm 2.16. F, G: C = D birer fanktor olsun. Bir n: F - G dogal doniisiimiinde her
bir A € C, icin n,: F(A) = G(A) morfizmi D de bir izomorfizm ise 1 ya bir dogal

izomorfizm, F ile G ye de dogal olarak denktir denir ve F = G seklinde gosterilir.

Teorem 2.2. F,G: C — D fanktorlar1 verilsin. F = G dir ancak ve ancak opu = 1 ve

uo = 1, olacak sekilde p: F = G ve 0: G — F dogal doniisiimleri vardir.

Tamum 2.17. F:C — D bir fanktor olsun. Eger Go F = 1, ve Fo G = 1, olacak
sekilde G: D — C fanktoru varsa bu kategorilere dogal olarak denktir denir ve C = D

olarak yazilir.

Her morfizmi bir izomorfizm olan kategoriye bir grupoid denir. Bir monoid tek objeli
bir kategori olarak bir grup ise tek objeli bir grupoid olarak diisiiniilebilir [11].

Grupoidin ayrmtili tanimin1 Mackenzie [12] deki gibi verelim.

Tanim 2.18. G, objelerin sinifi, G; tiim morfizmlerin sinifi ve x,y € G, igin x den y

ye morfizmlerin smifi G (x, y) olmak iizere asagidaki doniisiimler verilsin.
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(i) Her bir a € G(x,y) icin s(a) = x ve t(a) =y ile tanimlanan s,t: G, = G,
sirastyla baslangi¢ ve bitis doniisiimleridir.
(if) Her bir x € G, objesi i¢in 1,, x objesindeki birim morfizm olmak tzere ¢: G, —
Gy, x > e(x) =1, € G(x,x) ile tanimlanan birim morfizm doniigimudiir.
(iii) Her bir a € G(x,y) icin a1 € G(y, x) olacak sekilde tamimli olan u: G; = Gy,
a - u(a) = a™? ters eleman doniisiimiidiir.
(iv) GxG ={(b,a) € GxG|s(b)=t(a)} olmak lzere m:G G - G, (b,a) >

b o a ile tanimlanan pargali igslem.

Eger bu doniisiimler asagidaki sartlar1 saglar ise G, smifina G, Uzerinde bir grupoid

denir ve bu grupoid G ile gosterilir [11].

(@ Her(b,a) € G G icins(boa)=s(a)vet(boa)=t(h)dir.

(b) (b,a),(c,b) eG+Giginco(boa) = (cob)oadmr.

(c) Her bir x € G, icin 1,, x noktasindaki birim morfizm olmak ftizere s(1,) =
t(1,) = x dir.

(d) Hera € G, icin1ygyca=aveaolgy, = adr.

(e) Herbira € G icins(a™) = t(a), t(a™') = s(a) olmak lizere a o a™* = 1,

vea loag= 1S(a) dir.

Ornek 2.21. Set kategorisinin bir elemanl kiimelerin Kategorisi bir alt kategoridir ve

Set, bir grupoiddir.

Ornek 2.22. X bir topolojik uzay olsun. X deki a:[0,1] - X egrilerinin [a] ile
gosterilen u¢ noktalarina gore homotopi smiflarinin kiimesi m;X, X (zerinde bir

grupoiddir. Bu grupoid X uzayinin temel grupoidi olarak adlandirilir.

G ve H birer grupoid olmak lizere f: G — H fanktoruna bir grupoid morfizmi denir.
Bir G grupoidinde her x,y € G, icin G(x,y) # @ ise G ye irtibath (gegisken),
G(x,y) = @ ise G ye tamamen irtibatsiz denir. Bir x € G, icin s~ (x) kiimesine G nin
x objesindeki star1 denir ve St;x ile gosterilir. Her x objesi icin G(x,x) kimesi
grupoidin bileske islemine gore bir grup olur ve bu gruba x objesindeki obje grubu
denir. Bu obje grubu genellikle G(x) ile gosterilir. Tamamen irtibatsiz bir grupoid
sadece obje gruplari tarafindan belirlenir. Bu sekildeki bir grupoid genelde gruplarin
demeti olarak adlandirilir [12].
11



Ozel olarak ;X irtibatlidir ancak ve ancak X egrisel irtibatlidir.

Tamm 2.19. Keyfi bir X topolojik uzayinda her x,y € X i¢in 7, X(x, y) yalnizca bir
elemana sahipse bu grupoide 1-irtibathidir veya tree grupoid denir. Ayrica 7, X bir tree
grupoid ise X uzayma l-irtibathidir denir. Bu ise X in egrisel irtibatli olmasi ile

mUmkundr.

Ornek 2.23. X bostan farkl1 bir kiime ve R € X x X bir denklik bagmtis1 taniml1 olsun.

(x4, x3), x; den x, ye bir morfizm olmak izere R bagintisi

o: R X R - R
(2.2)
((xpxz); (Xz,xg)) = ((XZ,X3) ° (xpxz)) = (x1’x3)

seklinde tanimlanan iglemine gore 1-irtibatlh bir grupoid (tree grupoid) olusturulur.

Ornek 2.24. G, = {0, 1} ojelerinden olusan, birim morfzimler disidaki morfizmleri
1:0 - 1 ve bu morfizmin tersi olan (=*: 1 - 0 olan grupoid 1-irtibath bir grupoiddir.

Bu grupoid 6zel olarak (7 ile gosterilir.

Tamim 2.20. Bir X topolojik uzayinin egri bilesenlerinin herbiri 1-irtibatli ise her
x,y € X icin 7, X (x, y) birden fazla eleman icermez ve bu durumda X ve 7, X e basit
irtibathidir denir. Bir G grupoidinde her x,y € G, icin G(x,y) birden fazla elemana

sahip degilse bu G grupoidine basit irtibathidir denir [11].
Onerme 2.1. Basit irtibatli bir grupoidde biitiin diyagramlar degismelidir.

Onerme 2.2. Bir G grupoidi baslangic veya bitis objesine sahip ise her x,y € G,

objeleri icin x = y dir.

Sonug 2.1. Bir grupoidde baslangi¢ ya da bitis objesi varsa bu grupiddeki tiim objeler
birbirlerine izomorfturlar. Bu durumda baslangigc ve bitis objeleri de birbirine
izomorftur o zaman bunlar sifir objedir. Yani baslangi¢ (bitis) objesine sahip bir

grupoidde bu obje sifir objedir. Ek olarak boyle bir grupoid 1-irtibathdir.

Lemma 2.1. G herhangi bir grupoid ve C bir kategori olsun. F: G — C bir fanktor

olmak tizere F fanktoru morfizmler izerinde Orten ise C bir grupoiddir.
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Ispat: F fanktoru morfizmler (izerinde &rten ise herhangi bir b € C(X,Y) morfizmi
icin F(a) = b olacak sekilde bir a € G(A,B) morfizmi vardwr. G bir grupoid
oldugundan a bir izomorfizmdir. Ayrica F bir fanktor oldugundan b = F (a) morfizmi

de bir izomorfizm olur. O halde C bir grupoiddir [9].

Tamim 2.21. Bir G grupoidinin bir H altklimesi G deki islemlere gore bir grupoid
oluyorsa H grupoidine G nin bir altgrupoidi denir. H, G nin bir altgrupoidi olmak tizere

eger Hy = G, ise H grupoidine G nin bir genis altgrupoid denir [11].

Tamim 2.22. G herhangi bir grupoid ve N de G nin bir genis altgrupoidi olsun. Eger
her x,y € Gy ve her a € G(x,y) icina o N(x) = N(y) o a ise N ye G nin bir normal
altgrupoidi denir.

Ornek 2.25. G ve H herhangi iki grupoid ve f: G — H bir grupoid morfizmi taniml
olsun. Bu durumda N = {a €EG|f(a) = 1f(s(a))} kiimesi G nin bir normal

altgrupoididir.
2.2 Caprazlanms Modiiller

Bu kisimda gruplarin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiil kavrami hatirlatilip tezin

devaminda kullanilacak bazi 6zelliklerinden bahsedilmistir.

Tamm 2.23. G ve H birer grup olmak (izere

HxG - G

(2.3)
(h,g) » h-g

dontisiimiinii asagidaki kosullar1 sagliyorsa H grubu, G grubu Uzerine (soldan) etkir

denir.
(i) Herg € Gve h,hy € H igin
h-(hy-g)=(h+h)-g (2.4)

(i) Herg,g, € Gve h € H igin
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h-(g+g1)=(-g)+ (- g1 (2.5)
(iii) Her g € G ve ey € H birim elemant igin
en-9g=4g (2.6)
Ornek 2.26. Asagida verilenler iyi bilinen etkime 6rnekleridir:

(i) G herhangi bir grup ve N de normal bir alt grup olsun. G x N - N, (g,n) —

g +n — g doniisiimii bir etkimedir ve bu etkime konjligasyon etkimesi olarak

adlandirilir.

(i) G ve H iki grup olmak Uzere H X G = G, (h, g) — g doniisiimii asikar etkime
olarak adlandirilir.

(iii) Keyfi bir A grubu igcin AutAx A — A, (f,a) - f(a) doniisimii de bir
etkimedir.

Tamm 2.24. A ve B herhangi iki grup ve a: A — B bir grup homomorfizmi olsun. B

nin A Gzerine (soldan) etkimesi

BxA - A

2.7
(b,a) » b-a @7

seklinde tanimli olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (4, B, a) Uclusine bir

caprazlanmis modul denir [13].
() Hera € Ave b € B igin
ab-a)=b+ a(a)—b, (2.8)
(i) hera,a,; € A icin
a(a) -a;, =a+a, —a. (2.9)

Caprazlanmis modiil sartlar1 degismeli diyagramlar cinsinden de ifade edilebilir. ¢4,
A Uzerindeki, Y ise B Uzerindeki konjlgasyon etkimesini gostermek lzere Sekil 2.4

teki diyagram degismeli ise (4, B, a) bir ¢caprazlanmis modul olur.
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Asc A2 4

(1><1,\J ll,\

BxA——sA
lBX(xJ La
BxB¥ . B

Sekil 2.4. Caprazlanmis modiil sartlarinin diyagramatik gosterimi
Ornek 2.27. Asagidaki verilen homomorfizmler birer caprazlanmis modiil 5rnegidir:

(i) X bir topolojik uzay, A c X ve x € A olsun. 7, (X, A, x), X in relatif homotopi

grubu olmak lzere p: m, (X, A, xy) = 7, (4, x,) simir doniisiimii,

(ii) G bir grup ve N de normal bir alt grupolsun. G X N - N, (g,n) > g+n—g
konjugasyon etkimesi ile birlikte i: N — G i¢ine doniistimii,

(iii) A bir B-modul olmak tzere 0: A — B sifir morfizmi,

(iv) Orten ve merkezsel cekirdege sahip olan herhangi bir a:A —» B grup
homomorfizmi ve

(v) herhangi bir A grubu icin @:A — AutA i¢ otomorfizm doéniisiimii birer

caprazlanmis modil olur.

Tamm 2.25. (4, B, a) ve (A,, By, @) iki caprazlanmis modiil ve f;: A - Ay, f2:B -
B, iki grup homomorfizmi olsun. (f;, f) asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir ¢aprazlanmis

modul morfizmi olarak adlandirilir.

() froa=aoft,
(i) herb € Bvea € Aigin

filb-a) = f,(b) - fi(a). (2.10)

BxA——A—+B

f‘ZXfll fll t]‘z

B[) X A() — AQ < BU

Sekil 2.5. Caprazlanmis modiil morfizmi

Objeleri ¢aprazlanmis modiiller, morfizmleri ise yukaridaki sekilde tanimlanan

caprazlanmig modiil morfizmleri olan bir kategori olusturulabilir. Bu kategoriye
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gruplarin Kategorisindeki c¢aprazlanmis modiillerin kategorisi denir ve XMod ile
gosterilir. Bu kategorideki birim morfizmler ise (14 15):(4,B,a) — (A,B,a)
seklindedir.

Tamm 2.26. (A4,B,a) bir ¢aprazlanmis modiil olmak iizere asagidaki sartlar
saglanacak sekildeki bir (S,T,0) ¢aprazlanmis modiiliine (4,B,@) nin bir alt

caprazlanmig modiill denir [14].

() SveT sirasiyla A ve B nin birer altgrubudur.
(i) o morfizmi a morfizminin kisitlamasidir.

(iif) T nin S Uzerindeki etkimesi A nin B {izerine etkimesinin kisitlamasidir.

Bu tanima denk olarak, (4, B, a) bir ¢aprazlanmis modiil olsun. S ve T sirasiyla A ve
B nin birer altgrubu ve v:S —» T doniisumi a nm bir kisitlamasi olmak iizere
(ig,ir): (S,T,v) > (A,B,a) bir c¢aprazlanmis modiil morfizmi ise (S, T,v)
caprazlanmis modilini (4,B,a) nin bir alt c¢aprazlanmis modill olur.
(fi, f2):(A,B,a) - (C,D,y) bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi ise (Im f; ,Im £, ,y*)

bir ¢aprazlanmis modiil olup (C, D, y) nin bir alt ¢aprazlanmis modaludir.

Norrie bir alt ¢aprazlanmis modiil icin normallik tanimindan s6yle bahsetmektedir
[14]:

Tamm 2.27. (A, B, a) bir ¢aprazlanmis modiil ve (S,T,v) da (4, B,a) nin bir alt
¢aprazlanmis modiilii olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (S, T, v) ¢aprazlanmis

moduliine (4, B, ) min bir normal alt caprazlanmis modiiltl denir [14].

() T, B nin bir normal altgrubudur,
(ii) herbeBveseSicinb-s e Sdir,
(iii) herteTvea€eAigin(t-a)—a € S dir.

Omegin (fi, f>): (4, B,a) - (C,D,y) bir caprazlanmis modiil morfizmi ise bu
morfizmin ¢ekirdegi olarak adlandirilan (ker f; ,ker f,,a*) ¢aprazlanmig modiilll

(A, B, @) nin bir normal alt ¢aprazlanmis moduludur.

Tanim 2.28. (4, B, @) herhangi bir ¢aprazlanmis modiil ve (S,T, o) da (4, B, @) nin

bir normal alt caprazlanmis modill olsun. Bu tanimla (A/S,B/T,a) da bir
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caprazlanmis modiil olur. Bu sekilde olusturulan ¢aprazlanmis modiile (4, B, @) nin

(S, T, o) tarafindan bdlim ¢aprazlanmis modiill denir [15].

Burada a(a + S) = a(a) + T seklinde ve B/T bolim grubunun A/S bélim grubu
Uzerine etkimesiise (b+T) - (a+S) = (b - a) + S seklinde tanimlanmustir. Ayrica
bir (A4, B, a) bir ¢aprazlanmigs modiili ve bu c¢aprazlanmis modiilin bir normal alt
¢aprazlanmig modilll (S,T, o) verildiginde p,: A - A/S ve pg: B — B/T kanonik
izdiisiim fonksiyonlar1 birer grup homomorfizmi olup (p4, pg): (4, B,a) - (A/S,B/
T,a) bir caprazlanmis modiil morfizmi olur. Bu (p,, pg) caprazlanmis modiil

morfizminin ¢ekirdegi ise (S, T, o) ¢aprazlanmig modulidir [15].

Sonug 2.2. (A,B,a) ve (S,T,o) birer ¢aprazlanmis modiil olmak tzere (S,T, o)
caprazlanmis modiilii (4, B, @) nin bir normal alt ¢aprazlanmis modiillidir ancak ve
ancak (S,T,o) bir (fi,f>): (4,B,a) - (C,D,y) caprazlanmis modiil morfizminin
¢ekirdegidir [15].

Teorem 2.3. (4,B,a) ve (C,D,y) birer ¢aprazlanmis modiil ve (f;, f>): (4, B, a) —
(C,D,y) olmak tizere

(A4,B,a) ( A B

(ker fy Ker fp, @) kerfl'kerfz'a> = (Imfy,Imf;,y") (2.11)

dir [15].

Sonug 2.3. (4,B,a) ve (C,D,y) birer caprazlanmis modiil ve (f3, f2): (4,B,a) —
(C,D,y) dontisimii f; ve f, orten olacak sekilde bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi

olsun. Bu durumda

(A,B,a) ( A B

(ker f,  ker f,,a*) _ \Ker f, "ker fz'“) =(Dy) (2.12)

dir [15].

Onerme 2.3. (4, B, a) bir ¢aprazlanmis modiil ve (S, T, o) ise (4, B, a) nin bir normal
alt ¢aprazlanms modiilli olsun. Bu durumda A/S X B/T = (A X B) /(S x T) dir [15].
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2.3. Cat! -gruplar

Bu bélumde cat-grup kavrammin tanimmi hatirlatip Loday [3] tarafindan ispatlanan
denklik verilecektir.

Tamm 2.29. G bir grup, s ve t ise G nin birer endomorfizmi olsun. Eger;

() st=tvets =s,
(i) [kers,kert] =0

sartlar1 saglaniyorsa (G, s, t) tclistine bir cat'-grup denir [3].

Burada [kers,kert], kers ve Kert tarafindan elde edilen komutator alt grubu

gostermektedir.

Ornek 2.28. Her G grubu icin s = 1; = t olarak alinirsa (G, 1,4, 1) bir cat!-grup olur.
O halde her grup bir cat!-grup olarak diisiiniiliilebilir.

Ornek 2.29. Herhangi bir G abelyan grubu icin s ve t sifir morfizm olarak alinirsa

(G, s, t) bir cat*-grup olur.

Ornek 2.30. G bir grup ve X = G X G carpim grubu olsun. s(g4, g) = (g1, 91) Ve
t(g1, 92) = (g2, g2) grup homomorfizmleri ile birlikte (X, s, t) bir cat!-grup olur.

(G, s, t) ve (Gy, sy, to) birer cat*-grup olmak lzere bir f: G —» G, grup homomorfizmi

icin sof = fs ve tyf = ft oluyorsa f morfizmine bir cat'-grup morfizmi denir.

Ornek 2.31. Yukaridaki 6rneklerde elde edilen (G X G,s,t) ve (G,14,1;) catl-
gruplarmi ele alalim. Bu durumda m;,m,: G X G — G izdiisiim morfizmleri birer cat!-

grup morfizmleridir.

Objeleri cat'-gruplar, morfizmleri ise cat'-grup morfizmleri olan kategori Cat! — Grp

ile gosterilir.

Loday gruplarm kategorisindeki caprazlanmis modiillerin kategorisi ile cat!-gruplarin

kategorisinin denk oldugunu gostermistir [3]. Burada teoremin ispatini kisaca verelim.
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Teorem 2.4. Gruplarin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi XMod ile

cat!-gruplarm kategorisi Cat® — Grp denktir [3].

Ispat: T': Cat! — Grp - XMod fanktoru su sekilde tanimlansin: (G,s,t), Cat! —
Grp kategorisinde bir obje olsun. Bu cat'-gruptan, A = kers, B = Ims ve tia =
a: A — B olmak Uzere (4, B, a) ¢aprazlanmis modiilli elde edilir. Burada A ve B birer

gruptur ve B nin A izerine etkimesi i: B = A i¢ine doniisiimii olmak tizere

BxA - A

(2.13)
(bhba) ~ b-a= i(b)+a—i(b)

seklinde tanimhdir. Ayrica a: A — B gaprazlanmis modiil sartlarini saglar.

Tersine olarak 8: XMod — Cat! — Grp fanktoru ise su sekilde tanimlansmn: (4, B, a)
bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu gaprazlanmis modiile karsilik gelen G grubu G =
A X B vyar1 direkt ¢arpimi olup s(a,b) = (0,b) ve t(a,b) = a(a) + b seklinde
tanimlanir. Burada (G, s, t) nin bir cat'-grup oldugu kolaylikla gorilir. Bu sekilde

tanimlanan I' ve 6 fanktorlar1 i¢in I'6 = Ixyeq V€ O = 1,0 oldugundan

Grp

kategori denkligi saglanir.
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3. GENELLESTIRILMIS CAPRAZLANMIS MODULLER
3.1. Etkimeli Gruplar

Datuashvili [16-17] tarafindan Loday’in problemlerine ¢6ziim bulmak i¢in yakin
zamanda etkimeli grup kavrami tanimlanmis ve bu tiir cebirsel yapilarin kategorisi
olusturulmustur. Genellestirilmis caprazlanmis modiil kavrami ile ilgili tanim ve
sonuclar1 vermeden 6nce Datuashvili tarafindan verilen etkimeli grup kavramini

hatirlatip etkimeli gruplarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir.

Tanim 3.1. G bir grup olmak tizere G nin kendi Gzerine e: G X G - G, (g1, 9,) gfz

seklinde gosterilen bir grup etkimesi verilsin. Bu durumda (G, €) ikilisine bir etkimeli
grup denir [16-17].

Ornek olarak, her G grubu kendi tizerindeki asikar ve konjiigasyon etkimeleri ile

birlikte bir etkimeli grup olur.

(G, &) ve (G', ") birer etkimeli grup ve ¢: G — G' bir grup homomorfizmi olsun. Eger
her g1,9, € G igin @(g7?) = p(g,)?9? oluyorsa ¢ ye etkimeli gruplarin bir
morfizmi denir. Diger bir ifadeyle ¢ nin bir etkimeli grup morfizmi olmasi i¢in Sekil

3.1 de verilen diyagramin degismeli olmasi gerekir.

{3 5 g —= s

G'x G —> G
Sekil 3.1. Etkimeli grup morfizmi
Tum etkimeli gruplar yukarida tanimi verilen etkimeli grup morfizmleri ile birlikte bir

kategori olusturur ve bu kategori Gr* ile gosterilir. Buradan sonra etkimeli gruplari

(G, €) yerine kisaca G ile gosterecegiz.

Tanim 3.2. G bir etkimeli grup ve H, G nin bir alt grubu (H < G) olsun. Eger H alt

grubu G nin kendi tizerindeki etkimesi altinda kapali, yani her hq, h, € H igin hf Ze

H, ise H ye G nin bir alt objesi veya etkimeli alt grubu denir [16-17].
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Lemma 3.1. ¢: G — G’ bir etkimeli grup morfizmi olmak tzere Im¢p = {p(g) | g €
G} kimesi G' niin bir etkimeli alt grubudur [16-17].

Ispat: Oncelikle Im ¢ nin G’ niin bir alt grubu oldugunu biliyoruz. Simdi Im ¢ nin G’
tizerindeki etkime altinda kapali oldugunu gostermeliyiz. ¢ (g,), ¢(g,) € Im ¢ olsun.
Buradan

9(91)?92 = p(g??) (3.1)

!

oldugundan agikga g2 € Im ¢ bulunur. Boylece Im ¢ = {p(g) | g € G} kiimesi G

niin bir etkimeli alt grubu olur.
Tanmim 3.3. G bir etkimeli grup ve N ise G nin bir etkimeli alt grubu olsun. Eger;

(i) N, G nin bir normal alt grubu (H 2 G),
(i) herge Gveherne Niginnd € N ve
(iii) herge GveherneNiging"—g €N

sartlar1 saglaniyorsa N ye G nin bir ideali veya etkimeli normal alt grubu denir [16-
17].

Lemma 3.2. ¢:G - G' bir etkimeli grup morfizmi olmak (zere Kker¢ =

{g € G| (g) = 0} kimesi G nin bir idealidir.

Ispat: Oncelikle ker ¢ nin G nin bir etkimeli alt grubu oldugunu gostermeliyiz.

X1,X, € Ker ¢ olsun. Buradan

(p(xfz) = (p(xl)(ﬂ(xz)
=00 (3.2
=0

esitligi elde edilip x;? € ker ¢ oldugu gériiliir. Boylece ker ¢, G nin bir etkimeli alt
grubudur. Simdi Tanim 3.3 iin sartlariin saglandigini gostermeliyiz. Tanim 3.3 iin (i)

sartinin saglandig1 ¢ok iyi bilinmektedir. O halde

() x eker¢ ve g € G icgin,
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p(x9) = p(x)?P
= 09 (3.3)
=0

elde edilir. Yani x9 € ker ¢ dir.

(i) Sonolarak x € ker ¢ ve g € G igin

p(g* —9) = p(@?D — 9(9)

— 0 __

=¢(9)° — ¢(g) (3.4)
=@(g9) —9(g9)

=0

esitligini buluruz ki bu ise g* — g € ker ¢ oldugu anlamina gelir.
Sonug olarak ker ¢ 2 G dir. Buda ispat1 tamamlar.

Etkimeli gruplarda boliim objesi Datuashvili tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.
G bir etkimeli grup ve N ise G nin bir ideali olsun. Bu durumda G /N nin bir grup
oldugunu biliyoruz. Bununla birlikte G nin kendi izerine etkimesinden G /N nin kendi

Uzerine

G/N x G/N > G/N

(3.5)
(N+gu,N+gy) +— (N+g)V+92) =N+ (g%)

seklinde tanimli bir etkimesi elde edilir. Bu etkimeyle beraber G /N bir etkimeli grup

olur. Bu etkimeli gruba etkimeli b61im grubu denir.
3.2. Genellestirilmis Caprazlanmis Moduller

Bu boliimde, genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil kavramini hatirlatip, bu cebirsel
objelerin kategorisini GCM olarak adlandirilmistir. Ayrica, ihtiyacimiz olan tanimlarin
verilmesine devam edilmistir. Ilk olarak, genellestirilmis bir caprazlanmis modiil

kavramini hatirlayalim.

Tamim 3.4. A ve B birer etkimeli grup ve a,a, € A, b, b; € B i¢in A nin kendi tizerine

a®t seklinde B nin kendi tizerine b seklinde gosterilen etkimeleri bulunsun. B nin A
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Uzerine b-a seklinde gosterilen soldan etkimesi ile beraber a:A — B grup
homomorfizmi asagidaki sartlar1 sagliyorsa (A, B, @) lgliisiine bir genellestirilmis

caprazlanmig modiil denir [9]:

(i) a(b-a)=ala)?,

(i) a(a)-a; =a,*.

Not 3.1. Burada dikkat edelim ki bir (4, B, @) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiilii

i¢in a,a,; € A olmak Uzere

a(af) = a(a(a) - a,)

= a(a1)a(a) 49

oldugundan a grup homomorfizmi aslinda Gr* kategorisinde bir morfizm, yani bir

etkimeli grup morfizmidir.

Bir (4, B, @) genellestirilmis ¢aprazlanmis moduli icin ker @ = 0, yani a birebir ise

(A, B, a) yaasferikal, coker a = 0, yani « orten ise (4, B, a) ya basit irtibatlidir denir.

Ornek 3.1. A ve B nin kendi iizerine etkimeleri konjiigasyon etkimeleri olarak alinirsa
(A,B,a) genellestirilmis c¢aprazlanmis modiilii bilinen anlamda bir c¢aprazlanmis
modul olur. Béylece her ¢aprazlanmis modiil aslinda bir genellestirilmis ¢aprazlanmis

moduldir.

Ornek 3.2. A herhangi bir etkimeli grup olsun. Bu durumda (4, 4, 1,) genellestirilmis

¢aprazlanmis modiildiir.

Ornek 3.3. Tiim etkimelerin asikar etkime oldugunu diisiiniirsek (4, B, ) Uglusti bir
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiildiir. Ayrica, eger A ve B keyfi gruplar olmak
Uzere, A nmn ve B nin kendi Uzerlerine etkimeleri asikar etkime olsun. Bu durumda,
0:A » B sifir homomorfizmi olmak uUzere, (A,B,0) Uglusii bir genellestirilmis

caprazlanmis modiildiir.

Ornek 3.4. G bir etkimeli grup ve H € G ise her g € G ve her h € H igin h9 € H
olacak sekilde G nin bir altgrubu olsun. Bu durumda i: H — G i¢ine doniisimii ve G

nin H Uzerine etkimesi g - h = h9 seklinde tamimlanmis olmak tizere (H,G,i) bir
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genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olur. Ozel olarak N, G nin bir ideali ise (N, G, i)

de bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olur.

Ornek 3.5. (4, B, a) bir genellestirilmis caprazlanmis modiil olmak iizere (ker ar, 4, i)

ticliisii Ornek 3.4 teki gibi bir genellestirilmis caprazlanmis modiil olur.

Ornek 3.6. (4, B,a) bir genellestirilmis caprazlanmis modiil ve K = a(4) = Ima
olmak tizere (K, B,i) lglisii Ornek 3.4 teki gibi bir genellestirilmis ¢aprazlanmus

modul olur.

Onerme 3.1. (4, B, a) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olmak iizere A nin

kendi Gizerine etkimesinden Uretilen ker a@ nin A iizerine etkimesi asikar etkimedir.
Ispat: Kabul edelim ki x € ker & yani a(x) = 0 olsun. Buradan

a*=a(x)-a=0-a=a (3.7)
esitligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 3.3. (4, B, ) herhangi bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil ve f: B —» B’
doniigtimii ise Gr* kategorisinde bir izomorfizm olsun. Bu durumda @ = fa ve B’ niin

A Ustline etkimesi

B'xA - A

(3.8)
(b',a) » b -a= (f‘l(b’)) ‘a

seklinde verilmis olmak tizere (4,B’, @) da bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil

olur. Ayrica (4, B, a) ile (4, B, &) birbirine izomorftur.

Ispat: (A,B',@) nm Tamm 3.4te verilen sartlarm saglandigmi gostermemiz

gerekmektedir.

(i) a € Aveb' € B' olmak lizere
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a' @ = f(a((F @) a))
= fa(a) (")
= fa(a)F (")
= fa(a)”

=a(a)?.

(3.9)

(i) a,a; € A olmak tizere

a(a) ay = (f(@(@))) - a
= (1 (fe(@)) - (3.10)

=a(a) - ay

= ala

esitlikleri elde edilir. Boylece (A4,B’, &) bir genellestirilmis caprazlanmis

moduldir.

Lemma 3.4. (4, B, @) herhangi bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil ve g: A" —» A
dontisiimii ise Gr* kategorisinde bir izomorfizm olsun. Bu durumda & = ag ve B nin

A’ Ustline etkimesi

BxA - A

(3.11)
(b,a) = b-a = g‘l(b -g(a'))

seklinde verilmis olmak tizere (A’, B, &) da bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil

olur. Ayrica (4, B, ) ile (A, B, &) birbirine izomorftur.

Ispat: (A’,B,&) nin Tanm 3.4te verilen sartlarm saglandigini gostermemiz

gerekmektedir.

(i) a' € A" ve b € B olmak Uizere
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@(b-a) =ag (g‘l(b : g(a’)))
=a(b - g(a)) (3.12)
= ag(a’)?
= @(a’)P.

(i) da',a," € A" olmak Uizere

a(a’)-a; = g7 (a(a) - g(a,")
= g7 (a(g(@)) - g(a,")
= g~ (g(a,)9(@") (3.13)
= g~tg(a,)9"9(a)

= (a,)%

esitlikleri elde edilir. Boylece (A',B,&) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis

modulddr.

Sonug 3.1. (4, B, a) herhangi bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil ve g: A’ - A,
f:B > B' doniisiimleri ise Gr* kategorisinde birer izomorfizm olsun. Bu

durumda y = fag ve B’ nin A" Ustline etkimesi

B'xA" - A

3.14
(b,a) +» b-a =g (fd) g@)) 49

seklinde verilmis olmak tlizere (4', B',y) da bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil
olur. Bununla birlikte (4,B,a), (A,B', &), (A',B,&) ve (A',B’,y) genellestirilmis

caprazlanmis modiillerinin hepsi birbirine izomorftur.

(A,B,a) ve (A',B’,a") doniigiimii birer genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olmak
uzere f:A —» A’ ve g: B - B’ birer grup homomorfizmleri ga = a’'g ve f(b-a) =
g() - f(a) sartlarm1 saghyorsa (f,g):(4,B,a) » (A’,B',a’) doniisiimiine
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil morfizmi denir. Diger bir ifadeyle Sekil 3.2 de

verilen diyagramin degismeli olmasi gerekir.
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BxA—s>A—2%sB

.

B’ % AI—.>AI—,>BI

«

Sekil 3.2. Genellestirilmis ¢caprazlanmig modiil morfizmi

TUm genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiller ve bunlarin arasinda yukarida tanimi
verilen genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil morfizmleri bir kategori olusturur ve bu

kategori GCM ile gosterilir.
Tanmm 3.5. (4, B, a) ve (S, T, o) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olmak lizere

(i) SveT sirasiyla A ve B nin birer alt grubudur,
(i) o = alg, yani o doniisiimii @ nin S ye kisitlamasidir,
(iif) S nin kendi Gzerine etkimesi A nin kendi iizerine etkimesinin kisitlamasi ve T

nin kendi Gzerine etkimesi B nin kendi tizerine etkimesinin kisitlamasidir,

sartlar1 saglaniyorsa (S,T,0) ye (4, B,a) nin bir genellestirilmis alt ¢aprazlanmis
modli denir. Bu durum (S, T,0) < (4, B, a) ile gosterilir [9].

Tammm 3.6. (S,T,0) genellestirilmis c¢aprazlanmis modiili (A4,B,a) nin bir

genellestirilmis alt caprazlanmis modiilii olmak iizere

() S ve T sirasiyla A ve B nin birer normal alt grubudur,
(i) herbeBveseSicinb-s €S,
(iii) herteTvea€eAigcin—a+t-a€S

sartlar1 saglaniyorsa (S, T, o) ye (4, B, @) nin bir ideali denir. Bu durum (S,T,0) 2
(A, B, a) ile gosterilir [9].

(A, B,a) bir genellestirilmis ¢aprazlanmig modiil ve (S, T, o) bir ideali olsun. Bu
durumda i = (iy, i,): (5,T,0) = (4, B, a) i¢ine ddniisiimiinii alalim. Burada i; ve i,
icine doniisiimlerdir ve normal monomorfizmlerdir. Bu nedenle GCM kategorisinde

bir ideal aslinda kategorisinde bir normal alt objedir [9].
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Tamm 3.7. f = (f4, f3):(4,B,a) - (A',B’,a"), GCM Kkategorisinde bir morfizm
olsun. Eger f, ve fz doniisimleri Grp kategorisinde birer monomorfizm ise f

doniigiimiine injektifdir denir [9].
Onerme 3.2. GCM Kategorisinde, monomorfizmler birebir morfizmlerdir [9].

Ispat: f =(f1,f3):(4,B,a) - (A,B’,a') bir genellestirilmis caprazlanmis modiil
morfizmi, K, = ker f; ve Kp = ker fp olsun. A¢ik¢a a* = a|y,: K, = K bir grup
homomorfizmi ve (K4, Kg,a*), (A, B,a) nin bir genellestirilmis alt ¢aprazlanmis
modullidir. Simdi i = iy, ig),0 = (0,4, 05): (K4, K, a*) = (4, B, @) morfizmlerini
ele alalim. Burada i, ve ipicine doniisiimler ve 04 ve 0p asikar grup
homomorfizmleridir. O halde fi = f0 oldugu asikardir. f bir monomorfizm
oldugundan i = 0 olup bu ise K, = {e,} ve Kz = {ep} oldugu anlamina gelir. Boylece
f birebirdir. Bunun tersi de dogrudur. Ciinkii eger f = (f,, fz) birebir ise, f, ve fz
Grp kategorisinde birebir monomorfizmlerdir. Bu durumda f nin GCM Kkategorisinde

bir monomorfizm oldugu agiktir.

Not 3.2. (4, B,a) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olmak lzere N ve N*

sirasiyla A ve B nin

(i) (NNN* a* =aly) 2(4,B,a),
(i) (N,N,1y) 2(4,4,1),
(iii) (N*,N*,1y+) 2 (N,N,1p)

sartlar1 saglanacak sekilde birer normal alt grubu olsun. Bu durumda

a: A/N > B/N*

(3.15)
a+N +» a(a+N)=ala)+N*

seklinde tanimli doniisiim i¢in asagida tarif edilen etkimelerle birlikte (A/N, B/N*, @)

Uclusi bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olur. Gergekten;

(i) A/N in kendi tizerine etkimesi her a,a; € A icin (N + a)N+2) = N + (a%)
olarak tanimhidir. Bu etkimenin iyi tanimli oldugunu goéstermek icin i =

1,2,3,4icin a; € Aolmak lizere N+ a; =N +a, ve N+ a; = N + a, olsun.

28



O halde a; =n, +a, ve a; =n, + a, olacak sekilde ny,n, € N vardir.

Bdylece

(a5*) + N =((n, + a))™) + N
= (ng*) + (ag") + N
=(ag’) +N (3.16)
= (ainﬁaZ)) + N

= (af)" +N
esitligi elde edilir. Simdi, (N,N,1y) 2 (4,4,1,) ve
—(a§?) + (a3")™ = (-as +ay")" €N (3.17)

oldugundan istenilen elde edilmis olur.

(i) B/N* m A/N (Uzerine etkimesi her a € A ve her b€ B igin (b+ N*)-
(a+ N) = (b - a) + N seklinde tanimlanir. Bu etkimenin de iyi tanimli oldugu
(N,N*,a* = a|y) 2 (A, B, @) oldugundan (i) durumdakine benzer sekilde
ispatlanir.

(iliy B/N* in kendi Uizerine etkimesi her b, b; € B icin (N* + b)(V'+b1) = N* 4
(bP1) olarak tanimlidir. Bu etkimenin de iyi taniml1 oldugu (N*,N*, 15+) <
(N, N, 1g) oldugundan (i) durumdakine benzer sekilde ispatlanir.

(iv) & bir grup homomorfizmidir. Gergekten;

e lyitammhlik: a;,a, € Aicina; + N = a, + N olsun. O halde —a, +
a, EN olup —a(ay) +ala,) =a(—a,+a,;) €EN ve buradan
a(a,) + N* = a(a,) + N* esitligi elde edilir.

e Islemikoruma: a,,a, € A igin

cY((a1 +N) + (a, + N)) =a(a; +a,) + N*
=a(a) +N* +a(a) +N*  (3.18)
=a(a; + N)+ a(a, + N)

oldugundan @ nin islemi korudugu gortiliir.
(v) Sonolarak & nin etkimeler tizerindeki etkisine bakalim.

e ac€Aveb€Bigin
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a((b+N")-(a+N))=a((b-a)+N)
=a(b-a)+N*
=a(a)? + N* (3.19)
= (a(a) + N*)+N)

= (ata+n)"™’
esitligini elde ederiz.

e a;,a,€Aigin

a(a; + N)-(az + N) = (a(a;) + N*) - (a; + N)
= (a(ay) - a;) + N* (3.20)
=ay;'+N '
= (a, + N)@+M)

esitligi elde edilir.

Burada (i)-(v) sartlarindan goriiyoruz ki (A/N,B/N*,&@) bir genellestirilmis
caprazlanmig moduldir. Bu genellestirilmis caprazlanmis modiil genellestirilmis

bélim gaprazlanmis modiilii olarak adlandirilir [9].
3.3 Genellestirilmis Cat*-Gruplar

Bu kisimda literatiirde iyi bilinen cat!-gruplar ile caprazlanmis modiillerin kategoriksel
denkligi [3] kullanilarak genellestirilmis cat!-grup kavrami tanimlanmis ve bu tiir
cebirsel yapilarin kategorisi elde edilmistir. Benzer bir denklik tanimlanamamis olsa
da genellestirilmis cat!-gruplarin kategorisi Cat! — Grp den genellestirilmis

caprazlanmis modiillerin kategorisi GCM Yye bir fanktor tanimlanmistr.

Tamim 3.8. G bir etkimeli grup ve s,t: G — G birer etkimeli grup morfizmi olsunlar.

Eger

() st=t,ts=sve

(i) herx e kers ve hery € kert igin x¥ = x

sartlar1 saglaniyorsa (G, s, t) Uglisiine bir genellestirilmis cat'-grup denir.
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Burada dikkat edelim ki bir (G,s,t) genellestirilmis cat’-grubu icin G nin kendi
tizerine etkimesi konjiigasyon etkimesi ise (ii) sartinda her x € ker s ve her y € kert
icin x¥ = —y + x +y = x olup buradan x + y = x + y esitligi elde edilir. Boylece

(G, s, t) bir cat'-grup olur. Yani her cat'-grup bir genellestirilmis cat'-gruptur.

Ornek 3.7. G herhangi bir grup olmak (izere G nin kendi iizerine agikar etkimesini

alalim. Bu durumda (G, 14, 1) bir genellestirilmis cat'-grup olur.

(G,s,t) ve (G',s',t") birer genellestirilmis cat!-grup olmak uizere bir f: G — G’ grup
homomorfizmiicin fs = s'f ve ft = t'f oluyorsa, yani Sekil 3.3’de verilen diyagram

degismeli ise f ye bir genellestirilmis cat'-grup morfizmi denir.

G:t; G
fl l/
G/ :j: G/

Sekil 3.3. Genellestirilmis cat!-grup morfizmi

Objeleri genellestirilmis cat!-gruplar ve morfizmleri yukaridaki tanimlandig: sekilde
genellestirilmis cat!-grup morfizmleri olan bir kategori tanimlanabilir. Bu kategoriyi

GC! — Grp ile gosterecegiz.

Teorem 3.1. Bir (G,s,t) genellestirilmis cat'-grubu icin t = t|x.rs Olmak Uzere

(ker s,Ims, f) bir genellestirilmis ¢caprazlanmig modiildiir.

Ispat: Burada Im s in ker s tizerindeki etkimesi her g € ker s ve her x € Im s igin x -
g = g~ seklinde tanimlidir. Ag¢ik¢a goriilmektedir ki Im s ve Ker s in kendi tzerlerine
etkimeleri G nin kendi {izerine etkimesinden indirgenmis etkimelerdir. O halde Tanim

3.1 in (i) ve (i) sartlarinin saglandigini gdstermemiz yeterlidir.

(i) g € kers ve her x € Ims olsun. Bu durumda s(g,) = x olacak sekilde bir

g1 € G vardir ve buradan
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t(x - g) =t(g*)
=t(g")
= t(g)*™
= t(g)t(s(gﬂ)
= t(g)slov
t(g9)”

(3.21)

istenilen esitligi elde ederiz.
(i) g,9g' € kers olsun. Bu durumda t(g) — g € kert dir ve Tanim 3.8 in (ii)
sartindan (g")t9~9 = g’ dir. Boylece

tg)-g' = (g
— (g')t(g)
= (g")t@)=9+g (3.22)
— ((gf)(t(g)—g))g
= (g")9

istenilen esitligini elde ederiz. Bu ise ispat1 tamamlar.

Yukaridaki teoremde yapilan insa GC! — Grp genellestirilmis cat!-gruplarin
kategorisinden GCM genellestirilmis ¢caprazlanmis modiillerin kategorisine bir GC! —

Grp — GCM fanktor( tanimlar.
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4. GENELLESTIRILMIS CAPRAZLANMIS MODUL ORTULERI

Caprazlanmig modiillerde ortii kavramu ilk olarak Brown ve Mucuk [18] tarafindan
tanimlanmistir. Ayrica bir X topolojik grubunun értilerinin kategorisi ile bu topolojik
gruba karsilik gelen ¢aprazlanmis modiiliin 6rtiilerinin kategorisinin dogal olarak denk
oldugunu gostermislerdir. Bu boliimde genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiller igin

ortii kavramu verilip gesitli 6zelliklerini incelenmistir.

Tamm 4.1. (4,B,a) ve (/I, B, d) birer genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olsun.
Eger f: A — A bir izomorfizm olacak sekilde genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin
bir (f, g): (4, B, @) - (4, B, &) morfizmi varsa (4, B, «) ya (4, B, &) nin bir ortiisii ve
(f, g) ye ise bir ortl morfizmi denir (Sekil 4.1).

A—S-B
fl= lg

Sekil 4.1 Genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil 6rti morfizmi
Ornek 4.1. (4, B, a) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda
(14,15):(A,B,a) = (A,B,a) 4.1)
donisimii bir értd morfizmidir.

(f,3):(A,B,&) - (A,B,a) ve (f',g'): (A", B',a") — (4, B,a) birer 6rtii morfizmi
olmak (izere genellestirilmis c¢aprazlanmis modiillerin bir (f,g): (4, B, &) —
(A',B',a') morfizmi (f', g') o (f, g} = (f, ), yani f' o f = f ve g' o g = §, sartm
sagliyorsa (f, g) ya (4, B, @) nin ortiilerinin bir morfizmi denir (Sekil 4.2).

(4, B,a) Sil (A, B, o)
(7.) %

(A, B,«)

Sekil 4.2 Genellestirilmis ¢aprazlanmig modiil 6rtulerinin morfizmi
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Bir (4, B, @) genellestirilmis ¢aprazlanmig modiiliiniin 6rtiileri yukarida tanimlandigi
gibi bu Ortiiler arasindaki morfizmlerle birlikte bir kategori olusturur. Bu kategori

Covgem(4, B, a) ile gosterilir.

Onerme 4.1. {f, g): (/I, B, d) — (A, B, a) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin

bir 6rti morfizmi olsun. Bu durumda f (ker @) < ker a olur.

Ispat: Kabul edelim ki a € kera olsun. O halde a(a) = 0 olur. Buradan {(f, g)

genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugu i¢in
a(f(@) = g(a(a)) = g(0) =0 (4.2)
esitligi elde edilir. Bdylece f(a) € ker a oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmis olur.

(4,B,a) bir asferikal genellestirilmis gaprazlanmis modiil ve (f,g):(4,B, &) -
(A,B,a) bir orti morfizmi olsun. (A, B,a) asferikal oldugundan kera = 0 dur.
Onerme 4.1 den f(ker &) = 0 olup bunun sonucunda f bir izomorfizm oldugundan

ker @ = 0 bulunur.

Sonu¢ 4.1. Bir asferikal genellestirilmis caprazlanmis modillin her Ortusi de

asferikaldir.

Ornek 4.2. Ornek 3.4’te verilen (H,G,i) genellestirilmis caprazlanmis modiilii

asferikal oldugu i¢in (H, G, i) nin her ortiisii de asferikaldir.

Lemmad4.l.{f,g): (/I, B, d) — (A, B, @) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin bir
orti morfizmi olsun. h:B — C ve k: B — C doniisiimleri Gr* kategorisinde birer

izomorfizm olmak lzere § = kgh™! icin
(f,§):(4,C ha) - (A,C ka) (4.3)
doniisiimii de genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin bir 6rtii morfizmidir.

Ispat: Asagida Sekil 4.3’te verilen diyagramin degismeli oldugunu gostermek, yani
gha = kaf oldugunu yeterlidir.
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Sekil 4.3 (f, §) diyagrami

(f,9): (/I, B, &) — (A,B,a) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin  bir  6rtii

morfizmi oldugundan g& = af oldugunu biliyoruz. Buradan istenilen

g(h@) = kgh™*(ha)
= kga (4.4)
= kaf

esitligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Onerme 4.2. (f,g):(4,B &) - (AB,a) ve (f §):(4,B,a)~ (4B a)
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin iki 6rtii morfizmi olsun. Bu durumda f' =
fofveg =go golmakizere(f', g'): (A, B',a") - (A, B, a) déniisiimii de bir ortii
morfizmidir (Sekil 4.4).

’
A== D

T

/!

J
f, /_1 Y g
J

B

R

Sekil 4.4 Ortii morfizmlerinin bileskesi

Ispat: Gr* kategorisinde izomorfizmlerin bileskesi yine bir izomorfizm oldugundan

ispat agiktir.

Lemma 4.2. {f,§):(4,B,&) - (4,B,a) ve (f',g'):(A',B’,a') > (A,B,a) birer
ortii morfizmi ve (f, g): (4, B, @) - (A, B', a’) doniisiimii (4, B, @) min &rtiilerinin bir

morfizmi olmak tzere (f, g) morfizmi de bir 6rtd morfizmidir.
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Ispat: Biliyoruz ki (f, g): (4, B,&) — (A, B’,a") doniisiimii (4, B, @) nin ortiilerinin
bir morfizmi oldugundan (f’, g’} o {(f, g) = (f,g), yani f' o f = f ve g' o g = § dur.
Burada f' ve f birer izomorfizm ve f = (f')™! o f oldugundan f doniisiimii de bir
izomorfizm olur. Boylece (f,g):(4,B,&) - (4',B’,a’) doniisimiiniin bir orti

morfizmi oldugu kolaylikla goriiliir.

Teorem 4.1. (C,D,y) basit irtibatli olmak fiizere (A,B,a) ve (C,D,y) birer
genellestirilmis  ¢aprazlanmis  modil ve (f,g):(C,D,y) -» (4,B,a) hir
genellestirilmis ¢aprazlannug modiil morfizmi olsun. Eger (f,g): (A, B, 07) -
(A, B, a) bir értli morfizmi ise bu durumda (f, g) o {f', g') = (f, g) olacak sekilde bir
(f',g9"):(C,D,y) > (4,B,&) genellestirilmis caprazlanmig modiil morfizmi vardir
ancak ve ancak f(kery) € f(ker @) dur.

Ispat: Oncelikle f(kery) € f(ker @) oldugunu kabul edelim. f' = (f)_lf olarak
alip g’: D — B doniisiimiinii ise y(c) = d olacak sekildeki herhangi bir ¢ € C igin
g'(d) = af’'(c) olarak tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan (f’, g') doniisiimiiniin

genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugu agikca goriilmektedir.

Diger taraftan, kabul edelim ki ¢ € kery olsun. Buradan g': D — B doniisiimiiniin

tanimindan

0=9'©=a(r©)=a((N () @5

esitligini elde ederiz. Boylece f~1(f(c)) € ker a oldugu goriiliir ki bu ise f(c) €
f (ker ar) ifadesine denktir.

Sonug 4.2. (4',B',a’) basit irtibath olmak uzere (f,§): (4,B,&) - (4,B,a) ve
(f',g'):(A",B',a') - (A, B, a) birer 6rti morfizmi olsun. Bu durumda (A4’, B',a’)
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiilii (/I, B, d) nm bir Ortiisiidiir ancak ve ancak

f(kera") € f(ker @) dur.

Sonug 4.3. (A',B',a') ve (/I, B, d) birer basit irtibatli genellestirilmis ¢aprazlanmig
modul olmak iizere (f, §): (4,B,&) > (4,B,a) ve (f',g'):(A4",B',a’) > (4,B,a)

birer orti  morfizmi olsun. Bu durumda (4,B,«) nmn Ortiilerinin  bir
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(f,9):(A4,B",a") > (4,B,&) izomorfizmi vardir ancak ve ancak f(kera') =
f(ker &) dur.

4.1 Etkimeli Topolojik Gruplarda Bir Ornek

X bir topolojik grup olmak tizere X in kendi Uzerine surekli bir grup etkimesi varsa X
topolojik grubuna bir etkimeli topolojik grup denir. X etkimeli topolojik grubundaki
biitiin egrilerin homotopi siniflarinin kiimesini 7 (X) ile baglangi¢ noktasi x, € X olan
tim egrilerin homotopi siniflarmin kiimesini P (X, x,) ile gosterecegiz. Yani
P(X,xy) = {[la] | «(0) = x,}. Daha dnceden biliyoruz ki m(X) ve P(X, x,) kiimeleri
X tizerindeki grup isleminden tiiretilen islemle beraber birer gruptur. Ayrica X in kendi
uzerine surekli etkimesinden taretilen etkime ile birlikte w(X) bir etkimeli gruptur.

Yani,

¢ : TX)xnX) — (X)

(el [6)  — [B1 = (5] (46)

doniisiimii t € [0,1] icin (B)(t) = B(t)*® olmak lizere bir etkimedir. Gergekten,
a,a',B,B € X olmak lzere F:a = a' ve G: B = B’ homotopilerinin varhigimni kabul
edelim. X in kendi Uzerine sirekli etkimesini ¥: X X X — X ile gosterirsek H := 1 o
(F,G) doniistimii de bir homotopi, H: B% =~ B'*, olur. Bu ise ¢ doniisiimiiniin iyi
taniml1 oldugunu gosterir. ¢ doniisiimiiniin grup etkimesi sartlarmi sagladigi da

kolaylikla goriilebilir.

Onerme 4.3. X birim eleman1 e olan bir etkimeli topolojik grup olmak tizere P (X, e)

etkimeli grubu (X) etkimeli grubunun bir idealidir.

Ispat: Daha onceden biliyoruz ki P(X,e) grubu m(X) grubunun bir normal alt
grubudur. Cunkii P(X,e) grubu s:m(X) - X, [a] » a(0) grup homomorfizminin
cekirdegidir. Yani kers = P(X,e) dir. O halde sadece Tamim 3.3 Un (ii) ve (iii)
sartlarinin saglandigini gostermemiz yeterlidir. Varsayalim ki [a] € m(X) ve [B] €
P(X,e) olsun.

(ii) Budurumda B(0) = e olur ve bdylece
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(B)(0) = B(0)*©@ = e*® =¢ (4.7)

esitligi elde edilir ki bu ise [8]1*! € P (X, e) oldugu anlamina gelir.
(iif) Bu sart i¢in

(af — @)(0) = a(0)P© — a(0)

= a(0)¢ — a(0) 4.8)
=a(0) — a(0)
=e

esitligi elde edilir ki buda [a]!#! — [a] € P(X, e) oldugu anlamina gelir.

Ornek 4.3. Birim eleman1 e olan X etkimeli topolojik grubu icin (P(X,e), (X), i)

uclust Ornek 3.4 deki gibi bir asferikal genellestirilmis caprazlanmis modiildiir.

Sonug 4.4. Birim elemanlar1 sirasiyla é ve e olan X ve X etkimeli topolojik gruplari
icin p: X » X doniisiimii her %, %, € X icin p(fcfz) = p(%,)P*2) sartim saglayacak
sekilde topolojik gruplarm bir értii morfizmi olsun. Bu durumda her [&] € 7(X) igin

p*: n()? ) - n(X), p*([&]) = [p o @] seklinde tanimlanmis olmak tizere

P*lpzeyr?): (P(X,6),7(X),i) » (PX,e),n(X), i) (4.9)

dontistimii genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin bir 6rtii morfizmidir.
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5. GENELLESTIRILMIS CAPRAZLANMIS MODUL YUKSELMELERI

Gruplar iizerinde ¢aprazlanmis modiiller i¢in yiikselme kavrami Mucuk ve Sahan
tarafindan, gruplar ilizerinde grup-grupoid etkimelerinin c¢aprazlanmig modiillerin
kategorisindeki yorumlamasi olarak tanimlanmistir [19]. Caprazlanmis modiillerin
yiikselmeleri ile ilgili daha ayrintili bilgi almak igin [20,21] kaynaklarma bakilabilir.
Mucuk ve Sahan, caprazlanmis modiillerin Ortiilerinin kategorisi ile ¢aprazlanmis
modiillerin yiikselmelerinin kategorisi arasinda dogal bir denklik oldugunu
gostermiglerdir [19]. Bu sonucun 1siginda bizde genellestirilmis c¢aprazlanmis
moduller igin yiikselme kavramini tanimlayip ¢esitli 6zelliklerini inceleyecegiz ve son

olarak Mucuk ve Sahan tarafindan verilen sonucun bir genellestirmesini elde edecegiz.

Tamm 5.1. (4, B, ) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil, X ise Gr* kategorisinde
bir obje, yani bir etkimeli grup, ve w: X — B bir grup homomorfizmi olsun. Burada X
grubunun A grubu lizerine w vasitasiylax € X vea € Ai¢in x - a = w(x) - a seklinde
bir etkimesi elde edilir. Eger bu etkime ile beraber wg = a olacak sekilde bir (4, X, ¢)
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiilii varsa (4, X, @) ya (A, B, @) nin bir yiikselmesi

denir.

/

ye

1l
® s
w

Sekil 5.1. Genellestirilmis ¢caprazlanmig modiil ylikselmesi

Ornek 5.1. (4,B,a) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil ise bu durumda
(A, a(A),a) genellestirilmis gaprazlanmig modiilii (4, B, @) nin i: a(A) — B icine

grup homomorfizmi vasitasiyla bir yiikselmesidir.

Ornek 5.2. (4, B, @) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil ve (4, B', &) ise Lemma
3.3 deki gibi bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olmak tizere (4, B, a), f: B —» B’

izomorfizmi vasitasiyla (4, B', &) nin bir yiikselmesidir.

Ornek 5.3. (4, B, @) bir genellestirilmis ¢aprazlannms modiil ve (4’, B, &) ise Lemma

3.4 teki gibi bir genellestirilmis ¢caprazlanmig modiil olmak iizere her izomorfizm bir
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genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil oldugundan (4',4,g), a:A - B vasitasiyla

(A, B, @) nm bir yiikselmesidir.

Ornek 5.4. (A4,B,a) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olmak iizere
(A,A/ker a,p) Uclisl w:A/ker @ —» B, a + ker a » a(a) vasttasiyla (4, B, ) nin

bir yiukselmesidir.

Lemma 5.1. (A,B,a) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil, X ise Gr*
kategorisinde bir obje ve ¢p: A = X, w: X — B doniisiimleri ise w@ = «a olacak sekilde
iki grup homomorfizmi olsun. Bu durumda (4, X, ¢) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis
modl ve boylece (4, B, a) nin bir yiikselmesi olur ancak ve ancak her x € X ve a €

Aicin o(x - a) = @(a)* dr.

Ispat: Gereklilik kismindaki sart genellestirilmis caprazlanmis modiil olmanin ilk sart1
oldugundan burasi agiktir. Yeterlilik icin kabiilden dolayr Tanim 3.4 teki (ii) sartinin

sagladigmi gostermek yeterlidir. a, a; € A olsun. Buradan

p(@) - a; = w(p(@) - a
=a(a) - a; (5.1)

= (ay)*
elde edilir ve bu ispat1 tamamlar.

Onerme 5.1. (4,B,a) bir genellestirilmis caprazlanmis modiil ve (4,X,¢) ise
(A,B,a) nin w: X — B vasitasiyla bir yiikselmesi olsun. Bu durumda ker ¢ € ker a

ve (14, w): (4, X, ) — (4, B, ) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil morfizmidir.
Ispat: Oncelikle x € ker ¢ olsun. Yani ¢(x) = 0 dir ve

a(x) = wp(x)
= w(px))
= w(0)
=0

(5.2)

bulunur. Boylece x € kera dir. Bu ise kerg C kera anlamma gelir.

(14, w): (A, X, ) - (A, B, a) doniigiimiiniin bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil
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morfizmi oldugunu gostermek igin oncelikle Sekil 5.2 de verilen diyagramin degismeli

oldugunu gostermeliyiz.

©
—_—

_

A X
lAl lw
A——D

Sekil 5.2. (1,4, w): (4, X, @) - (A4, B, a) doniisiimii

(A, X, p) genellestirilmis gaprazlanmig modiilii w: X — B vasttasiyla (4, B, @) nin bir
yiikselmesi oldugundan we = «a dir. Buradan agikca goriiliiyor ki wp = a = al, ve
boylece Sekil 5.2 de verilen diyagram degismelidir. Son olarak x € X ve a € A olmak

Uzere
Lux-a)=x-a=wlx) a=wlx)- 14(0a) (5.3)

esitligi elde edilir. Boylece (1,4, w):(4,X,¢) - (4,B,a) bir genellestirilmis

caprazlanmis modiil morfizmidir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug 5.1. Bir (4, B, ) asferikal genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiliin her (4, X, ¢)
ylkselmesi de asferikaldir. Clnki (A4, B, a) asferikal oldugundan ker a = {0} ve

ker ¢ € ker a = {0} oldugundan ker ¢ = {0} olup (4, X, ¢) de asferikaldir.

Ornek 5.5. (H, G, i) Ornek 3.4 deki gibi bir genellestirilmis ¢caprazlanmis modiil olsun.
i injektif, yani birebir, oldugundan (H, G, i) asferikaldir ve bdylece (H, G,i) nin her
(H,X, @) ylkselmesi de asferikaldir. Bununla birlikte H etkimeli grubu X etkimeli

grubunun da bir etkimeli alt grubu olarak diisiiniilebilir.

Lemma 5.2. (4,X,¢) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiili w: X — B vasitasiyla
(4, B, «) genellestirilmis ¢aprazlanmig modiiliiniin bir yiikselmesi olsun. Eger f: X —
X' ve g: B — B’ doniisiimleri Gr* kategorisinde birer izomorfizmise ¢’ = fo ve a' =
ga olmak lizere (A, X', ¢") genellestirilmis ¢aprazlanmis modiili ' == gwf 1: X -

B vasitasiyla (4, B, @") nin bir yiikselmesi olur.

Ispat: Lemma 3.4 den biliyoruz ki (4,X',¢") ve (A,B’,a") birer genellestirilmis

¢aprazlanmis modiildiir. O halde sadece w'¢’ = a’ oldugunu géstermemiz yeterlidir.
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(A, X, ) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiilii w: X — B vasitasiyla (4, B, @) nin bir

yiikselmesi oldugundan w¢ = « oldugu aciktir. Buradan

w'e' = (gof ) (fe)
= gwg

=a’

(5.4)

esitligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Onerme 5.2. (4,X,) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiilii w:X — B vasitasiyla
(A,B,a) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiliiniin bir yiikselmesi ve (4,X', ")
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiili w’: X' - X vasitasiyla (4,X,¢@) nin bir
yikselmesi olsun. Bu durumda (4,X’,¢") genellestirilmis c¢aprazlanmis modiilii

ww': X" = B vasttasiyla (4, B, @) nin bir yiikselmesi olur.

Ispat: (ww')@' = a esitligini gostermemiz yeterli olacaktir. (4, X, ¢) genellestirilmis
caprazlanmis modiilii w: X — B vasitasiyla (4, B, «) nin bir yiikselmesi oldugundan
w@ = a oldugunu ve (A4,X',¢") genellestirilmis ¢aprazlanmis modiili w": X' - X
vasttasiyla (4,X, @) nin bir yiikselmesi oldugundan w’'¢ep’ = ¢ oldugunu biliyoruz.

Bdylece
(ww)p' = w(w'e') =wp =¢' (5.5)
esitligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi sabit bir genellestirilimis ¢aprazlanmis modiiliin yiikselmeleri arasindaki
doniigtimleri tanimlayacagiz. (4,X, @) ve (A,X',¢") genellestirilmis ¢aprazlanmis
modiilleri sirasiyla w:X - B ve w':X' — B vasitasiyla (A4, B,a) genellestirilmis
caprazlanmig modiiliiniin birer yiikselmesi olsun. Eger w’f = w olacak sekilde Gr*
kategorisinde bir f:X — X' morfizmi varsa bu f doniisimiine (4,B,@) nin

yikselmelerinin bir morfizmi denir (Sekil 5.3).
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Sekil 5.3. Yukselmelerin morfizmi

Verilmis sabit bir (4, B, @) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiilii icin (4, B, @) nin
yiikselmeleri ve bunlar arasinda yukarida verilen sekilde tanimli yiikselme morfizmleri

bir kategori olusturur ve bu kategori LGCM/(4, B, @) ile gosterilir.

Lemmab5.3. f: X — X' doniisiimii (4, B, ) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiliiniin
sirastyla w:X - B ve w":X' - B vasttasiyla (4,X, @) ve (4,X',¢") yikselmeleri
arasinda bir yiikselme morfizmi olsun. Eger w: X' - B bir monomorfizm, yani
birebir, ise (A4,X, @) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiilii f: X — X' vasitasiyla
(A,X', ") nin bir yiikselmesi olur.

Ispat: Kabul edelim ki w’:X’ — B bir monomorfizm olsun. (4,X,¢) ve (4,X',¢")
srrastyla w:X - B ve w':X' — B vasttasiyla (4,B,a) nmn birer yiikselmesi

oldugundan wgp = a = w'¢p’ dir. Buradan
w'(fe) = (' e = wp = w'¢’ (5.6)

esitligi elde edilir ve w": X' - B bir monomorfizm oldugundan f¢ = ¢" bulunur.
Boylece (4,X, @) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiliiniin f: X — X' vasitasiyla

(A,X', ") nin bir yiikselmesi oldugu goriiliir.

Onerme 5.3. (f, g): (/I, B, d) — (A, B, a) genellestirilmis ¢aprazlanmig modiillerin
bir morfizmi ve (/I, X, (,T)) genellestirilmis caprazlanmis modiilii (A, B, d) nm @: X -
B vasttastyla bir yiikselmesi olsun. Bu durumda § = g&@ olmak {zere
(f.g) (/I, X, (Z)) — (A, B, @) dontisiimii genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin bir

morfizmidir.

Ispat: Istenileni gostermek i¢in §@ = af oldugunu ispatlamak yeterlidir. § = g@

oldugundan
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3¢ = (go)¢ = g(@p) = ga = af (5.7)
esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Asagidaki teoremde bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil morfizminin bir

yukselmeye yikseltilmesi icin bir kriter verilmektedir.

Teorem 5.1. (f,g):(4,B,&) - (4,B, «) déniisiimii (4, B,&) basit irtibath olacak
sekilde genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin bir morfizmi ve (4,X,¢)
genellestirilmis caprazlanmis modiilli w:X — B vasttasiyla (A,B,a) nm bir
yikselmesi olsun. Bu durumda wg =g olacak sekilde bir (f,§):(4,B,&) -

(A, X, p) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin morfizmi vardir ancak ve ancak

f(ker @) < ker ¢ dur.

Ispat: Oncelikle kabul edelim ki f(ker&) S kerg olsun. Simdi §:B — X
doniisiimiinii tanimlayalim: &(&) = b olacak sekildeki bir @ € 4 icin §(b) = ¢f (&)
olarak tanimlansin. (A, B, &) basit irtibath ve f(ker @) < ker ¢ oldugundan bu
§: B —» X doniisiimii iyi tanimli bir grup homomorfizmidir. Diger detaylar ise agik¢a

gorulmektedir.

Tersine olarak X¥ € ker & olsun. §: B = X doniisiimiiniin tanimmdan

o(f(®) =gla@®)=g0)=0 (5.8)

olur ve bdylece f(%) € ker ¢ oldugu ortaya ¢ikar. Bu ise ispati tamamlar. Yani
f(ker @) < ker ¢ dur.

Sonug 5.2. (A,X', (,T)) basit irtibatli olmak iizere sirasiyla w:X — B ve @:X—>B
vasitasiyla (4, X, @) ve (A,)?, (Z)) ylkselmelerine sahip bir (4, B, @) genellestirilmis
caprazlanmis modiilii i¢in ker ¢ < Ker ¢ dir ancak ve ancak (A, X, {5) genellestirilmis

¢aprazlanmis modiilii (4, X, ¢) nin bir yiikselmesidir.

Sonug 5.3. (4,X,¢) ve (A,)?, (,T)) basit irtibatli olmak {izere sirasiyla w:X — B ve
@:X > B vasttasiyla (4,X,9) ve (4,X,@) yikselmelerine sahip bir (4,B,a)
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genellestirilmis ¢aprazlanmis modiili icin ker $ = ker ¢ dir ancak ve ancak
LGXM/ (4, B, a) kategorisinde bir (f, g): (4, X, ¢) - (4,X, @) izomorfizmi vardir.

Teorem 5.2. (A, B, @) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil ve N ise A nn N €
ker a sartmi saglayacak sekilde bir ideali olsun. Bu durumda ¢: A - A/N, ¢(a) =
a+ N ve w(a+ N) = a(a) olmak tzere (4,A/N, @) genellestirilmis ¢aprazlanmig
modili w: A/N — B vasitasiyla (4, B, @) nin bir yiikselmesi olur. Bu durumda ayrica

ker ¢ = N olur.

Ispat: Tammlarindan acik¢a goriiliiyor ki wg = @ dir. O halde Lemma 5.1 in

sartlarinin saglandigin1 gostermek yeterlidir. Herhangi a, a; € A elemanlari igin

p(la+N)-a;) =pla(a) - a,)
= ¢(af)
= p(a)?@

=5 <P(a1)a+N

(5.9)

esitligi saglanir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Mucuk ve Sahan [19] gruplarin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiillerin ortiileri ile
yikkselmelerinin kategorik olarak denk olduklarin1 gostermislerdir. Asagidaki
teoremde ise Mucuk ve Sahan tarfindan elde edilen bu sonucun genellestirilmis

caprazlanmis modiillere genellestirilmesi elde edilmistir.

Teorem 5.3. (4, B, a) bir genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil olsun. O halde (4, B, @)
nin Ortiilerinin kategorisi Covgem (4, B, a) ile yikselmelerinin kategorisi LGCM/
(4, B, &) dogal olarak denktir.

Ispat: Acikca goriiliiyor ki eger (4,X, ) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiilii
w:X - B vasttasiyla (4,B,a) genellestirilmis ¢aprazlanmig modiiliiniin  bir
ylkselmesi ise (1, w):(4,X,¢) » (A,B,a) donisimi bir genellestirilmis
¢aprazlanmis modiil morfizmidir. 1, bir izomorfizm oldugundan (4, X, ¢), (4, B, @)
nin bir Ortisudir. Bununla birlikte kabul edelim ki (A,)?,(f)) genellestirilmis
caprazlanmis modiili (4,B,a) nn @: X — B vasitasiyla bagka bir yiikselmesi ve

f:X - X doniisimii LGCM/(4, B, «) kategorisinde bir morfizm olsun. Buradan
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(10, f): (A, X,0) > (A, X,p) doniisiimii ise Covgewm(4, B, @) kategorisinde bir
morfizm olur. Bu ingaa agik¢a bir LGCM/(4,B,a) — Covgem(4, B, a) fanktoru

tanimlar.

Tersine olarak, eger (f,g):(4,B,&) - (4,B,@) donisimii genellestirilmis
caprazlanmis modiil 6rtii morfizmi ise f:A — A bir izomorfizmdir ve ¢ = af !
olarak alirsak (A,E,(p) genellestirilmis caprazlanmis modiilii g: B — B vasitasiyla
(A, B, @) nm bir yiikselmesi olur. Clnki (f, g) genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil

ortli morfizmi oldugundan g& = af olup buradan

ge=gaf t=aff'=a (5.10)

olur. Ayrica (f',g'): (A", B’,a') - (4, B, a) baska bir genellestirilmis ¢aprazlanmig
modul értii morfizmi ve (f, §): (4,B, &) - (A',B’,a’) doéniisiimii Covgem(4, B, a)
kategorisinde bir morfizm ise §: B — B’ doéniisiimii LGCM/ (4, B, &) kategorisinde bir
morfizmdir. Bu ingaa ise bir Covgey (4, B, @) » LGCM/(4, B, @) fanktoru tanimlar.

Diger detaylar basit hesaplamalarla kolaylikla gosterilebilir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Gruplarin  kategorisindeki ¢aprazlanmis modiiller gruplarin kendi iizerlerine
konjiigasyon etkimeleri alinarak tanimlanmistir. Yakin zamanda ise bu konjligasyon
etkimeleri yerine gruplarm kendi iizerlerine keyfi etkimeleri alinarak genellestirilmis
caprazlanmis modiil ve genellestirilmis ¢aprazlanmis modiil morfizmi kavramlari
ortaya ¢ikmistir. Sonrasinda bu sekilde tanimlanan genellestirilmis g¢aprazlanmis
modullerin kategorisi GCM nin kategorik 6zellikleri bakimindan 6zel objeleri ve 6zel

morfizmleri incelenmistir.

Bu calismada oncelikle Gglnct bolimde genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerle
ilgili tanim ve baz1 sonuglar hatirlatilmistir. Daha sonra literatiirde iyi bilinen cat!-
gruplar ile ¢aprazlanmis modiillerin kategoriksel denkligi kullanilarak genellestirilmis
catl-grup kavrami tanimlanmis ve bu tiir cebirsel yapilarin kategorisi elde edilmistir.
Benzer bir denklik tanimlanamamis olsa da genellestirilmis cat-gruplarin kategorisi
Cat! — Grp den genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi GCM ye bir

fanktor tanimlanmustir.

Yine literatiirde ¢aprazlanmis modiiller i¢in Ortii ¢caprazlanmis modiilii ve yiikselme
kavramlar1 bulunmaktadir. Ayrica verilen bir ¢aprazlanmig modiil i¢in bu
caprazlanmis modiiliin Ortiilerinin kategorisi ile yiikselmelerinin kategorisinin denk
oldugu bilinmektedir. Benzer diisiince ile dnce dordiincli boliimde bir genellestirilmis
caprazlanmis modiliin ortii kavrami tanimlanmis ve verilen bir genellestirilmis
caprazlanmig modiiliin Ortiilerinin kategorisi elde edilmistir. Yine bu bdliimde
genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin Ortiileri ile ilgili literatiirde bulunan benzer

sonuclar elde edilmistir.

Son olarak besinci bolimde bir genellestirilmis ¢aprazlanmig modiiliin bir grup
homomorfizmi {izerinden yilikselmesi kavrami tanimlanmig ve verilen bir
genellestirilmis caprazlanmis modiiliin yiikselmelerinin kategorisi elde edilmistir.
Benzer sekilde bir genellestirilmis ¢caprazlanmis modiiliin yiikselmeleri i¢in de ¢esitli
sonuglar gosterilmistir. Ayrica verilen bir (4, B, a) genellestirilmis ¢aprazlanmis
moduliin ortilerinin  kategorisi Covgem(4, B, a) ile yikselmelerinin  kategorisi
LGCM/ (4, B, @) nin dogal olarak denk oldugu gdsterilmistir.
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Bu tezde yapilan benzer diisiince tarzi ile farkli cebirsel kategorilerdeki ¢aprazlanmis
moduller icin elde edilen izoklinizm, kapabilite, etkime, derivasyon ve aktor gibi

cesitli kavram ve sonuglar genellestirilmis ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi i¢in de

incelenebilir.
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