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ÖZET

GENELLEŞTİRİLMİŞ DELANNOY POLİNOMLARI ÜZERİNE

Serhat YAMAN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Muhammet Cihat DAĞLI

Ocak 2024; 23 sayfa

Bu çalışmada, Delannoy polinomlarının bir genelleştirmesi tanımlanacaktır. Bu poli-

nomların üreteç fonksiyonu ve çeşitli indirgeme formülleri verilecektir. Ayrıca, yeni bir

ortogonal polinom sınıfı verilip bu polinomların genelleştirilmiş Delannoy polinomları-

ile ilişkisi kurulacaktır. Son olarak, bu ortogonal polinom sınıfı için çeşitli bağıntılar elde

edilecektir.
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indirgeme formülü.
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In this work, a generalization of the Delannoy polynomials is defined. A generating

function and several recurrence relations are given for them. Also, after defining a gene-

ral class of orthogonal polynomials, some relationships between these polynomials are

derived. Finally, several relations are established for them.
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ÖNSÖZ

Bu çalışma esas olarak Kaynak Taraması ile Bulgular ve Tartışma olmak üzere iki

bölümden oluşmaktadır. Bulgular ve Tartışma bölümünde kullanılacak olan bazı temel

kavramların tanımları ve bazı önemli sonuçları Kaynak Taraması bölümünde verilmiştir.

Bulgular ve Tartışma bölümünde ise Delannoy polinomlarının bir genelleştirmesi ta-

nımlanacaktır. Bu polinomların üreteç fonksiyonu ve çeşitli indirgeme formülleri veri-

lecektir. Ayrıca, yeni bir ortogonal polinom sınıfı verilip bu polinomların genelleştirilmiş

Delannoy polinomları ile ilişkisi kurulacaktır. Son olarak, bu ortogonal polinom sınıfı için

çeşitli bağıntılar elde edilecektir.

Bu çalışma boyunca bilgisini ve zamanını benimle paylaşan, hiçbir konuda desteğini

esirgemeyen danışmanım Sayın Doç. Dr. Muhammet Cihat DAĞLI’ya teşekkürlerimi su-

narım.
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SİMGELER

Simgeler:

N0 : {0, 1, 2, ...}

dn (m) : Delannoy sayısı

dn(x) : Delannoy polinomu

w(x) : Ağırlık fonksiyonu

d
(r)
n (x) : Genelleştirilmiş Delannoy polinomu(
n
k

)
: binom katsayısı

[x] : Bir x gerçel sayısının tam değeri
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GİRİŞ S. YAMAN

1. GİRİŞ

k, n ∈ N0 = {0, 1, 2, ...} olmak üzere dk (n) ile gösterilen Delannoy sayıları; (0, 0) nok-

tasından (n, k) ye yalnızca kuzey (0, 1), doğu (1, 0) ve kuzeydoğu (1, 1) adımları ile kabul

edilen latis yollarının sayısı olarak tanımlanır. Bu sayılar, dk (0) = d0 (n) = d0 (0) = 1

başlangıç değerleriyle aşağıdaki rekürans formülünü sağlar:

dk (n) = dk (n− 1) + dk−1 (n− 1) + dk−1 (n)

Bu sayıların tarihsel önemi Banderier ve Schwer tarafından ”Why Delannoy numbers?”

çalışmasında verilmiştir.

Ayrıca, bu sayılar ∑
n,k≥0

dk (n)x
nyk =

1

1− x− y − xy

üreteç fonksiyonununa sahiptir ve

dk (n) =
k∑

j=0

(
k

j

)(
n

j

)
2j

kapalı formülüyle hesaplanabilir. Gould (1972) çalışmasında (3.17) eşitliği ile verilen

k∑
j=0

(
k

j

)(
x

j

)
tj =

j∑
j=0

(
k

j

)(
x+ j

k

)
(t− 1)j

formülünden

dk(x) =
k∑

j=0

(
k

j

)(
x

j

)
2j, (k = 0, 1, 2, ...)

şeklindeki Delannoy polinomları tanımlanmıştır (Sun 2017).

Aynı çalışmada bu polinomlar için süper kongrüans bağıntıları üzerine çalışmalar ya-

pılmıştır. Ayrıca, her n ∈ N ve x ∈ Z için

x (x+ 1)
k−1∑
j=0

(2j + 1) dj (x)
2 ≡ 0

(
mod 2k2

)
,

ve ε ∈ {−1, 1} ve n ∈ N için

k−1∑
j=0

εj (2j + 1) dj (x)
2n ≡ 0 (mod k)

1



GİRİŞ S. YAMAN

kongrüans bağıntıları öne sürülmüş, Guo (2016) çalışmasında bu bağıntılar

dk (x)
2 =

k∑
j=0

(
k + j

2j

)(
x

j

)(
x+ j

j

)
4j

eşitliğini kullanılarak kanıtlanmıştır.

Bu polinomların ve sayıların bazı aritmetik, analitik özellikleri, kongrüans bağıntıları

ile birlikte çeşitli genelleştirmeleri sunulmuştur (Caughman vd 2008, Dağlı 2020, 2021,

Fray ve Roselle 1971, 1973, Liu 2016, Liu vd 2018, Noble 2012, Qi 2021, Qi vd 2019,

Qi vd 2018, Razpet 2002, Sun 2011, 2017, 2018, Wang vd 2019).

Z.-H. Sun (2017) Delannoy polinomlarını, k ≥ 0 olmak üzere

d
(r)
k (x) =

k∑
j=0

(
x+ r + j

k

)(
x− r

k − j

)
şeklinde genelleştirip bu polimların rekürans formülleri, üreteç fonksiyonu gibi özel-

liklerini çalışmıştır.

Bu tez çalışmasında, d(r)k (x) polinomlarının bir genelleştirmesi olarak

d
(r)
k (x, y) =

k∑
j=0

(
x+ r + j

j

)(
x− r

k − j

)
yj

polinomu tanımlanacaktır. Bu polinomların üreteç fonksiyonu ve çeşitli rekürans for-

mülleri verilecektir. Ayrıca, yeni bir ortogonal polinom sınıfı verilip bu polinomların

d
(r)
n (x, y) ile ilişkisi kurulacaktır. Son olarak, bu ortogonal polinom sınıfı için çeşitli ba-

ğıntılar elde edilecektir.

2



KAYNAK TARAMASI S. YAMAN

2. KAYNAK TARAMASI

Bu bölüm, tez çalışmasında başvurulacak olan bazı temel kavramların tanıtımı ve bu kav-

ramların sağladıkları önemli özelliklerinde oluşmaktadır. Diğer kavramlar ve onların özel-

likleri, tez boyunca uygun yerlerde açıklanacaktır.

2.1. Delannoy Sayıları

Tanım 2.1. dn (m) ile gösterilen Delannoy sayıları aşağıdaki üreteç fonksiyonu ile ta-

nımlanır: ∑
k,n≥0

dk (n)x
nyk =

1

1− x− y − xy
.

Ayrıca, bu sayılar dn (0) = d0 (m) = d0 (0) = 1 başlangıç değerleriyle aşağıdaki

rekürans bağıntısını sağlar:

dk (n) = dk (n− 1) + dk−1 (n− 1) + dk−1 (n) .

Tanım 2.2. Delannoy sayıları aşağıdaki kapalı formül ile hesaplanır:

dk (n) =
k∑

j=0

(
k

j

)(
n

j

)
2j

Bu sayılar x ∈ R olmak üzere Sun (2017) tarafından

dk(x) =
k∑

j=0

(
k

j

)(
x

j

)
2j , (k = 0, 1, 2, ...)

şeklinde polinom olarak genişletilmiştir. Ayrıca, daha genel durum olarak

dk(x, y) =
k∑

j=0

(
k

j

)(
x

j

)
yj

ifadesi tanımlanıp çeşitli süperkongrüans bağıntıları çalışılmıştır. Belirtelim ki dk(x, 2) =

dk(x) olur.

2.2. Ortogonal Polinomlar

Tanım 2.3. (Gasper ve Rahman 2004) Ak, Bk, Ck reel sayılar ve AkCk+1 > 0 olsun.

Reel değerli {pk (x)} polinomlarının her ortogonal sistemi, p−1(x) = 0, p0(x) = 1 olmak

üzere k ≥ 0 için

Akpk+1(x) +Bkpk(x) + Ckpk−1(x) = xpk(x) (2.1)

3
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bağıntısını sağlar. Diğer taraftan eğer Ak, Bk, Ck reel sayılar ve AkCk+1 > 0 için (2.1)

sağlanırsa, bu durumda

∫ ∞

−∞
w(x)ps(x)pt(x)dx =

 0, s ̸= t

1
vt

∫∞
−∞ w(x)dx, s= t

ifadesini sağlayan bir w(x) ağırlık fonksiyonu vardır. Burada

v0 = 1 ve vt =
A0A1 · · ·At−1

C1 · · ·Ct

, (t ≥ 1)

dir.

Zhi-Hong Sun (2017) tarafından
{
D

(r)
k (x)

}
ile gösterilen ve D(r)

−1(x) = 0, D
(r)
0 (x) =

1 başlangıç koşulları ile k ≥ 0 için

D
(r)
k+1(x) = xD

(r)
k (x)− k(k + 2r)D

(r)
k−1(x)

şeklinde bir polinom ailesi sunulmuştur. Burada r > −1
2

olur. Ayrıca, Ak = 1, Bk =

0, Ck = k(k + 2r) , v0 = 1 ve vt = 1
t!(2r+1)(2r+2)···(2r+t)

, (t ≥ 1) olur. Dolayısıyla

AkCk+1 > 0 ve pk(x) = D
(r)
k (x) için (2.1) için sağlanır. Buradan

{
D

(r)
k (x)

}
elemanları

ortogonal polinomlardır. Bu polinomların ilk birkaç terimi

D
(r)
0 (x) = 1,

D
(r)
1 (x) = x,

D
(r)
2 (x) = x2 − 2r − 1,

D
(r)
3 (x) = x3 − (6r + 5)x,

şeklindedir.

2.3. Genelleştirilmiş Delannoy Polinomları

Tanım 2.4. k ≥ 0 olmak üzere genelleştirilmiş Delannoy polinomları

d
(r)
k (x) =

k∑
j=0

(
x+ r + j

j

)(
x− r

k − j

)
şeklinde verilmiştir (Zhi-Hong Sun (2017)). İlk birkaç {dk (x)} elemanı

d
(r)
0 (x) = 1,

4
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d
(r)
1 (x) = 2x+ 1,

d
(r)
2 (x) = 2x2 + 2x+ r + 1,

d
(r)
3 (x) =

4

3
x3 + 2x2 +

(
2r +

8

3

)
x+ r + 1

şeklindedir. r = 0 özel durumunda d
(0)
k (x) = dk (x) klasik Delannoy polinomları elde

edilir. Ayrıca, (
−x

j

)
= (−1)j

(
x+ j − 1

j

)
bağıntısı kullanılarak

dk (x) =
k∑

j=0

(
x− r

j

)(
−1− x− r

j

)
(−1)j =

k∑
j=0

(
x− r

j

)(
−1− x− r

k − j

)
(−1)k−j

yazılır ki buradan,

d
(r)
k (−1− x) = (−1)k d

(r)
k (x)

eşitliği elde edilir.

Şimdi, Z.H. Sun (2017) tarafından elde edilen genelleştirilmiş Delannoy polinomları

için teoremleri sunalım.

Teorem 2.5. (Sun 2017) |z| < 1 için genelleştirilmiş Delannoy polinomları

∞∑
k=0

d
(r)
k (x) zk =

(1 + z)x−r

(1− z)x+r+1

üreteç fonksiyonuna sahiptir.

Bu üreteç fonksiyonu yardımıyla k ∈ N için

d
(r)
k

(
−1

2

)
=


0, 2 ∤ k ise(−1

2
− r
k
2

)
(−1)

k
2 , 2 | k ise

formülü elde edilebilir.

Teorem 2.6. (Sun 2017) k ∈ N için genelleştirilmiş Delannoy polinomları

(1 + 2x) d
(r)
k (x) + (k + 2r) d

(r)
k−1 (x) = (k + 1) d

(r)
k+1 (x)

indirgeme formülünü sağlar.

5
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Teorem 2.7. (Sun 2017) k ∈ N0 olmak üzere, genelleştirilmiş Delannoy polinomları ile

klasik Delannoy polinomları arasındaki aşağıdaki özdeşlikler sağlanır:

d
(r)
k (x) =

[ k2 ]∑
j=0

(
r − 1 + j

j

)
dk−2j (x) =

k∑
j=0

(
2r − 1 + j

j

)
dk−j (x− r)

ve

dk (x) =

[ k2 ]∑
j=0

(
r

j

)
(−1)j d

(r)
k−2j (x) =

k∑
j=0

(
2r

j

)
(−1)j d

(r)
k−j (x+ r) .

Teorem 2.8. (Sun 2017) k ∈ N için

d
(r)
k (x) = d

(r+1)
k (x)− d

(r+1)
k−2 (x) ,

d
(r+1)
k (x) =

[ k2 ]∑
j=0

d
(r)
k−2j (x) ,

4 (x− r) (x+ 1 + r)
(
d
(r+1)
k (x)2 − d

(r+1)
k−1 (x)2

)
= (k + 1)2 d

(r)
k+1 (x)

2−(k + 2r + 1)2 d
(r)
k (x)2

ve

k2d
(r)
k (x)2 − 4 (x− r) (x+ 1 + r) d

(r+1)
k−1 (x)2 = (2r + 1)

k−1∑
j=0

(2j + 2r + 1) d
(r)
j (x)2

bağıntıları geçerlidir.

Teorem 2.9. (Sun 2017) k ∈ N, r ∈ N0 ve x ∈ Z olmak üzere genelleştirilmiş Delannoy

polinomları

(2r+1)
r∏

j=−r

(x+j)(x+1−j)
k−1∑
j=0

(2j+2r+1)d
(r)
j (x)2 ≡ 0

(
mod 2k2 (k + 1)2 ... (k + 2r)2

)
kongrüans bağıntısını sağlar.

Teorem 2.10. (Sun 2017) k ∈ N0 ve r /∈ {−1
2
− 2

2
,−3

2
, . . .} olsun. Bu taktirde,

d
(r)
k (x)2 =

(
k + 2r

k

) k∑
j=0

(
x−r
j

)(
x+r+j

j

)(
k+2r+j
k−j

)(
j+2r
j

) 4j

dir.

Teorem 2.11. (Sun 2017) n, k ∈ N0 olmak üzere

d(r)n (x)d
(r)
k (x) =

min{n,k}∑
j=0

(
n+ k − 2j

n− j

)(
2r + n+ k − j

j

)
(−1)jd

(r)
n+k−2j(x)

eşitliği sağlanır.

6
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Teorem 2.12. (Sun 2017) k ∈ N için,

2(1 + x+ y)
k−1∑
j=0

(2r + j + 1) · · · (2r + k)

(j + 1) · · · k
d
(r)
j (x)d

(r)
j (y)

= (k + 2r)(d
(r)
k (x)d

(r)
k−1(y) + d

(r)
k−1(x)d

(r)
k (y))

dir.

Teorem 2.13. (Sun 2017) k ∈ N0 için, d(r)k (x) genelleştirilmiş Delannoy polinomları ile

D
(r)
k (x) ortogonal polinomları arasında aşağıdaki gibi ilişki vardır:

d
(r)
k (x) =

ikD
(r)
k (−i(1 + 2x))

k!

ve

D
(r)
k (x) = (−i)kk!d

(r)
k

(
ix− 1

2

)
.

Teorem 2.14. (Sun 2017) k ∈ N için

k−1∑
j=0

(2j + 2r + 1)
k∏

µ=j+1

µ(µ+ 2r)D
(r)
j (x)2 = k(k + 2r)

(
D

(r)
k (x)2 −D

(r)
k−1(x)D

(r)
k+1(x)

)
olur. Dolayısıyla r > −1

2
ve x ∈ R için

D
(r)
k (x)2 −D

(r)
k+1 (x)D

(r)
k−1 > 0

olur.

Teorem 2.15. (Sun 2017)
{
D

(r)
k (x)

}
ortogonal polinomları

∞∑
k=0

D
(r)
k (x)

zk

k!
= (1 + z2)−r− 1

2 ex arctan z

üreteç fonksiyonuna sahiptir.

Üreteç fonksiyonunun bir sonucu olarak k ∈ N0 için,

D
(r)
k (−x) = (−1)kD

(r)
k (x) ve D

(r)
k (0) =

 0, k tek ise

k!
(−r− 1

2
k
2

)
, k çift ise

özdeşlikleri sağlanır (Sun (2017)).

7
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Bu tez çalışmasında, d(r)k (x) polinomlarının bir genelleştirmesi olarak

d
(r)
k (x, y) =

k∑
j=0

(
x+ r + j

j

)(
x− r

k − j

)
yj

polinomu tanımlanacaktır. Bu polinomların üreteç fonksiyonu, çeşitli rekürans formül-

leri verilecektir. Ayrıca, yukarıda verilen D
(r)
n (x) ortogonal polinom sınıfının D

(r)
n (x, y)

şeklinde bir genelleştirmesi verilip bu polinomların üreteç fonksiyonu, indirgeme bağın-

tıları gibi özellikleri verilecektir. Dahası, D(r)
n (x, y) ortogonal polinom sınıfı ve d(r)n (x, y)

polinomlarını içeren formüller elde edilecektir.

8



MATERYAL VE METOT S. YAMAN

3. MATERYAL VE METOT

Kaynak taraması bölümünde yer alan genelleştirilmiş Delannoy polinomu d
(r)
n (x) ve

ortogonal polinomların geniş bir sınıfı olan D
(r)
n (x) polinomlarının sağladıkları özellikler

ve bu özellikleri elde etmek için başvurulan yöntem Materyal ve Metot olarak kullanıla-

caktır.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde, Delannoy polinomlarının bir genelleştirmesi tanımlanıp bu polinomların

üreteç fonksiyonu ve çeşitli indirgeme formülleri verilecektir. Ayrıca, yeni bir ortogo-

nal polinom sınıfı tanımlanıp bunlar için üreteç fonksiyonu, indirgeme bağıntıları gibi

özellikleri verilecektir. Dahası, bu iki polinom arasında çeşitli bağıntılar elde edilecektir.

Tanım 4.1. y ∈ R ve k = 0, 1, 2, ... olmak üzere genelleştirilmiş Delannoy polinomları

d
(r)
k (x, y) =

k∑
j=0

(
x+ r + j

j

)(
x− r

k − j

)
yj

şeklinde tanımlanır.

İlk birkaç d
(r)
k (x, y) polinomu aşağıdaki gibidir:

d
(r)
0 (x, y) = 1,

d
(r)
1 (x, y) = x− r + y(x+ r + 1),

d
(r)
2 (x, y) =

(x− r) (x− r − 1)

2
+ (x+ r + 1) (x− r) y

+
(x+ r + 2) (x+ r + 1)

2
y2.

y = 1 için, Z. H. Sun (2017) tarafından elde edilen genelleştirilmiş Delannoy poli-

nomları d(r)k (x, 1) = d
(r)
k (x) olur. y = 1 ve r = 0 için ise d

(0)
k (x, 1) = dk (x) olup klasik

Delannoy polinomları elde edilir. r = 0 ve y yerine y − 1 alınırsa, Z. W. Sun (2017) de

tanımlanan d
(0)
k (x, y − 1) = Dk (x, y) polinomları elde edilir.(

x

j

)
= (−1)j

(
−x+ j − 1

j

)
(4.1)

ifadesi yardımıyla

d
(r)
k (x, y) =

k∑
j=0

(
x+ r + j

j

)(
x− r

k − j

)
yj

=
k∑

j=0

(−1)j
(
−1− x− r

j

)(
x− r

k − j

)
yj (4.2)

yazılabilir.

10
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Teorem 4.2. Genelleştirilmiş Delannoy polinomları için aşağıdaki bağıntılar sağlanır.

d
(r)
k

(
−1− x,

1

y

)
=

(
−1

y

)k

d
(r)
k (x, y) (4.3)

ve
∞∑
k=0

d
(r)
k (x, y) zk =

(1 + z)x−r

(1− yz)x+r+1 ( |z| < 1). (4.4)

İspat d
(r)
k (x, y) polinomunun tanımından ve

(
x
j

)
= (−1)j

(−x+j−1
j

)
ifadesinden,

d
(r)
k

(
−1− x,

1

y

)
=

k∑
j=0

(
−1− x+ r + j

j

)(
−1− x− r

k − j

)
y−j

=
k∑

j=0

(−1)j
(
x− r

j

)(
−1− x− r

k − j

)
y−j

=
k∑

j=0

(−1)k−j

(
x− r

k − j

)(
−1− x− r

j

)
yj−k

=
k∑

j=0

(−1)k
(
x− r

k − j

)(
x+ r + j

j

)
yj−k

=

(
−1

y

)k

d
(r)
k (x, y)

elde edilir ki bu da (4.3) eşitliğini kanıtlamış olur. α ∈ C ve |z| < 1 olmak üzere

(1 + z)α =
∞∑
k=0

(
α
k

)
zk binom teoremi, Cauchy çarpımı ve (4.2) eşitliği kullanılırsa

(1 + z)x−r (1− yz)−x−r−1 =

(
∞∑
j=0

(
x− r

j

)
zj

)(
∞∑
j=0

(
−x− r − 1

j

)
(−yz)j

)

=
∞∑
j=0

(
j∑

i=0

(
−x− r − 1

i

)
(−1)i

(
x− r

j − i

)
yi

)
zj

=
∞∑
j=0

d
(r)
j (x, y) zj

sonucundan (4.4) eşitliğinin kanıtı tamamlanır. □

Teorem 4.3. k ∈ N olmak üzere d
(r)
k (x, y) için aşağıdaki indirgeme bağıntısı sağlanır:

(x− r − k + y(x+ r + k + 1)) d
(r)
k (x, y) + y (k + 2r) d

(r)
k−1 (x, y) (4.5)

= (k + 1) d
(r)
k+1 (x, y) .

11
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İspat (4.4) üreteç fonksiyonu yardımıyla

∞∑
k=0

(k + 1) d
(r)
k+1 (x, y) k

n − y

∞∑
k=0

kd
(r)
k (x, y) zk

=
d

dz

∞∑
k=0

d
(r)
k+1 (x, y) z

k+1 − yz
d

dz

∞∑
k=0

d
(r)
k (x, y) zk

=
d

dz
(1 + z)x−r (1− yz)−x−r−1 − yz

d

dz
(1 + z)x−r (1− yz)−x−r−1

= (1− yz)
d

dz
(1 + z)x−r (1− yz)−x−r−1

= (1− yz)
(
(x− r) (1 + z)x−r−1 (1− yz)−x−r−1 + y (x+ r + 1) (1 + z)x−r (1− yz)−x−r−2)

= (1− yz) (1 + z)x−r (1− yz)−x−r−1

(
x− r

1 + z
+

y (x+ r + 1)

1− yz

)
yazılır, buradan

((x− r) (1− yz) + y (x+ r + 1) (1 + z))
∞∑
k=0

d
(r)
k (x, y) kn

= (1 + z)

(
∞∑
k=0

(k + 1) d
(r)
k+1 (x, y) z

k − y
∞∑
k=0

kd
(r)
k (x, y) zk

)

elde edilir ki bu da kanıtı tamamlar. □

Teorem 4.4. k ∈ N0 olmak üzere dk (x, y) için aşağıdaki formüller sağlanır:

d
(r+1)
k (x, y)− yd

(r+1)
k−1 (x, y) =

k∑
j=0

(−1)j d
(r)
k−j (x, y) ,

d
(r+1)
k (x, y) + d

(r+1)
k−1 (x, y) =

k∑
j=0

yjd
(r)
k−j (x, y)

ve

d
(r)
k (x, y) = d

(r+1)
k (x, y) + (1− y)d

(r+1)
k−1 (x, y)− yd

(r+1)
k−2 (x, y) .

İspat İlk olarak, (4.4) üreteç fonksiyonundan

∞∑
k=0

d
(r+1)
k (x, y) zk =

(1 + z)x−r−1

(1− yz)x+r+2 =
1

(1 + z) (1− yz)
(1 + z)x−r (1− yz)−x−r−1

=
1

(1 + z) (1− yz)

∞∑
k=0

d
(r)
k (x, y) zk, (4.6)

12
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yazılabilir. Buradan,

(1− yz)
∞∑
k=0

d
(r+1)
k (x, y) zk =

(
∞∑
k=0

(−z)k
)(

∞∑
k=0

d
(r)
k (x, y) zk

)
eşitliği yazılabilir. Son eşitliğin sağ tarafı için Cauchy çarpımı yapılıp zk katsayıları eşit-

lenirse teoremin ilk eşitliği elde edilir. İkinci eşitlik ise (4.6) ifadesi

(1 + z)
∞∑
k=0

d
(r+1)
k (x, y) zk =

1

1− yz

∞∑
k=0

d
(r)
k (x, y) zk

şeklinde yazılıp benzer işlemler yapılırsa elde edilir. Son eşitliğe ise (4.6) eşitliğinin
∞∑
k=0

d
(r+1)
k (x, y) zk =

1

1− (1− y) z − yz2

∞∑
k=0

d
(r)
k (x, y) zk

şeklinde yazılması durumunda ulaşılabilir. Dolayısıyla teoremin kanıtı tamamlanmış olur.

□

Şimdi, D(r)
k (x, y) ile gösterilecek olan ortogonal polinomlarının yeni bir genel sınıfını

tanımlayalım.

Tanım 4.5. D
(r)
−1 (x, y) = 0 ve D

(r)
0 (x, y) = 1 başlangıç değerleriyle, her k ≥ 0 için

D
(r)
k (x, y) ile gösterilen ortogonal polinom

xD
(r)
k (x, y)− yk (k + 2r)D

(r)
k−1 (x, y) = D

(r)
k+1 (x, y) (4.7)

yineleme bağıntısı ile verilsin.

İlk birkaç D
(r)
k (x, y) polinomu aşağıdaki gibidir:

D
(r)
0 (x, y) = 1,

D
(r)
1 (x, y) = x,

D
(r)
2 (x, y) = x2 + y (1 + 2r) .

Gasper ve Rahman (2004) çalışmasında verilen tanıma göre r > −1
2

ve y > 0 şartları

altında Ak, Bk, Ck değerleri sırasıyla 1, 0 ve yk (k + 2r) değerlerine karşılık gelir. Ayrıca

k ≥ 1 için v0 = 1 ve

vk =
1

ykk! (1 + 2r) (2 + 2r) ... (k + 2r)

13
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olur. Dolayısıyla, AkCk+1 > 0 ve
{
D

(r)
k (x, y)

}
polinomları ortogonal polinomlardır.

Aşağıdaki lemmadan D
(r)
k (x, y) ve d(r)k (x, y) polinomları arasındaki bağlantı gözlem-

lenebilir.

Lemma 4.6. k ∈ N0 için

d
(r)
k (x, y) =

ikD
(r)
k (−iw, y)

k!

sağlanır. Burada w = x− r − k + y (x+ r + k + 1) olur. Ayrıca,

D
(r)
k (x, y) = (−i)k k!d

(r)
k

(
ix+ (r + k +−y (r + k + 1))

1 + y
, y

)
olur.

İspat (4.7) den,

(k + 1)
ik+1D

(r)
k+1 (−iw, y)

(k + 1)!

=
ik+1D

(r)
k+1 (−iw, y)

k!

=
ik+1

k!

(
−iwD

(r)
k (−iw, y)− yk (k + 2r)D

(r)
k−1 (−iw, y)

)
yazılır. Buradan

ik+1D
(r)
k+1 (−iw, y)

k!
= w

ikD
(r)
k (−iw, y)

k!
+ y (k + 2r)

ik−1D
(r)
k−1 (−iw, y)

(k − 1)!

dir. Bunun ise, (4.5) ile verilen d
(r)
k (x, y) için indirgeme formülü olduğu görülür. D(r)

0 (−iw, y) =

1 ve iD
(r)
1 (−iw, y) = w oldukları göz önünde bulundurularak d

(r)
k (x, y) =

ikD
(r)
k (−iw,y)

k!

elde edilir. İkinci eşitlik ise x yerine ix+(r+k−y(r+k+1)
1+y

yazılarak elde edilir. □

Teorem 4.7. D(r)
k (x, y) polinomları aşağıdaki üstel üreteç fonksiyona sahiptir:

∞∑
k=0

D
(r)
k (x, y)

zk

k!
=
(
1 + yz2

)−r− 1
2 e

x√
y
arctan(√yz).

İspat f(z) =
∞∑
k=0

D
(r)
k (x, y) zk

k!
olsun. Bu durumda, (4.7) yardımıyla

d

dz
f(z) = 1 +

∞∑
k=0

D
(r)
k+1 (x, y)

zk+1

(k + 1)!
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= 1 + x

∞∑
k=0

D
(r)
k (x, y)

zk+1

(k + 1)!
− y

∞∑
k=1

k(k + 2r)D
(r)
k−1 (x, y)

zk+1

(k + 1)!

yazılabilir. Dolayısıyla,

d

dz
f(z) = x

∞∑
k=0

D
(r)
k (x, y)

zk

k!
− y

∞∑
k=1

(k + 2r)D
(r)
k−1 (x, y)

zk

(k − 1)!

= xf(z)− 2ryzf(z)− yz
d

dz

∞∑
k=1

D
(r)
k−1 (x, y)

zk

(k − 1)!

= (x− 2yrz)f(z)− yz
d

dz
zf(z)

= (x− 2ryz − yz)f(z)− yz2
d

dz
f(z),

elde edilir ki son ifade
d
dz
f(z))

f(z)
=

x− yz(2r + 1)

1 + yz2

şeklinde ifade edilebilir. Bu denklem çözülerek sonuca ulaşılır. □

Üreteç fonksiyonu yardımıyla aşağıdaki üç eşitlik elde edilebilir.

Sonuç 4.8. k ∈ N0 için,

D
(r)
k (−x, y) = (−1)k D

(r)
k (x, y) , (4.8)

D
(r)
k (0, y) =


0, k tek ise

k!
(−r− 1

2
k
2

)
y

k
2 , k çift ise

(4.9)

ve

D
(r+1)
k (x, y) + yk(k − 1)D

(r+1)
k−2 (x, y) = D

(r)
k (x, y) (4.10)

dir.

İspat Teorem 4.7 den

∞∑
k=0

D
(r)
k (−x, y)

(−z)k

k!
=
(
1 + yz2

)−r− 1
2 e

−x√
y
arctan(−√

yz)

=
(
1 + yz2

)−r− 1
2 e

x√
y
arctan(√yz)

=
∞∑
k=0

D
(r)
k (x, y)

zk

k!
,
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yazılır ki bu da (4.8) ifadesini verir. (4.9) eşitliği ise Teorem 4.7 de x = 0 alınıp binom

teoremi kullanılarak kolayca elde edilir. (4.10) eşitliği için,
∞∑
k=0

D
(r)
k (x, y)

zk

k!
=
(
1 + yz2

) ∞∑
k=0

D
(r+1)
k (x, y)

zk

k!

=
∞∑
k=0

D
(r+1)
k (x, y)

zk

k!
+ y

∞∑
k=0

D
(r+1)
k−2 (x, y)

zk

(k − 2)!

yazılır. Son ifadede zk

k!
katsayıları karşılaştırılarak elde edilir. □

Teorem 4.9. k ∈ N0 için aşağıdaki eşitlik sağlanır:

k−1∑
j=0

(2j + 2r + 1)
k∏

µ=j+1

µ (µ+ 2r) yµ+1−k
[
D

(r)
j (x, y)

]2
= k(k + 2r)

([
D

(r)
k (x, y)

]2
−D

(r)
k−1 (x, y)D

(r)
k+1 (x, y)

)
. (4.11)

Dolayısıyla, r > −1
2

ve y > 0 için
[
D

(r)
k (x, y)

]2
−D

(r)
k−1 (x, y)D

(r)
k+1 (x, y) > 0 olur.

İspat Tümevarım yöntemi kullanılacaktır. k = 1 için (4.11) in her iki tarafı y(1+2r)2 ye

eşittir. (4.11) denklemi k için sağlansın. Sade olması için, λ(r)
k (x, y) =

[
D

(r)
k (x, y)

]2
−

D
(r)
k−1 (x, y)D

(r)
k+1 (x, y) yazılsın. (4.7) kullanılarak,

λ
(r)
k+1(x, y)− yk(k + 2r)λ

(r)
k (x, y)

=

{[
D

(r)
k+1 (x, y)

]2
−D

(r)
k (x, y)D

(r)
k+2 (x, y)− yk(k + 2r)([

D
(r)
k (x, y)

]2
−D

(r)
k−1 (x, y)D

(r)
k+1 (x, y)

)}
=
[
D

(r)
k+1 (x, y)

]2
−D

(r)
k (x, y)

(
xD

(r)
k+1 (x, y)− y(k + 1) (k + 1 + 2r)D

(r)
k (x, y)

)
− yk(k + 2r)

([
D

(r)
k (x, y)

]2
−D

(r)
k−1 (x, y)D

(r)
k+1 (x, y)

)
= D

(r)
k+1 (x, y)

(
D

(r)
k+1 (x, y)− xD

(r)
k (x, y) + yk(k + 2r)D

(r)
k−1 (x, y)

)
+ (y(k + 1) (k + 1 + 2r)− yk(k + 2r))

[
D

(r)
k (x, y)

]2
= y (2k + 2r + 1)

[
D

(r)
k (x, y)

]2
yazılabilir. Buradan,

k∑
j=0

(2j + 2r + 1)
k+1∏

µ=j+1

µ (µ+ 2r) yµ−k
[
D

(r)
j (x, y)

]2
16
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= (k + 1) (k + 1 + 2r) y

×

(
(2k + 2r + 1)

[
D

(r)
k (x, y)

]2
+

k−1∑
j=0

(2j + 2r + 1)
k∏

µ=j+1

µ (µ+ 2r) yµ−k
[
D

(r)
j (x, y)

]2)

= (k + 1) (k + 1 + 2r) y

(
λ
(r)
k+1(x, y)− yk(k + 2r)λ

(r)
k (x, y)

y
+ k(k + 2r)λ

(r)
k (x, y)

)
= (k + 1) (k + 1 + 2r)λ

(r)
k+1(x, y)

elde edilir ki bu da (4.11) in k + 1 için doğru olduğunu gösterir. (4.11) ve D
(r)
0 (x, y) = 1

gerçeğinden, r > −1
2

ve y > 0 için λ
(r)
k (x, y) ≥ (2r + 1) ykk!(1+2r)...(k+2r)

k(k+2r)
> 0 elde edilir.

Sonuç olarak kanıt tamamlanır. □

Açıklama 4.10. (4.11) ifadesinde x yerine −iw alnıp Lemma 4.6 kullanılırsa d
(r)
n (x, y)

polinomu için aşağıdaki eşitlik elde edilir:

k−1∑
j=0

(−1)j (2j + 2r + 1)
(j + 1 + 2r)...(k + 2r)

(j + 1)...k
y

(k−j)(j−k+3)
2

[
d
(r)
j (x, y)

]2
= (−1)k(k + 2r)

(
k
[
d
(r)
k (x, y)

]2
− (k + 1)d

(r)
k−1 (x, y) d

(r)
k+1 (x, y)

)
. (4.12)

Dahası, (4.12) de x = m ∈ N0, y = 1 ve r = 0 alınırsa, klasik Delannoy sayıları için

k−1∑
j=0

(−1)j (2j + 1) [dj (m)]2 = (−1)kk
(
k [dk (m)]2 − (k + 1)dk−1 (m) dk+1 (m)

)
eşitliğine ulaşılır.

Teorem 4.11. k ∈ N0 için,

D
(r)
k (x, y) = xk − y

k−1∑
j=1

j (j + 2r)D
(r)
j−1 (x, y)x

k−1−j (4.13)

ve

k!d
(r)
k (x, y) = wk + y

k−1∑
j=1

j! (j + 2r) d
(r)
j−1 (x, y)w

k−1−j (4.14)

dir. Burada, w = x− r − n+ y(x+ r + n+ 1) olur.

İspat j = 1, 2, ...ve x ̸= 0 için,

D
(r)
j+1 (x, y)

xj+1
−

D
(r)
j (x, y)

xj
= −yj (j + 2r)

D
(r)
j−1 (x, y)

xj+1

17
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yazılır. j = 1 den j = k − 1 e toplam alırsa,

−y
k−1∑
j=1

j (j + 2r)
D

(r)
j−1 (x, y)

xj+1
=

k−1∑
j=1

(
D

(r)
j+1 (x, y)

xj+1
−

D
(r)
j (x, y)

xj

)

=
D

(r)
k (x, y)

xk
− D

(r)
1 (x, y)

x

elde edilir. D(r)
1 (x, y) = x olduğu kullanılıp her iki taraf xk ile çarpılırsa (4.13) elde edilir.

Şimdi, (4.14) iddiasını kanıtlayalım. Lemma 4.7 den,

(−i)k k!d
(r)
k (x, y)

= D
(r)
k (−iw, y)

= (−iw)k − y
k−1∑
j=1

j (j + 2r)D
(r)
j−1 (−iw, y) (−iw)k−1−j

= (−iw)k − y
k−1∑
j=1

j (j + 2r) (−i)j−1 (j − 1)!d
(r)
j−1 (x, y) (−iw)k−1−j

= (−i)k
(
wk + y

k−1∑
j=1

j! (j + 2r) d
(r)
j−1 (x, y)w

k−1−j

)

yazılır ki bu da kanıtı tamamlar. □

Teorem 4.11 yardımıyla aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 4.12. k ∈ N için,
[
xk
]

katsayı operatörü olmak üzere,

[
xk
]
D

(r)
k (x, y) = 1,[

xk−2
]
D

(r)
k (x, y) = −yk(k − 1)(2k − 1 + 6r)

6
(k ≥ 2 için)

ve

[
xk
]
d
(r)
k (x, y) =

(1 + y)k

k!
,[

xk−1
]
d
(r)
k (x, y) =

(1 + y)k−1

(k − 1)!
,

[
xk−2

]
d
(r)
k (x, y) =

(1 + y)k−2

(k − 2)!

(
ry +

1

2
+

y(2k − 1)

6

)
dir.

18
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İspat Önceki teoremden
[
xk
]
D

(r)
k (x, y) = 1 olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca,

[
xk−2

]
D

(r)
k (x, y) = −y

k−1∑
j=1

j (j + 2r) = −y

k−1∑
j=1

j2 − 2ry
k−1∑
j=1

j

= −yn(k − 1)(2k − 1 + 6r)

6

olur. Diğer taraftan, yine önceki teoremden

[
xk
]
d
(r)
k (x, y) =

[
xk
] wk

k!
=

(1 + y)k

k!
,[

xk−1
]
d
(r)
k (x, y) =

[
xk
] wk

k!
=

(1 + y)k−1

(k − 1)!

ve

[
xk−2

]
k!d

(r)
k (x, y)

=

(
k

2

)
(1 + y)k−2 + y

k−1∑
j=1

j (j + 2r) (1 + y)j−1 (1 + y)k−1−j

= (1 + y)k−2

(
k(k − 1)

2
+ y

(k − 1)k(2k − 1)

6
+ yr(k − 1)k

)
= (1 + y)k−2 k(k − 1)

(
ry +

1

2
+

y(2k − 1)

6

)
eşitliklerinin doğruluğu görülebilir. □

Teorem 4.13. Aşağıdaki eğitlik sağlanır:

lim
y→0

d

dzk

∞∑
j=0

d
(r)
j (x, y) zj = ⟨x− r⟩k

∞∑
i=0

(
x− r − k

i

)
zi

dir. Burada, x ∈ R için

⟨x⟩k =
k−1∏
j=0

(x− j) =

x (x− 1) ...(x− k + 1), k ≥ 1

1, k = 0

ile verilen azalan faktöriyeldir.

İspat (4.4) den ve türev için Leibnitz formülünden,

d

dzk

∞∑
j=0

d
(r)
j (x, y) zj

19
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=
d

dzk
(1 + z)x−r (1− yz)−x−r−1

=
k∑

l=0

(
k

l

)
d

dzl
(
(1 + z)x−r) d

dzk−l
(1− yz)−x−r−1

=
k∑

l=0

(
k

l

)
⟨x− r⟩l (1 + t)x−r−l ⟨−x− r − 1⟩k−l (−y)k−l (1− yz)−x−r−1−k+l .

→ ⟨x− r⟩k (1 + z)x−r−k , (y → 0 için)

yazılabilir. Son ifadede binom teoremi uygulanırsa kanıt tamamlanır. □
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5. SONUÇLAR

Bu tez çalışmasında, Delannoy polinomlarının bir genelleştirmesi tanımlanarak bu

polinomların üreteç fonksiyonu ve çeşitli indirgeme formülleri gibi özellikleri verildi.

Ayrıca, yeni bir ortogonal polinom sınıfı verilip bu polinomların genelleştirilmiş Delan-

noy polinomları ile ilişkisi kuruldu. Son olarak, bu ortogonal polinom sınıfı için çeşitli

bağıntılar elde edildi.
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Serhat YAMAN


	ÖZET
	ABSTRACT
	ÖNSÖZ
	AKADEMİK BEYAN
	SİMGELER
	GİRİŞ
	KAYNAK TARAMASI
	Delannoy Sayıları
	Ortogonal Polinomlar
	Genelleştirilmiş Delannoy Polinomları

	MATERYAL VE METOT
	BULGULAR VE TARTIŞMA
	SONUÇLAR
	KAYNAKLAR
	ÖZGEÇMİŞ



