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Bu ¢alismada, Delannoy polinomlarinin bir genellestirmesi tanimlanacaktir. Bu poli-
nomlarin iirete¢ fonksiyonu ve cesitli indirgeme formiilleri verilecektir. Ayrica, yeni bir
ortogonal polinom sinifi verilip bu polinomlarin genellestirilmis Delannoy polinomlari-
ile iligkisi kurulacaktir. Son olarak, bu ortogonal polinom sinifi i¢in ¢esitli bagintilar elde
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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Kaynak Taramasi ile Bulgular ve Tartisma olmak iizere iki
boliimden olugsmaktadir. Bulgular ve Tartisma boliimiinde kullanilacak olan bazi temel
kavramlarin tanimlar1 ve bazi 6nemli sonuglart Kaynak Taramas: boliimiinde verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde ise Delannoy polinomlarinin bir genellestirmesi ta-
nimlanacaktir. Bu polinomlarin iirete¢c fonksiyonu ve ¢esitli indirgeme formiilleri veri-
lecektir. Ayrica, yeni bir ortogonal polinom sinifi verilip bu polinomlarin genellestirilmis
Delannoy polinomlart ile iligkisi kurulacaktir. Son olarak, bu ortogonal polinom simifi i¢in
cesitli bagintilar elde edilecektir.

Bu ¢alisma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, hi¢cbir konuda destegini
esirgemeyen danismanim Sayin Dog. Dr. Muhammet Cihat DAGLI’ya tesekkiirlerimi su-

narim.
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Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Genellestirilmis Delannoy Polinomlar1 Uze-
rine” adli bu ¢alismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu
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SIMGELER

Simgeler:

Np :{0,1,2,...}

d, (m) :Delannoy sayisi
d,(x)  :Delannoy polinomu
w(zx) : Agirlik fonksiyonu

' (x) : Genellestirilmig Delannoy polinomu

) : binom Katsayisi
[z] : Bir = gercel sayisinin tam degeri

vi
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1. GIRIS
k,n € Ny = {0,1,2,...} olmak iizere dj, (n) ile gésterilen Delannoy sayilari; (0, 0) nok-

tasindan (n, k) ye yalnzca kuzey (0, 1), dogu (1,0) ve kuzeydogu (1, 1) adimlari ile kabul
edilen latis yollarinin sayist olarak tanimlanir. Bu sayilar, dj (0) = do (n) = dy (0) = 1

baslangic degerleriyle asagidaki rekiirans formiiliinii saglar:
dk (n) = dk (n — 1) —+ dk—l (TL — 1) + dk—l (n)

Bu sayilarin tarihsel dnemi Banderier ve Schwer tarafindan "Why Delannoy numbers?”
calismasinda verilmistir.

Ayrica, bu sayilar

Z dy, (n) 2™y" = L

F >0 l—2z—y—ay

tirete¢ fonksiyonununa sahiptir ve

wo-2()()e

J=0

kapal1 formiiliiyle hesaplanabilir. Gould (1972) calismasinda (3.17) esitligi ile verilen

S-S ()1 e-v

J 7=0

dy(r) = zk: <I;) (j)zﬂ (k=0,1,2,..)

=0

formiiliinden

seklindeki Delannoy polinomlar1 tanimlanmistir (Sun 2017).
Ayni ¢alismada bu polinomlar i¢in siiper kongriians bagintilar: iizerine ¢calismalar ya-

pilmustir. Ayrica, her n € N ve x € Z i¢in

T
L

z(x+1)Y (2j+1)d;(z)* =0 (mod2k?),

<
Il
=)

vee € {—1,1} ven € Nigin

Zgj (2§ +1)d; ()" =0 (mod k)
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kongriians bagintilar1 6ne siiriilmiis, Guo (2016) ¢alismasinda bu bagintilar
=2 ()07
j=0 J
esitligini kullanilarak kanitlanmugtir.
Bu polinomlarin ve sayilarin bazi aritmetik, analitik 6zellikleri, kongriians bagintilart
ile birlikte cesitli genellestirmeleri sunulmustur (Caughman vd 2008, Dagh 2020, 2021,
Fray ve Roselle 1971, 1973, Liu 2016, Liu vd 2018, Noble 2012, Qi 2021, Qi vd 2019,
Qi vd 2018, Razpet 2002, Sun 2011, 2017, 2018, Wang vd 2019).
Z.-H. Sun (2017) Delannoy polinomlarini, £ > 0 olmak {izere
i (x—irr—l—j) (x—r)
J=0 k=J
seklinde genellestirip bu polimlarin rekiirans formiilleri, tirete¢ fonksiyonu gibi 6zel-
liklerini ¢caligmustir.
Bu tez calismasinda, d,(:) (x) polinomlarinin bir genellestirmesi olarak
d(r)( i r+r+g\[(r—"\
= 2;( j )(k—j)y
polinomu tanimlanacaktir. Bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonu ve ¢esitli rekiirans for-
miilleri verilecektir. Ayrica, yeni bir ortogonal polinom simifi verilip bu polinomlarin

a (x,y) ile iligkisi kurulacaktir. Son olarak, bu ortogonal polinom sinifi i¢in gesitli ba-

gintilar elde edilecektir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliim, tez calismasinda bagvurulacak olan bazi temel kavramlarin tanitimi ve bu kav-
ramlarin sagladiklar1 nemli 6zelliklerinde olusmaktadir. Diger kavramlar ve onlarin 6zel-

likleri, tez boyunca uygun yerlerde agiklanacaktir.

2.1. Delannoy Sayilari

Tanim 2.1. d,, (m) ile gisterilen Delannoy sayillart asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile ta-

mmlanir:
1

:1—:1:—y—:1:y'

Z di, (n) z"y*

k>0
Ayrica, bu sayilar d,, (0) = do(m) = do(0) = 1 baglangi¢ degerleriyle asagidaki

rekiirans bagintisini saglar:
dp(n) =dg(n—1)+dp—1 (n—1) +dg_1(n).

Tanim 2.2. Delannoy sayilari asagidaki kapali formiil ile hesaplanir:
k
k .
Lo
= \i/\J
Bu sayilar x € R olmak iizere Sun (2017) tarafindan
"Lk (@
dy(z) = () ( ,>2J‘, k=0,1,2, ..
=3 (5 () |
ji
seklinde polinom olarak genisletilmistir. Ayrica, daha genel durum olarak
k
EN (x\
di(z,y) =) ( ) ( .)y]
— \Jj /) \J
J
ifadesi tanimlanip cesitli siiperkongriians bagintilar1 ¢alisilmstir. Belirtelim ki dj(z, 2) =

di(z) olur.

2.2. Ortogonal Polinomlar

Tanmm 2.3. (Gasper ve Rahman 2004) Ay, By, Cy, reel sayilar ve AyCh1 > 0 olsun.
Reel degerli {py (x)} polinomlarinin her ortogonal sistemi, p_1(x) = 0, po(z) = 1 olmak
lizere k > 0 igin

Arprs1(x) + Bepr(x) + Crpr—1(x) = zpi(2) 2.1)

3



KAYNAK TARAMASI S. YAMAN

bagintisumi saglar. Diger taraftan eger Ay, By, Cy, reel sayilar ve ACyq > 0 icin (2.1)

saglanirsa, bu durumda

o0 0, s#t
| w@p@pi={
—o0 vlt _w(z)dr, s=t
ifadesini saglayan bir w(x) agirlik fonksiyonu vardir. Burada
AgAq - Ay
vgzlvevt:w, (tZ]_)

dir.
Zhi-Hong Sun (2017) tarafindan {D,(f) (3:)} ile gosterilen ve Dgf (x) =0, D(()T) (x) =

1 baslangi¢ kosullar1 ile £ > 0 i¢in

DY) (x) = D" () — k(k + 2r) D", (z)

seklinde bir polinom ailesi sunulmustur. Burada r > —% olur. Ayrica, A, = 1, By =
0, Ck = k(k+2r), v = 1veu = t!(2r+1)(2r£r2)~..(2r+t)’ (
ApCrar > 0 ve pp(z) = D" (x) igin (2.1) igin saglamr. Buradan {D,(J) (x)} elemanlari

t > 1) olur. Dolayisiyla

ortogonal polinomlardir. Bu polinomlarin ilk birkag¢ terimi

seklindedir.

2.3. Genellestirilmis Delannoy Polinomlar:
Tanim 2.4. k£ > 0 olmak iizere genellestirilmis Delannoy polinomlart

00=% (7))

=0

seklinde verilmistir (Zhi-Hong Sun (2017)). Ilk birka¢ {d}, (x)} elemant

dy) (x) =1,
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4\ () =22 + 1,
AV (2) = 222 + 20+ +1,

r 4 . 8
dg)(x):§x5+2x2+(2r+§)w+r—|—1

seklindedir. r = 0 ozel durumunda d,(go) (x) = di (z) klasik Delannoy polinomlart elde

()-en (1)

edilir. Ayrica,

bagintist kullanilarak

0o (2) = io (x j— r) (—1 —jx _ r) 1y = i (ac j— r> (—1k—_xj— r) (1t

j= j=0
yazilir ki buradan,
a0 (-1 -2) = (-1)"d (2)
esitligi elde edilir.
Simdi, Z.H. Sun (2017) tarafindan elde edilen genellestirilmis Delannoy polinomlari

icin teoremleri sunalim.

Teorem 2.5. (Sun 2017) |z| < 1 igin genellestirilmis Delannoy polinomlari

I 1+2)""
d(v) x) ¢ = —(
% k ( ) (1 . Z)x-i-?“-‘rl

lirete¢ fonksiyonuna sahiptir.

Bu iirete¢ fonksiyonu yardimiyla £ € N i¢in
0 (_1>: o,_l_r E 21 kise
2 ( 2 )(—1)2, 2| kise
formiilii elde edilebilir.
Teorem 2.6. (Sun 2017) k € N icin genellestirilmis Delannoy polinomlari
(Ut 20)d7 (@) + (k o+ 2r) 7, () = (kb + D) T, (2)

indirgeme formiiliinii saglar.
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Teorem 2.7. (Sun 2017) k € Ny olmak iizere, genellestirilmis Delannoy polinomlart ile

klasik Delannoy polinomlari arasindaki asagidaki ozdeslikler saglanir:

4 (z) = H ("7 s <x>=i (7 s to-n

J

ve

i =3 (1) 1y @ =3 () e .

§=0
Teorem 2.8. (Sun 2017) k € N icin

4 (x) = d ™ () — dU (),
4]
r-+1 r
dy ™ (2) =" d, (),

j=0
fa=r) @+ 1+7) () @ = d @) = e+ 17 il @)=k + 20 + 1) 4 (2

ve
Kd (@) —4(z—7) (@ +1+r)d V(@) = @r+1)Y (2 +2r +1)d (2)?

bagintilart gecerlidir.

Teorem 2.9. (Sun 2017) k € N, r € Ny ve x € Z olmak iizere genellestirilmis Delannoy

polinomlart

N
—

T

@r+1) T] (i) (@+1-5) D (2j+2r+1)d” (2)? = 0 (mod 2k? (k +1)° .. (k + 2r)°)

<
Il
o

j==r

kongriians bagintisuim saglar.

Teorem 2.10. (Sun 2017) k € Nover ¢ {—5 — %7 —%, ...} olsun. Bu taktirde,

1
2
k x—r) (:v+7f+j) (k+2r+j)

. k+ 2r ; s ,
A ) G

j=0 J

dir.

Teorem 2.11. (Sun 2017) n, k € Ny olmak iizere

min{n,k}

40 @)d0 @) = Y (” ko Qj) (27" k- j) (—1Yd), ()

g n—j j

esitligi saglanir.
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Teorem 2.12. (Sun 2017) k € N icin,

k—1

2r4+j+1)- (27’+k) . ,
l+z+y Z IO R " (x)d (y)

Jj=

= (k -+ 2r)(d (x)d (y) + i (2)dy (y))
dir.

Teorem 2.13. (Sun 2017) k € Ny icin, dl(:) (x) genellestirilmis Delannoy polinomlart ile

D,(f) (x) ortogonal polinomlart arasinda asagidaki gibi iliski vardir:

i# D" (—i(1 + 22))
k!

4 (z) =

r — 1
D (z) = (—i)fkld” (”CT) .

Teorem 2.14. (Sun 2017) k € N icin

k-1 k
2j+20+1) [ nlu+20)DY (@) = k(k +2r) (DY (@)* = Dy ()DL, ()
3=0 p=j+1

olur. Dolayisiyla r > —% ve x € Ricin
T 2 T T
DY (@) = Dy (@) DY, > 0
olur.

Teorem 2.15. (Sun 2017) {D,(: (m)} ortogonal polinomlart

> k
§ DT 1—|—Z) r— %exarctanz
k=0

lirete¢ fonksiyonuna sahiptir.
Ureteg fonksiyonunun bir sonucu olarak k& € Ny igin,

0, k tek ise
e

k
2

Dy’ (~x) = (-1)*D}"” (x) ve D" (0) =

N

), k cift ise

ozdeslikleri saglanir (Sun (2017)).



KAYNAK TARAMASI S. YAMAN

Bu tez ¢alismasinda, d,(:) (x) polinomlarinin bir genellestirmesi olarak
d(r)( B b r+r+g\[r—"\
’“ x’”‘%( J )(k—j)y
polinomu tanimlanacaktir. Bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonu, cesitli rekiirans formiil-
leri verilecektir. Ayrica, yukarida verilen D’ (x) ortogonal polinom sinifinin D (x,y)
seklinde bir genellestirmesi verilip bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonu, indirgeme bagin-

tilar1 gibi ozellikleri verilecektir. Dahasi, Dy (x,y) ortogonal polinom sinifi ve d (x,y)

polinomlarini iceren formiiller elde edilecektir.
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3. MATERYAL VE METOT

Kaynak taramasi boliimiinde yer alan genellestirilmis Delannoy polinomu 4y (x) ve
ortogonal polinomlarin genis bir sinifi olan D,(f) (x) polinomlarinin sagladiklar: 6zellikler
ve bu Ozellikleri elde etmek icin bagvurulan yontem Materyal ve Metot olarak kullanila-

caktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Delannoy polinomlarinin bir genellestirmesi tanimlanip bu polinomlarin
tireteg fonksiyonu ve cesitli indirgeme formiilleri verilecektir. Ayrica, yeni bir ortogo-
nal polinom sinifi tanimlanip bunlar i¢in iirete¢ fonksiyonu, indirgeme bagintilar1 gibi

ozellikleri verilecektir. Dahasi, bu iki polinom arasinda ¢esitli bagintilar elde edilecektir.

Tanmm 4.1. y € Rve k = 0,1, 2, ... olmak iizere genellestirilmis Delannoy polinomlari

k
r T+r+ rT—r\
dy (z,y) Z( ]) (k‘—j)yj

= J
seklinde tanimlanir.
Ik birkag d,(f) (x,y) polinomu asagidaki gibidir:
dy) (z,y) = 1,
dV (z,y) =z —r+ylz+r+1),
(x—r)(x—r—1)

. Fatr )@=y

r+r+2)(x+r+1
L I )2

4y (x,y) =

y = 1 i¢in, Z. H. Sun (2017) tarafindan elde edilen genellestirilmis Delannoy poli-
nomlart d\"” (z,1) = d\"” (z) olur. y = 1 ve r = O igin ise d\") (z, 1) = dy (z) olup klasik
Delannoy polinomlar elde edilir. » = 0 ve y yerine y — 1 alinirsa, Z. W. Sun (2017) de

tanimlanan d,(co) (x,y — 1) = Dy (x,y) polinomlari elde edilir.

- ()

ifadesi yardimiyla

d(r (z,y)

||
-
=)
A/
8
_l’_
=
_|_
.
~——
TN
> 8
I
S
~—
<
<

; l—z—r\[(z—1\
(_”]( S @
=0

10

yazilabilir.
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Teorem 4.2. Genellestirilmis Delannoy polinomlart icin asagidaki bagintilar saglantr.

r 1 1 r
" (—1 —x,§> = (—g) d\" (z,y) (4.3)

S0 (o) = L <y, (4.4)
k=0

(1 . yz)x-‘r’r‘-f-l

ve

ispat d\"” (x,y) polinomunun tanimindan ve (%) = (=1)! ("**77") ifadesinden,

9 (-1-0) - ]Z;(_l IR Qe T
=S ()

()T
s G2 )
(4 e

elde edilir ki bu da (4.3) esitligini kanitlamig olur. « € C ve |z| < 1 olmak iizere

I I
<.
= | M B

.

(14 2)" = Z (Z) z* binom teoremi, Cauchy carpimi ve (4.2) esitligi kullanilirsa

k=0
ot g [z —r\ . [z —r—1 ;
N e 03 (A EI 1D ol (s [
— \ J — J
J J
= ! x—r—1 (=T ;)\
; (Z( ) (o)
j=0 \i=0 J=r
Zd ’"
Jj=
sonucundan (4.4) esitliginin kaniti tamamlanir. ]

Teorem 4.3. k& € N olmak iizere dl(:) (x,y) icin asagidaki indirgeme bagintist saglanir:

(z—r—k+y@+r+k+1)d" (z,y) +y(k+2r)d", (z,y) (4.5)

= (k+1)d}), (z,y).

11
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Ispat (4.4) iirete¢ fonksiyonu yardimiyla

Z (k+1)d k+1 (2,y) k" — kad,(:) (z,y) 2*
k=0 k=0

d & d

d_Z H gz ) () 2

k= k=0

d —rere d T—r —r—r—

= (42" (=) e (L2 (L)
d —x—r—
=(1- )d—(1+z) (1 —yz)
= (1-y2) (e—r) L+ 2" (L —y2) ™yt ) (1427 (L y2) )

= (1 — yz) (1 + z)m*’” (1 _ yz)*xfrfl (55 -r n y(x +r+ 1))

142 1 —yz

yazilir, buradan

(x—r)Q—y2)+yx+r+1)(1+2) Zd

=(1+42) (i (k+1) d1(<,21 kad(r (x,y) 2 )

k=0

elde edilir ki bu da kanit1 tamamlar. O

Teorem 4.4. k € Ny olmak iizere dy (x,y) icin asagidaki formiiller saglanir:

k
i (@, y) — yd Z Y d . (z,y),
Jj=

A (@y) + di ) (@ Zyﬂdk ; (,9)

ve

A" (z,y) = dU™ (2, 9) + (1 = )d" D (2, y) — yd (2, y) .

Ispat 1lk olarak, (4.4) iiretec fonksiyonundan

= (r+1) k __ (1+Z)w_r_1 o 1 r—r o —z—r—1
de (z,y) 2" = 1y = 5= (142)""(1-yz)

_ 1 ) K

RS e 9

12
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yazilabilir. Buradan,
(L=y2) D " (wy) 2~ = (Z <—z>k> (Zd,@ (z,) )
k=0 k=0 k=0
esitligi yazilabilir. Son esitligin sag tarafi i¢in Cauchy carpimi yapilip 2* katsayilar esit-

lenirse teoremin ilk esitligi elde edilir. ikinci esitlik ise (4.6) ifadesi

oo 1 oo
1 d(rJrl) k _ d(r) k
( +2)kzzok (,y) 2 1_yzkzzok (z,y) 2

seklinde yazilip benzer islemler yapilirsa elde edilir. Son esitlige ise (4.6) esitliginin
oo 1 oo
ng«ﬂ) (2,y) S 2Zdl(€r) (z,9) Sk
pa 1-(1—y)z—y2e~
seklinde yazilmasi durumunda ulasilabilir. Dolayisiyla teoremin kaniti tamamlanmais olur.

O

Simdi, D,(f) (z,y) ile gosterilecek olan ortogonal polinomlarinin yeni bir genel sinifini

tanimlayalim.

Tamim 4.5. D(_? (x,y) = 0 ve D(()T) (x,y) = 1 baslangi¢ degerleriyle, her k > 0 icin

D,(:) (x,y) ile gosterilen ortogonal polinom
DY (w,y) = yk (k+2r) D, (2,9) = DY), (.y) @)
vineleme bagntisi ile verilsin.

Ik birkac D,(;) (x,y) polinomu agagidaki gibidir:

DY (z,y) = 1,
D\ (z,y) = z,

DY (x,y) =2* +y (1+2r).

Gasper ve Rahman (2004) ¢alismasinda verilen tanima gore r > —% ve y > ( sartlar
altinda Ay, By, Cy degerleri sirasiyla 1, 0 ve yk (k + 2r) degerlerine karsilik gelir. Ayrica
k>1licinvy =1 ve

1
TR+ 2r) (24 2r) . (K + 2r)

Vg

13
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olur. Dolayistyla, AxCriq > 0 ve {D,(f) (z, y)} polinomlar1 ortogonal polinomlardir.

(r)

Asagidaki lemmadan D, (r) (

(x,y) ved,’ (z,y) polinomlar: arasindaki baglant1 gézlem-

lenebilir.

Lemma 4.6. k£ € N icin

z’kD,(:) (—iw, y)
k!

A (z,y) =

saglamir. Burada w = x —r — k+y (z +r + k + 1) olur. Ayrica,

ix+(r+k+—-y(r+k+1)) )
1 'Y
+y

D (z,y) = (i) kld” (

olur.

ispat (4.7) den,

i*1Df), (—iw,y)
k+D— 5
r k+1Dl(ch1 (—iw,y)
N k!
gkt . r . . \
=0 <—zwD,(C ) (—iw,y) — yk (k + 2r) D,(C_)1 (—iw, y))

yazilir. Buradan

ik_lD,(Ql (—iw, y)
(k—1)!

k1) —iw, FD (i
lc-&-llg'( y) —w k I(C' ’y)+y(k—|—2r)

dir. Bunun ise, (4.5) ile verilen d,(f) (x,y) i¢in indirgeme formiilii oldugu goriiliir. D(()T) (
y) _ ikD,(:) (—tw,y)

1 ve iD\" (—iw,y) = w olduklar goz éniinde bulundurularak d\” (z, -

w4 (r+k—y(r+k+1)
1+y

elde edilir. ikinci esitlik ise = yerine yazilarak elde edilir. 0

Teorem 4.7. D,(:) (z,y) polinomlar: agsagidaki iistel iirete¢ fonksiyona sahiptir:

o k -
ZD;(J) (z,9) % = (1+ y22)7“% evs retan(viz)

Ispat f(z ZD (z,y) 55 * olsun. Bu durumda, (4.7) yardimiyla

d k+1
_1+§:DH1 ]

14
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00 ") St 00 " S+
=1 D, — k(k + 2r)D;"
- x}; e V) y}; (ko 2r) D (009) 2y,
yazilabilir. Dolayisiyla,
o) (" G
_chD (x,y) —ka—i—Qerl(xy)(k 0
") 2
=xf(z) —2ryzf(z) — QZE;Dk—l (z,y) =)
d
= (v = 2yr2) f(2) —yz-—2f(2)
d
= (= 2ryz —y2) [ () —yz" 1 (2),
elde edilir ki son ifade
if(2) _z—yz(2r+1)
f(z) 1+yz?
seklinde ifade edilebilir. Bu denklem coziilerek sonuca ulasilir. U
Ureteg fonksiyonu yardimiyla asagidaki iic esitlik elde edilebilir.
Sonuc 4.8. k£ € N icin,
D (=a,y) = (=) D (a,), (48)
") 0, k tek ise
D7 (0,y) = L (4.9)
k!(_rE_E)yf, k cift ise
ve
DU (@, y) + yk(k — 1)DY Y (2,y) = DY (x,y) (4.10)
dir.

Ispat Teorem 4.7 den

- F —r—1 =2 arctan(—,/7z
> D (— y)( 2 = (1+yz?) 2ew™™ (=)
k=0

_ (1 n yzz)—r—% o arctan( /g2 )

00 ) 5

e

15
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yazilir ki bu da (4.8) ifadesini verir. (4.9) esitligi ise Teorem 4.7 de x = 0 alinip binom

teoremi kullanilarak kolayca elde edilir. (4.10) esitligi i¢in,

o Sk
S0 () 3y = (1499 3™
k=0
S pU+h ( +1 2
T D T
Z iR )
yazilir. Son ifadede %7 katsayllarl kargilagtirilarak elde edilir. 0
Teorem 4.9. k € N icin asagidaki esitlik saglanir:
k—1 k )
@j+2r+1) I wlu+20)y 1 [DY (2,)]
J=0 p=j+1
— k(k+2r) ( | D " _p o’ 4.11
(k+2r) ko (2y) i (2,Y) hi (@ z,y) | - (4.11)

2
Dolayistyla, r > —3 ve y > 0 igin [D,(:) & y)} — D,(Ql (z,y) D,(Ql (x,y) > 0 olur.

Ispat Tiimevarim yontemi kullamlacaktir. & = 1 icin (4.11) in her iki tarafi y(1+ 2r)? ye

2
esittir. (4.11) denklemi k igin saglansin. Sade olmasi icin, A\ (z,y) = [D;(f) (@, y)} -
D,(:_)l (x,y) D,EQI (x,y) yazilsin. (4.7) kullanilarak,

M () = yh(k + 20X (@,9)
= { [0 )] = DY (0.0) DI, () — bl 20
([20 )] = D2 (0.0 D )
= [DE) )] = DY (w9 (2DE) () — ylh+ 1) (41 4+20) DY (2) )
~ukth+20) ([P @] = D, ) D )
= D (w,y) (DI (2 9) = 2D (2,9) + yk(k +2r) D, (2,))
gk + 1) (k +1+2r) = yk(k +20) DY (@,)] 2

y(2k+2r+1) [ DY) (2,y)] 2

yazilabilir. Buradan,

k k+1 9
So@j+2r+ 1) [T wtu+2r)y [ D) (,y)]
j=0 p=j+1

16
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= (k+1)(k+1+2r)y

((2k+2r+1) [D(’" z y} +§ (2j +2r +1) f[ w (i 2r) " [Dy> (x,y)r)

p=j+1

- M (@) — yk(k + 20\ (2, y)
—(k+1)(k+1+2r)y( y

+ k(k + 2\ (2, y))
= (k+1) (k+ 14212 (z,y)

elde edilir ki bu da (4.11) in k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. (4.11) ve D\ (z,y) = 1

gergeginden, r > —3 ve y > 0 igin )\5C (x,y) > (2r+1) kk'(ltifg%gkﬂr) > 0 elde edilir.

Sonug olarak kanit tamamlanir. 0

Aciklama 4.10. (4.11) ifadesinde = yerine —iw alnip Lemma 4.6 kullanilirsa d (x,y)
polinomu i¢in asagidaki esitlik elde edilir:

N
—_

(] + 1+ QT)...(k + 27“) (k—j)(%‘—k+3)
G+ 1)..k y

(1) 25+ 2r + 1) [ (29)]

Il
=)

= (—1)*(k + 2r) (k [dﬁg‘) (x,y)] — (k+1)d", (z,y)d), (x,y)) L 412)

Dabhast, (4.12) de v = m € Ny, y = 1 ve r = 0 alinirsa, klasik Delannoy sayilar icin

=

-1

(=17 (2) + 1) [d; ()] = (=1)*k (k [di (m)]” — (k + 1)dr—1 () dicyr ()

<.
Il
o

esitligine ulagsilir.

Teorem 4.11. £ € Ny icin,

k—1
DY (x,y) = 2" —y> j (j +2r) DY, (w,y) "1 (4.13)

j=1

ve 1
kldy) (z,y) = 0 +y> 1 (G +2r) d7) (z,y) w1 (4.14)

7=1

dir. Burada, w = v —r —n+y(x +r+n+1) olur

Ispat j =1,2,..ve z # 0 icin,

D X D; x, D T
Jj+1 ( y) J ( y) y] (j 271) ( y)

it xJ it

17
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yazilir. j = 1 den j = k — 1 e toplam alirsa,

D()

k— (r) ()
D; D;” (x,y)
el B +1 ’

1
DEJ( ) DY (2,y)

xk x

elde edilir. DY) (z,y) = x oldugu kullamlip her iki taraf z* ile ¢arpilirsa (4.13) elde edilir.
Simdi, (4.14) iddiasin1 kanitlayalim. Lemma 4.7 den,

(=) k1d” (z,y)
= D" (—iw,y)

k—1
= (—iw)* —y> j (j+2r) DI, (—iw, y) (—iw)* "1
j=1
k—1 .
= (—iw)* =y 5 (G +20) (=i 7 (G = DY, () (—iw)
7j=1
k—1
= (-9)* <wk +yy 1 +2r)d, () w)
j=1
yazilir ki bu da kaniti tamamlar. U

Teorem 4.11 yardimiyla asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc 4.12. k£ € N icin, [a:’ﬂ katsay: operatorii olmak iizere,

[2*] D) (z,y) = 1,
yk(k —1)(2k — 1 4 67)

[2¥72] D (2,y) = - 5 (k > 2 icin)
] () = LD
] d? () =
o gtr C(Ly)t? 1 y(2k —1)
dir.

18



BULGULAR VE TARTISMA S. YAMAN

Ispat Onceki teoremden [xk} D,ir) (x,y) = 1 oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica,

[«**] D} = —yZJ j+2r) —yZJ - 27’312]

yn(k‘ -2k -1+ 6r)
6

olur. Diger taraftan, yine onceki teoremden

] () = (4] 2 = )

k! k7
k k—1
k-1 (1) o wt _(I+y)
"] di (ﬂ%y)—[ﬂ—,—w
ve
[2"77] k!d,(:) (z,9)
I k—1 ‘ .
= (2) (14 9) 24 y> G+ 2r) (L4 ) (L) 1
7j=1
o [(k(k—1 k—1)k(2k —1
_ 1 2k —1
= (1+y)k 2k(/€— 1) <ry+§+y(T))
esitliklerinin dogrulugu goriilebilir. 0

Teorem 4.13. Asagidaki egitlik saglanir:

dir. Burada, x € R icin

kol r(x—1)..(x—k+1), k>1
=11@ -3
j=0 1, k=20

ile verilen azalan faktoriyeldir.

ispat (4.4) den ve tiirev i¢in Leibnitz formiiliinden,

d o
@ng N(a,y)
=0
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=S (B o) g e

— (’;) (x—r), A+ )" (== 1), (=) (= y2)

—(x—7r), (1+2) , (y — 01igin)

yazilabilir. Son ifadede binom teoremi uygulanirsa kanit tamamlanir. U

20
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, Delannoy polinomlarinin bir genellestirmesi tanimlanarak bu
polinomlarin iirete¢ fonksiyonu ve cesitli indirgeme formiilleri gibi ozellikleri verildi.
Ayrica, yeni bir ortogonal polinom sinift verilip bu polinomlarin genellestirilmis Delan-
noy polinomlart ile iligkisi kuruldu. Son olarak, bu ortogonal polinom sinifi i¢in ¢esitli

bagintilar elde edildi.
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