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OZET

Bu ¢alismada, ilk once yapisal analizde kullamlan bazi metodlar tamtilmigtir. Daha
sonra Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodunu kiriglerin sehimi, gubuklarin
burkulmalan ve serbest titresim problemlerine uygulanmustir.

Degisik yikleme ve sinr sartlan igin elde edilen sonuglar, sistemin analitik ve/veya
Rayleigh , Sonlu Elemanlar Metodu gibi diger sayisal metodlardan elde edilen gergek
sayisal ¢oziimlerle kargilagtirlmgtir.

Bu ¢esit problemlerde Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodununun
uygulanmas: bize, ¢ok kisa bir zamanda ve ¢ok kisa bir ¢abayla, gergek degere gok
yakin sonuglar bulunabilecegini gostermistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature , Dogal Titresim , Sehim ,
Burkulma
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SUMMARY

In this study, first, some approximate methods,which have been used for structural
analysis, are introduced. Then Generalized Differential Quadrature Method is applied
to the deflection of beams, buckling behavior and free vibration analysis.

Results are obtained to various boundary and loading conditions and are compared
with existing exact numerical solutions by numerical analysis and/or other methods as
a Rayleigh and Finite Element.

The applications of Generalized Differential Quadrature Method to this kind of
problems is seen to lead to accurate results with relatively computational time and
effort.

KEYWORD: Generalized Differential Quadrature , Vibration , Deflection , Buckling



BOLUM 1.

GENEL BILGILER

1.1. Giris

Kismi diferansiyel denklem ¢oziimlerinin sayisal yaklasim metodlar, bir ¢ok
muhendislik problemlerine genis bir sekilde uygulanmugtir. Sonlu Farklar Metodu ve
Sonlu Elemanlar Metodu gibi degisik klasik sayisal teknikler, son derece
gelistirilmigler ve tamnmuslardir. Yukanda sayillan bu metodlar ¢ok biiyiikk grid
sayillariin kullamlmastyla gergege son derece yakin sonuglar elde edebilirler. Ancak
gercek degere son derece yakin sonuglar, fiziksel alanda ancak birkag spesifik noktada
istenir. Kabul edilebilir dogruluga sahip veya ona ¢ok yakin sonuglan elde etmek igin
kullamlan geleneksel Sonlu Elemanlar Metodu veya Sonlu Farklar Metodu gibi
metodlar hala ¢ok yiksek grid sayisi isterler. Tabii ki bunun sonucunda problemlerin
¢ozumi i¢in gerekli olan bilgisayar kapasitesi ihtiyact da biyiik olur.

Daha hizh iglem yapabilen bilgisayarlarin ilerlemesiyle, miihendislik ve fen
bilimlerindeki problemlerin sayisal ¢g6ziimlemeleri i¢in yeni metotlann aragtinimasinda
da bir hareketlilik olusmug ve bu tiir aragtirmalar modern teknolojinin ihtiyaglar
dogrultusunda motive edilmistir. Kabul edilebilir dogruluga sahip sonuglan elde etmek
i¢in daha az grid nokta sayist kullanan alternatif bir sayisal metot bulma arastirmalan
sirasinda Richard Bellman miihendislik bilimlerinin baglangic ve/veya siir deger
problemleri igin farkh bir ¢oziim teknigi olan Diferansiyel Quadrature Metodunu
drtaya cikarmustir[1,2]. Diferansiyel Quadrature Metodu kapsamh bir yaklagim
metodudur ve su fikri baz alir, Koordinat yoniine goére bir fonksiyonun tiirevi,
¢epegevre saran bir alandaki yiksek dereceden bir polinom yardimiyla yaklagim
kurulabilen devamli bir fonksiyon ve o yon boyunca biitiin ag noktalanindaki biitiin
fonksiyon degerlerinin lineer toplamu olarak ifade edilebilir.

Diferansiyel Quadrature Metodu Sonlu Elemanlar Metodundan iki farklihk
gosterir. Birincisi, Diferansiyel Quadrature Metodu, yiiksek dereceden bir polinom
kullanarak global bir yaklagim kurarken, Sonlu Elemanlar Metodunun yaklagimu lokal
elemanlar seviyesindeki bir fonksiyon yaklagiminda diigik dereceden polinomlar
kullanir. Ikincisi; Diferansiyel Quadrature Metodu bir noktadaki fonksiyonun tiirevine
direk yaklagim kurarken Sonlu Elemanlar Metodunun yaklagimi bir lokal eleman



tizerine kurulur ve daha sonra tirevler yaklagim metodundan ¢ozilir. Bu yonden
bakildiginda Diferansiyel Quadrature Metodu Sonlu Farklar Metoduna ¢ok benzer.
Dogrusu [xi - 1, xi + 1] bolgesinde lokal uygulama yapildiginda Sonlu Farklar
Metodunun Diferansiyel Quadrature Metodunun 6zel bir hali oldugu gorulebilir. Daha
yakin sonuglan yakalamak bakimindan Sonlu Farklar Metodu ve Sonlu Elemanlar
Metodlanyla kargilagtirildiginda Diferansiyel Quadrature Metodu, yitksek dereceden
bir polinom yaklagimu oldugundan yalmizca birkag grid noktas: gerektirir[3-4].

Ancak Diferansiyel Quadrature Metodu hem band tipine hemde simetrik
olmayan sistem matrislerine gotiirir. Ozellikle goziimler yalmzca birkag spesifik
noktada istendiginde Diferansiyel Quadrature Metodu Sonlu Farklar Metodu veya
Sonlu Elemanlar Metodu gibi geleneksel sayisal metodlara bir alternatif olabilir. Ancak
ilk Diferansiyel Quadrature Metodunda bir ana engel vardi. Bu da agirlikh katsayilarin
hesaplanmasidir. Herhangi bir dereceden kismi tiirevin kesikli hale getirilebilmesi i¢in
agirlikli katsayrmn hesaplanmas, bilindigi gibi Diferansiyel Quadrature Metodunun en
onemli kismum tegkil eder. Agirhkh katsayin hesaplanmasi i¢in Bellman tarafindan
onerilen bu iki metod kullamlir[1,2].

Birinci metod esit dereceden veya N-1 derecesinde biitiin polinomlar igin
zorunlu lineer bagimli olmas: istenen lineer cebirsel denklem dizisini ¢ozmektir. Bu
lineer denklem dizisinin tek bir ¢6zimi vardir. Ciinkii matrisin elemanlan
Vandermonde matrisinden olusmustur. Ne yazik ki N sayis1 22°den biiyiik oldugunda
olugsan Vandermonde matrisinin tersinin hesaplanmasi imkansiz hale gelir. Daha
kotiisit NxN lineer cebirsel denklem dizisinin her bir dereceden tiirevinin ¢6ziilmesi
gerekir. Ikinci bir metod ise agirlikli katsaymnin cebirsel bir formiille hesaplanmasidir.
Fakat hesaplama N’ nci dereceden 6telenmis Legendre polinomunun kékleri olarak
segilen grid noktalanmin koordinatina gore yapiir. Bunun anlami sudur;, eger N
belirlendiginde, grid noktalaninin dagilimi degisik fiziksel alan veya degigik sinur
sartlart igin tayin edilir. Bazilaninda gerekmedigi durumlar olsa da diger baz: pratik
problemlerin ¢oziimleri igin simra yakin grid noktalanna ihtiya¢ oldugundan, sozi
edilen durum Diferansiyel Quadrature Metodu uygulamalarinda ana zorlugu tegkil
eder.

Agikca goriilmektedir ki Diferansiyel Quadrature Metodu tarafindan gerekli
olan agirhkh katsayilarin bulunmas: igin bu iki metod bazi engellere sahiptir. Bu
zorluklarin Ustesinden gelmek i¢in Shu ve Richard tarafindan Genellestirilmig
Diferansiyel Quadrature Metodu onerilmig, baz1 akigkanlar dinamigi denklemlerine
uygulanmis ve ¢oziimler elde edilmistir. Ik sonuglar gostermistir ki Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu ¢ok efektif ve kullanighdir[5-6].

Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu, yapisal analiz problemleri
igin bazn zorluklar gosterse de ik Diferansiyel Quadrature Metodunda
kargilagilabilecek benzerlik problemlerinin tizerinden gelmistir. Ustelik Genellestirilmisg
Diferansiyel Quadrature Metodunda birinci ve daha yiiksek dereceden tirevlerin



agirlikli katsayillanmin hesaplanmasinda basit cebirsel ifadeler, yinelenen bagintilar ve
keyfi grid noktalan segimi de vardir. Ilk Diferansiyel Quadrature Metodunda goriilen
grid sayisindaki kisitlama kalkmugtir. Sonugta Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature
Metodu bazi pratik yapisal analiz problemlerinin ¢6ziimii igin uygulanmg ve sayisal
¢ozimlemedeki basit kullamm ve dogrulugu géralmiigtiir.

Malik ve Bert Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodunu daha da
geligtirerek simr sartlanm daha matrisler elde etmeden onceki islemlerde yerine
koymuslar ve bu sekilde denklemin sag tarafini her zaman sabit hale getirmiglerdir[7].

1.2.0rjinal Diferansiyel Quadrature

Diferansiyel Quadrature Metodu , o degisken sahasin bitin aynk
noktalanindaki fonksiyon degerlerinin lineer toplamu olarak ifade edilebilen, verilen
ayrik noktalardaki uzaysal degiskene gore bir fonksiyonun kismi tiirevidir.

Bir boyutlu fonksiyonun birinci tiirevi g6z Online ele alindiginda u(xt),
aslinda yiikksek dereceden kismi tiirevler aym formasyona sahip olacaktir. Bir grid
tizerindeki i’nci aynk noktadaki u(x,t) fonksiyonunun birinci tiirevinin Diferansiyel
Quadrature yaklaginmu asagidaki bigimde verilir.

N
u, (xi,t)y =Y C™u(x;,t) i=12._N (1.1)

i=1
i’deki u(x,t)’nin x’e gore birinci tiirevi u.(x;,t)’dir. N ayrik grid noktalarinin sayst ¢
birinci tiirev yaklagimi i¢in agirlik katsayisidir.

Bilindigi gibi Diferansiyel Quadrature Metodunun en 6nemli kismy, ¢;; agirlik
katsayisinin hesaplanmasidir. Diferansiyel Quadrature Metodu bunun igin iki yaklagim
kullanmaktadir.

1.Yaklagim: Once N-1 ‘e esit veya daha kiiiik dereceden polinomlar igin
(1.1) denklemi tam olarak alindiginda.

gx)=x",k=0,1,2...(N-1) (1.2a)
N _

> ex; =k k=0,1,2. (N-1) ve i=1,2.. Nigin (1.2b)
j=1

Bu polinom dizisini (1.1) denklemde yerine konuldugunda; Gridler yani x;
verildiginde bu bagint: bizi NxN lineer cebirsel denklem dizisine gétirir. Bu denklem
dizisinin matrisi Vandermonde formunda oldugu igin, N ¢ok buyiik oldugu zaman, bu
tip denklem dizilerinin sonuglan tekillesir ve sonugta onlar1 ¢ozmek zor hale gelir.



Bu tekilligi gidermek i¢in, agirlikh katsayilar, degisik grid nokta sayilan ile
(1.2) denkleme gore esit degere sahip gridler i¢in hesaplamr. Bu hesaplamadan
alinabilecek en biiylik grid sayisimun 22 oldugu sonucu ortaya gikar. Bu sayinn 22’den
daha buyuk alndigi durumlarda lineer cebirsel denklem dizisi sonucu tek olur ve
islemler ¢oziulemez. Daha sonra ortaya ¢ikmug olan Genellestirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodu yardimiyla bulunan dogru katsayilar karsilagtinlmis ve 20’den
daha buyiik olan grid sayilan igin sonuglarda hata oldugu gozlenmistir. Bu yiizden
agirlikh katsayilarin belirlenmesinde eger bu metod kullamlacaksa, en bityiik grid sayist
esit araliklar igin 20 ahmr. Buna ek olarak temel denklemlerde, her bir dereceden
titrevler igin bir NxN lineer cebirsel denklem dizisi ¢oziilmek zorundadir.

g(x) = —() . i=12.N icin (1.3)

2. Yaklasgim: Agwhkl katsaymin bulunmasinda kullanlan ikinci bir diger
yaklasgim da, bir farkla onceki yaklagima ¢ok benzer. (1.1) denklem icin test
fonksiyonu olarak g(x) segilir.

N= Grid noktasi say1st

Lx(x)=N.’nci dereceden Legendre polinomu

Lx’(x)= N.’nci dereceden Legendre polinomunun birinci dereceden tiirevi.

X; ‘yi otelenmis Legendre polinomunun kékleri olarak ahp (1.3).denklemi
(1.1)’de yerine koyarak Bellman agirlik katsayilart c;" icin, bir basit cebirsel ifade
elde etmistir[2].

c)) = Ly (x,.’) , J#ivei j=12.N igin (1.4a)
(xi _xj)LN(xj)
1y _ 1"‘xi s s s .« .
c;’ = , J=ive 1,)=12.N ign (1.4b)

! 2x, (xi - 1)

Su agikga bellidir ki N grid sayis1 belirlenip, 6telenmis Legendre
fonksiyonunun kokleri verildiginde, fiziksel problemler hesaba katilmaksizin grid
noktalarmin kesin dagiimlan bulunmus olur. Bu durum, pratikte uygulanan degisik
yapisal geometrik sekiller ve degisik siur sartlan igin ihtiyag duyulan grid aglan ve
karsitagilabilecek cgesitli simir sartlan yuziinden yapisal analiz problemlerine metodun
uygulamalarinda bir engel tegkil eder.

Yukanda belirtildigi gibi, yapisal analiz problemlerine bu metodun
uygulamalannda bazi sinirlamalar vardir. Diferansiyel Quadrature Metodunun yapisal
analiz problemlerine uygulamalarinda kullamimamasimin ana nedeni budur. Sayilan bu



engellerin agilmast igin Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu 6nerilmis ve
yapisal analizdeki bazi problemler ¢oziimii igin kullamilmugtir.

1.3. Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu

Baz1  aragtirmacilar, agwhkli katsayilann belirlenmesinde  yukanda
tammlandii gibi bu iki yaklasimi onermiglerdir. Fakat her iki yaklasimin da baz
engelleri vardir. Tk engel, lineer cebirsel denklemin ¢oziilmesinin gerekli olduguyla
beraber, kiigiik sayida grid kullamlmasidir. Ikincisi ise yapisal analizde 6nemi olan grid
noktalanmn dagihmmin siurh olmasidir. Bu yetersizliklerin caresi ise istedigimiz
bigimde agirhkl katsayilann belirlenmesiyle olacaktir. Kullamlan metodun, grid
aglanimn se¢iminde bir simrlama getirmemesi ve basit cebirsel ifadeler vermesi gerekir.
Shu ve Richard tarafindan énerilen bu tip bir metod, akigkanlar dinamiginde kullamilan
bazi kismi diferansiyel denklem ¢oziimleri ile iligkili olarak uygulanmigtir[5,6].

Secilen grid aglarinda herhangi bir smrlama olmaksizin  katsayilarin
hesaplanmasinda basit cebirsel ifadeleri bulmak igin, yiiksek dereceden polinomlar
veya Legendre polinomlant yerine test fonksiyonu olarak Lagrange interpolasyon
polinomu segilsin.

N grid noktasi sayist ise;
M(x) . . .
(x)= , 1=12... Nigin 1.5
B0 = M) ¢ (1.5)
¥ :
M@x)=]](x-x,) (1.6)
Jj=1
M(x) ¢ in birinci tiirevi ;
N
MP(x)= T](x, -x,) .7
J=1 =i
Sadelestirme yapildiginda;
Mx)=N(x,x)(x—-x,) i=12..N (1.8)

N(x,x)=MP(x,)5,
6, = Kronecker Oparatori
MP(x)= N®(x,x Yx—x)+kN* P (x-x,) k=12..(N-1)igin (1.9)



Boylece, M¥(x) ve N®(x,x) k’nci dereceden M(x) ve N(xx;)’nin
turevleridir. (1.8)teki denklemi (1.4)’de yerine konuldugunda ;

M P(x,) .
¢ = : ] (1.10a)
’ (xi—xj)M(l)(xj)
(2)
e M (xX) 12N (1.10b)

€ 2M P(x )
elde edilir .
(1.10y’daki denklemler smurlamasi olmayan grid noktalanyla iglem
gorebilecegimiz c; hesabinda kullamlan bir basit ifadedir. Su agiktir ki x; gridleri
verildiginde (1.9)’deki denklemden M™(x) ¢ok kolay elde edilebilir. Boylece ¢V , i#j

i¢in kolayca hesaplanabilir.
¢ “yi hesaplama ise, elde edilmesi daha zor olan M(x)’in ikinci tiirevini baz

alir.(1.10a) denklemi yerine, daha fazla kullamgh b1r bagmnt1 elde edilebilir ve
kullamilabilir. Taylor serisi agihm bagmts: kullanilarak ¢V icin agagidaki bagint: elde
edilir.

Z eV = i=1,2,., N igin (1.11)

(1.11) denkleminden c¢; katsayst, ¢ (i) hesabindan elde edilir.

e = - Z ik i=1,2,., N ign (1.12)

Ikinci ve daha yitksek dereceden tiirevler igin agirhk katsayisi da
yukanidakilere benzer bicimde elde edilebilir .U(x,t)’nin m’nci dereceden tiirevinin
kesiklestirilmis  hale getirildiginde  Genellestirilmis  Diferansiyel Quadrature
yaklagimimin asagidaki gibi oldugu kabul edildiginde;

U™ (x,,t)= Z eMU (x;,1) i=1,2,., N igin (1.13)

Tekrar test fonksiyonu olarak Lagrange Interpolasyon polinomunu kullanilir.
¢™; m’nci dereceden agirhkh katsay: icin ilging bir yinelenen bagint: elde edilir.

e
e = n{c.(.’"‘”c.(.l) -7 } m=23,. . (N-Dveij=12,... N igin (1.14)

1} 4 7 (xi . xj)



Yine (1.11). denklemine benzer bir bagintidan ¢™; de elde edilebilir.

N
cp=->cm i=12,.,N (1.15)

i
J=Lizj

Birinci dereceden N’°nci dereceye kadar olan tiirevlerin hepsi i¢in, agirlikli
katsayllarin elde edilmesinde , (1.14) ve (1.15) denklemler ile (1.10a) ve (1.12)
denklemler beraber genel ve uygun bir form verirler. Grid noktalarindan segilen
koordinatlar iizerinde herhangi bir simrlama yoktur. N grid sayist biiyitk alindiginda
olugabilecek kotii  sekilli cebirsel denklem dizisinden agirikh katsayilann
belirlenmesine bu sekilde gerek duyulmaz. Buna ek olarak agirhkh katsayilann
belirlenmesinde, bu tip ifade dizileri ¢ok kisa ve basit olmasinin yan: sira , yinelenme
ozelligi ytiziinden programlamasinin ve formiilasyonunun yapilmasi da g¢ok kolaydur.

Yapisal analizdeki pratik problemlerin ¢oziilmesinde bu Ozellikler,
Diferansiyel Quadrature Metoduna biiyik bir kullamilighk verir. Bu sekilde
Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodunun yapisal analizdeki kullanimin
potansiyeli hemen fark edilebilir. Bu metodun 2 boyutlu problemlere uygulamalan
da basittir. Bir boyutta oldugu gibi, her boyut igin sistem ayn ayn ele alir. x
yoniindeki grid noktalari N, y yoniindeki grid noktalanm N, kabul edildiginde, x;
ve y; ‘deki x’e gore n’nci dereceden U(x,y)’nin kismi tiirevi ve y’e goére m’nci
dereceden U(x,y)’nin kismi tiirevi su sekilde kesikli hale getirilebilir.

Nx
UP(x,y,)=2.¢PU(x,,y;) ,n=12,.,(N,-1) (1.16a)
k=1

N,
U (x,y,)=2 ¢PUX, p ) m=12,. N, -Di=12.. N j=12..N, (1.16b)
k=1 .

Yapisal analizde hem kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde hem de adi
diferansiyel denklem ¢oziimlerinde Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu
kullamilabilir. Bu metodun statik problemlerine uygulamasi, bizi bilinmeyen grid
noktalarindaki fonksiyon degerleriyle bir cebirsel denklem dizisine gotiiriir. Zamana
bagh dinamik problemlerinde de sonug, bilinmeyen grid noktasindaki zamana bagh
fonksiyon degerleriyle olusan adi diferansiyel denklem dizisidir.

Zamana bagh adi diferansiyel denklem daha sonra mevcut integrasyon
tertibinden ¢ozilebilir. Sonugta bitiin gridlerdeki fonksiyon degerleri elde edildiginde,
polinom yaklagimumin terimlerindeki ¢epegevre agin fonksiyon degerlerinin elde.
edilmesi ¢ok kolaydir.



Iki boyutlu bir fonksiyonun Genellestiriimis Diferansiyel Quadrature
yaklagtmu agagida oldugu gibi verilir;

Ny,

U(x,p)=Y X U (x,9,)r(x)s,; () (1.17)

i=1 j=1

ri(x) ve si(y) swasiyla x ve y yonii boyunca Lagrange interpolasyon
polinomlarndir.



BOLUM 2.

GDQ METODUNUN UYGULAMALARI

2.1.Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodunun Bazi Yapisal
Analiz Problemlerine Uygulanmas:

2.1.1.Yayih Yiik Altindaki Bir Kirisin Egimi :

Yukandaki kirig Sekil (2.1) de goriildigu gibi x’in bir fonksiyonu olan yayih
yiikk tagimakta ve buna ek olarak kirig yatay P yikii altinda galiymaktadir. Egilme
sirasinda  kirisin Ax kadar uzama gosterdigi ve sekilde gorillen q yiikiiniin
dogrultusunun pozitif oldugu kabul edilmektedir. Ax Sekil (2.2)’de agik olarak
gosterilmektedir.

q(x)

Pl RO LSRN . - LIS - . - P
‘} \\“41: _____________

y
Sekil 2.1 Degisik yiiklemelerde egim

Sekil 2.2 Kirigin kiictik bir elemaninda egim ve kuvvetlerin durumu
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V kesme kuvvetti ve M egilme momenti Sekil (2.2)’deki elemanin
kenarlarinda gosterilen dogrultuda pozitif oldugu, yiikkleme boyunca V kesme kuvveti
ve M egilme momenti elemamin dengede olacag: kabul edildiinde, y yoniindeki
kuvvetlerin toplamu;

—V +qhe+(V +AV)=0 @2.1)

veya limit Ax>0 oldugunda yayih yiik esitligi asagidaki hale gelir;

q=-%- | (2.2)

S noktasina gére moment ahp yatayla, egilmis olan kirig arasindaki aginin gok
kugtik oldugunu kabul edildiginde;

M+qAx-42"—+(V+AV)Ax-(M+AM)+P%Ax=o @2.3)

elde edilir. Esitlik sadelestirilse;

q£+V+AV—é—M—+P92=O 2.4)
2 Ax dx
Limit Ax>0;
Vzﬂ—P@]— (2.5)
dx dx

olur. Kirisin egilme durumuna gore kesme kuvveti deformasyonunu hesaba
katmayabiliriz. Eger kirigin yataya gore egriligi asagidaki gibi alindiginda ise;

E=Kirisin yapildi§1 malzemenin elastiklik modiilii
=Agirlik merkezinden gegen eksene gore atalet momenti

d’y

E]dxz

=—M olur. (2.6)

(2.3),(2.4) ve (2.5) denklemleri beraber ele alimirsa asagidaki denklemleri elde
edilir [8].
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3

EJ‘;chrpg—:—V (2.72)
d* d*x
EIdxy+pdy2:q (2.7b)

2.1.1.1, Yayih Yiik Altindaki Bir Kirisin Egimi
(Ankastre-Basit mesnet):

4

d
EIdx;v+q(x)=0 0<x<lL (2.8)

Burada ;
EI= Kirigin rijitligi;
q(x)= Yayih yik;
q(0)= X=0 da yayih yiikiin degeri,
L= Kirigin uzunlugudur.

Bu denklem boyutsuz hale getirmek i¢in X=x/L , Y=y/L , a=q, L*/ (ED) ve
Q(X)=q(x) / qo alindiginda;

4

EI ‘;x;f +0(x)=0 O<x<l ohr (2.9)

E,I N
=0 X=1

Sekil 2.3 Ankastre - basit mesnet baglantil bir kirig

Sekil (2.3)’teki gibi kirigin sag tarafinin ankastre mesnet, sol kismumn da basit
mesnetli oldugunu kabul edildiginde, sinir sartlan su sekilde olugur.

2
X =0da ﬂ=O,X=1ded{=0 (2.10)
dX dX
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Verilen grid sayisina gore Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu
yaklagimi (2.6) denkleme uygulandiginda,;

ZC“"Y -0(x,) i=12,..,N igin (2.11)

Sinir sartlan ise;

Y,=0 Zc“)Y =0 (2.12a)

j=1

Yy =0 Zcmy =0 (2.12b)

Jj=

Seklinde olugur. Smirdaki 4 durum sarti fazla oldugu i¢in bunlar yok edildiginde;

icé“’Yj =-0(x,) i=34,..,(N-2) (2.13)

J=1

i¢in uygulama yapilir. Degisik grid sayilan igin elde ettifimiz sonuglar asagidaki
tabloda verilmigtir.

Tablo 2.1 N=5 grid i¢in GDQ yaklasimi

Grid Numarast Egilme Degeri
1 0
2 -2.441406250000000x107
3 -5.208333333333331x10°
4 -4.394531249999998x10
5 0
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Tablo 2.2 N=7 i¢in GDQ yaklagim

Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0

2 -1.286008230452676x107
3 -3.600823045267494x107
4 -5.208333333333341x10”
5 -5.144032921810707x10°
6 -3.215020576131693x10
7 0

Tablo 2.3 N=9 i¢in GDQ yaklagimi

Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0

2 -7.832845052083284x10™
3 -2.441406250000008x10
4 -4.119873046875012x10
5 -5.208333333333358x10”
6 -5.340576171875039x107
7 -4.394531250000045x10
8 -2.492268880208366x107
9 0

Tablo 2.4 N=11 icin GDQ yaklasimi

Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0

2 -5.249999999997379x10™
3 -1.733333333332760x10°
4 -3.149999999999194x10™
5 -4.399999999999028x10"
6 -5.208333333332269x10”
7 -5.399999999998928x107
8 -4.899999999999033x107
9 -3.733333333332579x10”
10 -2.024999999999562x10™
11 0
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2.1.1.2. Yayih Yiik Altindaki Bir Kirisin Egimi (Ankastre-Ankastre):

N , [/ a® N\

K&

Sekil 2.4 Ankastre mesnet - ankastre mesnet baglantili bir kirig

Sekil (2.4)’teki gibi kirigin sag ve sol tarafinin ankastre mesnet olarak kabul
edildiginde, siir sartlan su sekilde olusur.

x=01de Lo (2.14)
dx

Verilen grid sayisina gore Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodu
yaklagimu (2.6) denkleme uygulandiginda;

V)

ZC“Y =-Q(x,) i=12,.,N igin (2.15)

Sinir sartlan ise;

Y,=0 Zc<‘>Y =0 (2.16a)
Y, =0 ZCS}Y}. =0 (2.16b)

Seklinde olusur. Simrda var olan 4 durum sarti fazla oldugu igin bunlan elimine
edildiginde;

Zc("‘)Y -0(x,) i=34,.,(N-2) in 217

uygulama yapilir.



Tablo 2.5 N=35 i¢in GDQ yaklasim:

Grid Numarasi Egilme Degeri
1 0
2 1.464843750000000x107
3 2.604166666666666x107
4 1.464843750000000x107
5 0

Tablo 2.6 N=7 i¢cin GDQ yaklagimi

Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0

2 8.037551440329218x10™
3 2.057613168724278x10°
4 2.604166666666666x107
5 2.057613168724279x10°
6 8.037551440329212x10™*
7 0

Tablo 2.7 N=9 icin GDQ yaklasimi

Grid Numarast

Egilme Degeni

1

0

4.984537760416626x10™

1.464843749999997x107

2.288818359374991x107

2.604166666666655x10™

2.288818359374989x10™

1.464843749999992x107

4,984537760416620x10*

W]l J|Ajuwnl K] W|DN

0
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Tablo 2.8 N=11 i¢in GDQ yaklagin

Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0

2 3.374999999999220x10*
3 1.066666666666520x107
4 1.837499999999822x10°
5 2.399999999999816x10
6 2.604166666666491x107
7 2.399999999999848x107
8 1.837499999999886x10
9 1.066666666666596x10
10 3.374999999999702x10™
11 0

2.1.1.3.Yayih Yiik Altindaki Bir Kirisin Egimi
(Basit Mesnet—Basit Mesnet)

[ q(x)

X=0 X=1
Sekil 2.5 Basit mesnet - basit mesnet baglantil bir kiris

Sekil (2.5)’te gosterildigi gibi bir kirigin sag ve sol tarafinin da basit mesnetli
oldugunu kabul edildiginde, siur sartlan su sekilde olusur.

2
X=0]da ZXZ =0 ~ (2.18)

Verilen grid sayisina gore Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu
yaklagimu (2.6) denkleme uygulandiginda;

ZC“‘)Y -0(x,) i=12,.,N igin (2.19)
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Sinir sartlan ise;

N
Y,=0 3> cPY, =0 (2.20a)
j=1
N
Yy =03 cY, =0 (2.20b)
j=1

Sinirda var olan 4 durum sart1 fazla oldugu igin bunlar elimine edildiginde;

N
> VY, =-0(x) i=34,.,(N-2) igin (2.21)

=1

uygulama yapilir. Degisik grid sayilan igin bulunan sonuglar asagida
verilmistir.

Tablo 2.9 N=5 grid igin GDQ yaklasimi

Grid Numarasi Egilme Degeri
1 0
2 -1.855468750000001x107
3 -2.604166666666668x107
4 -1.855468750000000x10
5 0

Tablo 2.10 N=7 igin GDQ yaklasimi

Grid Numarast Egilme Degeri

1 0

2 -1.318158436213994x10
3 -2.263374485596712x10
4 -2.604166666666672x10
5 -2.263374485596712x107
6 -1.318158436213994x10™
7 0
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Tablo 2.11 N=9 i¢in GDQ yaklagimi

Grid Numarast Egilme Degeri

1 0

2 -1.011149088541633x107
3 -1.855468749999955x107
4 -2.410888671874952x107
5 -2.604166666666625x107
6 -2.410888671874976x107
7 -1.855468749999992x107
8 -1.011149088541667x10
9 0

Tablo 2.12 N=11 i¢cin GDQ yaklagimi

Grid Numarast Egilme Degeri

1 0

2 -8.174999999987474x107
3 -1.546666666664444x107
4 -2.117499999997115x10
5 -2.479999999996740x10™
6 -2.604166666663308x10
7 -2.479999999996808x 10
8 -2.117499999997242x10
9 -1.546666666664598x%107
10 -8.174999999988596x10
11 0

2.1.2. Tekil Yiik Altindaki Bir Kirigin Egimi :

|

!
X=0 X=1
Sekil 2.6 Ankastre mesnet - serbest baglantili bir kiris

A\

E,I

- Sekil (2.6)’da gosterildigi gibi bir kirigin sa§ tarafinin ankastre sol tarafinin
ise serbest oldugunu kabul edildiginde, sinir sartlan su sekilde olugur.
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(2.6) denkleminde M yerine konulup ve denklem boyutsuz hale getirildiginde;

d*Y

2

EI=—=-(1-X)) (2.22)

x=0da & -0 (2.23)
ax

olur. Bdylece GDQ yaklagimi uygulandiginda ;

N

-1
> ey, =X, -1 i=12,.,Nigin (2.24)
=1

4 ¥
J
Burada gerekli olan siir sartlan uygulandiginda ;

N-1
> ePY, =X, -1i=23,.,Nigin (2.25)
=1

y
j

Degisik grid sayilan igin bulunan sonuglar asagidaki tablolarda verilmigtir.

Tablo 2.13 N=5 igcin GDQ yaklagin

Grid Numaras Egilme Degeri
1 0
2 -2.864583333333384x10~
3 -1.041666666666681x10™
4 -2.109375000000022x10™
5 -3.333333333333366x10

Tablo 2.14 N=7 i¢in GDQ yaklasimi

Grid Numarasi Egilme Degeri
1 0
-1.311728395061762x107
-4.938271604938342x10™

-1.041666666666677x10™
-1.728395061728408x10"
-2.507716049382736x10™
-3.333333333333352x10™

Nl o wn B WD
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Tablo 2.15 N=9 igcin GDQ yaklasimi
Grid Numarast Egilme Degeri
1 0

-7.486979166669926x10°
-2.864583333334194x10
-6.152343750001305x107
-1.041666666666851x10
-1.546223958333570x10™
-2.109375000000264x10™
-2.711588541666984x10™
-3.333333333333712x10™!

W]l Q] bWl

Tablo 2.16 N=11 i¢in GDQ yaklasimi

Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0

2 -4.833333333171070x10°
3 -1.866666666625450x107
4 -4.049999999933241x10
5 -6.933333333241366x10*
6 -1.041666666654907x10™
7 -1.439999999985705x10™
8 -1.878333333316497x10™
9 -2.346666666647296x10™
10 -2.834999999978054x10™
11 -3.333333333308864x10™

2.1.3. ince Elastik Cubuklarin Burkulmas::

Cubuklarin burkulmasi agagidaki denklemde oldugu gibi verilmistir.

2 2 2
-;—;—Z[EI Zx{ J + PI? -‘;—zy =0 (2.26)

A=-PL%EI seklinde verildiginde ¢6ziim, bir 6zdeger ¢oziimii olur. Burkulma
problemleri siur sartlariyla, 6zdeger probleminin beraber isleme tabi tutulmastyla
¢Oziilebilir.
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2.1.3.1. ince Elastik Cubuklarin Burkulmasi
(Basit Mesnet-Basit Mesnet):

P
Ny B
L E.I
-Y_._ . =1
A

Sekil 2.7 Basit mesnet - basit mesnet baglantili bir kiris

Sekil (2.7)’te gosterildigi gibi bir cubugun her iki ucunun basit mesnetli
oldugunu kabul edildiginde asagida yazilan siur sartlan elde edilir. Bu sisteme
Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu yaklagim uygulandiinda;

N
Y,=0 > c’Y; =0 (2.27a)
=
N .
Yy =0 Y Y, =0 (2.27b)
j=1
il PL* ¥ . -
> WY, =——==>"¢Y, i=2,3,...(N-1) i¢in (2.28)
J=1 EI J=1

Tablo (2.17)’de yukandaki sartlara gore bu yaklagim kullamlarak elde edilen

degerler verilmistir.
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2.1.3.2. ince Elastik Cubuklarin Burkulmasi
(Ankastre Mesnet - Ankastre Mesnet):

P
— N yx—0
L E.I
v )
N x=1

Sekil 2.8 Ankastre mesnet - ankastre mesnet baglantil1 bir kirig

Sekil (2.8)’de gosterildigi gibi bir her iki ucun da ankastre oldugu kabul
edildiginde asafida yazilan smir sartlan ile beraber bu sisteme Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu yaklagimi uygulandiginda;

N
Y, =0 Y ¢lr, =0 (2.292)
=1
N
Yy =0 D clY, =0 (2.29b)
1
Y P’ & oy .
DY, =- i DY, 72,3, (N-1) igin (2.30)
Jj=t j=1

Tablo (2.17)’de yukandaki sartlara gore bu yaklagim kullanilarak elde edilen
degerler verilmigtir.
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2.1.3.3. Ince Elastik Cubuklarin Burkulmasi
(Ankastre Mesnet -Basit mesnet):

P
~-NgY X=0
N
L E.I

N .
NN x=1
Sekil 2.9 Ankastre - basit mesnet baglantil1 bir kirig

Sekil (2.9)’de gosterildigi gibi baglantida bir ucun ankastre diger ucun basit
mesnetli oldugunu kabul edildiginde asagida yazilan sinir sartlart olusur. Bu sisteme
Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu yaklagimi uygulandiginda,

N
Y,=0 > ¢, =0 (231a)
j=1
N
Yy =0 > cPY, =0 (2.31b)
j=1
> e, =——E72c,.j Y, i=2,3,..(N-1) igin (2.32)
j=1 7=l

Tablo (2.17)’de yukandaki sartlara gére bu yaklasim kullanilarak elde edilen
degerler verilmigtir.
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2.1.3.4. ince Elastik Cubuklarin Burkulmasi
(Ankastre Mesnet -Serbest Mesnet):

P
=0
5 ’
1/
] E.I
-
L
X=1 -.)v._. N
W

Sekil 2. 10 Ankastre mesnet - serbest baglantili bir kirig

Sekil (2.10)’de gosterildigi gibi bir ¢ubugun bir ucunun ankastre diger
ucunun serbest oldugunu - digiiniilirse asagida yazilan simir sartlan elde edilir. Bu
sisteme Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodu yaklasimi uygulandiginda;

N
Y,=0 > ¢Y, =0 (2.33)
j=1
N-1 2 N-1
> Y, = .4 cPY; =2,3,..,N igin (2.34)
j=1 ET Jj=1

Asagidaki Tablo (2.17)’de yukanda verilen sartlara gore bu yaklagim
“kullamlarak elde edilen degerler verilmigtir.

Tablo 2.17 Ince elastik cubuklarm burkulmast

Sinir Sart1

GDQ(7)

GDQ(9)

GDQ(11)

GDQ(13)

Mf-Mf.

10.06071777

9.864190520

9.86970173

9.86960324

An.-An.

49.09090909

38.84782543

39.5164550

39.4769589

An.-Mf.

19.77835599

20.25463125

20.1865324

20.1908743

An.-Srb.

*

*

*

*
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2.1.3.5. Kesiti Lineer Degisen Elastik Cubuklarin Burkulmas::

Cubuklanin burkulmast asagidaki yukarida da verilen denklemde oldugu gibi
verilmistir.

d* d’y dy

I eger x’in bir fonksiyonu olarak verildiginde Genellestirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodu ¢6ziimii asagidaki gibi olur:

N dl N dzl N PLZ N
WY +2— %7 +——3 Wy =- ey 236
Jzz-a;JJ dxgyjdijzlyf EJZ:;,,, (2.36)

A=-PL%EI seklinde verildiginde ¢oziim bir 6zdeger ¢oziimii olur. Biikiilme
problemleri siur sartlaniyla 6zdeger probleminin beraber isleme tabi tutulmasiyla
¢oziilebilir.

2.1.3.6.Kesiti Lineer Degisen Elastik Cubuklarin Burkulmas:
(Basit Mesnet-Basit Mesnet):

Y

NN
Sekil 2.11 Basit mesnet - basit mesnet baglantili bir kiris

Sekil (2.11)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan her iki ucun basit
mesnetli oldugunu kabul edildiginde asagida yazilan simur sartlan elde edilir. Bu
sisteme Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu yaklagimi uygulandiginda;
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I=(X+1) (2.37)
N

;=0 > c7,=0 (2.38a)
=

=0 Zch =0 (2.38b)

j=1

2 2 N
5oy - PL S op i (1) (2.39)

dl &
I, +2—>cY +— 4
Z dXZ d)(2 e gy J E =

J=1 J=1

Tablo (2.18)’de yukandaki verilen sartlara gore Genellestirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodu yaklagim: kullamlarak elde edilen degerler degisik referanslardan
alinan degerlerle beraber verilmistir[9,10].

2.1.3.7.Kesiti Lineer Degisen Elastik Cubuklarim Burkulmas:
(Ankastre Mesnet - Ankastre Mesnet):

_..F._._; =R X=0

E . I(x)

Sekil 2. 12 Ankastre mesnet - ankastre mesnet baglantil bir kiris
Sekil (2.12)’de gosterildigi gibi bir kirigin her iki ucunun da ankastre oldugu

kabul edildiginde asagida yazilan siur gartlan ile beraber bu sisteme Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu yaklagimi uygulandiginda;

I=(Xx+1) (2.40)

Y, =0 Zc<‘>Y =0 - (2.41a)

Yy =0 ch?Yj =0 (2.41b)
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d[ N PLZ N
zzcwy 2 &S, + 2L z 1, =TT, 200D @4)

Jj=t

Tablo (2.18)’de yukandaki sartlara gore Genellestiriimis Diferansiyel
Quadrature Metodu yaklagim: kullanilarak elde edilen degerler verilmigtir.

2.1.3.8.Kesiti Lineer Degisen Elastik Cubuklarin Burkulmasi
(Ankastre Mesnet -Basit Mesnet):

Sekil 2.13 Ankastre - basit mesnet baglantili bir kiris

Sekil (2.13)’de de gosterildigi gibi bir kirigin bir ucunun ankastre diger
ucunun da basit mesnetli oldugunu kabul edildiginde asagida yazilan siur sartlan
olusur. Bu sisteme Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodu yaklagimi
uygulandiginda;

I=(X+1) (2.43)
N

Y, =0 ch(}’Yj =0 (2.44a)

Y, =0 ZC(Z)Y =0 (2.44b)

j=1
2
IZC(QY 2 & 20(3)1/ +ZXI (2) _ _PL ZC(Z)Y i=2,..(N-1) (2.45)

J=1

Tablo (2.18)de yukandaki sartlara gore Genellestirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodu yaklasim: kullanilarak elde edilen degerler verilmistir.
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2.1.3.9.Kesiti Lineer Degisen Elastik Cubuklarin Burkulmasi
(Ankastre Mesnet -Serbest Mesnet):

Sekil 2. 14 Ankastre mesnet - serbest baglantili bir kirig

Sekil (2.14)’de de gosterildigi gibi bir gubugun bir ucunun ankastre diger
ucunun serbest oldugunu distnilirse asagida yazilan siur sartlan elde edilir. Bu
sisteme Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodu yaklagimi uygulandiginda;

I=(x+1) (2.46)
N
%,=0 Yely, =0 (2.47)
=1
N- N—l 2 N-1
,zcmy 2L oy + Z oy =-FLScoy i3 N (248)
dXYJ—I E j=1

Tablo (2.18)’de yukandaki sartlara g6re Genellestirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodu yaklagimi kullanilarak elde edilen degerler verilmistir.

Tablo 2.18 Kesiti lineer degisen elastik cubukilarin burkulmasi
Siir Sartt| IFonk. | 1.Referans |2 Referansj GDQ(7) | GDQ(9) | GDQ(11)

ME-Mf |I=(X+1)*] 20.7923 | 27.455 |18.0744918.77710 | 18.79573

An-An. |I=(X +1) - - 69.69214 | 86.63762 | 82.01451

An-Mf. |I=(x+1) - - 58.00000 | 45.29451 | 45.26209

Ank -Stb. |7 =(X +1)° - - 5.694444 | 5.515624 | 5.410000




29

2.1.4.Dairesel ince Plagin Egilmesi;

Dairesel ince plagin uniform kalinhkta genel merkezcil eksenel yiik altindaki
egilmesi asagidaki denklemde oldugu gibi verilmistir;

d'y 2d3y 1d’ L dy _p(n) (2.49)
ar* rdr r dr’ r & D '

Burada D plagmn egilme rijitligi, p plaga uygulanan normal yiikii, r dairenin
yarigapin ve y ise egilme degerini gostermektedir.

p=t/a ,Y=y/o., a=pa*/D ve a’mn da yarigap oldugu big¢iminde ele alp (2.49)
denklemi bu sekilde boyutsuz hale getirildiginde, denklem su hale gelir,

dY 2d7Y 1 d'Y 1 dr (2.50)

4
dp” P dp™ p” dp” p

Plagin merkezinde (p=0) ve kenarlarda (p=1) smur sartlan merkezde
ankastre, kenarlarda basit mesnet baglantilar i¢in;

2.51)

+_.____

2
p=0 dai"Z:o,p=1deD(dY Vde:o
dp dp® pdp

olarak kabul edilir. (2.50) denkleme Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
Metodunu uygulandiginda;

Zc“)Y += ZC(”Y 2Zcmy +— Zc,g.”x: , i22,.,(N-2)  (2.52)
;_1 =1 ,0, Jj=1 ,0, Jj=t

Benzer bicimde simir sartlan da agagidaki gibi olur;

N
D7, =0,Y,=0 (2.53a)

j=1

ZC(Z)Y + Zc“’Y =0 (2.53b)

Tablo (2.19)’da  Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodu ile elde
edilmis olan degerler verilmigtir.
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Tablo 2.19 N=5 Grid i¢in GDQ yaklasim: (v=0.25 igin)

Grid Numarast Egilme Degeri
1 0
2 2.486572265625024x10
3 4.628906250000047x10™
4 6.060791015625065x107
5 6.562500000000072x107

Tablo 2.20 N=7 i¢in GDQ yaklagim: (v=0.25 i¢in)

Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0

2 1.673659336419539x107
3 3.260030864197124x10™
4 4.628906249999431x10°
5 5.679012345678313x10™
6 6.338011188270815x107
7 6.562499999999176x107

Tablo 2.21 N=9 igin GDQ yakilasimi (v=0.25 igin)
Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0
1.257705688475002x107
2.486572265622066x107
3.627090454097490x107
4.628906249995017x10
5.450820922845904x10
6.060791015618888x10
6.435928344720178x10”

Ol 0] ] N wvn] K| W N

6.562499999993467x10
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Tablo 2.22 N=11 i¢in GDQ yaklasimi (v=0.25 icin)

Grid Numarasi Egilme Degeri

1 0

2 1.006406249979571x107
3 2.002499999959251x10
4 2.956406249939382x107
5 3.839999999920252x107
6 4.628906249902173x107
7 5.302499999885511x10™
8 5.843906249870710x107
9 6.239999999858356x10
10 6.481406249849303x107
11 6.562499999845245x10™

2.2.istenilen Herhangi Spesifik Bir Nokta Icin Agirhkh Katsayilar

Fiziksel alanda sonuglar yalmzca birkag spesifik alanda istenir. Halbuki N
grid sayisimin belirlenmesiyle beraber elde edilen i’nci gridteki deger bizim istedigimiz
noktadaki degerimiz olmayabilir. Aramlan noktadaki degeri elde etmek icin N grid
sayisimi  degigtirmemiz gerekebilir. Bunun igin belki de imkansiz biyiiklikteki
degerlerle kargilagabiliriz. Elde etmek istedigimiz degere gore daha kigik bir grid
sayist igin esit aralikl olmayan gridler olusturarak gerekli fiziksel alandaki noktanin
degerlerinin elde edilebilecegi gorilmistiir.

Esit aralikh olmayan bu degerler icin elde edecegimiz agarlikh katsayi
ornekleri Ek B “de ve bu sekilde elde edilmis olan katsayilarla ankastre- basit mesnethi

baglantili bir kiristeki sehim degerleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 2.23 Ankastre- basit mesnet baglantuli bir kirigteki 171/20 (0.85) degeri i¢in

GDQ yaklasimi (x107)
GDQ(5) | GDQ(7) | GDQ(®) | GDQU1) | GDQ(I3)
0.85
Icin Egilme | 2.93515625 | 2.93515625 | 2.93515625 |2.935156250|2.935156249
Degeri
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BOLUM 3.

GENELLESTIRILMIS DIFERANSIYEL QUADRATURE METODUNUNUN
TITRESIM PROBLEMLERINDE UYGULANMASI

3.1.Elastik Kirisin Boyuna Titresimleri

e
u(x,t)
N(X t) \\ N (X+ dx,t)
eI —— - —— < e < o . 4 = —— — - — — -_— b . — o
- T R | >
/
X x+dx
=

Sekil 3.1 Elastik kirigin boyuna titregimi

f=f{x,t}=Cubuk ekseni boyunca yayih yiikiin yogunlugu,

F/L=fin boyutu,

L=Elemanin boyu,

pAdx=Elemann kiitlesi,

u(x,t), elemanmimn x mesafesindeki yer degistirmesi olarak ele alindifinda,
u(x+dx,t)’nin yer degistirmesi Taylor seri agihmimin dx’e gore ikiden fazla terimleri
ihmal edilerek asagidaki bagint: elde edilir[11].

u(x+dx,dt):u(x,t)+%:—dx 3.1

Buradan dx elemanminin gekil degistirmesi ve uzamast,
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%dx =u(x + dx,dt) — u(x,t) (3.2a)

&= —gxz olur. (3.2b)

Diger taraftan x kesitindeki kesit normal kuvvetinin N(x,t), x+dx kesindeki
kuvveti aym gekilde Taylor seri agihmmin dx’e gore ikiden fazla terimleri ihmal
edilerek;

N(x+dx,f) = N-(x,t)+%]:—dx (3.3)

haline gelir. N = EA¢ oldugundan

N(x,0)= EA%— (3.4)

seklinde yazilabilir. Newton’un ikinci kanunundan;

o*u N
pAdx a; = de+ f(x i (.5)

olur. Buradan (3.4) denklemi yerine konursa sonugta asagidaki denklemi elde edilir .

o’u 0 ou
PA‘y:a(EAa)Jrq(x,t) (3.6)

Kiris sabit kesitli olmadiginda A=A(x) olacag: ve titresim alam boyunca
sistemi titresime zorlayacak bir kuvvet veya bir moment bulunmadiginda f(x,t)=0
olacagindan yukandaki bu denklemi su sekile donistiirebiliriz;

0*u
at2

E % [A(x) %] =m(x) 3.7

Aym sekilde ince bir sabit kesitli gubukta bu denklem su sekilde ifade edilir;

E ou o*u
2 =m 2
ox ct

(3.8)
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7= (—E'%]wz (.9)

olarak alip, Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodunu (3.8) denklemine
uygulandiginda;

N
> cPU, =-mU, =1,2,..,N (3.10)
Jj=1

elde edilir.

3.1.1.Sabit Kesitli Elastik Kirisin Boyuna Titresimleri
(Ankastre Mesnet -Serbest Mesnet)

/~E,A
4

N U(X 1)
s§\ | «——»
X=1 X=0

Sekil 3.2 Ankastre mesnet - serbest baglantili bir kirig

Sekil (3.2)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirisin sag
tarafinin serbest sol tarafinin da ankastre oldugu durumu ele alindiginda sinur sartlan
agagida gosterildigi gibi olur;

X=0 da d—U-—-O veX=1de U=0 (3.11)
dX
Bu sinir sartina ve (3.8) denklemine Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature

Metodu uygulandi§inda,

N-1

S cOU, =5, 23,..N (3.12a)
Jj=1

N-1
U,=0 3 cU, =0 (3.12b)

j=1

Tablo (3.1)’de elastik bir kirisin boyuna titresimleri ile ilgili Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu ile elde edilmis degerler verilmistir.
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3.1.2.Kesiti Lineer Degisen Elastik Kirisin Boyuna Titresimleri
(Ankastre Mesnet —Serbest Mesnet)

3 E, Ax)
N gxy
X=1 =0

Sekil 3.3 Ankastre mesnet - serbest baglantil1 bir kiris

Sekil (3.3)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip kesiti lineer degisen ince
kirigin degerlerini A(x)=2xA ve m(x)=2xm olarak alindiginda (3.7) denklemi agagidaki
bigime doéniigiir;

2
E%[m x%}zmeZt? (3.13)

Buradan (3.9) denklemine gore sadelestirilip boyutsuz hale getirildiginde, (3.12) sir
sartlariyla denklemleriyle beraber Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu
uygulandir ve asagidaki denklem elde edilir;

N-1 N-1
> eOU, + L3 eOU, =7, =23,.N (3.14)
J=1 X j=t
N-1 g
U =0 > c)U, =0 (3.15)

j=1

Tablo (3.1)’de elastik bir kirigin boyuna titresimleri ile ilgili Genellestirilmig
Diferansiyel Quadrature Metodu ile elde edilmis degerler verilmistir.

3.1.3.Sabit Kesitli Elastik Kirisin Boyuna Titresimleri
(Ankastre Mesnet - Ankastre Mesnet)

7

X=0 X=1
Sekil 3.4 Ankastre mesnet - ankastre mesnet baglantili bir kirig
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Sekil (3.4)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirigin hem
sag ve hemde sol tarafinin ankastre oldugu durumu ele alindiginda simur sartlan
asagidaki gibi olur;

x=0,1de ¥-0 (3.16)
dX

Bu sinir sartina ve (3.8) denklemine Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
Metodu uygulandiinda;

N
>ePU, =-wU, F34,.,N-2 (3.17a)
Jj=1
N N
U=0 Y cPU, =0veU, =0 > cU, =0 (3.17b)
j=1 j=1

Tablo (3.1)’de elastik bir kirigin boyuna titresimleri ile ilgili Genellestirilmig
Diferansiyel Quadrature Metodu ile elde edilmis degerler verilmistir.

3.1.4.Kesiti Lineer Degisen Elastik Kirisin Boyuna Titresimleri
(Ankastre Mesnet - Ankastre Mesnet)

E , A(x)
N
N\ & UX.0)

X=0 X=1
Sekil 3.5 Ankastre mesnet - ankastre mesnet baglantil bir kiris

Sekil (3.5)’te de gosterildigi gibi baglantilara sahip kesiti lineer degisen ince
kirisin degerlerini A(x)=2xA ve m(x)=2xm olarak alindiginda (3.7) denklemi asafidaki
bigime donisiir;

0*u
or?

E i[ZAx%J =2mx
ox ox

(3.18)

buradan (3.9) denklemine gore sadelestirme yapip, (3.12) smur sartlaryla
denklemleriyle beraber  Genellestirilmis  Diferansiyel ~Quadrature ~Metodu
uygulandiginda;
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N N
> ePU, + ;l—z VU, =-7°U, i=3,4,..,N-2 (3.19a)
=1 i Jj=1
N - N
U=0 >cdU, =0 U =0 > cPU, =0 (3.19b)
Jj= =1
elde edilir .

Tablo (3.1)’de elastik bir kirigin boyuna titresimleri ile ilgili Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu ile elde edilmis degerler verilmigtir.

3.1.5.Sabit Kesitli Elastik Kirisin Boyuna Titregimleri
(Basit Mesnet- Basit Mesnet)

PN
E.A U(Xt)

’f’f

\
U
X=0 X=1

Sekil 3.6 Basit mesnet - basit mesnet baglantil bir kirig

Sekil (3.6)’da da gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirigin sag
ve sol tarafimn da basit mesnet oldugu durumu ele alindiginda siir sartlan agagida
gosterildigi gibi olur; '

2
X=0,1 de jxlf =0 (3.20)

Bu sinir sartina ve (3.8) denklemine Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature
Metodu uygulandiginda;

N
> ePU, =m0, i=34,.,N-2 (3.21a)
j=1
N N
U =0 >cPU,=0 ,Uy=0 >cPU, =0 (3.21b)
7= J=1

Tablo (3.1)’de elastik bir kirigin boyuna titregimleri ile ilgili Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu ile elde edilmis degerler verilmistir.
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3.1.6.Kesiti Lineer Degisen Elastik Kirisin Boyuna Titresimleri
(Basit Mesnet - Basit Mesnet)

E, AK)

N
N Uy

=0 X=1

v
7%

Sekil 3.7 Basit mesnet - basit mesnet baglantil1 bir kirig

Sekil (3.7)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip kesiti lineer degigen ince
kirigin degerlerini A(x)=2xA ve m(x)=2xm olarak alindiginda (3.7) denklemi asagidaki
bigime doéniigir;

2
E % [2Ax gﬂ = 2mx gtf (3.22)

buradan (3.9) denklemine gore sadelestirme yapip, (3.21) smr sartlanyla
denklemleriyle  beraber  Genellestirilmis  Diferansivel Quadrature Metodu
uygulandiginda,

N N
> U, +;1—2c,§."0 ,=-@°U, =34, N-2 (3.23a)
i= i j=l
- N N
U =0 >c¢PU, =0 ,U,=0 > clU, =0 (3.23b)
j=1 j=1
elde edilir .

Tablo (3.1)’de elastik bir kirigin boyuna titregimleri ile ilgili Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu ile elde edilmis degerler verilmistir.
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3.1.7.Sabit Kesitli Elastik Kirigsin Boyuna Titresimleri

(Ankastre- Basit Mesnet)
§ Yy UXY
\ 2N Y

Sekil 3.8 Ankastre mesnet - basit mesnet baglantili bir kiris

Sekil (3.8)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirigin sol
tarafimin ankastre ve sag tarafimin da basit mesnet oldugu durumu ele alindiginda sirur
sartlan asagida gosterildigi gibi olur;

d’U

X:

X=0da -d—qzo ve X =1 de 0 (3.24)
dX

Bu sinir sartina ve (3.8) denklemine Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
Metodu uygulandiinda;

N
> cPU, =-7°U, i=3,4,..,N-2 (3.25)
Jj=1
N
U =0 YU, =0 (3.26a)
j=t
4 .
Uy =0 > cPU, =0 (3.26b)
j=l

Tablo (3.1)’de elastik bir kirigin boyuna titregimleri ile ilgili Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu ile elde edilmis degerler verilmistir.

3.1.8.Kesiti Lineer Degisen Elastik Kirisin Boyuna Titresimleri
(Ankastre- Basit Mesnet)

E, A(x)
N
X UXY

=0 X=1
Sekil 3.9 Ankastre mesnet - basit mesnet baglantili bir kirig

s
2
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Sekil (3.9)’da da gosterildigi gibi baglantilara sahip kesiti lineer degisen ince
kirigin degerlerini A(x)=2xA ve m(x)=2xm olarak alindiginda (3.7) denklemi agagidaki
bigime doniisiir; ‘

ou
ot*

Ei[ZAx @J =2mx
Ox Oox

(3.27)

buradan (3.9) denklemine gore sadelestirme yapip, (3.26) suur sartlanyla

denklemleriyle  beraber Genellestirilmis  Diferansiyel Quadrature Metodu
uygulandiginda;
4 1 ¥ 1 2 :
> U, +;—Zci§.)Uj =-@'U, i=3,4,.,N-2 (3.28)
J=1 i j=1
N
U,=0 X>cPU, =0 (3.2%)
j=1
5 N
Uy =0 > cPU, =0 (3.29b)

jA

elde edilir .

Asagidaki tabloda yukarida sayilmig olan biitiin sir sartlari ve sistemin sabit
kesitli olup olmama durumuna goére degisik grid sayilarinda elde edilen birinci mod
degerleri verilmistir.

A

Tablo 3.1 Ince elastik kirigin boyuna titresimi
Sinir Sartt | A(x) GDQ(5) GDQ(7)

m(x) GDQ(9) | GDQ(11)

Ank-Srb.

A

m.

1.566703072

1.570853746

1.570795935

1.570796328

Ank-Srb.

2Ax

2mx

2.406526740

2.404804191

2.404825741

2.404825556

Ank-Ank.

A

m.

4.000000000

3.674234614

3.495304256

3.401346389

Ank-Ank.

2Ax

2mx

2.518354198

2.903742753

3.04267259%4

3.056141650

B.m-Bm.

A

m.

3.098386676

3.142493269

3.141581381

3.141592754

B.m-B.m.

2Ax

2mx

2.898336524

3.012026150

2.977440097

2.939339557

Ank.-B.m.

A

m.

3.464101615

3.367363917

3.299431828

3.261010998

Ank.-B.m.

2Ax

2mx

2.922227888

3.079299381

3.052687733

3.012469762
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3.1.9.Dairesel Ince Bir Plagin Boyuna Titresimi
Dairesel ince plagn titresimi asagidaki denklemde oldugu gibi verilmigtir[12];

d*U

+—1—dU+—2
dRZ

— =0 3.30
R’ (3:30)

Burada R=r/a seklinde boyutsuz hale getirilmig dairenin ¢apidir. Plagin
merkezinde (R=0) ankastre tutturulmus ve kenarlar serbest birakilmug bigimindeki siir
sartlan icin asafidaki gibi yaziip (3.30) denklemine Genellestirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodunu uygulandiginda,

N-1

> ePU,=0,U, =0 (3.31)
j=1

N-1 @ 1 N-1 (1) — .

> e)U, +Ezcg U,=-w"U,,i72,3,..,(N-1) (3.32)
=t i J=1

olur. Bu islemden yukanda verilen simir sartina gére alinan degerler Tablo (3.2)’de
verilmigtir.

Tablo 3.2 Dairesel plagin boyuna titresimi

Titresim Degeri GDQ(7) GDQ(9) GDQ(11) GDQ(13)
1. Mod 2.40480419120(2.40482574191 | 2.4048255565 |2.4048255577
2. Mod 5.54164163963{5.51900723164}5.52011499728|5.5200772022

3. Mod

9.47850912178

8.57799693983

8.66035713039

8.6533390386
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3.2.Elastik Kirisin Egilme Titresimi

X dx

| //M+6de
g\ )"
\\ o
M LV

V+—dx
o

- Sekil 3.11 Egilme titregiminde bir elemanin durumu

Elemanin kiitlesi=dm=p(x)A(x)dx
Kiitlesel atalet momenti =dI=d(x)I(x)dx

Sekil (3.11)’deki eleman eksen dik bir v otelenmesiyle birdv/ox donmesi
yapan rijit bir cisim gibi diigtinilebilir[11].
Eksene dik olan kuvvet;

%—de+ q(x,t)dx (3.33)

Agilik merkezine gére donme momenti,

QA—iaﬁc + Vdx (3.34)
Ox
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dx elemanin agirhk merkezi x+dx/2 de bulunur. Fakat Taylor teoremine gore
ikiden daha fazla terimler atildiginda v(x-+dx/2) yerine v(x) alinabilir. Newton’un ikinci
teoreminden;

2
pAa—t;cbc=%xV~¢c+q(x,t)¢c (3.35)

Hareket miktarina gore;

pldx

o* [6\)) oM
Ox

= cbcz-—é—x-dx+Vcbc (3.36)

olur. x’e gore her iki tarafimn da tiirevini aip 6V / dx’i yerine konuldugunda;

gx-(gx- plg;icbc] = aazx"f + pA Z;v ~q(x,1) (3.37)
elde edilir. Obiir yandan

M=EI %}v (3.38)
oldugundan;

%(EI%;;J_B_@; p]%;i)J+ pA—g—tz;=q(x,t) (3.39)

elde edilir. Serbest soniimlii titresimlerde q(x,t)=0 olur. Aymt zamanda donme ataleti
goz oniine alinmazsa , basit gubukta (Bernoulli-Euler ¢ubugu) kullamlan asagidaki
denklemi elde edilir ;

0* o%v v
aT(E’af)*”A'a‘ﬁ (49
4 _1
72 = Pl T (3.41)
El,

Seklinde tabii frekanst boyutsuz hale getirip (3.40) denklemine
Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodunu uygulandiginda,
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N
S, =7, i,j=1,2,...,N igin (3.42)

J=1

denklemi elde edilmis olur.

Yine aym bicimde eZer serbest soniimlii titresimlerde q(x,t)=0 olur, aym
zamanda donme ataleti goz Oniine alinmazsa ve sabit kesitli bir gubuk i¢in boyutsuz
halde (I =2/,X*,m=2m,X*) almp, Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
Metodu uygulandiginda agagida verilen denklem elde edilir;

IZ eV, +2— Z eV, + Zc‘2>V m@ ZZ eV, (3.43)
I ve m i¢in yukarnida verilen degerler yerine konursa;

Zc(‘”V +— Zc(”V + ZC(Z)V wZZc(Z)V elde edilir. (3.44)

I ]‘l 1

3.2.1.Sabit Kesitli Elastik Kirigin Egilme Titresimleri
(Ankastre Mesnet -Serbest Mesnet)

N
\ \ 1 Tvexy
\ |
X=0 E,I X=1
" Sekil 3.12 Ankastre mesnet - serbest baglantil: bir kiris

Sekil (3.12)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirigin sag
tarafimin serbest sol tarafimin da ankastre oldugu durumu ele alindifinda simr sartlan
asagida gosterildigi gibi olur;

x=0da V0 vev=0 (3.45)
X

Buraya Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu uygulandifinda;

N-1
eV, =-amV, =23, N (3.46a)
j=1
N-1

Z (l)V =0 V;=0 (3.46b)

J=1
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Tablo (3.3)’de ankastre - serbest baglant:1 igin Genellegtirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodu kullanilarak bulunan sabit kesitli elastik kirigin egilme
titresimlerine ait degerler verilmistir.

3.2.2.Kesiti Lineer Degisen Elastik Kirisin Egilme Titresimleri
(Ankastre Mesnet -Serbest Mesnet)

. E, I(x)
FL' IV(X,t)

X=0 X=1
Sekil 3.13 Ankastre mesnet - serbest baglantil bir kiris

Sekil (3.13)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince kirigin sag
tarafimn serbest sol tarafinin da ankastre baglantih oldugu durumu ele alip (3.40)
denklemiyle beraber yukarida belirtilen simir sartlarina Genellestirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodu uygulandiginda;

X:Odag—:O veV=0 (3.47)
dxX

N-1 4 N-1 2 N-1 N-1 "

eV 2 eV NPV, = Y e, F23,.N (3.489)
Jj=t i =1 i J=1 J=1
N-1

eV, =0 V=0 (3.48b)
j=1

Tablo (3.3)’de ankastre - serbest baglant1 igin Genellestirilmis Diferanstyel
Quadrature Metodu kullamlarak bulunan kesiti lineer degisen elastik bir kirigin egilme
titresimlerine ait degerler verilmistir. \

3.2.3.Sabit Kesitli Elastik Kirisin Egilme Titresimleri
(Ankastre Mesnet - Ankastre Mesnet)

\

\_E,I

X=0 X=
Sekil 3.14 Ankastre mesnet - ankastre mesnet baglantili bir kiris

W,

I V(X.0)

o
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Sekil (3.14)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirigin sag
ve sol taraflanmin ankastre oldugu durumu ele alindiginda smir sartlan asagida
gosterildigi gibi olur;

X=0,lde %:O veV=0 (3.49)

Buraya Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu uygulandiginda;

N

S, =@V, i=3,.,N-2 ve Vy=0 (3.502)
j=1 :

N
Z C‘S.)Vj =0 (350b)
j=1

Tablo (3.3)’de ankastre - ankastre baglantilar igin Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu kullamlarak bulunan sabit kesitli elastik kirigin egilme
titresimlerine ait degerler verilmistir.

3.2.4.Kesiti Lineer Degisen Elastik Kirisin Egilme Titresimleri
(Ankastre Mesnet- Ankastre Mesnet)

E, I(x)
\
§:Z/\§ IV(x,t)

X=0 X=1
Sekil 3.15 Ankastre mesnet - ankastre mesnet baglantili bir kirig

Sekil (3.15)’te de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirisin sag
ve sol taraflanmin ankastre oldugu durumu ele alip (3.40) denklemiyle beraber

yukanida belirtilen siur sartlarina Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu
uygulandiginda;

x=01de =0 ve v=0 (3.51)
dx
N

N N N
> v, +iZc(.3)Vi +%Zc,§?>Vi =7’ ¢V, =2, .,N-2  (3.52a)
7=l

i i
X, 5 45
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N N
V=0 D eV, =0,V,=0 D> clV,=0 (3.52b)
j=1 j=1

Tablo (3.3)’de ankastre - ankastre baglantilar i¢in Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu kullamlarak bulunan kesiti lineer degisen elastik bir
kirigin egilme titregimlerine ait degerler verilmigtir.

3.2.5.Sabit Kesitli Elastik Kirisin Egilme Titresimleri
(Basit Mesnet-Basit Mesnet)

i_ ] IV(X,t)
N o S\
=0 X=1

Sekil 3.16 Basit mesnet - basit mesnet baglantili bir kiris

Sekil (3.16)’da da gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirisin her
iki ucunun da basit mesnetli bir baglant ile tutuldugu durumu ele ahndifinda smir
sartlan agagida gosterildigi gibi olur;

X=0,lde il—Y—=O ve V=0 (3.53)
dX

Buraya Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodu uygulandiginda;

N
> e, =-mV, i=3,.,N-2 (3.54a)
j=t
N N
V=0 eV =0,V, =0 > cV, =0 (3.54b)
j=1 j=1

Tablo (3.3)’de basit mesnet - basit mesnet baglantilar i¢in Genellestirilmig
Diferansiyel Quadrature Metodu kullamlarak bulunan Sabit Kesitli elastik kirigin
egilme titresimlerine ait degerler verilmistir.
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3.2.6.Kesiti Lineer Degisen Elastik Kirisin Egilme Titresimleri
(Basit Mesnet-Basit Mesnet)

E, I(x)
P% IV(x,t)
&

X=0 X=1
Sekil 3.17 Basit mesnet - basit mesnet baglantil1 bir kiris

Yo

Sekil (3.17)’da da gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirigin her
iki ucunun da basit mesnetli bir baglant: ile tutuldugu durumu ele alip (3.40)
denklemiyle beraber yukanda belirtilen smur sartlarina Genellestirilmis Diferansiyel
Quadrature Metodu uygulandiginda,

2
X=0,1de ¥ =0 ve V=0 (3.55)
XZ
N 4 N 2 N . 5 N .
W AW, + 5>V, =T Y PV, 2,.,N-2 (3.56a)
=1 X, = X" = =1

N
V,=0 eV, =0,V, =0
=1

1
J

N
c®¥, =0 (3.56b)
=1

J

Tablo (3.3)’de basit mesnet - basit mesnet baglantilar i¢in Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu kullamilarak bulunan kesiti lineer degisen elastik
kirigin egilme titregimlerine ait degerler verilmigtir.

3.2.7.Sabit Kesitli Elastik Kirigin Egilme Titresimleri
(Ankastre Mesnet-Basit Mesnet)

/—‘E,I
/

7
éf | Tvexn
NN
X=0 X=1

Sekil 3.18 Ankastre mesnet - basit mesnet baglantili bir kirig
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Sekil (3.18)’de de gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirigin bir
ucunun ankastre diger ucunun da basit mesnetli bir baglant: ile tutuldugu durumu ele
alindiginda siur sartlan asagida gosterildigi gibi olur;

X=0 da g—)‘g:o (3.57a)
2
X=1 de :XY =0 (3.57b)

Buraya Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodu uygulandiginda;

N

e, =V, i=3,..N-2 (3.58a)

=1
N

Vy=0 > ¢V, =0 (3.58b)
j=1

‘ N

V=0 >.¢V, =0 (3.58¢)

j=1

Tablo (3.3)de ankastre - basit mesnet baglantilar i¢in Genellestiriimis
Diferansiyel Quadrature Metodu kullanilarak bulunan sabit kesitli elastik kirigin egilme
titresimlerine ait degerler verilmigtir.

3.2.8.Kesiti Lineer Degisen Elastik Kirisin Egilme Titresimleri
(Ankastre Mesnet-Basit Mesnet)

E,I(x)
W I V(X,t)

X=0 & X=1

Sekil 3.19 Ankastre mesnet - basit mesnet baglantil: bir kiris

Sekil (3.19)°da da gosterildigi gibi baglantilara sahip olan ince bir kirisin bir
ucunun ankastre diger ucunun da basit mesnetli bir baglant: ile tutuldugu durumu ele
alip (3.40) denklemiyle beraber yukarida belirtilen smur gartlanina Genellestirilmisg

Diferansiyel Quadrature Metodu uygulandiginda;
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X=0da—=0 3.59
T axX (3.592)
d’v

X =1de =0 3.59%
dX2 ( )

Zc“)V +— Zc(”V T Zc‘z)V wZZc(Z)V i=3,..,N-2  (3.60a)

z J=1 i

N

Vy=0 D cPV, =0 (3.60b)
Jj=1
N

V,=0 Zc”’V =0 (3.60¢c)

Jj=

Tablo (3.3)de ankastre - basit mesnet baglantilar igin Genellegtirilmis
Diferansiyel Quadrature Metodu kullamlarak bulunan sabit kesitli olmayan elastik
kirigin egilme titresimlerine ait degerler verilmigtir.

Tablo 3.3. Degisik smir sartlarinda elastik bir kirisin egilme titresiminde

dogal frekans degerleri

Sinur Sart1

I(x)

m(x)

GDQ(7)

GDQ(9)

GDQ(11)

GDQ(13)

Ank-Srb.

I

m.

3.473657229

3.517241357

3.516003308

3.516015354

Ank-Srb.

2Ix?

2mx’

2.645751311

2.645751311

2.645751308

2.645751310

Ank-Ank.

I

m.

22.95858843

22.35292291

22.37420909

22.37327028

Ank-Ank.

2Ix*

2.946183972

2.860712056

2.813108644

2.782768702

B.m.-B.m.

I

9.959144732

9.866944564

9.869652504

9.869603828

B.m.-B.m.

2Ix?

2.946183972

2.860712056

2.813108645

2.782768713

Ank.-B.m.

I

15.48903916

15.41589014

15.41799946

15.41820777

Ank.-B.m.

2Ix*

2.946183972

2.860712056

2.813108644

2.782768741

3.2.9.Dairesel Plagin Egilme Titresimleri

Dairesel plagin egilme titregimleri agagida belirtilen denklemde verilmistir.

v 2dv

d]a4

1dYV

(3.61)
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_ pha‘e’

R=r/a ve &%=
D

(3.62)

Denklem (3.62)’deki kabullerle boyutsuz hale getirilip ve kenarlar ankastre
olan bir dairenin simr degerleriyle beraber Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
Metodu uygulandifinda agagidaki denklemler elde edilir.

N-1 2 N-1 1 N-1 1 N-1
AW H=D W, - > W+— D W, =7V, i=2..(N-2)  (3.63a)
J=1 R J=t R j=1 R J=1
N-1
V,=0 > eV, =0 (3.63b)
Jj=1

Tablo (3.4)’te kenarlan ankastre baglt olan bir ince dairesel plagin
Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu ile bulunan egilme titresim degerleri
verilmigtir.

Tablo 3.4 Dairesel bir plagin egilme titresiminde dogal frekans degerleri

Titregim Degeri| GDQ(7) GDQ(9) GDQ(11) GDQ(13)
1.Mod 10.3779986610.21084086(10.2159681210.21582461
2 Mod 52.79906722 39.17793877|39.8163403439.76891243
3.Mod 57.88800911|96.52412270(84.7650616289.84454031
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BOLUM 4.
DEGERLENDIRME VE SONUCLAR

Bu galsmada degisik mekanik sistemlerin analizinde kullamlan metodlar
tamtilmig  Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodunun etkili bir yaklagim
teknigi oldugu gosterilmistir. Ankastre Mesnet — Basit Mesnetli Uniform Yiikli Bir
Kirigin sehimiyle ilgili degerler,Tablo (4.1)’de gergek degerleriyle beraber verilmistir.

Bu kirisin gergek degerlerini veren esitlik agagidaki gibidir,

szlgx’(Sx—sz -3) 4.1

Elde edilen sayisal sonuglarin sadece 5 grid noktas: gibi az grid igin gergege
son derece yakin sonuglar vermesi Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
Metodunun yapisal analizde ne kadar kullamilabilir oldugunu gostermektedir..

Tablo 4.1 Ankastre mesnet — basit mesnetli iiniform yiiklii bir kirigin
- sehim degerlerinin GDQ metoduyla (N=35) elde edilen sonuglar:

Grid Numarast | Gergek Deger | Elde Edilen Sonu¢ | Hata (%)
1 0 0 0
2 -0.00244140625 | -0.00244140625 0
3 -0.00520833333 | -0.00520833333 0
4 -0.00439453125 | -0.00439453125 0
5 0 0 0

Yine aym bigimde Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodunun Tablo
(4.2) ve (4.3)’te de goriilebilecegi gibi, esit aralikhi olmayan agirlikh katsayilardan elde
edilen, herhangi bir noktadaki sehim degerinin bulunmasinda ve degisik sinir
sartlarinda kolonlarin burkulma problemlerinde kullanilabilir oldugu gorilmiistir.

Degisik grid sayilan igin elde edilen degerler, gerek analitik gerekse Soniu
Elemanlar Metoduyla bulunan degerlerle karsilagtinldiginda, sonuglanmin gergek
degerlerine ¢ok yakin oldugu gorilir. Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
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Metodu ile bulunan degerler Sonlu Elemanlar Metoduyla kargilastmldiginda bu metod
ile bulunan degerlere gore daha yakin sonuglar elde edilir[13].

Ozellikle gubuklarin burkulma problemlerinde N=5 grid i¢in bulunan hata
miktarinin %0 olmasi ve Genellestirilmig Diferansiyel Quadrature Metodu ile ¢6ziimde
6zdeger probleminin sadece 5x5 matris problemi igin gergeklestirildigi goz 6niine
alindiginda , bu metodun kullanihginin basit ve kisa oldugu sdylenebilir.

Tablo 4.2 Degisik gridlerdeki 171/20 (0.85) degeri icindeki % hata
miktarlar: (Ankastre-Basit mesnet)

Gergek Deger GDQ Yaklagimu % Hata
GDQ(5) | 2.9351562500x10° | 2.9351562500x107 0
GDQ(7) | 2.9351562500x10° | 2.9351562500x107 0
GDQ(9) | 2.9351562500x10° | 2.9351562500x107 0
GDQ(11) | 2.9351562500x10™ | 2.9351562500x107 0
GDQ(13) | 2.9351562500x10° | 2.9351562499x107 | 3.4x10!

Tablo 4.3 Ince elastik cubuklarin burkulmas:

Simr | Gergek| Sonlu | Hata | GDQ | Hata | GDQ | Hata | GDQ | Hata
Sarti_ | Deger | EM. | (%) (7) (%) 9 %) | (1) | (%)

Maf-Maf.| 9.8696 | 9.9438 |-0.7518{10.0607| -1.9362 | 9.8642 | 0.0547 | 9.8697 |-0.0010

An.-An. [39.4784/39.9730|-1.2528{49.0909|-24.3488|38.8478| 1.5973 |39.5164|-0.0963

An.-Maf. (20.1421]20.4972-1.7630(19.7783| 1.8062 [20.2546|-0.5585]20.1865|-0.2204

Ank.-Srb.| 2.4674 - - * * * * * *

Degisik mekanik sistemlerin titresim ¢6ziimiinde Genellestirilmig Diferansiyel
Quadrature Metodu kullamlmigtir. Asagida verilen tablo ve sekillerde de gorildiigi
gibi farkhh metodlara kargilastinldiginda bu metodun gergek degerlere ¢ok yakin
degerler verdigi gorilebilir[14-18].

Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodunun gerek ¢6ziim prosediirii
gerekse siur sartlannin diferansiyel denklemlere uygulanmasi kolaydir. Elde edilen
degerlerin hassasiyeti mekanik sistemlerin analizinde bu metodun biyik bir
potansiyele sahip oldugunu gostermektedir.
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Tablo 4.4 Ankastre — serbest bagli kesiti lineer degisen ince elastik
kirigin boyuna titresiminde dogal frekans degerlerinin bazi
sayisal metodlarla elde edilmis sonuglary(Gergek Deg.=2.4048)

Kullamlan Metod Elde Edilen Sonug¢ | Hata (%)
Rayleigh (n=2) 2.4495 1.858
Rayleigh-Schmitd (n=1.414) 2.4142 0.391
Bhat (n=2) 24121 0.303
Yeni Enerji Metodu (n=1.38) 2.4055 0.029
GDQ(7) 2.4048 0
2,55
2,45 -
2,4048
2,35 - l
Rayleigh Rayleigh- Bhat (n=2) YeniEnerji GDQ(7)
(n=2) Schmitd Metodu
(0=1.414) (n=1.38)

Sekil 4.1 Ankastre serbest bagl kesiti lineer degisen ince elastik kirisin
boyuna titresimi degerlerinin bazi sayisal metodlarla

karsilastirma grafigi

Tablo 4.5 Ankastre — serbest bagl: ince elastik kirisin boyuna titregimi
degerlerinin bazi sayisal metodlarla elde edilmis sonuglari

(Gergek Deger=1.57079)

Kullanillan Metod Elde Edilen Sonug¢ | Hata (%)
Yeni Enerji Metodu (n=2) 1.5718 0.0639
GDQ(7) 1.57085 0.0034
GDQ(9) 1.57079 -0.0004
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Yeni Enerji Metodu GDQ(7)
(n=2)

Sekil 4.2 Ankastre serbest bagl sabit kesitli ince elastik kirisin boyuna
titresiminde dogal frekans degerlerinin  bazi sayisal metodiaria
karsilastirma grafigi

Tablo 4.6 Bir kenar: ankastre digeri serbest elastik bir kirigin egilme
titresiminde dogal frekans degerlerinin bazi sayisal metodlarla
elde edilmis sonuglar1 (Gergek Deger=3.5156)

Kullanilan Metod Elde Edilen Sonug | Hata (%)
Rayleigh (n=2) 4.472 27.204
Rayleigh-Schmitd (n=1.73) 3.932 11.844
Rayleigh-Schmitd (n=2.8) 3.5173 0.048
Bhat 3.5300 0.409
Yeni Enerji Metodu 3.5167 0.0313
GDQ(7) 3.4736 -1.194
GDQ(9) 3.5172 0.0455
GDQ(11) 3.5160 0.011
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5,00
4,80 A
4,60 4 4,4720
290 | BB
420 |
400 - 3,9320
3,80 i
3,60 | 35173, 5300 33167 34me  3SIT2 3, 5160
3,40 - - q
3,20 -
3,00 | K : ,
Rayleigh Raylengh Rayleigl Bhat GDQ(7) GDQ) GDQ(ll)
(n=2) Schmitd Schmitd Eneql
@=173) (@=2.8) Metodu

Sekil 4.3 Bir kenarlar: ankastre diger kenar1 serbest elastik bir kirigin
boyuna titresiminde dogal frekans degerlerinin bazi sayisal
metodlarla karsilastirma grafigi

Tablo 4.7 Dis kenarlar: ankastre dairesel bir plagin egilme titresiminde
dogal frekans degerlerinin bazi sayisal metodlarla elde edilmis
sonuclari(Gergek Deger=10.216)

Kullalan Metod Elde Edilen Sonug | Hata (%)
Rayleigh (n=2) 10.328 1.096319
Rayleigh-Schmitd (n=1.85) 10.246 0.293657
GDQ(7) 10.377998 1.585728
GDQ(9) 10.210840 -0.05051
GDQ(11) 10.215968 -0.00031




57

10,6000
10,5000 A
10,4000 4 10,3280

10,3000 [ENR 10,2460 102108 10,2160
10,200¢ {~ JENE o - — -- --

10,1000 |  EEE ' l_
10,0000 +— R : - . ,

Rayleigh  Rayleigh- GDQ7) GDQ(®) GDQ(D)
(n=2) Schmitd
(n=1.85)

10,3780

Sekil 4.4 Dis kenarlar: ankastre dairesel bir plagin egilme titresiminde
dogal frekans degerlerinin bazi sayisal metodlarla karsilastirma grafigi

Tablo 4.8 Dis kenarlar: ankastre olan dairesel plagin boyuna titresiminde
dogal frekans degerlerinin bazi sayisal metodlarla elde edilmig sonuglar:
(Gergek Deger=2.404)

Kullanilan Metod Elde Edilen Sonu¢ | Hata (%)
Rayleigh (n=2) 2.449 1.872
Bhat (n=2) 2412 0.3327
Yeni Enerji Metodu 2.405 0.0416
GDQ(5) ‘ 2.4065 0.104
GDQ(7) 2.4048 0.033

2,4050 2,4065 2,4048
il - i .
Rayleigh Bhat(n=2) YeniEnerji GDQ(5) GDQ(7)

n=2) Metodu

Sekil 4.5 Bir kenar1 ankastre diger kenar: serbest dairesel plagin boyuna
titresiminde dogal frekans degerlerinin bazi sayisal metodlarla
karsilagtirma grafigi



58

KAYNAKLAR

[1] BELLMAN ,CASTI. ,Differential Quadrature and Long-term Integration., J.
Math. Anal. Appl.,34, 235-238, (1971)

[2] BELLMAN, KASHEF,CASTI, Differential Quadrature a Technique for the Rapid
Solution of Nonlinear Partial Differential Equation., J. Compute. Phys., 10, 40-50.,
(1972)

[3] CIVAN, SLIEPCEVIC., Application of Differential Quadrature to Transport
Progresses., J. Math. Anal. Appl.,93, 206-211, (1983)

[4] NAADIMUTHI, BELMAN, WANG, LEE., Differential Quadrature and Partial
Diferantial Equations: Some Numerical Results. J. Math. Anal. Appl.,98, 220-235,
(1984)

[5] SHU, RICHARDS., High Resolution of Natural Convection in a Square Caviaty
by Genaralized Differential Quadrature., Proc. 3“. Int. Conf. on Advances in Numer.
Methods in Eng., Theory and Appliactians., 11, Swansea , UK., 978-985,(1990)

[6] SHU, RICHARDS., Application of Genaralized Differential Quadrature to Solve
Two-Dimensional Incompressible Navier-Stokes Equation, Int. J. Numer. Methods
Fluids, 15,791,798 (1992)

[7] MALIK, BERT., Implementing Multiple Boundary Conditions in the UQ.
Solution of Higher-order PDE’s Application to Free Vibration of Plates., Int. J. Of
Mun. Methods in Eng., Vol 39, 1237-1257,(1996).

[8] L. S. SRINATH, Advanced Mechanicals of Solids ,McGraw-Hill ,(1992)

[9] C. W. BERT, Improved Technique for Estimating Buckling Loads. , J.Eng.
Mech., 110, 1655,1665., (1984)



59

~ [10] F.BLEICH, Buckling Strenght of Metal Structures., McGraw-Hill, Newyork,
(1977)

[11] TIMOSCENKO, Theory of Elastic Stability

[12] DU, LIM, LIN, Application of Generalized Differential Quatrature Method to
Structural Problems, Int. J. for Num. Methods in Eng., Vol 37.,1881-1896., (1994)

[13] NEWBERRY, BERT, STRIZ ,Noninteger-polynominal Finite Element Analysis
of Cloumn Buckling. , J Eng. Mech., 113, 873,878., (1987)

[14] R. SCHMIDT, A Wariant of the Rayleigh-Ritz Method., Jour. of the Endustrial
Math. Soc., Vol.31,37-46, (1981)

[15] R. B. BHAT, Obtaining Natural Frequences of Elastic System by Using an
Improved Strain Energy Formulation in the Rayleigh-Ritz Method., Jour. Of Sound
and Vibration., Vol.93, 314-320,(1984)

[16] L. MEIROVITCH, Analytical Methods in Vibration., McMillan, Newyork,(1967)

[17] BERT, NEWBERRY ., Improved Finite Element Analysis of Beam Vibration,
Jour. Of Sound and Vibration., Vol.105, 179-183,(1986)

[18] R. SCHMIDT, Technique for Estimating Frequences , Jour. of Eng. Mech,,
Vol.109, 654-657,(1983)



60

EKLER

EKk-A. Esit Aralikh Olarak Kesikli Hale Getirilmis Agirhkh Katsayilar

N=3 I¢in Agirlikh Katsay: c;

3 4 -1
-1 0 1
1 -4 3

N=3 I¢in Agirhkli Katsay: Cij(z)

4 8 4
4 8 4
4 -8 4

N=3 I¢in Agirhkh Katsayr ci,-(3)

0 0 0
0 0 0
0 0 0

N=3 I¢in Agirhkh Katsayr Cij(4)

0 0 0
0 0 0
0 0 0

N=4 I¢in Agirlikl Katsay1 c;*”

-112 9 92 1
132 3 -2
12 -3 32 1
-1 92 -9 112
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N=4 Igin Agirlikh Katsay1 c;®
—

18 -45 36 -9
9 -18 9 0
0 9 -18 9
9 36 -45 18

-

N=4 I¢in Agirlkli Katsay ¢
[

27 81 -81 27
27 81 -81 27
27 81 -81 27
27 81 -81 27

L

N=4 I¢in Agirlikli Katsay1 c;¥

S O O ©
S O O O
o O O O
o O O O

N=5 igin Agirlikh Katsay Cij(l)

13 2 -6 1013

N=5 I¢in Agirhikh Katsay1 Cij(2)

140/3 -416/3 152 -224/3
44/3 -80/3 8 16/3
-4/3  64/3 -40 64/3
-4/3 16/3 8 -80/3
44/3 -224/3 152 -416/3

25/3 16 -12 16/3 -1
-10-103 6 -2 173
13 -8/3 0 83 -1/3
1
1 -16/3 12 -16 25/3

44/3
-4/3
-4/3
44/3
140/3

—d
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N=5 I¢gin Agirhkh Katsay: c;®

-160 576 -768 448  -96
-96 320 -384 192 -32
32 64 0 64 32

32 -192 384 -320 96
9 -448 768 -576 160

N=5 Igin Agirhkh Katsay ;¥

[_256 -1024 1536 -1024 256
256 -1024 1536 -1024 256
256 -1024 1536 -1024 256
256 -1024 1536 -1024 256
256 -1024 1536 -1024 256

N=6 Igin Agirhkh Katsay c;V

-137/12 25 -25 50/3 -25/4 1
-1 -65/12 10 -5 573 -1/4
1/4 -5/2 -5/3 5 -5/4 1/6
-1/6 54 -5 53 52 -1/4
1/4 -53 5 -10 65/12 1
-1 25/4 -50/3 25 -25 137/12

|

N=6 I¢in Agirikh Katsay1 ¢c;®

375/4 -1925/6 2675/6 -325 1525/12 -125/6
125/6 -125/4 -25/3 175/6 -25/2 25/12
-25/12 100/3 -125/2 100/3 -25/12 O

0 -25/12 100/3 -125/2 100/3 -25/12
25/12  -25/2 175/6 -25/3 -125/4 125/6
-125/6 1525/12 -325 2675/6 -1925/6 375/4
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N=6 igin Agirikh Katsay: c;

L

-2125/4 8875/4 -7375/2 6125/2 -5125/4 875/4
3125/4 -2125/2 1375/2 -875/4 125/4
-875/2 875/4
-625/2 125/4
875/4 -1375/2 2125/2 -3125/4 875/4
5125/4 -6125/2 7375/2 -8875/4 2125/4

-875/4
-125/4

125/4
-125/4
-875/4

-125/4
-875/4

625/2
875/2

N=6 I¢in Agirhkh Katsayr ¢c;¥

[ 1875 8750 16250 -15000 6875 -1250
1250 -5625 10000 -8750 3750 -625
625 -2500 3750 -2500 625 O
0 625 -2500 3750 -2500 625
625 3750 -8750 10000 -5625 1250
-1250 6875 -15000 16250 -8750 1875
[ -
N=7 I¢in Agirlikh Katsayr c;'
-147/10 36 -45 40 -45/2 36/S -1
-1 77710 15 -10 5 -3/2 1/5
1/5 -12/5 -7/2 8 -3 4/5 -1/10
-1/10  9/10 -9/2 0 9/2 -9/10 1/10
/10 -4/5 3 -8 7/2 12/5 -1/5
-1/5 32 -5 10 -15 7710 1
1 -36/5 45/2 -40 45 -36 147/10
N=7 i¢in Agirlikhi Katsay1 c;®
— -
812/5 -3132/5 1053 -1016 594 -972/5 137/5
137/5 -147/5 -51 94 -57 93/5 -13/5
-13/5 228/5 -84 40 3 -12/5 2/5
2/5 -27/5 54 -98 54 -27/5 2/5
2/5 -12/5 3 40 -84 228/5 -13/5
-13/5 93/5 -57 94 -51 -147/5 137/5
137/5 -972/5 594 -1016 1053 -3132/5 812/5
L —

-125/4
125/4
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N=7 i¢in Agirlikh Katsay1 c;®

-1323 6264 -12447 13392 -8289 2808 -405
~405 1512 -2241 1728 -783 216 -27
=27 =216 945 -1296 783 216 27
27 =216 351 0 -351 216 27
-27 216 -783 1296 945 216 27
27 =216 783 -1728 2241 -1512 405
405 -2808 8289 -13392 12447 -6264 1323
N=7 Ig:i;_ Agirlikli Katsayi ;¥ h
i 7560 -40176 88776 -104544 69336 -24624 3672
3672 -18144 36936 -39744 23976 -7776 1080
1080 -3888 4536 -864 -1944 1296 -216
216 2592  -8424 12096  -8424 2592 -216
216 1296  -1944 -864 4536 -3888 1080
1080 -7776 23976 -39744 36936 -18144 3672
3672 -24624 69336 -104544 88776 -40176 7560
N=8 R;Tn Agirlikh Katsayr c;” B
B -363/20 49 -147/2 245/3 -245/4 147/5 -49/6 1
-1 ~203/20 21 -35/2 35/3 -21/4 7/5 -1/6
1/6 -7/3  -329/60 35/3 -35/6 73 -7/12 1/15
-/15  7/10 21/5  -7/4 7 <21/10 7/15 -1/20
120 -7/15  21/10 -7 7/4 21/5  -7/10  1/15
-1/15 7/12 -7/3  35/6 -35/3 329/60 /3 -1/6
1/6 -7/5 21/4 -35/3 3512 21 203720 1
-1 49/6  -147/5 245/4 -245/3 1472 49 363/20

N=8 Igin Agirlikli Katsay1 c;®

22981/90 -10927/10

343/10  -343/18
-539/180 5243/90
49/90  -147/20
0 49/90
-49/90 196/45
539/180  -49/2

-343/10 30236/109 -9849/10

43071/20 -46501/18

-1323/10  931/4
-1029/10  637/18
14712  -2401/18
-147720 1472
-147/10  833/36
441/5  -3283/18
2009

——l

2009  -9849/10 30236/109 -343/10
-3283/18  441/5 -49/2  539/180
833/36  -147/10  196/45  -49/90

1472 -147/20  49/90 0
-2401/18 14772  -147/20  49/90
637/18 -1029/10 5243/90 -539/180
931/4  -1323/10 -343/18  343/10
-46501/18 43071/20 -10927/10 22981/90
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N=8 I¢in Agirikh Katsayr c;®

p—

34311

34311

5

-2401/120

5

-2401/120
-9947/15

-331681/120 218834/15
-9947/15
-2401/120

4319817
-7546/15
-24353/120
2744/15
-24353/120
2744/15
89846/17

-202147/6 133427/3
-19894/5 82663/24
45559/23 -8575/3
686/5  16807/24
-30527/40  3773/3
4116/5 4904924
-30527/40  5831/3
-91924/5  254606/7

-254606/7 91924/5
-5831/3  30527/40
49049724 4116/5
-3773/3  30527/40
-16807/24  -686/5
8575/3  -33674/17
-82663/24  19894/5
-133427/3 202147/6

-89846/17
-2744/15
24353/120
-2744/15
24353/120
7546/15
-43198/17
-218834/15

331681/120

9947/15
2401/120
-343/15
2401/120
-343/15
2401/120
9947/15

N=8 I¢in Agirlikli Katsay: c;¥

67228/3 -266511/2 340942 -487803 422576 -444185/2 196882/3 -16807/2
16807/2 -134456/3 204085/2 -129654 602651/6 -48020 26411/2 -4802/3
4802/3 -26411/6 0 74431/6 -52822/3 21609/2 -9604/3 2401/6
-2401/6 4802 -31213/2 67228/3 -31213/2 . 4802 -2401/6 0
0 -2401/6 4302  -31213/2 67228/3 -31213/2 4802 -2401/6
2401/6  -9604/3 21609/2 -52822/3 74431/6 0 -26411/6 4802/3
-4802/3 264112 -48020 602651/6 -129654 204085/2 -134456/3 16807/2
-16807/2 196882/3 -444185/2 422576 -487803 340942 -266511/2 67228/3
L. —
N=9 I¢in Agirhkl Katsay1 c;"
-761/35 64 -112 448/3 -140 448/5 -112/3 64/7 -1
-1 -446/35 28 -28 70/3  -14  28/5 43 1/7
177 -16/7 -38/5 16 -10  16/3 2 16/35  -1/21
-1/21 4/7 4 -18/5 10 -4 4/3 -2/7 1/35
1735 -32/105 8/5 -32/5 0 32/5 -8/5 32/105 -1/35
-1/35 2/7 ~4/3 4 -10  18/5 4 -4/7 1721
1721  -16/35 2 -16/3 10 -16  38/5 16/7 -1/7
-1/7 4/3 -28/5 14 -70/3 28 -28  446/35 1
1 -64/7 112/3 -448/5 140 -448/3 112 -64  761/35




N=9 Igin Agirlikl Katsay1 c;®

r—

—

118124/315 -61568/35 19872/5

1452/35
-116/35
188/315
-4/35
-4/35
188/315
-116/35
1452/35

-25632/5
-15008/15
-32/3
96/5
-224/15
224/15
-96/5
32/3
15008/15

£

273664/5
247552/15
32512/15
-2816/5
1792/15
1792/15
-2816/5
32512/15
247552/15

512/315
2496/35
-304/35
512/315
32/35
-192/35
4077/134

-1328/5
-5296/45
464/5
-64/5
-112/45
112/5
-624/5

-13184/35 68576/45

66

-148133/26 5528

2448/5
64/5
-7552/45
512/5
-16/5
2368/45
1504/5
-18048/5

-4232/9
72
88

-1640/9
88
72

-4232/9

5528

N=9 Igin Agirlikl: Katsay1 c;®

-18048/5
1504/5
-2368/45
-16/5
512/5
-7552/45
64/5
2448/5
-148133/26

89344/3 -626449/8 612096/5 -372992/3 83473
-93568/15 17216/3

19392/5
-13568/15
2752/15

768/5
-448/3
2816/15
-576/5
-134912/15

17472/5
-640/3

-80128/15 13184/3

9408/5

-10816/15 15616/15

3456/5

-12608/15

8576/15
35904

-3648

-8768/3
0

-29632/15 8768/3

2304

-26048/15

-83473

-13184/3

3648

372992/3

N=9 I¢in Agirhkh Katsay: Cij(4)

-359356
-281395/3
-45056/15

0
234769

-78848/5 368913/7 -208384/3 249856/5 -318464/15

0
-342562

108544/15 -349184/15 157696/5

-8192/5
-14336/15

0
323072

-54784/3

173056/15 -233199/7 46592

13312/5 22528/15 54784/3 157696/5 -349184/15

26048/15
-2304
29632/15
-15616/15
-9408/5
80128/15
-17216/3
-612096/5

0
-203298

22528/15

68576/45 -13184/35
-624/5 4077/134

112/5
-112/45
-64/5
464/5
-5296/45
-1328/5

19872/5 -61568/35 118124/315

-35904 134912/15 -15008/15

-8576/15
12608/15
-3456/5
10816/15
640/3
-17472/5
93568/15
54814377

574054
83217

13312/5

-266513/8 173056/15

77824/15 -318464/15 249856/5 -208384/3 368913/7

-100352/5
-585455/4

83217
574054

-203298
0

323072
0

-342562
0

-78848/5
234769
0

-192/35
32/35
512/315
-304/35
2496/35
512/315

576/5
-2816/15
443/3
-768/5
2752/15
13568/15
-19392/5
-89344/3

-585455/4 247552/15
-100352/5 32512/15

77824/15
-14336/15
-8192/5
108544/15

-45056/15 32512/15
-281395/3 247552/15
-359356 273664/5

1452/35
-116/35
188/315
-4/35
-4/35
188/315
-116/35
1452/35

—

—

-32/3
96/5
-224/15
224/15
-96/5
32/3
15008/15
25632/5

—

-2816/5
1792/15
1792/15
-2816/5
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N=10 I¢in Agirlikh Katsay Cij(l)

-7129/280 81 -162 252 -567/2 11345  -126 324/7 -81/8 1
-1 -4329/280 36 42 42 -63/2 84/5 6 97 -1/8
1/8 -9/4 -1377/140 21 -63/4 2172 -21/4 9/5 -3/8 1/28
-1/28 27/56 =277 -111/20 27/2 -27/4 3 -27/28 27/140 -1/56
1/56 -3/14 9/7 -6 -9/5 9 -3 6/7 -9/56 /70
-1/70 9/56 -6/7 3 -9 9/5 6 9/7 3/14 ~-1/56
1/56 -27/140 27/28 -3 27/4 -27/2 111720 277 -27/56 1/28
-1/28 3/8 -9/5 21/4 2172 63/4 -21 1377/140 9/4 -1/8
1/8 -9/7 6 -84/5 63/2 42 42 -36 4329/280 1
-1 31/8 -32477 126 -1134/5  567/2 ~252 162 -81 7129/280

N=10 I¢in Agirhkl Katsayr ¢;;®
9947/19  -29333/11 74704/11 -56601/5 250049/19 -21465/2 60381/10 -78327/35 56179/114 -6849/140
6849/140 549/16 -16281/35  9207/10  -10467/10  33291/40 -459 11727/70 -729/20 2007/560
-2007/560 13816/163 -3555/28 -351/10 6723/40 -2871/20 1593/20 -405/14 3501/560  -171/280
171/280  -5427/560  7857/70 -801/4 1863/20 567/40 -153/10 891/140 -81/56 81/560

-81/560 72/35 -81/5 648/S -1845/8 648/5 -81/5 72/35 -81/560 0
0 -81/560 72/35 -81/5 648/5 -1845/8 648/5 -81/5 72/35 -81/560
81/560 -81/56 891/140 -153/10 567/40 1863/20 -801/4 7857/70  -5427/560  171/280

-171/280  3501/560  -405/14 1593/20  -2871720  6723/40 -351/10  -3555/28 13816/163 -2007/560
2007/560  -729/20 11727/70 -459 33291/40 -10467/10  9207/10 -16281/35 549/16 6849/140
-6849/140  6179/114  -78327/35 60381/10 -21465/2 276370/21 -56601/5 74704/11 -29333/11  9947/19

-

N=10 Igin Agirlikli Katsay1 ¢

I— -122121/14  331307/6  -162752 587809/2 -356426 298252  -512165/3 128127/2 -213584/15 54105/38 B
-54105/38  71698/13  -70831/8 105379/13 -66260/13 95013/40 -2997/4 9674/71  -1921/233  -27/35
27135 -24336/171  05449/19  -80518/9 107485/13 -211653/40 101493/40 -23571/28  5300/31  -8937/560
8937/560 -44469/280 -26395/37 29079/8 -72736/13  29725/7  -38799/20 44180/71 -13851/112 1593/140
-1593/140  6098/47 -27505/41 13041/20  9963/8 -109107/40 74277/40 -13214/23 11132/101 -1107/112
1107/112  -11132/101 13214/23 .74277/40 109107/40 -9963/8  -13041/20 27505/41 -6098/47 1593/140
-1593/140 13851/112 -44180/71 38799/20 -29725/7 72736/13  -29079/8  26395/37 44469/280 -8937/560
8937/560  -5300/31 23571/28 -101493/40 211653/40 -107485/13 98411/11 -105449/19 24336/17 -27/35
27/35 2696/327- 9674/71 2997/4  -95013/40 66260/13 -105379/13 70831/8  -71698/13 54105/38
-54105/38 213584/15 -128127/2 512165/3  -298252 356426  -587809/2 162752  -331307/6 122121/14

L —




N=10 Igin Agirlikh Katsay c;®

584339/5
262768/9
63505/23
-28431/40
15309/80
0
-15309/80
28431/40
-63505/23
-321161/11

-838386
-525290/3
63423/40
59213/6
-13122/5
15309/80
15309/8
65692/9
84965/3
578407/2

0
475454

0
~780650

203391/4 432370/3

-303993/10  137781/4

129361/7 -266814/5

-13122/5  129361/7

-168399/20 203391/10

67797/2
-131548

0

-93713
365229
0

N=11 Igin Agirlikh Katsay ;"

<225 400 -525 S04

7381/252
-1
o

-1/36
1/84
-1/126
1/126
-1/84
1/36
-1/9

100

68

0

865396 -673541
-803285/4 169602

1]

0
365229

93713

0 578407/2
-131548 84965/3
67797/2  -65692/9

-56534/11 -868239/40 203391/10 -168399/20 15309/8

223894/3  -266814/5 129361/7

-266814/5  223894/3

-266814/5

-13122/5  15309/80
129361/7  -13122/5

-868239/40 -102789/20 137781/4 -303993/10 59213/6

169602  -803285/4 432370/3 -203391/4 63423/40

-673541 865396

0

-4609/252 45 -60 70 63

-20/9
5/12
-10/63
25/252
-2/21
5/36
-20/63
5/4
-100/9

-341/28 80/3 -70/3 56/3
-15/4 -319/42 35/2 -2172
15/14  -40/7 -11/3 12

-25/42  50/21 -25/3 0O

15728 -40/21 5 -12

-3/4 5/2 - 35/6 21/2
53 -16/3 35/3 -56/3

-45/7

20 -42 63

225/4 -1200/7 350 -504

N=11 i¢in Agirhkh Katsay1 ¢;®

7732/11 -61727/16

7129/126
-481/126

17/28  -2645/252

-37/252
2/63
2/63

-37/252
17/28

2255/28 -10445/14

690/7 -9448/73
3695/28
20/9 -130/7

-125/252  250/63

-20/63

5/4

415/252  -235/28

-430/63  4415/126

-481/126 10735/252 -3

7129/126 -13150/21

035/14

47317/15

153025/14 -269946/13 168775/6 -27508

33490/21 -18845/9 397972

-2440/21
-14465/63

335 -2972/9
505/6 10972

3280/21 -5005/18 152

-500/21
-80/63

500/3 -5269/18
-40/3 152

535/21 -895/18 10972

-760/7 1355/6  -2972/9

16623/25 -4105/3  3979/2

-76419/8 174025/9 -27508

0

350
42
353
35/6
-5
25/3
1113

-780650
0

1200/7 -225/4
<20 4577
16/3  -5/3
-5/2  3/4

40/21 -15/28

-50/21 25/42
40/7 -15/14

-35/2 319/42 15/4

70/3
=70
525

-80/3 341/28

60 45 4609/252 1

-400 225

174025/9 -76419/8
-4105/3  16623/25
1355/6 -760/7

-895/18 535/21

-40/3 -80/63
500/3 -500/21
-5005/18  3280/21

505/6  -14465/63

335 -2440/21

-18845/9  33490/21
168775/6 -269946/13 153025/14 -61727/16 7732/11

475454  -525290/3
0 -838386
100/9 -1
-5/4 1/9
20/63 -1/36
-5/36 1/84
2/21 -1/126
-25/252 1/126
10/63 -1/84
-5/12 1/36
20/9 -1/9
-100  7381/252

-262768/9
-63505/23
28431/40
-15309/80
0
15309/80
-28431/40
63505/23
321161/11

584339/S

47317/15 -13150/21 7129/126
-3035/14 10735/252 -481/126

4415/126  -430/63
-235/28  415/252
5/4 -20/63
250/63  -125/252
-130/7 20/9

17/28
-37/252
2/63
2/63
-37/252

3695/28 -2645/252 17/28

-9448/73 690/7
-10445/14  2255/28

-481/126
7129/126

|
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N=11 i¢in Agirhkh Katsayi c;®

F -69523/5 1902692 -310508 635840  -896113 897750 -641374 320557 -320360/3 21343 -162875/84
~162875/84 81667/11 -195667/17 9425 -72475/18  -300 3875/2 -19598/13 17475/28 -5975/42 1525/108
1525/108 -33509/16 73808/9 -304473/22 98593/7 -10550 112025/18 -24500/9 23025/28 -11591/76 2521/193
2521/193 -16325/126 -38525/28 66502/11 -ST175/6 8050 -81275/18 40175/21 -15875/28 14858/143 -2225/252
<2225/252 2975/27 -17225/28 1700/21 56375/18 -5450  23825/6 -27227/17 1825/4 -5125/63 2854/421
2854/421 -31525/378 13525/28 -64148/37 41725/18 0 -41725/18 64148/37 -13525/28 31525/378 -2854/421
-2854/421 5125/63  -1825/4 27227/17 -23825/6 5450 -56375/18 -1700/21 17225/28 -2975/27 2225/252
2225/252 -14858/143 15875/28 -40175/21 81275/18 -8050  57175/6 -66502/11 38525/28 9199/71 -2521/193

ey

~2521/193  11591/76 -23025/28 24500/9 -112025/18 10550 -154932/11 304473/22 -73808/9 33509/16 -1525/108
-1525/108 5975/42 -17475/28 19598/13  -3875/2 300 72475/18 9425 195667/17 -81667/11 162875/84
162875/84 21343  320360/3 320557 641374 -897750 896113 635840 310508 -190269/2 69523/5

N=11 Igin Agirhikh Katsayr ;¥
r 451975/2 0 0 0 [ 0 0 0 0 -523124  335037/7
3350377 9014983 75976 O 0 0 0 603992 194476 -1134983 10087330
100873/30 32627/3 -231131/2 963524/3 -483722 471667 -320472 459524/3 -98381/2 28627/3  -8459/10
-8459/10  38002/3  -178244/5 384127/16 210139/5 -278750/3 727750/9 -206627/5 638006/5 -503875/189 12584/53
12584/53 -221291/64 128631/5 -224476/3 921250/9 -203000/3 151000/9 40127/16 -45125/21 34709/64 -10250/189
6291/116 157625/189 -135250/21 173373/5 463611/5 3822503 463611/5 173373/5 -135250/21 157625/189 -6291/116
«6291/116 34709/64 -45125/21 40127/16 151000/9 -203000/3 921250/9 -224476/3 128631/5 -221291/64 12584/53
12584/53 -503875/189 68006/5 -206627/5 727750_/_9 278750/3 210139/5 384127/16 -178244/5 38002/3  -8459/10
-8459/10  28627/3  -98381/2 459524/3 -320472 471667 -~483722 963524/3 -231131/2 32627/3 100873/30
100873/30 -113498/3 194476  -603992 0 0 0 0 875976  -901498/3 335037/7
BS037T SBI2A 0 0 0 0 0 0 0 0 4519751
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Ek-B. Esit Arahikh Olamayan 171/20 Degeri icin Agirhkh Katsay:
Ornekleri

N=5 Igin Agirlikli Katsay1 c;'”
~ -
-139/17 136/9 -68/7 5000/1071 -17/9
-18/17 -3 36/7  -625/357 2/3
7/17  -28/9 8/7  2500/1071 -7/9
-126/425 119/75 -612/175 -115/119 238/75

9/17 -8/3 36/7 -5000/357 11

S —

N=5 Igin Agirlikli Katsay1 c;®

756/17 -1136/9 120 -10000/153 244/9
252/17 -248/9 72/7 5000/1071 -20/9
-12/17 160/9 -216/7 9169/491  -44/9
108/85 -376/45 936/35 -4076/73 1628/45
180/17 -464/9 648/7 -6676/55 628/9

N=5 Igin Agirlikli Katsay1 ¢;

-2496/17 1504/3 -576  20000/51 -512/3
-1536/17 288 -2112/7 20000/119 -64
-576/17 224/3 -192/7 -7507/134 128/3
768/17 -224 2496/7 -44000/119 192
1344/17 -352 3648/7 -60000/119 256

- —

N=5 Igin Agirhikh Katsay1 c;'”
[—

3840/17 -2560/3 7680/7 -47507/53 1280/3T

3840/17 -2560/3 7680/7 -47507/53 1280/3
3840/17 -2560/3 7680/7 -47507/53 1280/3
3840/17 -2560/3 7680/7 -47507/53 1280/3

3840/17 -2560/3 7680/7 -47507/53 1280/3
- —




N=7 Igin Agirlikh Katsay1 c;"

71

-499/34 7344/205 -1377/31 272/7 -459/22 3757/586 -17/15
-205/204 -1571/205 1845/124 -205/21 205/44 -569/426 41/180
31/153  -496/205 -213/62  496/63 -31/11  582/817 -31/270
-7/68 189/205 -567/124 1/7 189/44 -569/710  7/60
11/102  -176/205 99/31 -176/21 89/22 1746/817 -11/45
-473/2191 667/416 -2419/460 2353/231 -2492/179 1891/304 1105/797
15/17  -1296/205 1215/62  -240/7 405/11 -2276/71 461/30
N=7 I¢in Agirlikli Katsayr c;®
2750/17 -25488/41 32157/31 -6896/7 6048/11 -8309/48 31 ]
2801/102 -1224/41 -99/2 1912/21 -1161/22 14194/857 -53/18
-133/51 1872/41 -2610/31 848/21 27/11  -1746/817 4/9
13/34 -216/41  3321/62 -680/7 1161/22 -1707/355 172
28/51 -144/41 207/31 688/21 -810/11  1746/43 -31/9
-3001/1378 2639/173 -4777/106 23981/350 -3753/176 -4126/81 4038/113
431/17  -7344/41 16848/31 -6416/7 10017/11 -32909/59 174
N=7 Igin Agirlikli Katsay1 ¢;®
-22335/17 254016/41 -134426/11 90624/7 -84159/11 70011/28  -457
-6873/17 61776/41 -68931/31 .11856/7 -8073/11 14233/74 -31
-471/17  -8640/41 28755/31 -8832/7 8073/11 -14233/74 31
471/17  -9072/41 11421/31  -240/7 -3321/11 14233/74 -31
-447/17  8640/41 -23733/31 8832/7 -9855/11 14233/74 23
1383/34 -26519/85 26632/25 -75036/35 56957/23 -27698/17 25141/50
6537/17 -108864/41 46703/6 -86784/7 121257/11 -27889/5 1439
N=7 i¢in Agirlikli Katsay1 c;®
127152/17 -197877/5 433951/5 -201271/2 191219/3 -43853/2 4128
61992/17 -53863/3 363089/10 -154039/4 244296/11 -41545/6 1224
18432/17 -90151/23 143856/31 -7488/7 -18144/11 42699/37 -240
-3528/17 103680/41 -254664/31 81792/7 -86184/11 41545/18  -264
-3888/17 57024/41 -69984/31 -1728/7 40176/11 -41545/12 1152
20664/17 -60362/7  52049/2 293184/7 -110101/3 -195873/11 21864/5
60192/17 -236441/10 66096 -687168/7 876096/11 -214649/6 8304




N=9 Igin Agirlikh Katsay1 c;"

r -1851/85 7139/111  -340/3 8704/57

-203/204 -5269/412 1015/36  -1624/57
12/85  -1337/589  -23/3 1536/95

-19/408  114/203 -95/24 -352/95
7/255  -128/435 14/9 -1792/285

21/17  -2304/203  140/3  -10752/95

N=9 I¢in Agrlikh Katsay ¢;®

20701/55

-56/17
454/765
-92/765

-7/85
256/765
-2875/871
4076/85

"N=9 I¢in A&
77392015
2302223
-848/85
47561255
3664/255
1212/85
-5744/255
-12682/597

46621/42

-70883/40  12088/3 -29181/5

4427/107  1923/719  -7291/27 10517/21

72192/1015 -1052/9  1024/95
-3929/454 278/3  -11389/68
1024/609  -352/27 88064/855
624/1015 11/9 -32/5

-3072/1015 12 -8089/307

3839/125 -10912/85 40747/128 -22440/43

72

-1020/7
145/6
-72/7

285/28
-4/21

-135/14

60/7

-9/340 54/203 -5/4 72/19
2/51  -384/1015 5/3 -256/57
-246/2353 608/617 -5854/1395 3771/352 -6123/331

180

40344/7

-10274/21

528/7

612/7

-3848/21

654/7

192/7

-13995/32  16024/9 -80896/19 46392/7

rhikh Katsayt ¢

601832 3184714 7543976
31059/ -187643 5203019
-132096/145 31696/ -173153/32
VAL 21169 6584534
13199/89 20913  43317/44
20736/145 59809 15263/
14449/66 87529  10549/4

41529/227 -46131/68 136001/100 -65999/49

-130274/13  362224/9 -661116/7

-129952
-3720
4512
-3016
96
2808

-4960

142944

4352/45
-406/27
256/45
-38/9
896/135
142/45

-128/9

-136/3 887/67 -17/21
203/30 -2311/1197 29/252
-12/5 887/1340  -4/105
19/12 -712/1721  19/840
-28/15 996/2257 -1/45
9/2 -887/1072 1/28
28/5 887/268 2121

5825/244 -23839/789 1815/107 3419/7129

-1792/9

-101467/26
9085/28
-512/9
-112/45
13891/134
-7856/45
1024/15

7770/13

-35328/5

180937/2
27392/15
-164151/67
2719113
-17408/15
-53906/31
169271/28
-15124/33

-291165/2

168 -6209/67 2143/105

_

83408/45 -22363/41 3532/105
-6814/45 9472/215 -2533/945
136/5  -2661/335 152/315
-148/45  887/670 <2/21
-128/9  1551/659  -76/945
502/5  -9244/735 131/315
-8104/45 12185/118 -64/35
-11360/27 9124/87 3989/176
27568/5 -86603/34 21316/63

-306417/7 169305/13 -36592/45
-10088/15 14846/89  -124/15
5024/5  -13320/49  688/45
-12328/15 10163/47  -532/45
12832/15 -51822/233  176/15
264/5 10892/41  -692/45
-64288/15 32744/25  1328/45
105951/34 -102064/37 22959/38

521824/5 -215616/5 103637/23
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N=9 igin Agirlikh Katsayr c;*

552709/10 -364403 0 0 0 0 702123 -211934  121088/9
66309/4 -188981/2 237696 -699913/2 335616 -437817/2 302336/3 -174371/6 5248/3
60155/28 -81920/29 -148736/9 163840/3 -72704 108013/2 -77312/3 90151/12 -4096/9

-28544/51 93643/13 -208256/9 343058/11 -17664 20480/27 10496/3 -40133/29 896/9
6400/51 -49152/29 11776  -135671/4 47616 -311296/9 38912/3 -90151/38 256/3
4736/51  -20480/29 14464/9  29175/7 22784 185837/5 -88832/3 136215/13 -3712/9

-28160/51 66101/13 -187136/9 439781/9 67584 151097/3 -39424/3 -100036/23 18944/9
51395/41 -202000/17 152477/3 -129660 658514/3 -255265 417467/2 -188659/2 173117/16

142597/8 -476266/3 626460 0 0 0 0 -520345  188985/4
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