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YUKSEK LiSANS TEZi

GENELLESTIRILMIS DiZiSEL SUREKLILiK UZERINE BiR CALISMA

Zeynep NAVRUZ

Aksaray Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Tuncar SAHAN

OZET

X birinci sayilabilirlik aksiyomunu saglayan bir Hausdorff topolojik grup olsun. X
kiimesindeki bir dizinin limiti, X deki biitiin yakisak diziler kiimesinden X kiimesine
lim ile belirtilen bir fonksiyon tanimlar. Bu kavram, Connor ve Grosse Erdmann
tarafindan tiim gercek dizilerin vektor uzaymin lineer bir alt uzayida tanimlanan keyfi
bir lineer fonksiyonel G ile degistirdi. Son zamanlarda Cakalli, bu kavrami topolojik
grup ortamina genisletmis ve G —dizisel kompakthik, G —dizisel siireklilik ve dizisel
irtibatlilik kavramlarin1 ortaya koymustur. Fakat bu genisletme islemi sirasinda
tamimlanan G —dizisel siireklilik kavrami sadece X kiimesinden yine kendisi iizerine
taniml1 fonksiyonlar i¢in verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda birinci sayilabilirlik aksiyomunu saglayan Hausdorff topolojik
gruplarda G — H —dizisel siireklilik kavrami tanimlanmis ve bu kavram hakkinda
ayrintili bir arastirma yapilmistir.

Besinci boliimde, tezde elde edilen sonuglar tartisilip yapilabilecek yeni calismalar i¢in
bazi 6neriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dizisel agik kiime, G —dizisel siireklilik, G — H —dizisel
sureklilik.
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ABSTRACT

Let X be a Hausdorff topological group which satisfies the first countability axiom.
The limit of a sequence in X defines a function denoted by lim from the set of all
convergent sequences in X to X. This notion has been modified by Connor and Grosse-
Erdmann for real functions by replacing lim with an arbitrary linear functional G
defined on a linear subspace of the vector space of all real sequences. Recently, Cakalli
has extended this concept to the topological group setting and introduced the concepts
of G —sequential compactness, G —sequential continuity and sequential
connectedness. However, during this extension process, the concept of G —sequential
continuity is given only for the functions defined on a set X to itself.

In this thesis study we introduce and give a further investigation of G — H —sequential
continuity in topological groups which satisfy the first countability axiom.

In the fifth chapter, the results obtained in the thesis are discussed and some
suggestions are given for new studies.

Keywords: Sequentially open set, G —sequential continuity, G — H —sequential
continuity.
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1. GIRIS

Stireklilik kavrami ve siireklilikle ilgili herhangi bir kavram, yalnizca teorik
matematikte degil, ayn1 zamanda 6zellikle bilgisayar bilimi, bilgi teorisi, biyolojik
bilim ve dinamik sistemler gibi matematigi igeren diger bilim dallarinda da ¢ok 6nemli
bir rol oynamaktadir. Connor ve Grosse-Erdmann [1], dizilerin yakinsama taniminin
degistirilmesinin, reel degerli fonksiyonlarin dizisel siirekliliginin yapis1 tizerindeki
etkisini arastrmiglardir. Cakalli [2] bu kavrami topolojik grup degerli dizilere
genisletmis ve bu genellestirilmis ortamda yeni teoremler elde etmistir. Bu
teoremlerden bazilar1 sadece topolojik grup agisindan yeni degil, ayni zamanda reel
durum agisindan da yenidir. Ayrica, Cakalli [3] dizisel irtibatlilik (baglantililik)
kavrammi tanimlamis ve [4] de bu kavramin 6zellikleri ile ilgili ileri aragtirmalar

yapmustir.

Bu ¢alisma boyunca, N pozitif tam say1 kiimesini, X ve Y birinci sayilabilirlik
aksiyomunu saglayan toplamsal olarak yazilan birer topolojik Hausdorff grubunu
gosterir. X veya Y kiimesinin terimlerinden olusan x = (x,,), ¥ = (Wn), Z = (2,,), ...
dizilerini x, y, z, ... gibi kalin harflerle gosterecegiz. s(X) ve c(X) sirasiyla, tim X

degerli dizilerin kiimesini ve X de yakinsak tiim X-degerli dizilerin kiimesini belirtir.

1946 yilinda yaymlanan bir makalede [5] verilen bir fikrin ardindan, birkag yazar
Posner [6], Iwinski [7], Srinivasan [8], Antoni [9], Antoni ve Salat [10] bir regiiler
toplanabilme matrisi A tarafindan tanimlanan A-siirekliligi cahismislardir. Oztiirk [11],
Savas ve Das [12], Savas [13], Borsik ve Salat [14] gibi bazi yazarlar hemen-hemen
yakinsaklik metodu ve ilgili metotlar i¢in A-siirekliligi ¢alismislardir. Ayrica,
toplanabilme matrislerine bir giris i¢in [15] numarali; topolojik gruplarda toplanabilme

teorisi igin [16] numaral kaynaklara bakiniz.

Istatistiksel yakinsaklik kavramu ilk olarak Fast [17] tarafindan ortaya atilmis ve Fridy
[18] tarafindan arastirilmistir. Zygmund [19] ise bu yakinsamayir hemen-hemen
yakinsaklik olarak adlandirmis ve giiglii toplanabilme ile arasinda bir iliski kurmustur.
X degerli bir (x,,) dizisi i¢in, eger 0 (sifir) in her U komsulugu i¢in

1
1im£|{k3n:xk —1gU} =0 (1.1)
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oluyorsa (x,,) dizisi [ € X elemanma istatistiksel olarak yakinsar denir ve bu st —

lim x, =1 olarak gosterilir [20]. Istatistiksel limit, X deki istatistiksel yakimsak

n—-oo

dizileri grubu tizerinde tanimli toplamsal bir fonksiyondur. Daha detayli bilgi i¢in [21],

[22] ve [23] numarali kaynaklara bakabilirsiniz.

0 = (k,) dizisi, k, = 0 ve r - oo iken h, = k, — k,_; — oo olacak sekilde pozitif
tamsayilarinin artan bir dizisi olsun. Boyle bir diziye lacunary dizi denir. Bir topolojik
gruptaki bir (x;) dizisi i¢in, I, = (k,_4, k,) olmak {izere 0 m her U komsulugu i¢in

1
lim h—l{k ElL:x,—1¢U}=0 (1.2)

T—>00 r
ise bu (x;) dizisine [ € X noktasina lacunary istatistiksel yakinsak denir [18].

yakmsak diziler, tim X-degerli dizilerin grubunun bir alt grubudur ve lacunary
istatistiksel limit bu uzay iizerinde toplamsal bir fonksiyondur. Topolojik grup durumu

icin [24]; reel durumu i¢in [25] ve [26] numarali kaynaklara bakmiz.

Bir dizisel yakinsaklik metodu veya kisaca bir metot, s(X) in bir alt grubu c; (X) den
X e tanimlanan toplamsal bir G fonksiyonu anlamina gelir [27]. Bir x = (x;,,) dizisi
igin, eger x € c;(X) ve G(x)=1 ise bu x=(x,) dizisi | € X elemanina
G —yakinsaktir denir. Ozel olarak lim, c(X) grubu iizerinde tanimli lim x = lim,x,,
fonksiyonunu gosterir. Her yakinsak x = (x,) dizisi i¢cin G(x) =limx ile
G —yakinsak ise G bir regiiler metot olarak adlandirilir. Bir f: X — X fonksiyonu igin
x € c;(X) iken G(f(x)) = f(G(x)) ise bu f fonksiyonu G —dizisel siirekli olarak
adlandirilir [2]. Agikga, eger f, X lizerinde G —dizisel siirekli ise, o zaman X in her bir
Z alt kiimesinde G —dizisel siireklidir. Ancak bu ifadenin tersi genelde dogru degildir.
Ciinkii ikinci durumda diziler Z kiimesine sinrlandirilmigtir. Bu durum reel degerli
fonksiyonlar i¢in Orneklendirilmistir [1]. Yukarida tanimlanan siireklilik kavrami,

toplanabilme matrisleri i¢in klasik stireklilik kavrami ile ortiismektedir.

Iki dizisel yakinsaklik metodu G; ve G, nin toplami C(Gy+6,) (X) = ¢, (X) N ¢, (X)
olmak iizere (G; + G,)(x) = G1(x) + G,(x) olarak tanimlanir [2]. Yukarida
bahsedilen regiilerlik kavrami toplanabilme matrisleri i¢in tanimlanmis klasik

regiilerlik kavrami ile aynidir. Regiiler toplanabilme matrislerine bir giris i¢in [15]
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numarali; reel veya kompleks dizilere genel bir bakis i¢in [19] numarali kaynaklara

bakiniz.

Yakin zamanda, Cakalli [27], G —dizisel kompaktlik kavramini tanimlamis ve X in
herhangi bir G —dizisel kompakt alt kiimesinin G —dizisel siirekli bir fonksiyon
altindaki goriintiisiiniin de G —dizisel kompakt oldugunu kanitlamistir [28, Teorem 7].
Cakall1 bu ¢alismasinda G —dizisel siirekliligi incelemis ve [2] de ¢ok daha fazla sonug
elde etmistir. Ayrica herhangi bir dizisel metotla verilmeyen bazi diger siireklilik

tiirleri i¢in [28-32] numarali kaynaklara bakiniz.

Gorildigi gibi, G —dizisel siireklilik kavrami bir X topolojik grubundan kendi izerine
tanimlanmis f:X — X fonksiyonlar1 igin tanimlanmistir. Bu tez ¢alismasinda
G —dizisel siireklilik kavramindan daha genel bir kavram olan X {izerinde verilmis bir
G dizisel yakinsaklik metodu, Y tizerinde verilmis bir H dizisel siireklilik metodu ve
bir f: X — Y fonksiyonu i¢in G — H —dizisel stireklilik kavrami tanimlanmis ve ¢esitli
Ozellikleri incelenmistir. Agik¢a goriiliiyor ki bir f:X — X fonksiyonunun G —
G —dizisel siirekli olmas1 G —dizisel siirekli olmasi anlamma gelir. Yani G —

H —dizisel stireklilik kavrami G —dizisel siireklilik kavraminin bir genellestirmesidir.

G — H —dizisel siireklilik kavrami ayni zamanda G dizisel siireklilik metotlar1 ile ilgili
bazi kavramlarin tanimlanmasinda da kullanilabilir. Ornegin, bir X topolojik grubu
tizerinde verilen bir G metodu i¢in yine X {izerinde H metodu olarak H = lim alinirsa
1y : X = X birim doniisiimiiniin G — H —dizisel siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G metodunun regiiler olmasidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Topolojik Uzaylar

Bu kisimda topolojik uzaylarla ilgili iyi bilinen kavramlar hatirlatilip bu kavramlarla

ilgili yine iyi bilinen bazi 6zellikler verilmistir.

Tamm 2.1.1 X bostan farkli bir kiime ve 7 da X in alt kiimelerinin bir sinifi olsun. Eger
[T1] X, € T,
[T2] U, VerikenUNYV e,
[T3] I bir indis kiimesi olmak {izere her i € [ i¢in U; € T iken U;e; U; € T

sartlar1 saglaniyor ise 7 sinifina X iizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.

Teorem 2.1.2 Bir (X, 7) topolojik uzayinda bir U € X alt kiimesi igin U €  dir ancak

ve ancak her x € U igin x € G, € U olacak sekilde bir G, € T vardir.
Tanim 2.1.3 Bir (X, ) topolojik uzayinda 7 smifinin elemanlarina agik kiimeler denir.

Ornek 2.1.4 X bostan farkl bir kiime olsun. 7 = P(X) kuvvet kiimesi X iizerinde bir

topolojidir. Bu topolojiye X tizerindeki diskre topoloji denir.

Ornek 2.1.5 X bostan farkli bir kiime olsun. 7 = {X, @} kiimesi X iizerinde bir

topolojidir. Bu topolojiye X tizerindeki indiskre topoloji denir.

Ornek 2.1.6 R reel sayilar kiimesindeki acik araliklar ve bunlarm keyfi
birlesimlerinden olusan 7 ={U S R|Vx € U,Ie € R, (x —€,x + €) € U} smfi R
reel sayilar kiimesi iizerinde bir topolojidir. Bu sekilde elde edilen R iizerindeki

topolojiye R nin aligilmis veya standart topolojisi denir.

Benzer sekilde, R reel sayilar kiimesindeki sinirly, alttan agik ve iistten kapal araliklar
ve bunlarin keyfi birlesimlerinden olusan 7% sinifi ile sinirly, alttan kapali ve {istten
acik araliklar ve bunlarin keyfi birlesimlerinden olusan t; sinifi R reel sayilar kiimesi
tizerinde birer topolojidir. Bu topolojiler siras1 ile R reel sayilar kiimesinin {ist limit ve

alt limit topolojileri olarak adlandirilir.



Ornek 2.1.7 X bostan farkl1 bir kiime olmak iizere 7 = {G S X|G€ sonlu} U {@} smifi
X tlzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X in tiimleyeni sonlu (veya sonlu
tiimleyenler) topolojisi denir. Benzer olarak 7 = {G S X|G¢ sayilabilir} U {@} smifi
da X iizerinde bir topoloji olup X in tiimleyeni sayilabilir (veya sayilabilir tiimleyenler)

topolojisi olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.8 X bir kiime olmak {izere T, Ve T, siniflar1 X iizerinde birer topoloji olsun.
Eger 7, C 1, ise 1, topolojisi T, den daha kaba veya t, topolojisi 7, den daha ince

denir.

Bostan farkl bir X kiimesi tizerindeki en ince topoloji T = P(X) diskre topoloji ve en

kaba topoloji ise T = {X, @} indiskre topolojisidir.

Tamm 2.1.9 (X, 7) bir topolojik uzay, A € X ve a € A olsun. Eger a € G, < A olacak
sekilde bir G, € 7 agik kiimesi varsa a elemanina A nin bir i¢ noktasi denir. A nin tiim

i¢c noktalarmin kiimesine A nin i¢i denir ve A° ile gosterilir.

Teorem 2.1.10 Bir (X, 7) topolojik uzaymda bir A € X alt kiimesinin i¢i A kiimesinin
kapsadigi agik kiimelerin birlesimi yani

A% = U v (2.1)

Uet
UcA

dir.

Teorem 2.1.11 (X, t) bir topolojik uzay ve A, B € X olsun. Eger A < B ise A° € B°
dir.

Teorem 2.1.12 (X, 7) bir topolojik uzay ve A < X ise asagidaki ifadeler dogrudur.
(1) A° < A dur.
(2) A° agiktir.
(3) A agiktir ancak ve ancak A° = A dur.
(4) A°, A nin kapsadig1 en genis agik kiimedir.
(5) (A4°)° = A dur.

Tamm 2.1.13 Bir (X, 7) topolojik uzayinda bir A € X alt kiimesi verilsin. Eger A€ agik

ise A ya kapali bir kiime denir.



Tamm 2.1.14 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesini kapsayan en kiigiik

kapali kiimeye A nin kapanis1 denir ve A ile gosterilir.

Teorem 2.1.15 (X, ) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A kiimesini kapsayan kapali

kiimelerin sinif1 X4 olmak tizere

A= ﬂ K 2.2)

K€K g

drr.

Teorem 2.1.16 (X, 7) bir topolojik uzay ve 4, B € X olsun. Eger A € B ise A € B du.

Teorem 2.1.17 (X,7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur.
(1) A € Adr.
(2) A kapaldir.
(3) A kapalidir ancak ve ancak A = A dur.

(4) (A) = 4 dr.

Teorem 2.1.18 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bu durumda x € A dir ancak

ve ancak x in her U a¢ik komsulugu i¢in AN U # @ dur.

Tamm 2.1.19 (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Eger A = X ise A ya X de bir

yogun kiime denir.

Teorem 2.1.20 Bir (X, 7) topolojik uzayinda bir A € X alt kiimesi yogundur ancak ve
ancak X deki bostan farkli her U agik kiimesi icin A N U +# @ dir.

Tammm 2.1.21 (X,7) bir topolojik uzay ve A <€ X olsun. Bu takdirde 7, =
{ANU|U € t} siifi A lizerinde bir topoloji olup bu topoloji A {izerindeki alt topoloji

ve (4, 1,) ikilisi alt uzay olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.22 (X,t) bir topolojik uzay ve U € 7 olsun. Herhangi bir A € U alt

kiimesi U da agiktir ancak ve ancak X de agiktir.

Teorem 2.1.23 (X, 1) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Bir F € A alt kiimesi A da
6



kapalidir ancak ve ancak K kiimesi X de kapali bir kiime olmak lizere F = K N A dur.

Teorem 2.1.24 (X, 7) bir topolojik uzay ve K < X kapali bir kiime olsun. Herhangi bir
F € K alt kiimesi K da kapalidir ancak ve ancak X de kapalidir.

Tamm 2.1.25 (X, ) bir topolojik uzay ve B da X in ag¢ik alt kiimelerinin bir sinifi
olsun. Eger 7 daki her bir U agik kiimesi  nin bir alt sinifi tizerinden birlesim olarak

yazilabiliyorsa, yani 8 sinifinin bir §* alt sinifi i¢in

U= U B (2.3)

BEB*

ise B siifina T topolojisi igin bir baz denir.

Ornek 2.1.26 8 = {(a,b) |la,b € Rve a < b} smifi R nin alisiimis topolojisi igin bir
bazdir. Clinkii U, R nin alisilmis topolojisinde acik bir kiime ise her bir x € U i¢in

(x — €,x + €) < U olacak sekilde bir e € R* pozitif reel sayisi vardir.

Ornek 2.1.27 Benzer sekilde 8, = {[a,b) |a,b € Rve a < b} smifi R nin alt limit
topolojisi igin ve B = {(a, b] |a,b € R ve a < b} smifi R nin iist limit topolojisi i¢in
bir bazdir.

Teorem 2.1.28 X bostan farkli bir kiime ve 8 da X in bazi alt kiimelerinin bir smifi
olsun. Bu durumda g sinifi baz olacak sekilde X iizerinde bir tek topoloji vardir ancak
ve ancak asagidaki sartlar saglanir:
[B1] X = Upep B ve
[B2] Eger B,B, € f ise B; N B, kiimesi f daki kiimelerin bir birlesimi olarak
yazilabilir, yani her bir x € B; N B, igin x € B, S B; N B, olacak sekilde bir B, €
p vardir.

Tamm 2.1.29 (X, 7) bir topolojik uzay, (a,), X de bir dizi ve a € X olsun. Eger a €
U, olacak sekildeki her U, € T i¢in n > n, iken a,, € U, olacak sekilde bir ny € N
dogal sayis1 varsa (a,) dizisi a € X noktasina yakinsaktir denir ve bu (a,) — a

seklinde veya

lim a, =a (2.4)

n—-oo

seklinde gosterilir.



2.2 Siirekli Fonksiyonlar

Tanmmm 2.2.1 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak tizere bir f:(X,7) - (Y,0)
fonksiyonu ve bir x € X noktasi verilsin. Eger f(x) mn her bir V a¢ik komsulugu i¢in
f(U) €V olacak sekilde x, mn bir U agik komsulugu varsa f fonksiyonu x, € X
noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f

fonksiyonuna bir siirekli fonksiyon denir.

Teorem 2.2.2 (X,1) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak iizere bir f:(X,7) - (Y,0)
fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak Y deki her agik kiimenin ters goriintiisii X de

agiktir.

Teorem 2.2.3 f:(X,7) — (Y, 0) topolojik uzaylar arasinda bir fonksiyon ve f € o
smifi da o topolojisi i¢in bir baz olsun. Bu durumda f siireklidir ancak ve ancak her

bir B € B igin f~1(B) € 7 dur.

Teorem 2.2.4 (X,1) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak iizere bir f:(X,7) - (Y,0)
fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak Y deki her kapali kiimenin ters goriintiisii X de
kapalidir.

Teorem 2.2.5 f: (X, 1) — (Y, o) siirekli bir fonksiyon ve A € X ise

fa:(A4,74) = (Y, 0), fala) = f(a) (2.5)

ile tanimlanan f; kisitlanmis fonksiyonu da siireklidir.

Teorem 2.2.6 Bir f: (X,7) = (Y, 0) fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak her B € Y
igin f~1(B°) < (f~1(B))’ dur.

Teorem 2.2.7 Bir f: (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak her A € X
icin f(A4) < (f(4)) dur.
Teorem 2.2.8 Bir f: (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak her B € Y

icin f~1(B) € f~*(B) du.

Tanmm 2.2.9 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak tizere bir f:(X,7) - (Y,0)

fonksiyonu ve bir a € X noktasi verilsin. Eger a noktasina yakinsayan her (a,,) dizisi



icin (f (an)) — f(a) ise f fonksiyonu a noktasinda dizisel siireklidir denir. Her

noktada dizisel siirekli olan bir fonksiyona dizisel siireklidir denir.
Teorem 2.2.10 Siirekli bir fonksiyon dizisel siireklidir.

Tamm 2.2.11 (X,7) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere bir f: (X,7) - (Y,0)
fonksiyonu verilsin. Eger X deki her U ag¢ik kiimesi i¢in f(U) goriintii kiimesi Y de
acik ise f ye bir acik fonksiyon denir.

Benzer tanim kapalilik i¢in de asagidaki sekilde yapilabilir.

Tamm 2.2.12 (X,7) ve (Y, 0) topolojik uzaylar olmak tizere bir f: (X,7) - (Y,0)
fonksiyonu verilsin. Eger X deki her K kapali kiimesi i¢in f(K) goriintii kiimesi Y de
kapali ise f ye bir kapali fonksiyon denir.

Teorem 2.2.13 (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar ve f: (X,7) - (Y, o) birebir ve 6rten

bir fonksiyon olmak lizere f agiktir ancak ve ancak kapalidir.

Teorem 2.2.14 (X,7) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere bir f: (X,7) — (Y, 0)
fonksiyonu agiktir ancak ve ancak her A € X i¢in f(A°) < (f(A))O dir.

Sonug 2.2.15 f: (X, 7) - (Y, o) birebir ve orten bir fonksiyon olmak tizere f siirekli
ve agiktir ancak ve ancak her A € X i¢in f(4°%) = (f(A))O dur.

Teorem 2.2.16 Bir f: (X,t) — (Y, o) fonksiyonu kapalidir ancak ve ancak her A € X

icin (£(4)) c f(4) du.

Sonu¢ 2.2.17 Bir f:(X,t) — (Y,0) fonksiyonu siirekli ve kapalidir ancak ve ancak

her A € X icin (f(4)) = f(A) dur.

Tanim 2.2.18 (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak tizere bir f: (X,7) - (Y,0)
fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu birebir, orten, siirekli ve f fonksiyonunun tersi
f~1:(Y,0) » (X, 1) de siirekli ise f fonksiyonuna bir homeomorfizm denir. Eger
(X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar1 arasinda bir homeomorfizm varsa homeomorf

uzatlar denir.



Teorem 2.2.19 Topolojik uzaylarin homeomorf olma bagntisi bir denklik bagmtisidir.
Tanim 2.2.20 Homeomorfizm altinda korunan bir 6zellige topolojik 6zellik denir.
2.3 Carpim ve Boliim Uzaylan

Tanmm 2.3.1 (X3, 7,), (X3, 73), ..., (X, T,,) topolojik uzaylar ve X =[], X; olsun.
B ={IlL,U; |U; € 1,1 < i <n} simifin1 baz kabul eden X {iizerindeki topolojiye

sonlu ¢arpim topolojisi denir.

Teorem 2.3.2 (X, 1), (Y,0) ve (Z, p) birer topolojik uzay olmak tizere f: Z — X ve

g:Z - 'Y fonksiyonlar siireklidir ancak ve ancak

(f,9):Z > XXY,(f,9)(2) = (f(2),9(2) (2.6)

fonksiyonu siireklidir.

Teorem 2.3.3 (X,7), (X',1"), (Y,0) ve (Y',0") birer topolojik uzay olmak {lizere

f:X - X' ve g:Y - Y’ fonksiyonlari siireklidir ancak ve ancak

(f,@): X xY > X' XY, (f,)(xy) = (f(x), () (2.7)

fonksiyonu stireklidir.

Tamm 2.3.4 (Xy,7,),(X,,73),..., X, 7,) topolojik uzaylar ve X =]\, X;
tizerindeki topoloji ¢arpim topolojisi olsun. Her bir 1 < i < n i¢in 4; € X; olmak
uzere

(1) Iz X)° = [T, (4)°

(2) (T, X = ?:1@
dir.

Tamim 2.3.5 {(X;, 7;)|i € I} topolojik uzaylarin keyfi bir smifi ve X = ], X; olmak
iizere m;: X — X; izdiislim fonksiyonlarma gore X ilizerindeki baslangi¢ topolojisine

keyfi carpim topolojisi denir.

A = {n; 1(Ul-)lUl- € 7;} smifi X kiimesi iizerindeki keyfi ¢arpim topolojisi i¢in bir alt
bazdir.
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Tamm 2.3.6 (X, ) bir topolojik uzay, Y bostan farkl bir kiime ve f: X — Y orten bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonuna gore Y flizerindeki bitis topolojisi o olmak iizere
(Y, o) topolojik uzayina bir boliim uzayi ve f: (X, ) - (Y, o) fonksiyonuna da boliim
fonksiyonu denir.

Burada dikkat edelimki o = {V € Y|f~1(V) € 7} dur.

Teorem 2.3.7 Orten olan siirekli bir f:X — Y fonksiyonu agik ise bir bdlim
fonksiyonudur.

Teorem 2.3.8 Orten olan siirekli bir f:X — Y fonksiyonu kapali ise bir bdliim

fonksiyonudur.
2.4 Topolojik Gruplar

Tamm 2.4.1 G bir grup ve T da G tizerinde bir topoloji olsun. G X G tizerindeki topoloji

carpim topolojisi olmak {izere, eger grup yapisini olusturan

GXG - G
(2.8)
(a,b) v» ab
ve
G - G
(2.9)
a - at

fonksiyonlar siirekli ise G ye bu topoloji ile birlikte bir topolojik grup denir.

Onerme 2.4.2 Bir G grubu iizerinde bir topoloji verilsin. Bu durumda G grubu bu
topoloji ile beraber bir topolojik gruptur ancak ve ancak fark fonksiyonu olarak

adlandirilan

6: GXG - G

(a,b) » a7t (2.10

fonksiyonu siireklidir.

Ornek 2.4.3 Tanim kiimesi iizerindeki topoloji ayrik (diskre) topoloji olan her
fonksiyon siirekli oldugundan her grup iizerindeki ayrik topoloji ile birlikte bir

topolojik grup yapist olusturur.
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Ornek 2.4.4 Deger kiimesi iizerindeki topoloji ayrik olmayan (indiskre) topoloji olan
her fonksiyon siirekli oldugundan her grup iizerindeki ayrik olmayan topoloji ile

birlikte bir topolojik grup yapisi olusturur.

Ornek 2.4.5 Reel sayilar kiimesi iizerindeki alisiimis (standart) topoloji ve adi toplama

islemi ile birlikte bir topolojik grup yapisina sahiptir.

Tamim 2.4.6 G ve H birer topolojik grup olsun. Eger f: G — H doniistimii siirekli ve
her x,y € G i¢in f(xy) = f(x)f(y) ise f fonksiyonuna topolojik gruplarin bir

morfizmi denir.
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3. G —DIiZiSEL SUREKLILIK

Bu boliimde dncelikle topolojik uzaylarda iyi bilinen i¢ nokta, kapanis noktasi, yigilma
noktasi gibi kavramlarin herhangi bir G dizisel siireklilik metodu i¢in G —dizisel i¢
nokta, G —dizisel kapanis noktasi ve G —dizisel yigilma noktasi tanimlarina
genellestirilmeleri ve daha sonra bu kavramlar yardimi ile daha Once literatiirde
verilmis olan G —dizisel a¢ik kiime ve G —dizisel kapali kiime kavramlar1 ile bu

kavramlarin ¢esitli 6zellikleri hatirlatilmistir.
3.1 G —Dizisel Kapah Kiimeler

[k olarak bir dizinin G —dizisel yakinsakligi ve X in bir alt kiimesinin G —dizisel
kapanisi tanimlarini hatirlatalm. x = (x,,) € ¢;(X) ve | € X olmak tlizere G(x) =1

ise bu x = (x,,) dizisine | € X noktasina G —dizisel yakinsaktir denir.

Tanmm 3.1.1 A € X ve l € X olsun. Bu durumda G (x) = [ olacak sekilde A kiimesinin
elemanlarindan olusan bir x = (x,) bir dizi varsa, 0 zaman [ € X elemanina A

kiimesinin bir G —dizisel kapanis noktasi denir [2].

Bir A kiimesinin biitiin G —dizisel kapanis noktalarmin kiimesine bu A kiimesinin

—G
G —dizisel kapanig1 denir ve A ile gosterilir [2].

Tamim 3.1.2 Bir A € X alt kiimesi tiim G —dizisel kapanis noktalarin1 igeriyorsa, yani

ZG C Aise, bu A alt kiimesine G —dizisel kapali kiime denir [2].

—G —G
Agikea goriilityor ki herhangi bir G metodui¢in @ = @ ve X = X dir. Eger G regiiler

— —G
bir metot ise, 0 zaman A € A € A dir ve bu durumda A kiimesinin G —dizisel kapali

G
—G —G
olmasi igin gerek ve yeter sart A = A olmasidir. Regiiler metotlar i¢in bile (A ) =

—G
A ifadesi her zaman dogru degildir. Yine regiiler metotlar igin bile genelde herhangi

iki G —dizisel kapali kiimenin birlesimi G —dizisel kapali olmak zorunda degildir.

Tanim 3.1.3 Bir G metodu i¢in G(x) = [ olacak sekildeki G —dizisel yakinsak x =

(x,) dizisinin lim x,, = [ olacak sekilde bir (xn, ) alt dizisi varsa bu G metoduna bir

alt dizisel metot denir [2].
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Tanmm 3.1.4 A< X ve [ € X olsun. Bu durumda G(x) = [ olacak sekilde A\{l}
kiimesinin elemanlarindan olusan bir x = (x;,) bir dizi varsa, 0 zaman [ € X elemanina
A kiimesinin bir G —dizisel y1g1lma noktasi denir ve A kiimesinin G —dizisel y1gilma

noktalarinin kiimesi (4")€ ile gosterilir [2].

Tanmm 3.1.5 AC X ve [ € X olsun. Bu durumda ! hem A nin G —dizisel kapanis
noktast hem de A€ nin G —dizisel kapanis noktasi ise bu [ noktasina A nin G —dizisel
simir noktasi denir ve A kiimesinin G —dizisel smir noktalarmin kiimesi veya

G —dizisel smir1 (A2)€ ile gosterilir [2].

—G —
Lemma 3.1.6 G bir regiiler metot olmak iizere her A € X icin A = A dir ancak ve

ancak G bir alt dizisel metottur [2].

Teorem 3.1.7 G bir regiiler metot olmak iizere her A € X i¢in (4’)¢ = A’ dir ancak

ve ancak G bir alt dizisel metottur [2].

Teorem 3.1.8 G bir regiiler metot olmak iizere her A € X i¢in (4”)¢ = AP dir ancak

ve ancak G bir alt dizisel metottur [2].

Teorem 3.1.9 G regiiler bir metot ve 4, B € X olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
dogrudur [2].

-6 —G
(i) EgerAc BiseA cB

iy 2°UB° c AU B,

— G —G —G
(iii) AnB cA NnB,
(iv) 4 +B cA+B,

v) 4" =-a°

(vi) bir alt grubun G —dizisel kapanisi da bir alt gruptur,
(vii) eger A, G —dizisel kapali ise A + {0} = A dr.
Ispat: (i) ve (iii) nin ispatlar1 agiktir ve bu yiizden atlanir. (ii) sikkmi ispatlamak igin

ZG U EG de herhangi bir [ eleman1 alalim. O zaman [ ya ZG de ya da EG dedir.

G (x) =l oldugundan B’deki biitiin noktalarin ya da A’daki biitiin noktalarin bir x =

—
(x,,) dizisi vardir. Boylelikle [l € AU B bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. (iv) sikkini
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—G —G —G
ispatlamak i¢in, l €A + B olsun. Bu ylizden [ = [; + [, oldugundan [; € A ve

l, € B' olur. O halde G(x) = 1, ve G(y) = [, oldugundan B deki noktalarm y = (y,)

ve A daki noktalarin x = (x,,) dizisi vardir. Simdi bir z = x + y dizisi tanimlayalim.

G nin toplamsalligimdan, G(z) =Gx+y)=G6Gx)+Gy) =1+, €A+ B

oldugunu kolayca goriiliir. (iii) ve (iv) siklarinin ispatlar1 agiktir.

Ornek 3.1.10 G(x):= limn_,w% olarak tanmmlayalim. X = R fiizerinde

standart topolojisi ve A = {0}, B = {1} olsun. Standart kapanis durumuna ters olarak
bu 6rnek (ii) ifadesindeki kapsamanin esitlik ile degistirilemeyecegini gostermektedir.

Bu 6rnek ayni zamanda regiiler bir metot i¢in bile, A = {0,1} kiimesinin G —kapanis1

—G —G
A = {O,%, 1} ve onun tekrar G —dizisel kapanisi (A ) = {O,i,%,%, 1} oldugundan

G
—G —G . .
(A ) = A ifadesinin her zaman dogru olmadigini agiklar.

Ornek 3.1.11 Eger G, G (x) := x, olarak verilirse o halde X in herhangi bir alt kiimesi
G —dizisel kapali olur. Bu ise bir elemanin, bir kiimenin G —dizisel kapanisinda
olmasinin genel olarak kiimenin dizisel kapanisinda oldugu anlamina gelmedigini

gostertir.

Teorem 3.1.12 G regiiler bir metot olsun ve {4;: i € I}, X in alt kiimelerinin herhangi

bir koleksiyonu olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir [2].
) -G —G
() Uiesdi © Ui 4 -
... —=G —G
(i) Nier4; < N4

—G —=G
(i) XierAi S Lier i -
Ispat: Ispatlar 6nceki teoremin ispatlartyla benzerdir.

Teorem 3.1.13 G regiiler bir method ve A,B € X olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler dogrudur [2].
(i) Eger A c B ise 0 zaman (4")¢ c (B)C.

(i) 4° = AUA)C.

(i) 4° = AU4>)S.
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Ispat: (i)’in ispatm1 gérmek agiktir bu yiizden atlamir. (ii)’nin ispat1 igin ZG nin
herhangi bir [ elemanini alalim. O halde [ ya A da ya da A nin tiimleyenindedir. Eger
[, A daise o halde A U(A")¢ dir. Eger [, A nin tiimleyeninde ise G (x) = [ oldugundan
A\{l} de bir x = (x,,) dizisi vardir. Bu nedenle [ € (4")¢. Ote yandan, biz (4")¢ c

2% ve Ac A oldugu icin AUANS c A" elde ederiz. (iii)nin ispati icin [ €
A U(AP)C olsun. O halde I ya A dadir ya da (A?)¢ dedir. Eger [ € A ise, regiiler bir G

—G .
metoti icin A € A oldugu i¢in ispat agiktir. Eger [ € (A?)¢ ise o halde A¢, A nin

—G —G —G . —G . .
tiimleyeni olmak iizere L € A N A¢ olur. Buyiizdenl € A . Tersine, A nin herhangi

bir [ elemanimi alalim. Bu nedenle [ ya A dadir ya da A€ dedir. Eger [ € A ise ispat

. .. —G
tamamdir. Eger [, A€ de ise 0 zaman G regiiler oldugu i¢in [ € A¢  dur.

Sonu¢ 3.1.14 G regiiler bir metot olsun. X in G —dizisel kapali alt kiimelerinin

herhangi bir kesisimi yine X in bir G —dizisel kapali alt kiimesidir [2].
Ispat: Ispat kolaylikla elde edilebilir.

Regiiler metotlar i¢in bile X in herhangi iki G —dizisel kapali alt kiimesinin

birlesiminin yine X de G —dizisel kapali olmasina gerek yoktur.
Teorem 3.1.15 G; Ve Gy, ¢, (X) = ¢, (X) olacak sekilde X iizerinde iki metot olsun.

Budurumda 4" c 27 + 4% dir [2].

fspat: Le 4" “ olsun. O halde (G, + G,)(x) = [ olacak sekilde bir dizi x = (x,,)
dizisi vardir. Buradan G;(x) + G,(x) =1 dir. G{(x) = [; ve G,(x) =L, diyelim.

—G4 —G2 —G1 —G;
Boylece l; €A "vel, € A "olur.Buradanl =1, +1, € A+ A " dr.

Sonu¢ 3.1.16 G, Ve G, cg, (X) = cg,(X) olacak sekilde X iizerinde iki alt dizisel
metot olsun. Bu durumda (4")%1* 62 < (A")% + (A")% dir [2].

Ispat: ispat Teorem 3.1.15 den elde edilir.

Sonug 3.1.17 G, Ve G,, ¢, (X) = c¢,(X) olacak sekilde X iizerinde iki metot olsun.
Bu durumda (4?)%1* 62 ¢ (AP)G1 + (AP)%2 dir.
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Ispat: Ispat Teorem 3.1.15 den elde edilir.
3.2 G —Dizisel Acik Kiimeler

Tamm 3.2.1 A € X olmak lizere A kiimesinin tiimleyeni G —dizisel kapaliysa, yani

X\A “cx \A ise, bu A kiimesine G —dizisel agik kiime denir [33].

Regiiler bir ¢ metodu icin, X in bir alt kiimesinin G —dizisel kapanis1 kiimenin

kendisini icerdiginden, bir A € X alt kiimesi G —dizisel agiktir ancak ve ancak

X\A - = X\A dir [33].

Teorem 3.2.2 G, X de bir metot olsun. {F;:i €I}, X in G —dizisel kapali alt

kiimelerinin bir koleksiyonu olmak tizere N;¢; F; kesisimi de G —dizisel kapalidir [33].
Ispat: Teorem 3.1.12 (ii) ve varsayima gore
g G
ﬂFi - ﬂFi QﬂFj. (3.2)
iel iel iel
Teorem 3.2.3 G, X de bir metot olsun. X in herhangi G —dizisel agik alt kiimelerinin

birlesimi yine G —dizisel agiktir [33].
Ispat: Ispat, Teorem 3.2.2 den kolayca elde edilir.

Bir onceki kisimda belirttigimiz gibi, G —dizisel kapali alt kiimelerinin birlesimi
G —dizisel kapali olmadigindan, X in G —dizisel agik alt kiimelerinin kesisiminin
G —dizisel agik olmasi gerekmez. Bu nedenle, X in G —dizisel agik alt kiimelerinin

sinifi her zaman X iizerinde bir topoloji belirtmez [33].
Simdi, bir noktanin komsulugu kavramin1 G —dizisel durum i¢in modifiye ediyoruz.

Tammm 3.2.4 G, X tUzerinde bir method, U, X in bir alt kiimesi ve a € U olsun. a € A
ve A € U olacak sekilde X in bir G —dizisel agik alt kiimesi A varsa U ya a nin bir

G —dizisel komsulugu denir [33].

Teorem 3.2.3 ve Tanim 3.2.4 den, X in bir alt kiimesi A nin ¢ —dizisel a¢ik olmasi i¢in

gerek ve yeter sartin A nin her noktasinin ¢ —dizisel komsulugu olmasi ortaya ¢ikar.
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Teorem 3.2.5 G, X {izerinde bir metot ve A € X olsun. A, G —dizisel agiktir ancak ve
ancak her a € A nin U, € A olacak sekilde bir G —dizisel a¢ik komsulugu U, vardir
[33].

Ispat: Ispat, Teorem 3.2.3 den kolayca elde edilir.
Tanim 3.2.6 G, X tizerinde bir metot ve A € X olsun. Bu durumda
U{U C A | U kiimesi G — dizisel agiktir} (3.2)

kiimesi A nin G —dizisel igi olarak adlandirilir ve A% ile gosterilir [33].

Burada agik¢a goriiliiyor ki a € A°¢ dir ancak ve ancak a elemaninin U € A olacak

sekilde bir G —dizisel a¢ik komsulugu U vardur.

Teorem 3.2.7 G, X iizerinde bir metot ve A,B € X olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler saglanir [33].

(i) A%, G —dizisel agiktir.

(ii) A% C A dr.

(iii) A, G —dizisel aciktir ancak ve ancak A = A% dr.

(iv) Eger A € B ise A°¢ < B dir.

(V) (4N B)° c A% n B d.

(vi) A% U B9 < (AU B)% dur.

Ispat: (i) A°¢, A da bulunan G —dizisel acik alt kiimelerinin birlesimi oldugundan
G —dizisel agiktir. (ii), (iii) ve (iv) Tanim 3.2.6 dan agikc¢a elde edilir. (v) ve (vi) ise
(iv) den elde edilir.

Teorem 3.2.8 G, X iizerinde bir metot ve {A;: i € I}, X in alt kiimelerinin bir sinifi

olsun. Bu durumda
() (Nier A€ S Ny A% ve
(i) U 4% S (Ui 406 dir [33].

Ispat: Ispat, Teorem 3.2.7 (iv) den kolayca elde edilir.
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Teorem 3.2.9 G, X tuzerinde bir metot ve A € X olsun. O halde
= ﬂ{K | A € K ve K kiimesi G — dizisel kapalidir} (3.3)

dir [33].

. —G _—G
Ispat: Eger A € K ve K kiimesi G —dizisel kapali ise A S K < K oldugundan

istenilen sonug elde edilir.

: —G . .
Teorem 3.2.10 G, X iizerinde regiiler bir metot ve A € X olsun. Eger x € A ise x In

her G —dizisel agik komsulugu U i¢in A N U # @ dir [33].

Ispat: x € ZG olsun. Teorem 3.2.9 a gore, A kiimesini i¢eren her G —dizisel kapali K
alt kiimesi i¢in x € K dir. U, x in bir G —dizisel a¢ik komsulugu ise o zaman U N A
bos degildir. Aksi takdirde U N A bos olsaydi A € X\U ve X\U ise G —dizisel kapali
bir alt kiime olup x € X\U olur. Bu ise bir ¢eliskidir.

—G
Tamm 3.2.11 G, X {izerinde regiiler bir metot ve A € X olsun. Eger A = X ise bu A4

kiimesine X de G —dizisel yogun kiime denir [2].

Sonug¢ 3.2.12 Eger A, X de G —dizisel yogun ise bu durumda X in her G —dizisel a¢ik
alt kiimesi i¢in A N U kiimesi bos degildir [33].

—G
Teorem 3.2.13 X in bir A alt kiimesi icin X\A < X\A% dir [33].

. —0G . . ..
Ispat: x €A ise 0 zaman x € U € A olacak sekilde x in bir G —dizisel agik

komsulugu U vardir. Yani X\U, X\A kiimesini i¢eren X in G —dizisel kapali bir alt

—0G
kiimesidir fakat x € X\U dir. Bu nedenle Teorem 3.2.3 den x ¢ X\A olur. Bu ise

ispat1 tamamlar.

Bir A alt kiimesinin G —dizisel sinir1, hem A nin G —dizisel kapanisinda hem de A nin
tiimleyeninin G —dizisel kapanisinda bulunan noktalarin kiimesi olarak tanimlanmig

ve (AP)¢ ile gosterilmisti. Teorem 3.2.13 den asagidaki sonug elde edilebilir,
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Sonuc 3.2.14 G, X iizerinde bir metot ve A € X olsun. Bu durumda (4?)¢ c ZG\AOG
dir [33].

G nin regiiler ve alt dizisel bir metot oldugu durumlarda, G —dizisel agik alt kiimelerin

ve acik alt kiimelerin ayn1 oldugu gosterilebilir.

Lemma 3.2.15 G regiiler ve alt dizisel bir metot olsun. Bu durumda X in herhangi bir
A alt kiimesi igin A% = A° dir [33].

Ispat: G regiiler ve alt dizisel bir metot ise, Lemma 3.2.15 den X in bir A alt kiimesi
—G —
icin A = A dir. Boylece eger A, G —dizisel agiksa X\A kiimesi G —dizisel kapalidir
—G -
ve G nin regiiler olmasindan X\A = X\A = X\A dir. Dolayisiyla A agiktir. Tersine

- - — /3 _G « .
olarak, A bir agik alt kiime ise X\A = X\A = X\A ve boylece A4, G —dizisel agiktir.
Dolayistyla A%¢, A°¢ C A olacak sekilde bir agik kiimedir ve buradan A°¢ < A° dir.
Benzer sekilde A%, A kiimesi tarafindan kapsanan bir G —dizisel agik alt kiimedir ve

boylece A° € A% dir. Bu nedenle A°¢ = A° dur.
3.3 G —Dizisel Siireklilik

Tamm 3.3.1 Bir f: X — X fonksiyonu ve bir u € X eleman verilsin. Eger X de bir
x = (x,) dizisi verildiginde G(x) =u iken G(f(x)) = f(u) oluyorsa, bu f

fonksiyonu u noktasinda G —dizisel siireklidir denir [2].

Eger f:X — X fonksiyonu her u € X noktasinda G —dizisel sirekli ise bu f

fonksiyonuna kisaca G —dizisel siireklidir denir.

Teorem 3.3.2 G regiiler bir metot olsun. Eger bir f fonksiyonu bir u noktasinda

G —dizisel siirekli ise u € 2° iken f(uw) e f(A)G dir [2].

Ispat: f in bir u noktasinda G —dizisel siirekli oldugunu varsayalim. 4, X in herhangi

bir alt kiimesi ve u € ZG olsun. O halde G (x) = u olacak sekilde A da bir x = (x,,)

dizisi vardir. f fonksiyonu u noktasinda G —dizisel siirekli oldugu i¢in G(f(x)) =

£ (w) olur. Buradan f(u) € mc bulunur.
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Sonug 3.3.3 G regiiler bir metot olsun. Eger bir f fonksiyonu G —dizisel siirekli ise X

in her A alt kiimesi i¢in f (ZG) c (f(A))G dir [2].

Regiiler alt dizisel metotlar i¢cin Teorem 3.2.2 nin ve bdylece Sonug 3.3.3 {in tersi de

dogrudur. Yani bir f fonksiyonu bir u noktasinda G —dizisel siireklidir ancak ve ancak

— —G
ued iken f(u) € f(A) dir. Buradan, bir f fonksiyonu X de G —dizisel siireklidir

- —G
ancak ve ancak X in her A alt kiimesi i¢in f (AG) c (f(4) d.

Sonug 3.3.4 G regiiler bir metot olsun. Eger birebir ve orten bir f fonksiyonu X de

G
G —dizisel siirekli ise bu durumda X in her A alt kiimesi igin £((4")9) < ((f(4))')
dir [2].

Sonug 3.3.5 G regiiler bir metot olsun. Eger birebir ve 6rten bir f fonksiyonu X de
G —dizisel siirekli ise bu durumda X in her A alt kiimesi icin f(((4)?)¢) c

((F)’)” dr 21

Regiiler alt dizisel metotlar i¢in Sonug 3.3.4 ve 3.3.5 deki ifadelerin tersi dogrudur.

Yani birebir ve orten bir f fonksiyonu X de G —dizisel siireklidir ancak ve ancak

ey e (Fy) a2,

Teorem 3.3.6 G regiiler bir metot olsun. Eger X de bir f fonksiyonu G —dizisel siirekli
ise 0 halde X in herhangi bir G —dizisel kapali alt kiimesinin ters goriintiisii G —dizisel
kapahdir. Yani, X in her G —dizisel kapali K alt kiimesi igin f~1(K) ters goriintii
kiimesi G —dizisel kapalidir [2].

Ispat: [19] da Lemma 2 de oldugu gibi ayni teknikleri kullanarak bu teoremlerin ispat1

elde edilebilir.

Yukaridaki Teorem G —dizisel agik kiimeler yardimi ile asagidaki sekilde de

verilebilir.

Teorem 3.3.7 G regiiler bir metot olsun. Eger X kiimesi {izerinde tanimli bir f

fonksiyonu G —dizisel siirekli ise o halde X in her G —dizisel agik alt kiimesinin ters
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goriintiisii G —dizisel agiktir. Yani, X in her G —dizisel agik U alt kiimesi igin f~1(U)

ters goriintii kiimesi G —dizisel agiktir [33].

Ispat: f:X — X, herhangi bir G —dizisel siirekli fonksiyon ve X in herhangi bir
G —dizisel acik alt kiimesi A olsun. O zaman X\A kiimesi G —dizisel kapalidir.
Yardime1 teorem 2.23 den f~1(X\A4) da G —dizisel kapalhdir. Ote yandan

A = fHOONfHA) =X\ f71(A) (3.4)
ve boylece f~1(A) ters goriintii kiimesi G —dizisel agiktir.
Teorem 3.3.8 G regiiler bir alt dizisel metot olsun. O halde her G —dizisel siirekli
fonksiyon siradan anlamda siireklidir [2].

Ispat: ispat kolaylikla gériiliir bu yiizden atlanr.

Teorem 3.3.9 G regiiler bir metot olsun. Eger her siirekli fonksiyon G —dizisel siirekli

ise 0 zaman G bir alt dizisel metotdur [2].

Ispat: Kabul edelim ki G bir alt dizisel metot olmasin. Siirekli ama G —dizisel siirekli

olmayan bir fonksiyon bulacagiz. G alt dizisel olmadigindan, kapanis1 G —dizisel

kapanisinin bir dzalt kiimesi olan X de bir F alt kiimesi vardir. Birer [ € fc \Fvel, €
F alalm. x ¢ F igin f(x) =1 ve her x € F i¢in f(x) = I, olacak sekilde bir f
fonksiyonu tanimlayalim. f nin G —dizisel olarak siirekli olmadig1 ve siradan anlamda

stirekli oldugu agiktir. Bu ise ispati tamamlar.

Simdi standart topoloji teorisinde bulunan kapali fonksiyon tanimin1 ¢ —dizisel kapali

fonksiyon versiyonunu veriyoruz.

Tamm 3.3.10 Bir f: X — X fonksiyonu verilsin. Eger X kiimesinin her G —dizisel
kapal alt kiimesi K i¢in f(K) gorintii kiimesi G —dizisel kapaliysa bu f fonksiyonu
G —dizisel kapali fonksiyon olarak adlandirilir [2].

Teorem 3.3.11 G regiiler bir metot olsun. Bir f fonksiyonu G-dizisel kapalidir ancak

G G
ve ancak X in her A altkiimesi igin (f(4)) < f (A ) dir [2].
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Ispat: G regiiler oldugundan A c ZG dir. f fonksiyonu G —dizisel olarak kapali

oldugundan, (f(4))¢ c (ZG). Simdi farz edelim ki X in her A alt kiimesi i¢in

(FA) < (A”) olsun. F, X in herhangi bir G —dizisel kapal altkiimesi olmak iizere

—G

G (F") = f(F) dir. Bundan dolay: f fonksiyonu G —dizisel kapalid.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.12 X kiimesi iizerinde tanimli bir f fonksiyonu toplamsaldir ancak ve
ancak cg, (X) = cg,(X) olacak sekildeki her G; ve G, dizisel yakinsama metodu igin
f fonksiyonu G;-dizisel siirekli ve G,-dizisel siirekli iken (G; + G,) —dizisel
stireklidir [2].

Ispat: (G, + G,)(x) = u olsun. G;(x) = u; ve G,(x) = u, diyelim. f, G, —siirekli
ve G, —siirekli oldugundan G,(f(x)) = f(uy) ve G,(f(x)) = f(u,) olur. Bundan
dolay1

G (f(0) + G,(f(0)
= flu) + f(uy)

= f(u; +uy)

= f(w).

(Gl + Gz)(f(x))

(3.5)

Simdi f nin toplamsal olmadigini varsayalim, boylece f(u; + uy) # f(uy) + f(uy)
olacak sekilde u; ve u, elemanlar1 vardir. G;(x) = x; ve G,(x) = x,, seklinde
tanimlayalim. O zaman

(G + G2)(uyg,uy,0,0,...) = G (ug,u,,0,0,...) + Go(uy,u,,0,0,...)

(3.6)
= ul + uz

ama (G, + G,) (f(uy), f(u),0,0,...) = f(uy) + f(uy)olupbuise f (u; + uy) den
farklidir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi standart topoloji teorisinde bulunan ag¢ik fonksiyon tanimini G —dizisel agik

fonksiyon versiyonunu veriyoruz.
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Tanim 3.3.13 Bir f: X — X fonksiyonu verilsin. Eger X kiimesinin her G —dizisel agik
alt kiimesi U i¢in f (U) goriintii kiimesi G —dizisel agik ise bu f fonksiyonu G —dizisel
acik fonksiyon olarak adlandirilir [33].

Teorem 3.3.14 G, X de bir metot olsun. Bir f: X — X fonksiyonu G —dizisel agiktir
ancak ve ancak her A € X alt kiimesi i¢in f(A°¢) € f(A)°¢ dir [33].

Ispat: f:X — X fonksiyonu G —dizisel agik ve A € X olsun. A°¢ € X oldugu igin
f(A%) C f(A) ve bu yiizden f(A°¢)%¢ c f(A)°¢ olur. Burada f(A4°¢), G —dizisel
acik oldugundan dolay1 f(A%) < f(A)°¢ olur. Tersine, herhangi bir A € X alt
kiimesi igin f(A%) € f(A)°¢ oldugunu varsayalim. Dolayisiyla, herhangi bir
G —dizisel agik alt kiime U i¢in, f(U) S f(U)°¢ olur ve bu nedenle f(U), G —dizisel
agiktir.

Teorem 3.3.15 G regiiler bir metot ve f: X — X birebir ve 6rten bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu G —dizisel siirekliyse bu durumda X kiimesinin herhangi bir A alt
kiimesi i¢in f(4)%¢ < £(A4°¢) dir [33].

Ispat: Teorem 3.3.7 den f~' fonksiyonu G —dizisel agiktir. Dolayisiyla Teorem
3.3.14 den, X in herhangi bir alt kiimesi i¢in f~1(B%¢) < f~1(B)%. B yi f(A) ile
degistirirsek, iddia edildigi gibi f(A)°¢ < f(A°%) olur.

Simdi toplamsal bir fonksiyonun birim elemanda G —dizisel siirekli olmasinin

herhangi bir elemanda G —dizisel siirekli olmasini gerektirdigini gosterecegiz.

Teorem 3.3.16 G regiiler bir metot ve f: X — X toplamsal bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f birim elemanda G —dizisel siireklidir ancak ve ancak f herhangi bir a € X

noktasinda G —dizisel stireklidir [33].

Ispat: f: X — X toplamsal fonksiyon birim elemanda (0) G —dizisel siirekli olsun.
Boylece G (x) = 0 oldugunda G(f(x)) = 0 olur. x, G(x) = a olacak sekilde X de bir
dizi ve a ise a = (a,qa,a, ...) sabit dizisi olsun. G regiiler bir metot oldugundan
G(a) = a dr. Bu yiizden, x —a dizisi 0 orjinine G —yakinsaktir. Bdylece
varsayimdan G(f(x —a)) =0 dir. f ve G toplamsal oldugundan G(f(x))—
G(f(a)) = 0 bulunur. Burada f (a) sabit dizisi f(a) noktasina yakinsak oldugundan
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ve G regiiler oldugundan G(f(a)) = f(a) olur. Bu nedenle G(f(x)) = f(a) bulunur.

Yani f herhangi bir a € X noktasinda G —dizisel stireklidir.

Sonug¢ 3.3.17 G regiiler bir metot olsun. Bu durumda herhangi bira € X icin x » a +
x ile tanimli f;;: X — X fonksiyonu, G —dizisel siirekli, G —dizisel kapali ve G —dizisel
aciktir [33].

Ispat: x, G(x) = u € X ile G —dizisel yakinsak bir dizi ve a, a = (a,a,a ...) sabit
dizi olsun. Daha sonra a + x dizisi a + u ya G —dizisel yakinsak olur ¢iinkii a =
(a,a,a...) sabit dizisi a ya G —dizisel yakinsaktir. Burada G toplamsal ve regiiler olup
bundan dolay1 G(a + x) = a + u dir. Bu nedenle G(f,(x)) =G(a+x)=a+u=
fa(w) ve f, fonksiyonu G —dizisel siireklidir. f; nin tersi f_, oldugundan ve Lemma
3.3.6 den f, fonksiyonu G —dizisel kapali ve Teorem 3.3.7 den f, fonksiyonu
G —dizisel agiktir.

Teorem 3.3.18 G regiiler bir metot olsun. A ve B kiimelerinden biri G —dizisel agiksa

bu durumda A + B toplamida ayni1 sekilde G —dizisel agiktir [33].

Ispat: B kiimesi X in G —dizisel agik bir alt kiimesi ve A ise X in herhangi bir alt
kiimesi olsun. Sonu¢ 2.28 den a + B, herhangi bir a € A i¢in G —dizisel agiktir.
Teorem 2.3den A + B = Ugyey a + B 0ldugundan A + B kiimesi G —dizisel agiktir.

Teorem 3.3.19 G regiiler bir metot ve f, g: X — X birer fonksiyon olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur [33].
(i) f ve g, G —dizisel siirekli ise 0 zaman gf de G —dizisel siireklidir.

(i) f ve g, G —dizisel agik (kapali) ise 0 zaman gf de G —dizisel agiktir (kapalidir).

(iii) f ve g, G —dizisel siirekli ise o zaman f + g de G —dizisel siireklidir.

(iv) gf, G —dizisel acik (kapali) ve f Orten ise o zaman g, G —dizisel agiktir
(kapaldir).

(v) gf, G —dizisel acik (kapali) ve g birebir ise 0 zaman f, G-dizisel agiktir
(kapalidir).

Ispat: (i) x, G(x) = u € X olacak sekilde X de bir dizi olsun. f fonksiyonu u
noktasinda G —dizisel siirekli oldugundan G(f(x)) = f(w) ve g, f () da G —dizisel
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siirekli oldugundan G (g(f (x))) = g(f (w)) olur. Bu nedenle gf bileske fonksiyonu
G —dizisel stireklidir.

(i) Asikardur.

(ili) x, G(x) = u € X olacak sekilde X de bir dizi olsun. f ve g fonksiyonlar1
G —dizisel siirekli oldugundan, G(f(x)) = f(u) ve G(g(x)) = g(w) olur. Bu
nedenle G nin toplanabilirliginden

G((f +9) @) = 6(F(0) + 6(g®) = fFw) + gw) = (f + 9) ()
Yani f + g, G —dizisel stireklidir.

(iv) A, X’in bir G —dizisel agik alt kiimesi olsun. f, G —dizisel siirekli oldugundan
f~1(A) da G —dizisel agiktir. gf, G —dizisel agik ve f orten oldugu icin
(9N(f1(A)) = g(A) G —dizisel agiktir. A nin kapali oldugu durum igin ispat
benzerdir.

(v) A, X’in bir G —dizisel agik alt kiimesi olsun. gf, G —dizisel agik oldugundan
(gf)~1(A) da G —dizisel aciktir. g, G —dizisel siirekli ve bire bir oldugu i¢in
g tgf(A) = f(A) G —dizisel agiktir. A'nmn kapali oldugu durumda ispat

benzerdir.
Asagidakilerin ispatlar1 agiktir ancak sartlar1 kontrol etmek i¢in ayrmtilar1 yaziyoruz.
Teorem 3.3.20 G bir metot olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur [33].

(i) Eger f: X — X fonksiyonu G —dizisel siirekliyse o zaman ayn1 zamanda bir A alt
kiimesi i¢in f: A = X kisitlamasi da G —dizisel siireklidir.
(i) Ozdeslik doniisiimii f: X — X, G —dizisel siireklidir.
(ili) A < X alt kiimesi i¢in f: A = X i¢ine doniistimii G —dizisel siireklidir.
(iv) G regiiler ise, sabit bir f: X — X fonksiyonu G —dizisel siireklidir.
(v) f, G —dizisel siirekliyse o zaman - f de G —dizisel siireklidir.
(vi) f:X =X, f(x) = —x ters eleman fonksiyonu G —dizisel siireklidir.

(vii) f:X = X, f(x) = —x ters eleman fonksiyonu G —dizisel kapalidur.

Ispat: (i) x, G(x) = u olacak sekilde A daki terimlerin bir dizisi olsun. f, G —dizisel
siirekli oldugu i¢in G(f (x)) = f(u) olur.

(i) X deki bir x dizisi icin G(x) =u olsun. G(f(x)) =G(x) =u=f(w) ve
boylece f 6zdeslik fonksiyonu G —dizisel siireklidir.
(iit) (i) ve (ii) den elde edilir.
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(iv) f:X - X, f(x) = x, sabit bir fonksiyon ve x, G(x) = u olacak sekilde X de bir
dizi olsun. O zaman f(x) = ( xg, Xg, ---, X, --- ) diziSi x, noktasma yakinsar. G
regiiler ve G(f(x)) = x, = f(w) olup f fonksiyonu G —dizisel siireklidir.

(V) x, G(x) = u olacak sekilde X de bir dizi olsun. f, G —dizisel siirekli oldugu i¢in
G(f(x)) = f(w) olur. Bu nedenle G(—f(x))=-G(f(x))=—f(u) ve
dolayisiyla - f fonksiyonu G —dizisel siireklidir.

(vi) (i) ve (v) den elde edilir.

(vii) (vi) ve Lemma 3.3.6 dan elde edilir.

Teorem 3.3.19 ve Teorem 3.3.20 den, asagidaki sonuglar1 elde edebiliriz.

Sonug 3.3.21 G regiiler bir metot ve C¢(X) ise G —dizisel siirekli fonksiyonlarin sinifi
olsun. Bu durumda C¢(X) sinifi fonksiyonlarm toplami islemi ile bir grup yapisi

olusturur [33].

Teorem 3.3.22 G regiiler bir metot ve f: X — X ise G —dizisel siirekli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda 4 = {x € X |f(x) = 0} kiimesi, yani f fonksiyonunun ¢ekirdegi,
X in G —dizisel kapal1 bir alt kiimesidir [33].

Ispat: A = f~2({0}) ve {0} G —dizisel kapal1 oldugundan istenilen Lemma 3.3.6 dan

elde edilir.

Teorem 3.3.23 G regiiler bir metot ve f,g:X — X ise G —dizisel siirekli birer
fonksiyon olsunlar. Bu durumda A = {x € X |f(x) = g(x)} kiimesi X in G —dizisel
kapali bir alt kiimesidir [33].

Ispat: istenilen, f — g: X — X fonksiyonuna Teorem 3.3.22 nin uygulanmasi ile elde

edilir.
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4. G — H —DIZIiSEL SUREKLILIK

Bu boliimde X ve Y birinci sayilabilirlik aksiyomunu saglayan toplamsal olarak
gosterilen birer topolojik Hausdorff grubunu belirtecektir. G ve H sirasiyla X ve Y

iizerinde birer dizisel yakinsaklik metodu, yani

Gicg(X) > X (4.2)
ve

H:icy(Y)>Y (4.2)

birer toplamsal fonksiyon olsunlar. Ayrica bu bdliimde bahsi gegen f:X — Y
fonksiyonlart igin f(cg (X)) E cy(Y) oldugu varsayilacaktr.

4.1 G — H —Dizisel Siirekli Fonksiyonlar

Tamm 4.1.1 G ve H sirastyla X ve Y lizerinde birer metot olsun ve bir f: X =Y
fonksiyonu verilsin. Eger X de bir x = (x,) dizisi verildiginde G(x) = u iken
H(f(x)) = f(u) oluyorsa, bu f fonksiyonuna u noktasinda G — H —dizisel siireklidir

denir.

Eger f:X — Y fonksiyonu her u € X noktasinda G — H —dizisel siirekli ise bu f

fonksiyonuna kisaca G — H —dizisel stireklidir denir.

Teorem 4.1.2 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Eger bir f: X — Y fonksiyonu bir
—G

u € X noktasinda G — H —dizisel siirekli ise bir AS X icin u € A iken f(u) €

—H

f(A) d.

Ispat: f fonksiyonunun bir u € X noktasmnda G — H —dizisel siirekli oldugunu

—G
varsayalim. A, X in herhangi bir alt kiimesi ve u € A olsun. O halde G (x) = u olacak

sekilde A da bir x = (x,,) dizisi vardir. f fonksiyonu u € X noktasinda G — H —dizisel

siirekli oldugu icin H(f(x)) = f(w) olur. Buradan f(w) € f(4) bulunur.

Sonuc¢ 4.1.3 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Eger bir f: X — Y fonksiyonu G —

. . .. . c. . —G 1
H —dizisel siirekli ise X in her A alt kiimesi igin f (A ) c (f(4) dr.
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Regiiler alt dizisel metotlar i¢in Teorem 4.1.2 nin ve bdylece Sonug 4.1.3 {in tersi de

dogrudur. Yani bir f fonksiyonu bir u noktasinda G — H —dizisel siireklidir ancak ve
— ——H
ancak u €A iken f(u) € f(A) dir. Buradan, bir f:X —» Y fonksiyonu G —

_ — H
H —dizisel siireklidir ancak ve ancak X in her A alt kiimesi i¢in f (AG) c (f (A))
dir.

Sonu¢ 4.1.4 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Eger birebir ve orten bir f: X - Y

fonksiyonu G — H —dizisel siirekli ise bu durumda X in her A alt kiimesi igin

Fay® e ((FY) d

Sonuc 4.1.5 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Eger birebir ve 6rten bir f fonksiyonu
X de G — H —dizisel siirekli ise bu durumda X in her A alt kiimesi icin f(((4)?)¢) c

((f(A))b)H drr.

Regiiler alt dizisel metotlar i¢in Sonug¢ 4.1.4 ve 4.1.5 deki ifadelerin tersi dogrudur.

Yani birebir ve orten bir f: X — Y fonksiyonu G — H —dizisel siireklidir ancak ve

ancak f((4")¢) c ((f(A))’)H drr.

Teorem 4.1.6 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Eger bir f: X — Y fonksiyonu G —
H —dizisel siirekli ise o halde Y in herhangi bir H —dizisel kapal alt kiimesinin ters
gorlintlisii G —dizisel kapalidir. Yani, Y in her H —dizisel kapali K alt kiimesi i¢in

f~Y(K) ters goriintii kiimesi G —dizisel kapalidir.

Ispat: K, Y nin bir H —dizisel kapali alt kiimesi olsun. f~*(K) kiimesinde bir x =
(x,,) dizisi alalim. Buradan f(x) ise K kiimesinde bir dizi olur. K kiimesi H —dizisel
kapali oldugundan H (f (x)) =f (G (x)) € K olup G(x) € f~1(K) bulunur. Boylece

f1(K) ters goriintii kiimesi G —dizisel kapalidir.

Yukaridaki Teorem G —dizisel agik ve H —dizisel agik kiimeler yardimi ile asagidaki

sekilde de verilebilir.

Teorem 4.1.7 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Eger bir f: X — Y fonksiyonu G —

H —dizisel siirekli ise o halde Y nin her H —dizisel acik alt kiimesinin ters goriintiisii
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G —dizisel agiktir. Yani, Y nin her H —dizisel agik U alt kiimesi i¢in f~1(U) ters

gorilintii kiimesi G —dizisel agiktir.

Ispat: f:X — Y, herhangi bir G — H —dizisel siirekli fonksiyon ve Y in herhangi bir
H —dizisel acik alt kiimesi A olsun. O zaman Y\A kiimesi H —dizisel kapalidir.
Teorem 4.1.7 den f~1(Y\A) da G —dizisel kapahdir. Diger taraftan

fNA) = fAHOONfF7HA) = X\ f71(4) (4.3)

bulunur ve bdylece f~1(A) ters goriintii kiimesi G —dizisel agiktur.

Teorem 4.1.8 G ve H birer regiiler ve alt dizisel metot olsunlar. O halde her G —

H —dizisel siirekli fonksiyon siradan anlamda siireklidir.

Ispat: f: X — Y fonksiyonu G — H —dizisel siirekli bir fonksiyon olsun. X —degerli

bir x = (x,) dizisi ve bir x, € X igin lim x, = x, olsun. G regiiler bir metot
n—-oo

oldugundan G(x) = x, olur. f fonksiyonu G — H —dizisel siirekli ve H regiiler bir

metot oldugundan
lim f(x) = H(f(0) = f(6(x)) = £ (x0) (4.4)

olup f dizisel siirekli yani siireklidir.

Teorem 4.1.9 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Eger her siirekli fonksiyon G —

H —dizisel siirekli ise o zaman G ve H birer alt dizisel metotdurlar.

Ispat: Kabul edelim ki G ve H alt dizisel birer metot olmasmlar. Bu durumda siirekli
fakat G — H —dizisel siirekli olmayan bir fonksiyon bulmaliyiz. G ve H alt dizisel
olmadiklarimdan X ve Y kiimelerinde sirasiyla kapanisi G —dizisel kapaniginin 6zalt

kiimesi olan bir F € X ve kapanis1 H —dizisel kapanisimin 6zalt kiimesi olan bir K €

Y kiimeleri vardir. Birer L € F \F, I, € F, k € K \K Ve k; € K alalim. Simdi X den
Y ye bir f fonksiyonu tanimlayalim. x € X i¢in x € F ise f(x) = k, ve x & F ise
f(x) = k olarak tanimlansin. Bu sekilde verilen f fonksiyonunun G — H —dizisel

stirekli olmadig1 fakat siradan anlamda siirekli oldugu agikca goriilmektedir.
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4.2 G — H —Dizisel Kapah Fonksiyonlar

Simdi standart topoloji teorisinde bulunan kapali fonksiyon tanimmi G — H —dizisel

kapal1 fonksiyon versiyonunu veriyoruz.

Tammm 4.2.1 Bir f: X - Y fonksiyonu verilsin. Eger X kiimesinin her G —dizisel
kapali alt kiimesi K i¢in f(K) goriinti kiimesi H —dizisel kapaliysa bu f fonksiyonu
G — H —dizisel kapal1 fonksiyon olarak adlandirilir.

Teorem 4.2.2 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Bir f fonksiyonu G — H —dizisel

— H G
kapahdir ancak ve ancak X in her A altkiimesi i¢in (f(4)) < f (A ) dir.

Ispat: Bir A€ X alalm. G regiiler oldugundan A c A° dr. f fonksiyonu G —

I il

H —dizisel kapali oldugundan, (f(4)) < f (AG) oldugu elde edilir. Tersine olarak,
—_H —

kabul edelim ki X in her A alt kiimesi i¢in (f(4)) < f (AG) olsun. F, X in herhangi

bir G —dizisel kapali altkiimesi olmak {izere kabulden (f(F ))H cf (fa) = f(F).

Bundan dolay1 f fonksiyonu G — H —dizisel kapalidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3 Bir f: X — Y fonksiyonu toplamsaldir ancak ve ancak c¢, (X) = cg,(X)
olacak sekildeki her G, ve G, dizisel yakinsama metodu Ve cy, (Y) = cy, (Y) olacak
sekildeki her H; ve H, dizisel yakinsama metodu i¢in f fonksiyonu G, — H; —dizisel
siirekli ve G, — H, —dizisel siirekli iken (G, + G,) — (H; + H,) —dizisel siireklidir.

Ispat: (G, + G,)(x) =u olsun. G,(x) = u; ve Gy(x) =u, diyelim. f, G, —
H, —siirekli ve G, — H, —siirekli oldugundan Hl(f(x)) = f(u,) ve H, (f(x)) =
f (u,) olur. Bundan dolay1
(Hy + H)(f(0) = Hi(f(0) + Hy(f (%)
= fu) + f(uz)
= f(uy + uy)
= fw).

(4.5)
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Simdi f nin toplamsal olmadigini varsayalim, boylece f(u; +u,) # f(uq) + f(uy)
olacak sekilde u; ve u, elemanlar1 vardir. x = (x,) olmak iizere G;(x) = x; Ve

G,(x) = x, seklinde tanimlansin. Bu durumda

(G + G,)(uy,uy,0,0,...) = G (uy,u,,0,0,...) + G, (uy,u,,0,0,...) (4.6)
= u1 + uZ .

olur fakat (G, + G,) (f(uy), f(u3),0,0,..) = f(uy) + f(uy)olupbuise f (u; + u,)
den farklidir. Boylece ispat tamamlanir.

4.3 G — H —Dizisel A¢ik Fonksiyonlar

Simdi standart topoloji teorisinde bulunan agik fonksiyon tanimin1 G — H —dizisel

acik fonksiyon versiyonunu veriyoruz.

Tanmim 4.3.1 Bir f: X - Y fonksiyonu verilsin. Eger X kiimesinin her G —dizisel agik
alt kiimesi U i¢in f(U) gorinti kiimesi H —dizisel agik ise bu f fonksiyonu G —

H —dizisel agik fonksiyon olarak adlandirilir.

Teorem4.3.2 Bir f: X — Y fonksiyonu G — H —dizisel agiktir ancak ve ancak her A ©
X alt kiimesi i¢in f(A°¢) € f(A4)°H dur.

Ispat: f: X - Y fonksiyonu G — H —dizisel acik ve A € X olsun. A°¢ € X oldugu i¢in
F(A%) € f(A) ve bu yizden (£(A%))"" € F(A) olur. Burada f(A%),
G —dizisel acik oldugundan dolay1 f(A°¢) € f(A)°H olur. Tersine, herhangi bir A
X alt kiimesi i¢in f(A%%) € f(A)°" oldugunu varsayalim. Dolayisiyla, herhangi bir
G —dizisel agik alt kiime U i¢in, f(U) < f(U)°H olur ve bu nedenle f(U), H —dizisel
acgiktir.

Teorem 4.3.3 G ve H regiiler birer metot ve f: X — Y birebir ve 6rten bir fonksiyon
olsun. Eger f fonksiyonu G — H —dizisel siirekliyse bu durumda X kiimesinin

herhangi bir A alt kiimesi i¢in f(4)°# < £(A4°) dur.

Ispat: Teorem 4.1.7 den £~ fonksiyonu G — H —dizisel agiktir. Dolayisiyla Teorem
4.1.14 den, Y nin herhangi bir alt kiimesi B igin f~1(B°") < f~1(B)°¢ olur. B i
f(A) ile degistirirsek, iddia edildigi gibi f(A4)°? € f(A°%) oldugu bulunur.
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Simdi toplamsal bir fonksiyonun birim elemanda G — H —dizisel siirekli olmasinin

herhangi bir elemanda G — H —dizisel siirekli olmasini gerektirdigini gosterecegiz.

Teorem 4.3.4 G ve H regiiler birer metot ve f: X — Y toplamsal bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f birim elemanda G — H —dizisel siireklidir ancak ve ancak f herhangi

bir a € X noktasinda G — H —dizisel siireklidir.

Ispat: f:X — Y toplamsal fonksiyon birim elemanda (0) G — H —dizisel siirekli
olsun. Boylece G(x) = 0 oldugunda H(f(x)) = 0 olur. x, G(x) = a olacak sekilde X
de bir dizi ve a ise a = (a, a, a, ...) sabit dizisi olsun. G regiiler bir metot oldugundan
G(a) = a dir. Bu yiizden, x — a dizisi 0 birim elemanina G —yakmsaktir. Boylece
varsayimdan H(f(x —a)) =0 dirr. f ve H toplamsal oldugundan H(f(x)) —
H(f(a)) = 0 bulunur. Burada f (a) sabit dizisi f(a) noktasina yakinsak oldugundan
ve H regiiler oldugundan H(f (a)) = f(a) olur. Bu nedenle H(f (x)) = f(a) bulunur.
Yani f herhangi bir a € X noktasinda G — H —dizisel siireklidir.

Teorem 4.3.5 G, H ve K sirasiyla X, Y ve Z lizerinde regiiler birer metot ve f: X = Y,
g:Y — Z birer fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
() f ve g swrasiyla G — H —dizisel siirekli ve H — K —dizisel siirekli ise 0 zaman
gf de G — K —dizisel siireklidir.
(i)  f ve g swrasiyla G — H —dizisel agik (kapal) ve H — K —dizisel agik (kapali)
ise 0 zaman gf de G — K —dizisel agiktir (kapaldir).
(iii) gf, G — K —dizisel acik (kapali) ve f Orten ise o zaman g, H — K —dizisel
aciktir (kapahdir).
(iv) gf, G — K —dizisel agik (kapali) ve g birebir ise 0 zaman f, G — H —dizisel
aciktir (kapahdir).

Ispat: (i) x, G(x) = u € X olacak sekilde X de bir dizi olsun. f fonksiyonu u

noktasinda G — H —dizisel siirekli oldugundan H(f(x)) = f(u) ve g, f(u) da H —

K —dizisel siirekli oldugundan K (g(f(x))) = g(f W) olur. Bu nedenle gf bileske

fonksiyonu G — K —dizisel siireklidir.

(i) Asikardr.

(i) B, Y nin bir H —dizisel agik alt kiimesi olsun. f, G — H —dizisel siirekli
oldugundan f~1(B) kiimesi G —dizisel agiktir. gf, G — K —dizisel agik ve f
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orten oldugu igin (gf)(f_l(B)) = g(B) kiimesi K —dizisel agiktir. B nin
H —dizisel kapali oldugu durum i¢in ispat benzerdir.

(iv) A, X’in bir G —dizisel acgik alt kiimesi olsun. gf, G — K —dizisel agik
oldugundan (gf)~1(A) kiimesi G —dizisel agiktir. g, H — K —dizisel siirekli ve
bire bir oldugu i¢in g~1gf(A) = f(A) kiimesi H —dizisel a¢iktir. A’nin kapali
oldugu durumda ispat benzerdir.

Teorem 4.3.6 G ve H regiiler birer metot olsunlar. Bu durumda asagidaki ifadeler

dogrudur.

(i) Eger f: X — Y fonksiyonu G — H —dizisel siirekliyse o zaman ayn1 zamanda bir
A alt kiimesi i¢in f: A = X kisitlamasi da G — H —dizisel siireklidir.

(if) G ve H regiiler ise, sabit bir f: X — Y fonksiyonu G — H —dizisel siireklidir.

(iii) f, G — H —dizisel siirekliyse o zaman - f de G — H —dizisel siireklidir.

Ispat: (i) x, G(x) = u olacak sekilde A daki terimlerin bir dizisi olsun. f, G —

H —dizisel siirekli oldugu i¢in H(f(x)) = f(w) olur. Yani f: A - X kisitlamas1 da

G — H —dizisel siireklidir.

(i) f:X oY, f(x) =y, sabit bir fonksiyon ve x, G(x) = u olacak sekilde X de bir
dizi olsun. O zaman f(x) = ( ¥y, Yo, --- ) dizisi y, noktasina yakimnsar. H regiiler
ve H(f(x)) = y, = f(u) olup f fonksiyonu G — H —dizisel siireklidir.

(iii) x, G(x) = u olacak sekilde X de bir dizi olsun. f, G — H —dizisel siirekli oldugu
igin H(f(x)) = f(w) olur. Bu nedenle H(—f(x)) = —H(f(x)) = —f(u) ve
dolayisiyla - f fonksiyonu G — H —dizisel siireklidir.

Teorem 4.3.7 G ve H regiiler birer metot ve f: X — Y ise G — H —dizisel siirekli bir
fonksiyon olsun. Bu durumda A = {x € X|f(x) = 0} kiimesi, yani f fonksiyonunun
cekirdegi, X in G —dizisel kapali bir alt kiimesidir.

Ispat: A = f~1({0}), {0} kiimesi H —dizisel kapali ve f:X — Y fonksiyonu G —

H —dizisel siirekli bir fonksiyon oldugundan istenilen elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Mevcut ¢aligma, daha genel bir ortamda sundugumuz gibi Connor ve Grosse-
Erdmann‘in ¢aligmalarmm [19] sadece iyilestirilmesini ve genellestirilmesini
icermemektedir. Yani gergek uzaydan daha genel olan bir topolojik grupta, ayni
zamanda tamamen yeni olan gercek fonksiyonlar icin G — H —dizisel siirekliligin
aragtirtlmasi, bilgisayar bilimi, bilgi teorisi ve biyoloji bilimi gibi bir¢cok bilim
alanlarinda ortaya ¢ikan c¢esitli problemlerin modellenmesinde topoloji alaninin daha
yararli bir ara¢ olmasi beklenebilir. Goriiniise gore bu caligmanin bir sonraki
asamasinda, diziler yerine aglar1 alan mevcut ¢aligmanin incelenmesi, dizilerin

ozelliklerini kullanmak yerine aglarin 6zelliklerini kullanarak yapilabilir.

Ileride yapilabilecek ¢alismalar i¢in, mevcut calismayi sadece dizilerle degil, siizgegler
yoluyla daha genel bir yaklasim igin arastirmayi da Oneriyoruz, ¢iinkii stizgecler
topolojik gruplarda siireklilik kavramini ve ¢esitli karakterizasyonlar1 formiile etmede
¢ok onemli bir rol oynarlar. Ancak, ispatlarin tanimlar1 ve metotlari her zaman bu

calismaninkilerle ayn1 olmayacaktir.
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