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Bu tezde, standart dual sayi sistemine alternatif olarak onerilen genellestirilmis dual
sayilar, genellestirilmis dual kuaterniyonlar ve genellestirilmis vida hareketi incelenmistir.
Calismada dual sayilarin tarihsel gelisiminden bahsedilerek literatiirde yapilan genellestirme
ve genisletme calismalarina yer verilmistir. Literatirde daha dnce yapilmayan bir genellestir-
me olan genellestirilmis dual sayilar, Yaglom ve Catoni gibi matematikgilerin kompleks
sayilar izerine yaptiklari genellestirmelerden yola ¢ikilarak, parabolik sayilar Gizerinden

tanimlanmis bir sayi sistemidir. Bu baglamda, genellestirilmis dual sayilar kiimesi
Dy ={z=x+yep: 2,9,k ERVe (6, — k)> =0,ex ¢ R}

olarak tanimlanmis; bu sayilarin cebirsel yapisi, genellestirilmis Galile diizlemi ve geometri-
si incelenmigtir. Genellestirilmis dual sayilar i¢in polar form ve donme matrisi elde edi-
lerek U¢ boyutlu genellestirilmis dual moddil yapisi tanitilmis; genellestirilmis Study teo-
remi ispatlanarak sonuclari belirtilmistir.

Genellestirilmis dual sayilarin kuaterniyonlar ile birlestirildigi yeni bir cebirsel yapi
olusturularak genellestirilmis dual kuaterniyonlar tanimi verilmistir. Bu yapi vasitasiyla
genellestirilmis vida hareketi olusturulmus ve sonuclari agiklanmistir.
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ABSTRACT

GEOMETRY IN THE SET OF THE GENERALIZED DUAL NUMBERS
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June 2025, 80 pages

This thesis investigates the generalized dual numbers, generalized dual quaternions
and generalized dual screw motion as an alternative to the standart dual number system.
The study begins with a historical overview of dual numbers and explores the generaliza-
tions presented in the literature. The generalized dual numbers, introduced here for the
first time, are constructed based on the parabolic number framework, inspired by gener-
alizations of complex numbers proposed by mathematicians such as Yaglom and Catoni.

In this context, the generalized dual numbers are defined as
Dp={z=a+yep: 2,y ke Rve (e, —k)>=0,e;, ¢ R},

and their algebraic structure, associated generalized Galilean plane and geometric inter-
pretation are examined. The polar form and rotation matrix for these numbers are derived,
leading to the introduction of a three-dimensional generalized dual module. Additionally,
the generalized Study theorem is proved and its implications are discussed.

A new algebraic system combining generalized dual numbers with quaternions is in-
troduced under the name generalized dual quaternions. Using this framework, a general-
ized screw motion is formulated and its mathematical properties are presented.
KEYWORDS: Dual numbers, Dual quaternions, Generalized dual numbers, Generalized
dual quaternions, Generalized screw motion.
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ONSOz

Bu tezde, genellestirilmis dual sayilar ve cebirsel 6zellikleri incelenmistir.En genel
anlamda bir dual sayinin kutupsal formu, matris formu, Galile diizlemi ve metrigi gibi
tanimlamalar yapilip genellestirilmis dual modul ve reel vektorlerle olan iligkisi belir-
tilmistir. Genellestirilmis dual vektoriin Oklid uzayindaki yonli dogru ile iliskisi bulu-
narak genellestirilmis Study donlsiimi incelenmistir. Genellestirilmis dual say! bilesenli
genllestirilmis dual kuaterniyonlar incelenmis, cebirsel 6zellikleri belirtilmis ve genellesti-
rilmig vida hareketi sunulmustur.

Tez konumun belirlenmesinde ve hazirlanmasinda, her turli yardim ve fedakarligi
esirgemeyen, bilgisi, tecriibesi ve destekleri ile calismalarimda bana yol gésteren degerli
danisman hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR’e, ayrica bu tez calismasinda cok
degerli fikirleri ile bana destek olan; *Generalization of dual numbers and dual Euclidean
3-Space’ isimli makalemizde kiymetli emeklerini esirgemeyen Sayin Dog¢. Dr. Harun
Baris QOLAKOéLU’na en icten duygularla tesekkirlerimi bir borg bilirim.

Bu calismami, slire¢ boyunca beni cesaretlendiren, manevi desteklerini esirgemeyen

aileme ithaf ederim.
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AKADEMIK BEYAN

Doktora tezi olarak sundujum “GENELLESTIRILMIS DUAL SAYILAR KU-
MESINDE GEOMETRI” adl bu calismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun
bulundugunu belirtir, bu tez calismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini gos-

terdigimi beyan ederim.

....... Lo,
Slkran Duygu SOYLU

Imzasi
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GIRIS S.D. SOYLU

1. GIRIS

Kompleks, hiperbolik ve dual sayilar, reel sayilar Gizerine kurulu iki boyutlu birimli ce-
bir sistemleri arasinda yer almaktadirlar. Bu sistemlarden dual sayilar, ¢zellikle turev
ve diferansiyel gibi kavramlarla baglantisi kurularak gelistirilmistir. Tarih boyunca mate-
matikgciler, diferansiyel kavramini agiklamak icin ¢esitli yontemler kullanmislardir. 1684°de
G. V. Leibniz’in diferansiyel hesaplamalarinda tiirev ve integral tanimlarini yaparken
kullandigi *sonsuz kucukler’ yaklasimi, dual sayilarin temellerinin atilmasinda 6nemli
bir rol oynamistir (Struik 1969). Grassmann’in (1844) dis cebir ve genisletilmis say!
sistemleri Uzerine yaptigi arastirmalar, dual sayilarin kuramsal alt yapisinin olugmasina
onemli dlgude katki saglamistir. Grassmann (1844), geometrik yapilari cebirsel yapilarla
iliskilendirmis ve diferansiyel hesaplamalarla tiirev konularina yeni bir bakis agisi sun-
mustur. Bu teorik gelismelerin etkisiyle W. Clifford, dual sayilarin da dahil oldugu bir
genigletilmig say1 sistemlerini iceren Clifford cebirini ortaya koymustur (Clifford 1873).

11k kez Clifford tarafindan sunulan dual sayilar kiimesi
D={a+bs;e*=0,abeRvec#0}

olarak ifade edilmistir. Buna gore < bir dual birim olarak, 2 = 0 ve ¢ # 0 ifadelerini
sagladigi dustnilmastir; a ve b reel sayilari ise dual sayinin sirasiyla reel ve dual kisim-
lari olarak ifadelendirilmistir. Clifford, bu cebirsel sistemin geometri ve mekanige uygu-
lanabilirligini de gdstermigtir (Clifford 1873).

Ote yandan, dual sayilardan olusan ¢ boyutlu vektorler kiimesi D? modiliinii olus-
turmaktadir. Study (1901), dual say! kavramini uzay geometri alaninda kullanarak, iki
yonll dogru arasindaki aciy1 tanimlamak adina *dual a¢1’ kavramini ortaya atmistir. Study
(1901) ve Kotelnikov (1895), dual vektorleri mekanik problemlere uygulayan ilk isimler
olmusglardir. Study (1901), Oklid uzayinda yonli dogrular ile birim dual kiire Gizerindeki
noktalar arasinda birebir iliski kuruldugunu ortaya koymustur. Bu gelismeleri takiben
Veldkamp (1976), dual vektorler araciligi ile anlik uzaysal kinematik Gzerine calismalar
yaparak bu sistemin uygulama yelpazesini daha da genigletmistir.

Dual sayilar, homojen dondsumler yerine kullanilabilecek alternatif donusim yon-
temleri sunarak robot kinematigi, dinamik ve kontrol modellemesinde énemli yer tutan

Jacobi matrislerinin elde edilmesine yonelik calismalarda da etkili bicimde kullaniimistir

1
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(Gu ve Luh 1987). Ozellikle mekanik ve yazilim alanlarinda yasanan ilerlemeler, dual
sayilara olan ilgiyi ciddi 6lctde arttirmistir (Fischer 1999).

Notasyon acisindan kolaylik saglamasi dual sayilari, bazi klasik dogrusal cebir al-
goritmalarinin dual formlarinin olusturulmasinda, vida hareketi gibi kati cisimlerin yer
degistirmelerinin modellenmesinde oldukga kullanish kilmistir (Pennestri ve Stefanelli
2007; Brodsky ve Shoham 1999).

Dual sayilarla ilgili literattirde bir takim genellestirmeler ve genisletmeler yapilmistir.
Turev alma islemlerinde otomasyon ve hassasiyet olmasi agisindan, 6zellikle mihendis-
likteki optimizasyon problemlerine kolaylik getirmesi amaciyla, geleneksel dual sayilarin
farkl bir uzantisi olarak yapilan genellestirmelerle olusan sayi sistemine hiper-dual sayilar
veya multi-dual sayilar denilmistir (Fike 2009; Fike ve Alonso 2011; 2012). Bu genellestir-

melerde, 1, €2, p; € R, i = 1,2, 3 olmak Uzere bir hiper-dual says,
P =pg+e1p1 + €apy + €169p3, €1 = €3 = (8182)2 =0Vee, #£eygF#e1e0#0

seklinde tanimlanmis, dort bilesenli bir dual say1 kavrami olusturulmustur. Penunuri vd.
(2019), n. dereceden hiper-dual sayilar seklinde bu sayi sistemini genisletmistir. Mes-

selmi (2015) ise yiiksek dereceden hiper-dual say1 olarak olusturdugu
z = ingi cx, €R, " =0,6"#£0,i=1,2,...,nvee’ =1
=1

dual say1 genellestirmesine multi-dual say1 adini vermistir.

Bu tez calismasinda dual sayilar igin literatirde olmayan, farkli bir genellestirme
yapisi gelistirilmis, bu yapinin bazi cebirsel 6zellikleri ve geometrideki yorumu ince-
lenmigtir. Buna gore Yaglom (1968; 1979) ve Catoni vd. (2008) tarafindan sunulan

genellestirilmis kompleks sayI
z=x+pypP=a+pBirya,BERvepdR
tanimlamasi baz alinmistir. Bu sayi sistemi tzerinde bolme islemi tanimlanabilmesi icin
A = 3?2+ 4a

ifadesinin isaretlerinin incelenmesi gerektiginden, genellestirilmis kompleks sayilar t¢
gruba ayrilmistir. A = 0, o ve 3’ya gore bir parabol belirttiginden bu 6zellikteki sayilar

kiimesine parabolik sayilar tanimlamasi yapiimistir (Catoni vd. 2011).

2
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S = 0 alindiginda A ifadesinin isaretleri o’ya bagl oldugundan p?> = —1, 0, 1
olmasi halinde sirasiyla standart kompleks, dual ve hiperbolik sayilar seklinde ifade-
lendirdigimiz sayi sistemleri karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢alismada ise A = 0 oldugu fakat
S degerinin 0 olmadigi parabolik sayilar kiimesi ele alinmis ve bu sayilardan olusan k-
meye de genellestirilmis dual sayilar kiimesi adi verilmistir. Genellestirilmis dual sayilar

klimesi
D, = {x+y6k cx,y €ERveer = —k* + 2kep, k €R, ¢ ¢R}

olarak ifade edilmistir. Bu dogrultuda bu tezde

1. Genellestirilmis dual sayilarin cebirsel 6zellikleri verilmis; bu sayilarin kurdugu
genellestirilmis Galile diizlemi ve geometrisi olusturulmustur. Genellestirilmis dual say1la-
rin Gzerinde bulundugu cemberin durumuna gére bir siniflandirilmasi yapilmis; polar
formlari ve matris formlari belirtilerek genellestirilmis Galile duzlemindeki donme tanim-
lanmis ve ornekler verilmistir.

2. Genellestirilmis dual degiskenli bir fonksiyonun nasil tretilebilecegi gosterilmistir.

3. Genellestirilmis bir dual sayinin polar formu sunulmus, genellestirilmis dual de
Moivre formali verilmistir.

4. Genellestirilmis dual sayilar ile M, matrisleri arasinda bir izomorfizma kurulmus;
genellestirilmis dual matris form belirtilmistir ve buna bagl olarak genellestirilmis Galile
diizleminde bir donme matrisi olusturularak 6zellikleri incelenmistir.

5. Genellestirilmis dual vektorlerle kurulan t¢ boyutlu genellestirilmis dual modul
kurulmus, genellestiirilmis dual skaler carpim ve buna bagl olarak genellestirilmis dual
vektor normu ve birim olma gartlari incelenmistir.

6. Genellestirilmis dual birim kiire tanimi ile birlikte bu kiirenin noktalari ile R3
uzayinin yonli dogrulari arasindaki iliskiyi sunan genellestirilmis Study teoremi ispat-
lanmistir, teoerimin sonuclari tzerinde durulmustur.

7. Genellestirilmis dual vektorel carpim ve dzellikleri belirtilmisgtir.

Tezin bu kisimlari makale formatinda yayinlanmistir (Soylu vd. 2025).

Tezin bundan sonraki kisimlarinda bilesenleri genellestirilmis dual sayilardan olusan
genellestirilmis dual kuaterniyonlar sistemi tanimlanmig ve cebirsel 6zelliklerinden bir

kismina deginilmistir. Son olarak, bu sistem yardimi ile genellestirilmis bir vida hareketi
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icin matematiksel operatdr sunulmus; 6zellikleri belirtilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Dual Sayilar

Dual sayilar ilk defa Clifford (1873) tarafindan tanitilmistir. Kuaterniyonlar ile literatiirde
adini duyuran Hamilton un 1800’10 yillarin ortalarinda yeni sayi sistemleri tizerine yap-
t1g1 calismalar, dual sayilarin arka planinda énemli rol oynamistir. Daha sonra Clif-
ford (1873), glinimizde Clifford cebiri olarak isimlendirilen cebirsel sistemleri tanittigi
calismasinda dual sayilara 6zel bir durum olarak yer vermistir. Clifford (1873)’ln ¢alis-
malarindan anlasiimaktadir ki kompleks sayilarin reel diizlemde bir donme tanimlamasi
gibi, dual sayilar da 6teleme hareketlerine bir model olusturmustur.

Reel sayilar Uzerinde, iki boyutlu ¢ Unitel cebir vardir: Kompleks sayilar, split-
kompleks sayilar ve dual sayilar. Dual sayilar, Clifford (1873) tarafindan, kompleks
sayllara benzer bir form olarak a + b seklinde sunulmustur. « reel kisim, b dual kisim
olmak Uzere, 2 = 0 esitligini saglayan ¢ ise dual operatordir. Hacisalihoglu (1983;
2010) ve Ozdemir (2020) tarafindan da belirtildigi tzere, Study (1901), dual sayilari
uzay geometride bir dual ac¢i kavramini olusturabilmek adina kullanmis ve dual agilari
da OKlid uzayinda iki dogru arasindaki iliskiyi agiklamak icin kullanmistir. Ug boyutlu
uzayda iki dogru arasindaki uzaklik ¢ ve dogrultmanlari arasindaki agli o olmak Uzere,
0 = a + e( ifadesi bir dual agi olarak belirtilmigtir (Study 1901). Ayrica, kullanishlik ve
kolay bir notasyona sahip olmalari sebebiyle, vida hareketi gibi cisimlerin yer degistirme
hareketleri ile ilgili bir takim klasik lineer cebir algoritmalari da dual vektér cebiri adi al-
tinda dual sayilardaki versiyonlari ile literatlirde yerini almistir. Dual sayilarin kati cisim
hareketlerinin analizine oldugu kadar, yer degistirme analizleri, kinematik sentez ve uzay-
sal mekanizmalarin dinamik analizi gibi konularda da katkisi biyik olmustur (Miller ve
Boehning 1968; Rooney 1978; Brodsky ve Shoham 1999; Pennestri ve Stefanelli 2007).
Robotik kinematik, robotik dinamik ve kontrol modellemede homojen transformasyonlar
yerine dual say! transformasyonlari islemleri de dual sayilarin bir baska 6nemli katkisidir
(You ve Luh 1987). Ozellikle mekanik ve yazilim alanlarindaki gelismeler, dual sayilar
uzerine olan calismalarin sayisinda artisa sebep olmustur (Cheng 1994; Fischer 1999;
Gallier 2011; Herrera vd. 2012).
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Tanim 2.1. Dual sayilar kimesi
]D):{z:z:a:—i—ye:x,yER, 52:0,57&0}
seklinde tanimlanir (Clifford 1873).

Burada ¢, dual birim olarak adlandirilirken 2 # 0 olmasi, farkl 6zelliklere sahip bir

iki boyutlu say1 cebirinin kurulmasini saglamistir.

Tanim 2.2. z = x + ye dual sayisi i¢in z € R, z dual sayisinin reel kismi (Re(z)) ve

y € R, z dual sayisinin dual kismi (Du(z)) olarak isimlendirilir (Ozdemir 2020).
Tanim 2.3. z; = x1 + y1€ V& 25 = x5 + y2¢ dual sayilar olmak tzere dual sayilarin
esitligi, toplama ve carpma iglemleri
21 = == T1=T2Ve Y1 =2
2142 = (v14+x2)+ (Y1 +y2)¢
2122 = (T1%2) + (V1Y2 + 22y1) €
seklinde tanimlanir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.4. = # 0 olmak Uzere, z = = + ye dual sayisinin tersi

—1_1 Y
ZT=—— ¢
r T

ile bulunur (Ozdemir 2020).
Ispat z = z + ye dual sayisinin tersi 2! = a + be olmak Uizere
227 =1
(x+ye)(a+be) = 1

ra+ (xb+ay)e = 1

elde edilir ki buradan

olur. OJ

Goraldagu Gzere, bir dual sayinin tersinin tanimli olabilmesi igin reel kisminin sifirdan
farkl olmasi gerekmektedir. Bu durumda dual sayilar kiimesi, reel sayilarda degismeli bir

halka olusturmaktadir.
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Teorem 2.5. z = x + ye dual sayisi igin n pozitif bir tam say1 olmak Uzere
2" = 2" 4 na" tye
esitligi, z dual sayisinin kuvvetini verir (Ozdemir 2020).

Ispat z = 2 + yecD olsun

2= (x+ye)"
n n n
= 2"+ (1>:1:"_1y5 + (2>xn_2 (ye)® + ... + (ye)

= 2" +na"ye

elde edilir. O

Tanim 2.6. z =z 4+ ye € Digin

zZ=x—YE
ifadesine » dual sayisinin eslenigi adi verilir (Ozdemir 2020).

Tanim 2.7. z = x + ye dual sayisinin moduli

|z| = Vzz

= |z]

ile ifadelendirilir. Bu durumda, reel kismi 1 veya —1 olan dual sayilar; 1+ ye ve —1+ ye

birim dual sayilar olur (Ozdemir 2020).

Tanim 2.8. Dual sayilar kiimesi, reel sayilar cismi tzerinde bir modul belirtir. Bu mo-

duldeki skaler carpim, z = x1 + y16, w = x5 + yoe € D olmak lzere

()p : DxD—R
2W + Wz
2

= I1%2

ile tanimhidir (Ozdemir 2020).
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Tanim 2.9. z = z + ye dual sayisi igin

|Z’]D) = <Z7 Z>1HJ
=2z
= |z
degerine z dual sayisinin modulii (normu) adi verilir (Ozdemir 2020).

Bir z = x + ye dual sayisl, apsis ekseni Re(z) ve ordinat ekseni Du(z) olacak sekilde
belirtilen bir koordinat dizleminde Z = (x, y) noktasi seklinde belirtilebilir. Bu durumda
z = x + ye dual sayisinin normunu ifade eden |z| saysi, Z’nin orijinden uzakhgini gos-
terir ki bu dizleme Galile diizlemi denir. Galile diizleminde normu r olan dual sayilarin
geometrik yeri de |z| = r olan birbirine paralel iki dogru belirtir; bu dogrular Galile
dizleminin cemberi olarak belirtilir.

Galile dizleminde z = 14y, Ve w = x5+1y9¢ dual sayilarina karsilik gelen noktalar

sirasiyla Z = (w1, y1) ve W = (x4, y2) olmak tizere,
(Z, W) = x122
ifadesi bu diizlemin skaler carpimini,
de(Z, W) = |z1 — x9|
ifadesi de bu diizlemin metrigini gosterir (Ozdemir 2020).
Teorem 2.10. z = x + ye dual sayisi r = x ve 0 = ¥ olmak Uzere,
z=1r(1+ 0e)

ile belirtilebilir. Bu gosterim sekline z dual sayisinin kutupsal formu, ¢ acisina da z dual

sayisinin argtimenti denir (Ozdemir 2020).

Ispat z = 2 + ye dual sayisi
_ y
Z2=1x (1 + xs)
seklinde yazildiginda r = = ve 6 = £ denilirse
z=r(1+ be)

8
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elde edilir. 0

Kutupsal form kullanilarak dual sayilarin kuvvetleri daha kolay bir sekilde alinabilir,

boylece bir dual say1 icin De Moivre formull yazilabilir.

Teorem 2.11. z = r(1 + 6¢) dual sayisi i¢in n € Z olmak lzere
2" =1" (14 nbe)

esitligi saglanir (Ozdemir 2020).

Ispat Timevarimla, n = k igin
2F =% (1 + kbe)

esitliginin dogru oldugu kabul edilirse, n = k& + 1 icin

= P (14 kfe) r(1 4 be)

= "1+ (B +1)0e)

oldugu goralar.

Bunun yanisira,

oldugundan
=771 - 0e)

yazilabileceginden, gosterimin negatif »n tam sayilari icin de gegerli oldugu asikardir. [

Teorem 2.12. z = r(1 + 6¢) dual sayisinin n. dereceden koku

1 1< 0)
zn =rn 14+ —¢
n

Ispat z = r(1 + Ae) dual sayisinin n. dereceden kokil w = 7o (1 + oe) olsun. Bu

ile belirlidir (Ozdemir 2020).

durumda

z%:w:ro(l—i—eos)
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ile ifade edilebilir.

zZ = w

r(l4+0e) = (ro)" (14 (00)"¢)

olacagindan ro = - ve 6, = £ bulunur. O

Teorem 2.13. Kutupsal gosterimi z = r(1 + 6¢<) ile belli olan bir dual sayisi i¢in ekspo-

nansiyel form

ile belirtilir (Ozdemir 2020).

Ispat Taylor acilimindan

0 (0e)® (Be)?

e __ i
et =1 1 o 3l + ...
= 140¢
oldugundan
z = re
yazilimi, z dual sayisi igin eksponansiyel form olur. O

Tanim 2.14. t = t + t*¢ ifadesi bir dual degisken olarak alinirsa
F:-D—D

F(t) = F (t +t*)

ile tanimlanan fonksiyona dual degiskenli fonksiyon adi verilir ki bu fonksiyon iki degiskenli
f ve g fonksiyonlari ile
f.9:R R

Ft)=f(tt)+g(tt)e

seklinde de yazilabilir (Ozdemir 2020).

10



KAYNAK TARAMASI S.D. SOYLU

Teorem 2.15. f (t) = f (¢t + t*e) diferansiyellenebilir, dual degiskenli bir fonksiyon ol-

mak lizere
f(6) = f&) +t°f (t)e
esitligi saglanir (Ozdemir 2020).

Ispat f(t) diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda f (t) = f (¢t + t*¢) fonksiyonu igin

t = ¢ noktasindaki Taylor agilimindan

f(t):f(t)Jrf/l()(t t)+f;()(t £)? +f/;f>(t —t) 4. f(:'()(t £ + -
yazilirsa, t — ¢ = t*e oldugundan

f)=f)+¢f @)
elde edilir. O

Teorem 2.16. Dual sayilar halkasi ile

M

I
——
1

o R
8
(|
8
<
m

7

—_——

halkasi birbirine izomorftur (Ozdemir 2020).

Ispat
f D—M
flx+ye) = [x y]
0 x

fonksiyonu tanimlansin.
i. EQer
fx+ye) =f(p+ se)

SR

olur ki buradan = = p ve y = s, dolayisiyla = + ye = p + se elde edilir, Boylece f

ise

fonksiyonu birebir olur.

11
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ii. Her

T
yGM

0 =z

matrisi icin bir z = x + ye dual sayisi olusturulabilir; buradan f fonksiyonu 6rtendir

sonucu gikar.

i, 2 = Ty +Yyi1EVew = x9 + chEE]D) |Q|n

f(z+w)

olur. Benzer sekilde

flzw) =

= f((z1+22) + (41 + y2)e)

T1+ T2 Y1+ Yo
0 T+ T

T1 W% To Y2
_|_

0 = 0 x9

= f(2) + f(w)

[ ((z122) + (2192 +_y1$2) £)

T1T2 T1Y2 + Y172

0 T1T9

1 Y T2 Y2

0 T 0 To

f(2)f (w)

olur. Bdylece islemlerin korunmasi da saglandigindan f bir halka izomorfizmasi olur. [

Dual sayilar ve onlarin yiiksek boyutlara genisletilmesi, otomatik tiirevieme, nlimerik

hesaplamalar ve sonlu diferansiyel kalkills alanlarinda 6nemli bir ara¢ olmustur (Fike
2009; Fike ve Alonso 2011; 2012; Cohen ve Shoham 2015; Cohen ve Shoham 2017;
Cohen ve Shoham 2018; Behr vd. 2019; Penunuri vd. 2019; Imoto vd. 2020; Rehner ve
Bauer 2021; Szirmay 2021; Yice 2021; Peon vd. 2024). Hiper-dual sayilarin ve kuater-

niyonlarinin kinematikteki uygulama alanlari da pek ¢cok c¢alismada gérulebilir (Aslan vd.

2020; Aslan 2021; Gurses vd 2021; Ramis vd. 2022; Peon vd. 2024).

Dual sayilarin kinematik, mekanik, robotik ve Galile dénustimleri gibi pek ¢ok alanda

genis uygulama alanina sahip olmasi ve tiirevleme islemlerindeki avantajlari, bu sayilarin

12
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genellestirilmesi yonunde de 6nemli calismalara 6n ayak olmustur. Bu calismalarin bir
kismi boyut arttiritimasi yoninde olmus (Majernik 1995; Fike 2009; Fike ve Alonso 2011;
2012; Messelmi 2015), bir kismi ise bu sayilarin iki boyutlu olarak genellestirilmesi sek-
linde olmustur (Yaglom 1968; Fjelstad ve Gal Sorin 2001; Harkin ve Harkin 2004; Catoni
vd. 2008). Bu genellestirilmelerin kisa bir 6zeti asagidaki sekilde verilmistir:

Reel sayilar Gizerinde genellestirilmis iki boyutlu tnitel cebirler
GC:{z:x+ka:k2:a+bk; mb,x,yeR,kgéR}. (2.1)

olarak tanimlanir. Carpma islemine gore bu kiime bir grup olusturmaktadir. Bu kiime
kompleks, hiperbolik ve dual sayilar olarak ti¢ kisimda incelenebilir (Yaglom 1968; Harkin
ve Harkin 2004; Catoni vd. 2008).

A = b* — 4aicin A > 0 ifadesini saglayan sayilar kompleks sayilar, A < 0 esit-
sizliginin ifade ettigi sayilar genellestirilmis hiperbolik sayilar ve y = —22/4 esitligi ile
belirli parabol Uzerinde bulunan, A = 0 esitligini saglayan sayilara da parabolik sayilar
denilmisgtir (Catoni vd. 2008).

Dual sayilarin daha biyiik boyutlu sayilar olarak genellestirilmesi ise hiper-dual sayilar
veya multi dual sayilar olarak isimlendirilmistir. Fike (2009) tarafindan, yiiksek tiirevleme
tekniginde kullanilmak tizere sunulan hiper-dual sayilar, 6zellikle kati cisim kinematigini
kullanigh bir sekilde ifade etmistir (Fike 2009; Fike ve Alonso 2011; 2012). Bir bagka

deyisle, hiper-dual sayilarin ¢ imajiner kismi vardir. Fike (2009), hiper-dual sayilari
D ={P = po+e1p1 + €2p2 + 162p3, €1 = €3 = 0, €169 = e9¢1, p; € R}

seklinde tanimlamigtir. Cohen ve Shoham (2015; 2017; 2018), hiper-dual sayilari kine-
matik ve dinamikte ¢ok cisimli sistemlerin hareketlerinde karsilagilan tiirev denklemlerini
basitlestirme amaciyla kullanmiglardir. Bu ¢alismalarda hiper dual sayilar, Study (1901)
ve Kotelnikov (1895) gibi turev alma islemlerine yonelik olarak kullaniimistir (Cohen ve
Shoham 2018). Cohen ve Shoham (2015), ayrica bir hiper-dual sayinin sadece iki dual
say! ile ifade edilebilecegini belirtmislerdir.
Penunuri vd.(2019)’ne gore, n. dereceden tirevleme islemlerinde dual sayilarin genelles-

tirilmesi,

Dn:{a0€0+a1€1+~~+an5n: CLiER}

13
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kiimesi, n. derece hiper-dual sayilar kiimesi olmak Gzere,

0 i+j5>n

i€ = "

Eitj diger
i,j = 0,1,...,n. seklinde tanimlanmistir. Yuksek dereceden hiper-dual sayilar, dual ope-
ratorun kuvvetleri olarak tanimlanabilirler. Messelmi, (2015) yiiksek dereceden hiper-
dual sayilari "multidual sayilar" adi ile

n
M]D):{z = ingi i, €R, " =0,"#£0,i=1,2,...,nvee = 1} )

=1

seklinde tanimlamistir.

2.1.1. D? Moddlu

Bilesenleri dual sayilardan olusan dual say1 vektor kiimesi ® moduliini olusturur. Study
(1901) ve Kotelnikov (1895), dual say1 vektorlerini mekanik alaninda kullanan ilk kisiler
olmustur. Study (1901), Oklid uzayindaki yonlii dogrular ile dual birim kiire Gizerindeki
noktalar olarak tanimladigi birim dual vektorler arasinda birebir iliski oldugunu goster-
mistir. Dual vektorler, anlik uzaysal kinematik alaninda Veldkamp (1976) tarafindan da

caligilan bir konu olmustur.

Tanim 2.17. Vi = 1,2,3 igin u; = u; + u'e ve v; = v; + v}e olmak lzere,
D3 = D x D x D kiimesi tzerinde alinan U = (uy, uy, u3) ve V = (vy, vo, v3) vektor-
leri ve A =\ + \*e dual sayisi igin

i. Toplama Islemi:
U+ V = (u; +vyi,us + vy, u3 + v3)
ii. Skalerle carpma Islemi:
AU = (Auy, Auy, Aug)

islemleri tanimlansin. Bu islemlere gére D kiimesine D halkasi tizerinde tanimli bir
modul ve bu modulun her bir elemanina da bir dual vektor adi verilir.
YU = (111, Uo, 113) eh? |(;|n
U — (u17 Uy, U3)

= (u1 + ujeus + uje,uz + uze)

14
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olacagindan
U = (u1,ug, ug) + (uj, uj, u3)e
yazilabilecegi asikardir. u = (uy, ug, ug) ve u* = (uf, uj, u3) denilirse her dual vektoriin
U=u+u's
seklinde reel vektorler ile ifade edilebilecegi de goriilmektedir (Ozdemir 2020).
Tanim 2.18. U = u + u*c ve V = v + v*e dual vektorleri igin
(s @ DPxD*—D
(U, V)ps = (u+u'e,v+v'e)
= (u,v)+ ((u,v*) + (u*,v))e

seklinde tanimlanan fonksiyona D* moduli tzerinde tanimli skaler ¢arpim adi verilir

(Ozdemir 2020).

Teorem 2.19. U = u + u*ee€ D? igin

(u, u”)

(U, U)ps = [uf + 2
4 [l

esitligi saglanir (Ozdemir 2020).

Ispat U = u + u*c icin

(U, U)ps = Vi{u,u) +2(u,u)e

= Vg ¢ )
(u,u)
yazilabilir. y/(u,u) = ||ul| oldugundan
(u,u”)
U, U),s = ||ul| + €
< >]ID3 || || ||11||
elde edilir. O

Tanim 2.20. U = u + u*e dual vektorinin uzunlugu veya normu

IUllps = 4/{U, Uyps

(u, u”)

= |lull + £ (2.2)

[[all
seklinde tanimlanan bir dual sayidir. Normu 1 olan dual vektdre birim dual vektor denir
(Ozdemir 2020).
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Sonug 2.21. U = u + u*ee D? icin birim vektor olma sarti, (2.2) ifadesinden de gériile-
cegi lzere

Jul = 1ve (u,u’) =0

esitliklerinin saglanmasidir.

Birim dual vektorlerin olusturdugu kiime
DS* = {U=u+u'e:|ju| =1, (u,u*) =0,u,u" € R’}
dual birim kire adini alir.
Tanim 2.22. R3’de bir yonli dogru d olmak tizere d dogrusunun dogrultman vektori
—
AB =u =(uy, us, u3)

olsun. Bir P noktasindan dogrultman vektorlin baslangic ve bitis noktalar1 A ve B’ye

cizilen vektorlere sirasiyla a ve b isimleri verilirse bir m = (my, ms, mg) vektoru igin
m=axb

alinirsa, m vektérinin u = b — a vektorine de dik oldugu goralir.
m vektorine, P noktasinin d dogrusuna gére moment vektort adi verilir. Birbirine

dik olan u ve m vektor bilesenlerinin yanyana yazilmasiyla elde edilen alti bilesenli
(1].7 m) = (U/l? Uz, Ug, M1, M2, m3)

koordinatlarina da d dogrusunun Pliicker koordinatlari denir (Plicker 1846; Ozdemir
2020).

Teorem 2.23. (E-Study Dontistiimti) Her birim dual vektor, R? uzayinda bir yonlii dogruya
karsilik gelir; bir baska ifadeyle dual birim kirenin elemanlari ile R?® uzayindaki yonli

dogrular arasinda birebir eslesme vardir (Study 1901; Ozdemir 2020).

Ispat O baslangi¢ noktaso olmak (izere, R3 uzayinda, bir P noktasindan gecen yonli

dogru d ve d dogrusunun birim dogrultman vektor( u olsun.

—
OP xu=u"

16
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olacak sekilde tanimlanan u* ve u vektorlerinin, u ve OP ile tek sekilde belirlendigi
aciktir. Bu durumda yonli dogru d’nin normallestirilmis Plucker koordinatlari (u, u*)
olarak elde edilir.

Juf| = 1ve (u,u*) =0

oldugundan birim dual vektor

U=u+nus

vektorine karsilik gelir.
Benzer sekilde,

U=u+us

birim dual vektor olsun. Bu durumda U vektori, u x u* noktasindan gegen ve u dogrult-
man vektorune sahip olan, tek sekilde belirli olan (u, u*) seklindeki Pliicker koordinat-

larina karsilik gelir. O

Sonug 2.24. Birim dual kire tzerindeki her bir u + u*e dual vektori, R3’de dogrultusu
u olan ve bir P noktasina uzakligi ||u*|| ile belirlenen, P’den gegen ve ayni zamanda u*

vektoriine dik olan bir dizlemde yer alan bir yonli dogruya karsilik gelmektedir.

Teorem 2.25. D3 moduliinde verilen U = u + u*csve V = v + v*¢< birim dual vektorleri-
ne karsilik gelen yonli dogrular sirasiyla dy ve dv olmak tzere, bu dogrular arasinda ki

acl ¢ ve aralarindaki uzaklhk 6* ile belirtilirse
(U, V)ps = cos(d + 0%¢)

esitligi saglanir
0=0+0

dual sayisina dual a1 adi verilir (Ozdemir 2020).

Ispat IR3°de verilen dy ve dy yonlii dogrularina karsilik gelen normallestirilmis Pliicker

koordinatlari sirastyla (u, u*) ve (v, v*) olsun. u ve v arasindaki aci 6 olmak lizere

(u,v) = cosf

17
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—
olur. Bu dogrular bir OP{; boyunca 6telenirse elde edilen dy; ve dy, dogrularinin nor-
mallestirilmis Plicker koordinatlari sirasiyla (u, 0) ve (v, v**) olur ki burada

—
v** = OPy, x v temsili gegerlidir. Kargilik gelen birim dual vektérler de sirasiyla
U=uveV' =v+ve

-ge e
elde edilir. (U, V), = (U, V') 5 ve ||v**| = HOP\’,

= 6" oldugundan

<U7V>]D)3 = <11,V> +e (<u7 V**> + <07V>)

= cosf+¢e(u,v™)
= cosf+ 0" cos g—#&)
= cosf —e0"sin (6)
= cos (0 +¢6%)

yazilabilir.

Dogrular —O—>PV vektorl boyunca otelenirse ayni sonug elde edilir. u** = O—>P{J X u
olmak Uzere, 6telenmis dy; ve di, dogrularinin normallestirilmis Pliicker koordinatlari
sirastyla (u,u**) ve (v,0) bulunur ve karsilik gelen birim dual vektorler de sirasiyla

U’ = u+eu** ile V' = v+¢0 elde edilir. Bu durumda
(U, V)ps = (u,v) +¢e((u,0) + (u™,v))
= cosf +e(u,v™)

* T
= cosf + 0" cos 2+9>
= cosf —e0sin (0)
= cos (0 +6")

olur. O

Tanim 2.26. U =u+ u*sve V = v + v*ec D3 olmak lzere,
xps : D3xDd— D3
UxpV = uxv+(uxvi+u xv)e

ile tanimlanan vektorel carpima D* modulii tizerinde vektorel carpim adi verilir (Ozdemir

2020).
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Teorem 2.27. I® moduli Gzerinde alinan U = u + u*s ve V = v + v*¢ birim dual vek-
torlerine karsilik gelen yonli dogrular sirasiyla dy ve dy, dogrular arasindaki acgi 6 ve

aralarindaki uzaklik * olmak tizere
[UxpsV||ps = sin (0 + £0%)
esitligi gecerlidir (Ozdemir 2020).

Ispat Lagrange Ozdegsliginden

UiVl = [ (UxsV, U V),

= 1 - <U, V>]ID3
= /1 —cos2 (6 +6%)
= sin (0 + 0%¢)
elde edilir. O

2.2.  Kuaterniyonlar

Ik kez Hamilton (1844) tarafindan literatiire sunulan kuaterniyon kavrami, kompleks
sayilarin bir genellestirmesi olarak distnulmus, daha sonra kuaterniyon adi ile dort boyutlu
yeni bir sayi sistemi olarak tanimlanmistir. Kuaterniyonlarin Euclid uzayinda dénme
hareketini tanimlamasi, vektorle ilgili calismalarda kolaylik saglamasi, kiiresel geometri-
deki hareketlerin ve fizik alaninda bazi denklemlerin yorumlanmasinda kullaniimasi, bu
dortli sayi sistemine olan ilginin artmasina neden olmustur. Geometri alanindaki 6ne-
minin yani sira, robot teknolojisi, bilgisayar, animasyon, fizik, vektorel analiz, mekanik,
kinematik gibi alanlarda da sikca kullanilan bir ¢calisma alani haline gelmistir.

Kuaterniyonlar say! sistemi, i, j, k reel birim vektorler olmak (izere
H={a+bi+cj+dk:abcde Rvei? =j =k?>=—1,ijk = —1} (2.3)

seklinde tanimlanmis, bir donme ekseni ve acisi belirleyerek rotasyon hareketlerini agik
bir geometri ile belirleyen etkin bir sistem haline gelmistir.
(2.3) reel kuaterniyonlarina ek olarak literattirde tanimlanmis farkli kuaterniyon c¢esit-

leri de sunulmustur (Ozdemir 2020).
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Dual Kuaterniyonlar:
H(D)={a+bi+cj+dk:ab,c,de Dvei’=j =k>=—1,ijk = -1}

seklinde tanimlanan, katsayilari dual sayilardan secilmis kuaterniyonlardir.
Split Kuaterniyonlar: Birim vektorlerin karelerinden bazilari 1, bazilari —1 kabul

edilerek olusturulan, 6rnek olarak
H={a+bi+cj+dk:abcdecRvei’=1j=-1,k = —1,ijk = —1}

seklindeki kuaterniyonlardir.
Kompleks Kuaterniyonlar (Bikuaterniyonlar): Katsayilari kompleks sayilardan olus-

turulan,
H(C)={a+bi+cj+dk:a,bc,deCvei’=j =k*=-1,ijk=—-1}

Clifford (1873) tarafindan tanimlanan kuaterniyon cesididir. Elektromanyetik teori ve
diferansiyel denklemler alaninda kullanilir.

Hiperbolik Kuaterniyonlar:
Hy={a+bi+cj+dk:abc,decRvei’=j=k*=1}

olarak tanimlanan, birlesme 6zelligi olmayan kuaterniyonlar kiimesidir.
Segre Kuaterniyonlari: Carpma isleminin degismeli oldugu reel kuterniyonlara denir.

Lineer cebirsel yapilarin modellenmesi icin kullanighdir.
Hs={a+bi+cj+dk:abecdeRvei’?=k>=-1,j=1,ijk=—1}

seklinde tanimlanan bu kuaterniyonlar, degismeli kuaterniyonlar olarak da bilinir.
Elipsoidal Kuaterniyonlar: Reel kuaterniyonlar aracithgi ile kiresel ddnmeler tanim-
lanirken, elipsoid Gzerinde gerceklesen dénme hareketlerini tanimlarken kullanilan, R?

uzayinda tanimh Vp; e R, i =1,2,3
E=pi1a’ 4+ poy’ +p3z’ =1
elipsoidi icin  /p1paps = A olmak Uzere
H(¢) ={a+bi+cj+dk: a,bc,deRvei’=—p;, j°= — ps, K’= — p3, ijk=A}
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kiimesine elipsoidal kuaterniyonlar denir.
Hiperboloidik Split Kuaterniyonlar: Split kuaterniyonlarda yapilan genellestirme

sonucu elde edilen, R3 uzayinda tanimh Vp; € R, i =1,2,3
(= —pa® + poy® + psz® = £1
hiperboloidi i¢in +/[p1paps| = A olmak tizere
H() ={a+bi+cj+dk:abcdeRvei’ =—p;,j =py k> = p3, ijk = A}

olarak tanimlanan ve hiperboloidik donmeler icin kullanilan kuaterniyonlar kiimesidir.
Perpleks Kuaterniyonlar (Split Kompleks Kuaterniyonlar): Bilesenleri perpleks

sayilardan olusan
H(P) = {a + bi + ¢j + dk : a,bc,d e Pvei’?=j =k*>=—1,ijk = —1}

kuaterniyonlar kiimesidir.

Dejenere Kuaterniyonlar: Yaglom (1963) tarafindan sunulan
Hp={a+bi+cj+dk:abecdeRvei’=-1,j=k*=ijk=0}

kuaterniyonlar kiimesine dejenere kuaterniyonlar denir.

Yari Dejenere Kuaterniyonlar:
Hyp={a+bi+cj+dk:ab,c,d € Rvei’ =1,j> =k’ =ijk =0}

olarak tanimlanir.

Tam Dejenere Kuaterniyonlar:
Hyp={a +bi + cj + dk : a,b,c,d € Rve i’ = j* = k* = ijk = 0}

seklindeki kuaterniyonlar kiimesidir.

Genellestirilmis Kuaterniyonlar: Literattrde kuaterniyonlarin farkli genellestirilme-
leri, bazi matematikgiler tarafindan yapiimistir. Temel yapiya farkl cebirsel 6zellikler ek-
lenerek olusturulan kuaterniyonlardir. Bir 6rnek olarak H. Pottman ve J. Wallner tarafin-

dan tanimlanan bir genellestirme
H:{a—i—bi+cj+dk: a,b,c,d e Rvei?=—q,j> = -3, k* = —af, ijk = —aﬁ}
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seklinde yapiimistir (Ozdemir 2020).
Hibrit Kuaterniyonlar: Ozdemir (2018) tarafindan tanimlanan hibrit sayilarin ce-

birsel 6zellikleri ile olusturulan kuaterniyonlardir. Buna gore
K={a+bi+ch+des:ab,cdeR, i?=—-1,h*=1,¢*=0, ih=-hi=¢+i}

kiimesi, hibrit sayilar veya hibrit kuaterniyonlar adini alir.

Clifford (1873), kuterniyonlarin bilesenlerini dual sayilarla olusturdugu dual-kuaterni-
yonlari literatlire kazandirmistir. Birim bir kuaterniyon dénmeyi tanimlayabilirken, birim
bir dual-kuaterniyonun hem dénme hem 6teleme hareketine karsilik geldigine dair, geometri
alaninda cahismalar sunulmustur (McAulay 1898; Agrawal 1987; Ozdemir 2020).

Clifford’un hem Oklidiyen, hem de Oklidiyen olmayan uzaylarda geometrik cebirler
Uzerine yaptigi ¢calismalar, onu Hamilton (1844; 1853)’iin kuaterniyonlar tizerine yaptigi
calismalari vektor analizine genigletmeye yonlendirmistir. Kuaterniyonlardaki dort reel
bilesenli sistemi, ’bikuaterniyon’ adini verdigi, en genel hali ile bugtin Clifford cebiri
olarak adlandirilan sistemin bir alt alani olarak kurmustur. Dual kuaterniyonlar olarak,
bilesenlerini ¢ + wr seklinde, ¢, € R ve w? = 0 kosulundaki sanal bir cebirsel birim
w iceren yapilardan olusturdugu kuaterniyonlar, bu cebirin bir 6rnegini olusturmus, bu
sistemin olusturdugu geometrik senaryolar tizerinde yogunlasmistir. Bir takim mekanik
niceliklerin ve hareketlerin sadece skaler ve vektor kavramlariyla ifade edilememesi ne-
deniyle Clifford, bikuaterniyonlar sistemine ihtiyag duymus; ’rotor’ (dénme + vektor)
terimini kullanarak skaler, vektor ve rotor buytkltklerini birlestiren bir cebir ortaya at-
mistir (Clifford 1882).

McAulay (1898), Q2 = 0 oldugu bir Q birimi ile Clifford cebirin bir alt 6rnegi olan
dual kuaterniyonlari oktonyonlar adi ile genisletme calismalari yapmistir; daha sonra bu
alan farkl bir cebir yapisina dogru gelismistir. Study (1901)’in bir grup ¢ boyutlu uzay
hareketlerini incelemek icgin bu sistemi uygun bulmasi; ardindan Kotelnikov (1895)’in
dual vektorler ve dual kuaterniyonlari mekanik alanindaki ¢alismalarda kullanmasi, dual
kuaterniyonlara olan ilgiyi arttirmistir. Clifford cebiri ile gelisen dual kuaterniyonlar, t¢
boyutlu uzay tanimlamalarinda gucli bir yapi ortaya koymustur.

Vida hareketi, hem donme, hem 6teleme bilesenlerine sahip, kati cisim hareketlerini

tanimlayan temel bir kavramdir. Kuaterniyonlar ve dual sayilarin birlesimi olan dual ku-
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aterniyonlarin miihendislik ve robotikte vida hareketi tanimi i¢in kullaniimasinda temeller
ilk kez Chasles tarafindan ortaya konmustur. Chasles, uzayda, kati cisimlerin yer degistir-
mesinin bir eksende dénme ve o eksen boyunca 6telenme olarak ifade edilebilecegini ilk
kez matematiksel olarak ispatladi (Mason 2001). Buna goére uzaydaki herhangi bir yer
degistirme, bir vida hareketi olarak tanimlanir. Ball da rijit bir cismin uzaydaki hareke-
tinin bir eksen etrafinda dénme ve o eksen boyunca 6teleme bilesenlerinden olustugunu
ifade etmigtir; ancak bu hareketi cebirsel degil geometrik olarak tanimlamig; heniliz ku-
aterniyon ya da dual sayi gibi yapilara yer vermemistir; Chasles’in teoremini daha ¢ok
mekanik ve fiziksel alanda uygulamistir (Ball 1990).

Kuaterniyonlarin donme hareketlerini ifade etmedeki glict, 20. yizyil baslarinda fark
edilse de dual kuaterniyonlarin vida hareketini tanimlamak amaciyla sistematik olarak
ilk kullanimi Brown ve Wampler tarafindan gerceklesmistir. Brown ve Wampler (1990),
dual kuaterniyonlarin hem dénme, hem de 6teleme bilesenlerini ayni cebirsel yapi icinde
temsil etme yetenegini sunmuglar; bu yaklasim, hem matematiksel hem de uygulamali
robotikte yeni bir temsil bigimi olarak kabul edilmistir.

Robotikte, robot kollarinda eklemden ¢ikan ucun uzaydaki pozisyonu genellikle vida
hareketi ile modellenir ve dual kuaterniyonlar sayesinde pozisyon ve yénelim ayni anda,
tek yapida kodlanir; ileri ve ters kinematik hesaplamalar sadelesir; hareketler arasindaki
gecisler daha yumusak hale gelir (Selig 2005).

Dual kuaterniyonlarin ¢6ziime giden yolda matrislere gore daha kolay ve daha kul-
lanish olmasi sebebiyle rijit-transform (dénme ve 6teleme) hareket sistemlerinde tercih
edilen bir metod haline gelmistir. Dual kuaterniyonlar, cebirsel islemleri minimalize et-
meleri sebebiyle ¢6zimi daha dogrudan ve guvenilir bir sekilde sunarlar; ayri vektor-
ler tanimlamak yerine, yer degistirme iceren 6teleme ve dénme hareketlerinde bu iki tip
hareketi tek durumda birlestirmeye olanak tanirlar. Animasyon gibi, 6zellikle hareket
iceren ve her karede rijit dontstimlerin birlestirildigi ve karsilastirildigi alanlarda, matris
bazli yontemlerin 6nce kuaterniyona donusttrilmesi gerekirken, dual kuaterniyonlar ile
tim bunlar dogrudan yapilabilmektedir (Kenwright t.y.).

Hem akademik, hem de endustriyel uygulamalarda rotasyon ve translasyonun birlikte
yonetilmesi gereken sistemlerde verimli bir matematiksel ara¢ olarak 6ne ¢ikan dual ku-

aterniyonlar, geleneksel yontemlere kiyasla, sundugu avantajlar sayesinde robotikte, bil-
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gisayar tabanl grafiklemelerde avantajlar ortaya koymustur. Pham vd. (2010), baglantili
zincir ters kinematik problemlerini, dual kuaterniyon uzayinda Jacobiyen matrisi kulla-
narak ¢cozmastar. Schilling (2011), dual kuaterniyonlari kullanarak ¢oklu hesaplamali or-
talama model ile gdvde hesaplamalari yapmistir. Ge vd. (1998), ti¢c boyutlu hareketlerin
interpolasyonunda, dual kuaterniyonlarin etkili ve pratik bir yontem oldugunu goster-
mistir. Lin vd. (2010), goreli yonelimi dual kuaterniyon kullanarak hesaplamistir. Perez
ve McCarthy (2004), eklemli robotik sistemler i¢in dinamik kisitlari dual kuaterniyonlar
ile formulize etmigtir. Kavan vd. (2008), karakterin cilt kaplama ve karigsim iglemlerinde
dual kuaterniyon kullanmanin avantajlarindan bahsetmistir. Selig (2011) ise bilgisayar
oyunlarindaki temel problem olan gercek zamanli hareket denklemlerinin ¢ézilmesinde
dual kuaterniyonlarin duzenli ve kisa bir yol sundugunu belirtmistir.

Bunun yani sira dual kuaterniyonlar, havacilik alaninda bir uzay aracinin ya da in-
sansiz hava aracinin konum ve yénelim bilgisinin birlestirilmis temsili icin de kullantlr.
Ozellikle dusiik gecikmeli, yiiksek hassasiyetli kontrol sistemleri igin 6nemlidir.

Insan viicudu eklemlerinin ii¢ boyutlu uzaydaki hareketleri, hem rotasyon hem de
pozisyon bilesenleri icerdigi icin dual kuaterniyonlar ile etkin sekilde analiz edilebilir.
Dolayisiyla bu alan spor bilimleri, tip ve rehabilitasyon teknolojileri ile de yakindan ilgi-
lidir.

Kamera kalibrasyonu, el-goz koordinasyonu ve obje takibi gibi uygulamalarda dual
kuaterniyonlar, karmasadan uzak ve dogrusal olmayan yapilariyla da 6ne cikmaktadir
(Daniilidis 1999).

Fourier dontistimleri ve gelismekte olan kuantum hesaplamalari alanlarinda da bu sis-
temin kullanim alani giderek genislemektedir (Girard 2007; Rooney 2007; Garling 2011,
Chappell vd. 2016).

Tanim 2.28.
H:{q: AQ=q + @i+ e+ ek a, e 00 cRvei® ==k =ijk= —1}

olarak tanimlanan dortli sayi klimesine kuaterniyonlar kiimesi denir (Hamilton 1844).
q = ¢1 + @i + g3j + quk €H igin ¢; reel sayisina q kuaterniyonunun skaler kismi
denir ve S(q) ile gosterilir. g2+ gsj + g4k ifadesine ise q kuaterniyonunun vektorel kismi

denir ve V'(q) ile gosterilir. Bu durumda q = S(q) + V (q) ifadesi de g kuaterniyonu
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icin bir baska gosterim sekli olur.
¢ = 01ise q = ¢i + g3j + g4k quaterniyonu has quaterniyon adini alir ve has
kuaterniyonlar kiimesi H, ile ifade edilir. Has kuaterniyonlar kiimesinin R3 ile 6zdes

oldugu acikca bellidir.

q=q1 + qi—+ qzj+ gk ve p =p1 + poi + psj + psk kuaterniyonlari igin

i. Kuaterniyonlarin esitligi: q = pise ¢; = p;Vi = 1,2,3,4

ii. Toplama: g +p = (¢1 +p1) + (g2 +p2) i+ (g3 +p3)j+ (qa+pa)k

iii. Skalerle carpma: )\ € R olmak Uzere, A\q = A\q1 + A\g2i + Agsj + Aguk olacak
sekilde tanimhidir,

iv. Carpma: I3 Uniter vektorleri icin degisme 6zelligi olmadigindan, iki kuater-
niyonun carpma isleminin de degismeli olmadigi agiktir. Bu sebeple kuaterniyonlarda

carpma isleminde kullaniimak tzere

11 i j
ili]—1] k | —j

jlil=k|-1]i

k| k| j | -i|-1

seklinde bir carpim tablosu kullanmak, carpma islemini kolaylastirmaktadir.

Dolayisiyla q ve p kuaterniyonlari diisiinildiginde iki kuaterniyon arasindaki carpma
islemi,

qp = 5(q)S(p) — (V (@), V (p)) + S(@V (p) + S(p)V (q) + V (q) X V (p)

esitligi ile Euclid i¢ carpimi ve vektorel carpimi kullanilarak daha basit bir sekilde ifade
edilebilir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.29. p,qVver €H icgin
p(a+r) = pq+pr
(@+r)p = qgp+rp

esitlikleri saglanir; bir baska ifade ile kuaterniyonlar kimesinde ¢carpma igleminin toplama

Uizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir (Ozdemir 2020).
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Ispat p=S(p)+V (p),q=5(q)+V(q) ver = S(r) + V (r) kuaterniyonlari igin

p(a+r) = Sp)S(@+r)—(V(p),V(p+r))+5P)V(qg+r)
+S(p+1)V(p) +V(p) X V(q+r)
= S(p) (S(a) +5(r)) =V (p),V (q) + V(r)) + S(p) (V (a) + V(r))
+(5(q) +5(r)) V(p) + V(p)x (V(a) + V(r))
= S(p)S(a) = (V(p),V(a)) +S(P)V(a) + S(@V(p) +V (p) x V(a)
+5(p)S(r) = (V(p),V(r)) + S()V(r) + S(r)V(p) + V (p) x V (r)

= PqQ+pr

elde edilir. Benzer sekilde sagdan dagilma da gosterilebilir. O

Tanim 2.30. Bir q = ¢1 + @21 + ¢3j + ¢4k kuaterniyonu icin

g1 —q92 —q3 —qa g1 —q2 —QG3 —qa
Lq _ 2 @1 —q4 g3 - Rq _ 2 ¢1 qs  —Qq3

q3 44 g1 —q2 43 —q4 1 q2

_Q4 —q3 G2 q1 1 _CI4 3 —q9 q1 ]

matrislerine sirasiyla sol ve sag ¢arpim matrisleri denir. Dolayisiyla bir

P = p1 + p2i + p3j + psk
kuaterniyonu igin L,(p) = qp Ve Rq(p) = pq ssitliklerini saglarlar (Ozdemir 2020).

Teorem 2.31. Kuaterniyonlar kiimesinde ¢arpma isleminin birlesme 6zelligi vardir

(Ozdemir 2020).

Ispat q = q1 + qoi + @sj + quk, P = 1 + Poi + psj + pak Ve r = 7y + 7oi + 75§ + 1k

kuaterniyonlari igin

g1 —42 —q3 —q4 T —Te —T3 —T4

42 @1 —q4 g3 o T Ty —T3
Ly= ve R, =

q3 qa g1 —q2 rg —Tr4 T T2

_(J4 —q3 Q2 q1 ] _7“4 rs —Tre N ]
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olmak uzere,
(ap)r =R: (Lq(p)) Ve q(pr) = Lq (R:(p))
yazildiginda
LqRe = ReLg
oldugundan
(ap)r = q(pr)
elde edilir. O

Tanim 2.32. q = ¢; + ¢2i + ¢3j + g4k kuaterniyonu igin

q = ¢1— @i—qj—qk
= S(q) -V (q)

kuaterniyonuna q kuaterniyonunun eslenigi denir ve

a) (@) =q
b)a+p=q+p
c)ap=pPq

2

d)qd =dq =¢; + ¢ + ¢ + 45 = (S(q))”+(V (a),V (q)) ozelliklerinin saglandigi

gorulir (Ozdemir 2020).
Tanim 2.33. q = ¢1 + ¢21 + ¢5j + sk €H igin
IMMZV@Fw@q=¢ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ

reel sayisina g kuaterniyonunun normu adi verilir. Normu 1 olan kuaterniyona birim

kuaterniyon denir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.34. q,p €H igin

D llallz = 4l ve

) flaplly = llall [Pl

esitlikleri saglanir (Ozdemir 2020).

27



KAYNAK TARAMASI S.D. SOYLU

Ispat 1) [|ally = vad = vad = |[dllg
1) lapl; = vapap = vappd = v/a (pp)d = \/allplzd = llally [Iplx O

Tanim 2.35. Kuaterniyonlar kiimesinde bir q kuaterniyonu igin

qgp =pq=1

esitligini saglayan p kuaterniyonuna q kuaterniyonunun tersi adi verilir ve q ! ile gos-
terilir (Ozdemir 2020).

Teorem 2.36. Bir q cH icin q~! tektir ve
-1 q

q =3
HQHH

ile belirlidir (Ozdemir 2020).
Ispat p ve r, p kuaterniyonunun iki farkli tersi olsun. O zaman
qp = pq =qr =rq =1

olur. Bu durumda
p=p(ar)=(pgr=r

elde edilir ki tersin tekligini ifade eder. Ayrica

a _ qq _ |l _
a2 = 7 = 2 =
lalz  llallz  llallm
oldugundan q—! = —9, kuaterniyonu, g’nun tersini ifade eder. O

- 2
llalli

Teorem 2.37. Herhangi bir q =S(q)+V (q) kuaterniyonu,

A CY
1V (a)]
cosf = S(a)
lally
L Vi
lallg

belirtmek Uizere,

q = ||q|lg (cos @ + nsin )
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seklinde yazilabilir; ayrica

n?= -1
olur (Ozdemir 2020).
Ispat g =S(q)+V (q) olsun.
S(a) V(q))
a = llalg (o +
bl (i Tl

B S@ V(@] V(a)
- uqHH(Hq”H+ el HV(q>H>

yazilirsa, % :=n € R3 birim vektoriiniin bir has kuaterniyon oldugu gorlar.
e Ve (V@ V(@) +VigxVia _ (V(a),V(@) _
IV (@) (V(q),V(a) (V(a),V(a))

Bu arada

cos® 0 +sin?6 = 1
oldugundan

(5(61))2Jr <V(Q))2 _S@+ V@I’ _ lally _,
g 4l lalls lalls

esitligine gore,

cosf = S(a)

lallg
g V@l
lallg
saglayan bir 6 € [0, 27) agisi bulunabilir. Boylece her q €H
a = |lall (cosf + nsin6)

formu ile yazilabilir. O

Tanim 2.38. q €H i¢in
q = ||q]|y (cos @ + nsin §)

goOsterimine q kuaterniyonunun kutupsal formu adi verilir. ¢ agisina q kuaterniyonunun

argimenti denir (Ozdemir 2020).
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Tanim 2.39. q ve p kuaterniyonlari igin

_ap+pq

91 (4, P) 5

reel sayisina q ve p kuaterniyonlarinin i¢ carpimi denir (Ozdemir 2020).

gu (g, p) = BP9 deferi hesaplandi§inda kolayca gorulebilir ki

q=q + @i+ qgj+qgkvep=p +pi+ psj+pik

kuaterniyonlari icin

gu (4, P) = q1p1 + G2p2 + 33 + qapa

esitligi saglanir. Bu durumda, iki kuaterniyonun i¢ carpimi, aslinda dort boyutlu Oklid

uzayinda bir i¢ carpim olarak distinulebilir. Yani

gu (a4, p) = (q,p)
olur.

Tanim 2.40. q ve p kuaterniyonlari igin

qpP — Pq

X —
qXgP 9

olarak elde edilen kuaterniyona q ve p kuaterniyonlarinin vektérel garpimi denir (Ozdemir
2020).

axyp = -P9 ifadesi hesaplandiginda

axgp = —S(@)V (p) +S(P)V (a) =V (q) x V (p)
elde edilir. q = q1 + @21 + ¢3j + sk Ve p = p1 + poi + p3j + psk olarak disiinulirse

axp = (p1g2 — @1p2 + P3qs — q3pa) i
+ (p1g3 — 1p3 + Q2P — P2qa) §

+ (p1gs — q1pa — q2p3 + p2g3) k
olarak da yazilabilir (Ozdemir 2020).
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Teorem 2.41. qve p €H igin
1) axyp = — pxyq
I1) axgxq =0
1) gp = (q,p) + 4 Xu p
IV) gp = (q,p) + q xu p Ozellikleri saglanir.

Ispat 1) ve Il), gxup = —S(q)V (p) + S(P)V (q) — V (q) x V (p) esitligi ile agiktrr.

1) (q,p) = BIE9 ve gxyp = BP9 kullanilirsa, gp = (q, p) + q X p bulunur.

IV) I11)’te p yerine p yazilirsa qp = (q,p) + q xg p olur. O

31



MATERYAL VE METOT S.D. SOYLU

3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde matematiksel yontemler ve ispatlar yardimi ile genellestirilmis dual sayilarin
tanimi yapilmis, cebirsel ve geometrik Ozellikleri sunulmustur. Genellestirilmis dual
sayilar icin matris formu belirlenirken izomorfizma kurulmustur. Galile diizleminin yapisi
grafiklerle agiklanmistir.

Genellestirilmis dual kuaterniyonlarin tanimi verilmis ve 6zellikleri incelenirken stan-
dart dual kuaterniyonlarin incelenmesi baz alinmistir.

Tezdeki grafiklerin bir kismi icin Python 3.10 programindan yardim alinmistir.

Tez calismasinin ana kaynagi Ozdemir (2020); diger kaynaklarin baglicalari Soylu vd.
(2025) ve Catoni vd. (2011) olmustur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Genellestirilmis Dual Sayilar

Tanim 4.42. z,y € R olmak Uzere, z = = + ye ifadesine, p reel sayl olmak Uzere

g2 = —%2 + pe icin bir genellestirilmis dual sayi denir.

2
GID):{z:z:m+y8,€2:—%—i-p&ﬂ?,yapER}

kimesine de genellestirilmis dual sayilar kiimesi adi verilir (Yaglom 1968).

Bu durumda p reel sayisina verilen her bir deger, farkli bir GD kiimesi olusturmak-
tadir. 2 = —%2 + pe ifadesinde £ = £ denilirse (¢ — k)* = 0 seklinde yazilabildigi
gorilur. e birimi de % reel sayisina bagli oldugundan tezin bundan sonraki kisimlarinda e
dual birimi, ¢ olarak kullanilmis ve GD olarak ifade edilen genellestirilmis dual sayilar

kiimesi de D, seklinde ifade edilmistir.

Tanim 4.43.
D, = {a:—i—ygk c T,y € Rvegi = — k>4 2key, k € R, &g ¢ ]R} 4.1)
zi = x; +yiex € D (i = 1,2) ve A € R olmak Uzere, D, kiimesi Uzerinde tanimlanmis

2l = 2= T1=T2,Y1 =12
21+ 20 = (v1+22) + (Y1 + y2)ek
217y = (2129 — Y11k + (212 + Doyr + 2y1y2k)ex

Az1 = Axy+ A\yiek

islemler ile birlikte, D, kiimesine genellestirilmis dual sayilar kiimesi adi verilir. z € Dy
sayisina da genellestirilmis dual sayi denir. z = x + ye, genellestirilmis dual sayisi igin
e, genellestirilmis dual birim; x reel sayisi, z’nin reel kismi; y sayisi ise z’nin dual kismi

olarak ifade edilir ve Re(z) = z; Du(z) = y seklinde gosterilir (Soylu vd. 2025).

Goruldugu Uzere, standart dual sayilar kiimesi olarak D, (4.1) kiimesinde & = 0 olarak
alinan bir alt kiime olarak da tanimlanabilir. Bu durumda, genellestirilmis dual sayilarla

ilgili tim cebirsel ve geometrik 6zellikler, standart dual sayilara da uyarlanabilmektedir.
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(ex, — k)* = 0 oldugundan (4.1) kiimesi
Dy ={z=z+vyep:z,y,k € Rve (5k—k:)2 =0,¢r ¢ R}

olarak da ifade edilebilir.
(4.1) kimesinde tanimlanan toplama ve carpma islemleri incelendiginde, z1=X; +y;&x

Ve 2o = Ty + yoey 0lmak Uzere,
i) Kapallik dzelligi:
21+ 29 = (1’1 —|—ZE2) + (y1 +y2) Ek

toplaminin yine bir genellestirilmis dual say1 oldugu;

ii) Degisme ozelligi:

nza = (2132 — Y1yk®) + (12 + T2y + 29112k )ey,
= (w21 — younk®) + (T2y1 + 2192 + 29291 k)ey,

= 2221

elde edildiginden degisme 6zelliginin oldugu;

iii) Birlesme 0zelligi: Gerekli islemler yapildiginda
(2’122) zZ3 — 21 (222’3)

esitliginin saglandigi, dolayisiyla birlesme 6zelliginin oldugu;

iv) Birim elemanlar: Toplamsal birim elemanin 0 + Os;, = 0 ve carpimsal birim
elemanin 1 + 0, = 1 oldugu;

v) Ters elemanlar: z = x + ye; sayisinin toplamsal ters elemaninin —z = —z — yey,
ve carpimsal ters elemaninin her zaman bulunamayabileceg@i gérilmektedir.

Buna gore genellestirilmis dual sayilar kiimesi Dy, toplama ve ¢arpma islemleri ile bi-
rimli bir degismeli halkadir fakat her elemanin ¢arpma islemine gore tersi bulunamadigin-

dan bhir cisim belirtmez.

Teorem 4.44. n > 2 igin
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Ispat Tiimevarimla ispatlanirsa, ¢t € N icin &}, = — 1kt + &, 2E olsun.
/C2
t=2iginel = —Z—l—ekl{:
esitligi asikardir. ¢t = n igin
n—1 2n
no_ _ km _knfl
dogru olsun. Bu durumda t = n + 1 icin
" n—1, 2n k?
entl = — 5 k'er, + Q—nk ! <—Z —|—5kk>
2n n+1
_ n+1 n
= _2n+2k + €k ( on k )
- (B 2n+2
- _2n+1k + &k ( on+1 k
dogru olur. O

Tanim 4.45. z = x + ye;, genellestirilmis dual sayisinin eslenigi
Z=1r+ 2ky — ey
olarak tanimlanir (Soylu vd. 2025).

Tanim 4.46. z = x + yey, genellestirilmig dual sayisi igin

|z]m)k =Vzz

ifadesine z genellestirilmis dual sayisinin modilu adi verilir (Soylu vd. 2025).

Teorem 4.47. z = x + ye;, genellestirilmis dual sayisinin moduli

|Z‘]n>k = |z + ky|
olarak ifade edilir (Soylu vd. 2025).
Ispat z = z + yey, yazilirsa
|Z|m>k = Vzz

= V(7 +yex)(x + 2ky — exy)
= 22+ 2ky + k2y?

= |z + ky|

elde edilir.
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Teorem 4.48. |z[;, # 0olmak kosuluile z = x + yej, genellestirilmis dual sayisinin tersi

P 22
|Z|]D>k

seklindedir (Soylu vd. 2025).

Ispat ! = a + bey, seklinde bir genellestirilmis dual sayi olsun. zz~! = 1 olmak iizere

(za — ybk?) + (b + ay + 2kyb) e, = 1

— za—ybk® =1vexzb+ ay + 2kyb =0

denklemleri taraf tarafa ¢6zulerek

_ x+2ky

2 2
|Z|]D)k |Z|Dk

elde edilir ki
1 x+2ky Y
5 = 2 T 2 Gk
Mmk ’Z‘H))k
B z
2
|Z’m>k
esitligi gecerlidir. O
Tanim 4.49. z,w € Dy igin
- 2w
w
w
= A B}
’w’m)k

ifadesi Iy, igin bolme islemi tanimlar (Soylu vd. 2025).

Dy={z:2=1x+ye, e = —k? + 2key z, y, k € R, g, ¢ R} genellestirilmis dual sa-
yilar kiimesi, z = x + ye genellestirilmis dual sayisi icin yatay eksen reel kismi (z),

disey eksen dual kismi (y) gostermek tizere Sekil 4.1°deki gibi gosterilebilir. Bu duzleme
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genellestirilmis Galile duizlemi de denir (Soylu vd. 2025).

Du
A

Re

Y

Sekil 4.1. Genellestirilmis Galile diizlemi

Normu r olan genellestirilmis dual sayilar z = = 4+ ye € D, igin
2]y, = |z +kyl =7

ifadesi, genellestirilmis dual sayilar kiimesinde bir cember belirtir. Bu cemberler D, diiz-

leminde cizilirse, buyukligu r olan genellestirilmis dual sayilarin geometrik yeri,
x+ ky = Fr

seklinde, birbirine paralel iki dogru belirtir (Sekil 4.2) (Soylu vd. 2025).

-r/k \

!

Sekil 4.2. Genellestirilmis dual gemberler

k € Ricin genellestirilmis dual sayilar kimesinin birim gemberleri Sekil 4.3’de gorulmek-
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tedir.
Du D
1/k <1/k
1 Re 1 Re
1\ //I
-1/k y
(a) (b)
Du
-1 T Re
(©)

Sekil 4.3. (a) k > 0; (b) £ < 0 ve (c) k£ = 0 icin genellestirilmis dual birim ¢cemberler

Ornek 4.50. Normu 4 olan genellestirilmis dual sayilar (Sekil 4.4),

Du
A

Y

Sekil 4.4. Dy icin 4 yaricaph genellestirilmis
dual gcemberler
Dy ={z:z2=x+ye,e; =—-1+2}
kimesinden segilirse |z|;, = 4 saglayan genellestirilmis Galile cemberleriolan z+y = 4

ve x + y = —4 dogrular Sekil 4.4°deki gibi olur.
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Cemberlerin yaricaplari 4 olmak Uzere, orijinden paralel dogrulara gizilen tim dogru
parcalarinin uzunluklari 4 olur.
Buna gore, genellestirilmis Galile dizlemindeki birim cemberler de z + y = 1 ve

x +y = —1 paralel dogrularidir.

2z = x1 + Y16k Ve w = x9 + yo&y, genellestirilmis dual sayilari igin,

p—uly, = \/(z—w) E—w)
= V((m1— 32) + (g1 — v2)er) (w1 — 2) + 2k(y1 — 1) — ex(y1 — 12))

= |(z1 — z2) + (Y1 — y2) K|

oldugundan, genellestirilmis Galile diizleminde bu sayilara sirasiyla karsilik gelen nokta-

lar A(z1, 1) ve B(xs,yo) icin bir metrik de ifade edilmis olur (Soylu vd. 2025).

Tanim 4.51. Genellestirilmis Galile diizleminde verilen A(z1,y;) ve B(x2, y2) noktalar
icin
de(A, B) = |(z1 = 22) + (41 — 4o )K|

ifadesine genellestirilmis Galile duizleminin metrigi denir (Soylu vd. 2025).

z = x + yer, € Dy genellestirilmis dual sayisinin genellestirilmis Galile diizleminde
karstlik geldigi nokta A olarak ifade edilirse A(x,y) noktasinin bu dizlemdeki apsis
degeri, = genellestirilmis dual sayisinin reel kismina; benzer sekilde, A(x,y) noktasinin
bu diizlemdeki ordinat degeri de z genellestirilmis dual sayisinin dual kismina karsilik
gelir. Bu durumda, genellestirilmis Galile diizleminde A noktasina karsilik gelen vektor
de OA olur. Genellestirilmis Galile diizleminde bu sekilde olusturulan vektorler, belirttigi

noktanin koyu, kiigik harfi ile yazilirsa, OA vektorii de a gosterimi ile belli olur. Boylece
dg (0, A) = [z + ky| = [la]|
yazilabilir.

Tanim 4.52. u = wuy + ugel, Ve v = vy + vae, genellestirilmis dual sayilari, sirasiyla
U(uq,uq) ve V (v, vy) olarak, genellestirilmis Galile diizleminde birer nokta olarak gos-

terilirse bu noktalara karsilik gelen vektorler u ve v igin
<, >G : ]D)kX]D)k—> R

39



BULGULAR VE TARTISMA S.D. SOYLU

uv+uv
<u7 V>(G = 2

= wvy + k*ugvy + k(uive + ugvy)
skaler carpimina genellestirilmis Galile diizleminin skaler ¢arpimi denir.

Teorem 4.53. Genellestirilmis dual sayilar kiimesi Dy, reel sayilar cismi Gizerinde toplama

ve carpma islemleri ile bir vektor uzayidir.

Ispat z = 21 + 205, Ve W = Wy + wWaey, genellestirilmis dual sayilari ve \; 5 € R igin
Galile dlzleminde karsilik gelen vektorler sirasiyla z = (21, z9) Ve w = (wy, wy) olsun.

Buna gore

o z+w = (z; +wi, 20 + we) vektorl bir genellestirilmis dual sayiya karsilik gelir.

z +w = w + z toplamada degisme 6zelligi vardir.

Dy Gzerinden segilen bir bagka v genellestirilmis dual sayisina karsilik gelen vektor

v ile gosterilirse (z + w) + v = z + (w + v) toplamanin birlesme 6zelligi vardir.

0 = 0 + Og;, olmak Uzere z + 0 = z olur.

z genellestirilmis dual sayisi igin z + (—z) = 0 olacak sekilde bir —z € Dy, topla-

maya gore ters eleman vardir.

Az = (A\z1, Azp) yine bir genellestirilmis dual say1 belirtir; skaler ile ¢arpildiginda

elde edilen vektor bir dual sayiya karsilik gelir.

A (z +w) = Az + \w; skalerin dagilma 6zelligi vardir.

(A + ) z = \z+ Pz saglanir.

(A\B)z = X\ (P=) saglanir.

1 =1+ 0e;, olmak lizere, 1z = z saglanir.

Boylece, D, kiimesinin elemanlari olan genellestirilmis dual sayilarin karsilik geldigi
iki boyutlu genellestirilmis Galile diizlemi, standart toplama ve skalerla ¢arpma islemle-

rine gore, reel sayilar Uzerinde bir vektor uzayi tanimlar. O
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Lorentziyen geometrideki gibi, modili » olan genellestirilmis dual sayilarin Galile
diizleminde belirttigi cemberler olan = + ky = r ve x + ky = —r paralel dogrularini,
sirasiyla dual-spacelike ve dual-timelike olarak tanimlayabiriz. Boylece = + ky = 0
dogrusu olarak belirtilen orijin merkezli dual ¢cember de dual-lightlike (null) seklinde
isimlendirilebilir. Bu durumda, genellestirilmis Galile duzlemine ait vektorleri de ori-
jin merkezli genellestirilmis dual cembere gore siniflandirmak mumkindur (Soylu vd.
2025).

Tanim 4.54. Modilu r olan bir z = = + ye;, € Dy genellestirilmis dual saysi
(a) = + ky = r dual gcemberi lizerinde ise z’ye ve temsil ettigi vektore dual-spacelike,
(b) = + ky = —r dual cemberi Gzerinde ise z’ye ve temsil ettigi vektore dual-timelike,
(¢) x + ky = 0 orijin merkezli dual gember Uzerinde ise z’ye ve temsil ettigi vektore
dual-lightlike (null) adi verilir (Soylu vd. 2025).

Tanim 4.55. z = x + ye;, bir genellestirilmis dual say1 olmak lzere,
oo Dy — Dy
f(z) = [f(z+yer)

fonksiyonuna genellestirilmis dual sayi degiskenli fonksiyon denir.

f fonksiyonuna, bir z; € Iy igin

lim f(z) = f(z0)

Z—20
esitligini saghyorsa surekli fonksiyon denir.

f fonksiyonu, zo € Dy noktasi igin

i () _ 1) = o)

Z—20 zZ — ZO

limit degerine sahipse z = z, noktasinda ttrevli fonksiyon adini alir ve

Fieo) = tim g(z) = L= L)

olur (Soylu vd. 2025).

Teorem 4.56. z = x + ye;, genellestirilmis dual sayl olmak tizere f , tlrevlenebilir bir

genellestirilmis dual sayi degiskenli fonksiyon olsun. Bu durumda

fx+yer) = f(@+ky) + (er — k) yf (x+ ky) (4.2)
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esitligi saglanir (Soylu vd. 2025).
Ispat z = x + yey icin
oo Dy — Dy
fz) = f(z+ye)

fonksiyonunun z = x + ky noktasindaki Taylor acihimi yazilirsa

1"

) = kg + DO gy LEER gy
+W(z—(:c+ky))"+---
elde edilir. Buradan > — « + yey, yazilarak
F(2) =1 (e + )
= otk + DO gy TR (e
p e PO

=f (x+ky) + (ex = K)yf' (z + ky)

elde edilir. O

(4.2) ile genellestirilmis dual degiskenli fonksiyonlari elde etmek kolaydir.

Ornek 4.57. f(z) = % genellestirilmis dual sayi degiskenli f fonksiyonu icin z = x+ye;,

1 . . _(Ek—/{?)y
f(eryak) = f(w+ky) (z + ye)?

yazildiginda

elde edilir.
Teorem 4.58. |z|;, = r # 0saglayan bir z = x + ye;, genellestirilmis dual sayisl,

. 4,z dual-spacelike ise
—2,  zdual-timelike ise

olmak Uzere,

L { r (14 (ex — k)f), = dual-spacelike ise 4.3)

—r (14 (e, — k)#), =z dual-timelike ise
formunda yazilabilir. Bu gosterim sekline z genellestirilmis dual sayisinin polar formu
denir (Soylu vd. 2025).
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Ispat 2|y, # 0igin bir 2 = x + yej; genellestirilmis dual-spacelike sayisi, x + ky = r

dual gemberi Uzerinde olsun. Bu durumda, |z[;, = r olmak Uzere,
Ly
2 =T+ Yeg :7’<—+—5k>
T T
yazilabilir. & = £ olsun; béylece * = 1 — k6 elde edilir ve
z=r(14 (e — k)0)

yazilabilir. z’nin dual-timelike oldugu durum da benzer sekilde belirtilir. O

Tanim 4.59. Genellestirilmis bir dual sayinin polar formu ile ifadesindeki (4.3) 6 dege-

rine z genellestirilmis dual sayisinin argimenti denir ve Arg(z) = 60 olarak gosterilir.

—o00 < 6 < oo olduguna gore, 6, genellestirilmis Galile diizlemi icin bir dual agl
tanimlar. Genellestirilmis » > 0 yaricaph dual cembersel kesitin yonlenmis alani, %9 ile
elde edilir. Bu durumda, z = 1 + y16x Ve w = x5 + 326, genellestirilmis dual sayilarina
karsilik gelen vektorlere sirasiyla z ve w denirse, bu vektorler arasinda kalan aginin yonlii
genellestirilmis dual 6l¢lsi, ayni genellestirilmis dual cember Uzerinde, z’den w’ye yon-

lenmis sekilde,

Y2 — Y1
— T

A

r

, = ve w ayni dual space-like cember tzerinde ise

, 2 ve w ayni dual time-like cember Uzerinde ise

olarak ifade edilmis olur (Soylu vd. 2025).
Teorem 4.60. 2 € Dy icin |z|;, = r olmak Uzere, z"nin eksponansiyel formu
z = refEr=h)

olarak yazilabilir (Soylu vd. 2025).

Ispat f(z) = e* olsun. z = z + ye,, icin (4.3) esitliginden

f(z) = flx+ky) + (e —F)yf (x+ ky)

ex-l-yek — ecc—i-lcy + (5k . k)) yeac—I—ky
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yazilabilir. Buradan
TtV = TR (] 4 (g — k) y)

VG = 14 (g —k)y

olur. y = 0 denirse

Rk = 1 + (e’fk — k) 0
yazilabilir. (4.3) esitligi kullanilirsa
é‘k—k‘)

z = re

elde edilir. O

Teorem 4.61. (Genellestirilmis dual sayilar i¢in de Moivre formuli)
Z:T(l—F(Ek—k‘)@)
genellestirilmis dual sayisi igin [z[; # 0 olsun. n € Z olmak Uzere

" (14 (e — k)On) = rmef™E=k)+ 2 dual space-like ise
2" = (4.4)
—r" (1 + (e — k)fn) = —rme k) dual time-like ise

olur (Soylu vd. 2025).

Ispat Timevarimla yontemiyle yapilir. O

Teorem 4.62. Genellestirilmis = = r (1 + (g, — k) 0) dual sayisl igin [z[; # 0 olsun.
n # 0 tam sayisi igin

n

1 (14 (e — k)2) = —r/menk) 2 dual time-like

n

1/n

P (14 (e — k)8) = rt/menE®) 2 dual space-like
A = .

ifadesi, z genellestirilmis dual sayisinin n. dereceden koklerini verir (Soylu vd. 2025).

Ispat (4.4) ifadesinde n yerine % yazildiginda elde edilir. O

Genellestirilmis dual sayilarin polar gosterimi, genellestirilmis Galile diizlemi tizerinde

anlamli bir geometrik yorum yapilmasina olanak tanir.
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z = r,ef*E k) ve w = r,eP ==k genellestirilmis dual sayilari icin carpma iglemi
incelendiginde

rzeaz (gk_k)r,«we‘gw (ex—Fk) —_ TZTw6(9z+9w)(€k_k) )

oldugu asikardir,

Bu durumda bir v genellestirilmis dual sayisi, birim z = 1 + (g, — k)0 genellesti-
rilmis dual sayisi ile ¢arpildiginda, v sayisi, orijin etrafinda @ agisi kadar dénmas olur.
Bu donme islemi, [v|y, yaricapli bir genellestirilmis dual cember tzerinde gergeklesir ve
genellestirilmis dual rotasyon adini alir.

Genellestirilmis dual sayilar 2 x 2 reel matrislerle ifade edilirse, bu durumda genellesti-
rilmis dual sayr donme matrisini de elde etmek mimkindir. Boylece genellestirilmis

Galile diizleminde donme hareketine karsilik gelen islemler de kolaylasmis olur.

Tanim 4.63. Genellestirilmis z = x + ye, € Dy, dual sayisi igin

r —k?
M, = y
y =+ 2ky

matrisine z sayisinin matris temsili adi verilir.
Mk:{MZIZE ID)k}

kimesine de genellestirilmis dual sayilarin matris goésterimlerinin kiimesi denir (Soylu
vd. 2005).

Teorem 4.64. z = x + £,y genellestirilmis bir dual sayi olmak tzere

Qz) = Qa+ew)

= M, (4.6)
A
y x+2ky

seklinde tanimlanan €2 donustimdi bir izomorfizm belirtir (Soylu vd. 2015).

Ispat z = z1 + e,y1 Ve w = Ts + eys € Dy icin
(i) 2 birebirdir:
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olsun. Bu durumda
x —k’2yl X2 —k’2yz

y1 w1+ 2ky; Yo To+ 2kys

olacagindan x; = x5 Ve y; = yo, dolayisiyla da

olur ki bu durum € dénusiminin birebir oldugunu gosterir.

(it) 2 6rtendir: Herhangi bir ¢ # 0

2 X 2 matrisi i¢in z = a ve y = ¢ denilirse,

- Fy/det (M,) —a

C

reel sayisina karsilik olan z genellestirilmis dual sayisi

Z=a+ €;cC

olarak elde edilir; bdylece verilen bir M, matrisi icin & reel sayisinin olusturdugu D

kiimesinden bir eleman elde edilmis olur.

¢ = 0 oldugu durumda z bir reel say! belirtir, z = a elde edilir.

(iii) © donlstmu, toplama ve ¢arpma islemlerini korur: Gerekli islemler yapilirsa €2

dondstimainin

Qz+w) = Qz)+ Quw)
Qzw) = Q2)2w)

esitliklerini sagladigi goralur.

Boylece 2 doniisum, her £ € R igin Dy, ile M, arasinda bir izomorfizm kurar.

(4.6) ifadesinden de goruldigu gibi 1 = 1 + £,0 sayisina karsilik gelen matris

10
1~ =1

01
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ve g, = 0 + ;1 sayisina karsilik gelen matris de

olur, ayrica

esitliginin de saglandigi aciktir.

Teorem 4.65.

0 1+ k6

matrisi, genellestirilmis dual sayilar icin bir dual-donme matrisidir (Soylu vd. 2025).

{1 yw 4&0]
Ry = 4.7)

Ispat Genellestirilmis birim dual
z=14+ (e, — k)0

sayisi disunuldigunde herhangi bir v genellestirilmis dual sayisi ile carpildiginda dénme

hareketi uygulayacagi bellidir. Buna gére z’nin matris formu yazildiginda

10 0 —k? 10
Ry = + —k 0
01 12k 01
ik ke
0 1+ko

elde edilir. 0

Dikkat edilirse (4.7) matrisinin determinanti 1°dir fakat
RoRy # 1

oldugundan ortogonal bir matris belirtmemektedir. Bu sebeple klasik geometri anlaminda
(4.7) matrisine donme matrisi diyemeyiz. Cunku genellestirilmis dual sayilarda dénme
hareketi, reel diizlemdeki gibi ¢cembersel bir ddnme tanimlamaz; bu duzlemdeki dénme
hareketi, dual gcember Uizerinde dedigimiz fakat aslinda bir dogru boyunca 6teleme hareke-
tidir. Dolayisiyla, bu harekette hem acisal bir doniis, hem de dlgekleme ve kayma et-

Kisi de s6z konusudur. Hareket, bir birim eleman civarinda sonsuz kigtk dontsim gibi
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disundlebilir. Soylu vd. (2025)’de (4.7), ddnme matrisi olarak isimlendirilmisti, fakat bu
tezde genellestirilmis dual sayilardaki hareket, deforme bir dénme oldugundan matrise

dual-dénme matrisi adinin verilmesinin daha uygun oldugu distunilmustir.

Ornek 4.66. D, 5 genellestirilmis Galile diizleminde verilen X = (3, 5) noktasinin orijin

etrafinda, dual a¢i & = 0.3 ile olusturulan dual-donme sonucu

1—-15(0.3) —2.25(0.3) | |3 ~1.725
Ro3(X) = = =Y
0.3 1+150.3)| |5 8.15

noktasi elde edilir ve X ile Y noktalarinin ayni dual space-like cemberi izerinde oldugu

gorulur. Ayrica, ||x|| = |ly|l = 10.5 olur. x ile y dual-spacelike oldugundan x ve y
arasindaki dual acinin da
. 815-5
m(x — =0.3
oldugu goralir (Sekil 4.5).
> —— X ve Y Uzerinden gegen dogru
X =3 + 5&
Y=R:X
25}
20
151
10
s
0
0
_5,
-10
-13 15 - iO —IS 6 é 1‘0 1l5 ZIO 2‘5 3l0

Sekil 4.5. D, 5 icin X noktasinin 6 agisi altindaki donmesi.

Genellestirilmis dual sayilar icin bir matris form belirlenmesi, genellestirilmis dual

sayllara ait cogu karmasik islemin de daha kolay yollardan yapilabilmesine olanak saglar.

Ornek 4.67. D, genellestirilmis dual sayilar kiimesinde £ = —2 olarak alindiginda bir
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z = 3 — €_5 genellestirilmis dual sayisinin matris formuna A denilirse

0 —4
E_9 =
1 —4
ve
A = 3]2 —E&_9
3 4
-1 7
elde edilir. z"nin modiilii |z| = r = 5 ve argiimenti Arg(z) = § = —2 oldugundan z igin
polar form

225(1—(52+2)é>

yazildiginda A matrisinin polar formu da

1
A=5 (]2 — (6_2 + 2[2) g)

olur. Bu durumda A'° hesaplandiginda

Alo = 510 (.[2 — (5_2 + 2[2) 2)

R
-2 9
ve /A hesaplanirsa
4
VA=+5]°

oy ol

matrisleri kolaylikla elde edilir.

4.2. D;Z Genellestirilmis Dual Sayilar Moduli

Tanim 4.68. D} = D, x D, x D, kimesinden alinan w; = w; + ule;, ve v; = v; + viey,

i =1,2,3 olmak tzere

U = (u,uguz)veV = (v,vy,v3) €D}

A = )\+)\*€k € Dy,
icin

49



BULGULAR VE TARTISMA S.D. SOYLU

i. Toplama Islemi:
U+ V= (u;+vy,uy+ vy, uz+vs) € D}
ii. Skalerle Carpma Islemi:
AU = (Au,, Aug, Aug) € D}

seklinde tanimlanan islemlerle birlikte D? kiimesine Dy, genellestirilmis dual sayilar halkasi
uzerinde genellestirilmis dual sayr modilu denir. D? modilinin her bir elemanina da

genellestirilmis dual sayi vektori adi verilir (Soylu vd. 2025).

Teorem 4.69. U € D? bir genellestirilmis dual sayi vektori, u ve u* € R? reel vektorler
olmak Uzere,

U=u+u'g

seklinde yazilabilir (Soylu vd. 2025).

ispat U = (uy, uy, uz) genellestirilmis dual say1 vektorl, Vi = 1,2,3,u; = u; + ufey, €

Dy, olarak yazilsin. u = (uy, ug, us) ve u* = (uj, ul, u}) reel vektorler olmak tzere,

U:(u17u27u3)
= (u1 + u;ék, Ug + u;ék, us + U?;gk)
= (ula U’27u3) + (uT7 u;7u§)€k

=u+u'eg

seklinde yazilabilir. O

Tanim 4.70. U = (uy,us,u3) ve V = (v, v, v3) genellestirilmis dual sayi vektorleri

olmak Uzere,

(g : D} x D} — I,

(U, V)Dz = u;Vv] + usvy + uzvs (4.8)

seklinde, OKlid i¢ carpimina benzer bir sekilde tanimlanan skaler garpima, D} moduli

Uzerinde skaler carpim adi verilir (Soylu vd. 2025).
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Tanim 4.71. D} modulli Uzerinde tanimlanan skaler carpim (4.8) ile birlikte D? mo-
daltindn olusturdugu sisteme genellestirilmis dual uzay adi verilir ve (]D)z, {, >ID>2) ile gos-

terilir. Bu uzayin her bir elemani da genellestirilmis dual vektor adini alir (Soylu 2025).

Teorem 4.72. Vi = 1,2, 3, u;, v; € D, olmak lzere, u; = u; + uley, v; = v; + viey de-
nilirse, U = (uy,uy,u3) Ve V = (v, v,, vg) genellestirilmis dual vektorler igin skaler
carpim, u = (uq, us, uz) , v = (v1, v, v3), u*= (uf, us, uj) ve v = (vi,v;, v3) reel vek-

torleri ile
(U, V>Di = (u,v) — k2 (u*,v*) + & ((u, v*) + (u*, v) + 2k (u*, v*)) (4.9
olarak ifade edilir.

Ispat U = (ug,uy, ug) Ve V = (vq, vy, v3) genellestirilmis dual vektorleri igin u;, v; €

Dy, (1 = 1,2, 3) olmak lzere, u; = u; + uleg, v; = v; + vje; olsun. Buradan

(U, V)]@% = u;Vy + UaVvy + U3vs

= (uy + ujer) (v1 +vier) + (ug + uder) (va + viek) + (ustuser) (vs+vier)

3
= 21 (wiv; + ex (wv] + vl + equivy)
1=
elde edilir. €2 = —k*+2ke;, oldugundan, u = (uy, ug, uz), v = (v1, v2, v3), w*= (u}, uj, u})
ve v* = (v}, v3,v3) denilirse
3
(U, V)Dz = Y (w; — K (ujv}) + e (wvf + viuf + 2kufv)))

—_

= (u,v) — E* (u*,v*) + & ({0, v¥*) + (u*, v) + 2k (u*, v*))
elde edilir. O
Teorem 4.73. U =u + u*s,, V=v + v¥g, € D ve W = w + w*e;, genellestirilmis
dual vektorler, A ve Ay € D, icin
(i) (U, V)ps = (V, Uy

(i) MU AV +W)ps = XA (U, Vs + 4 (U, W)

esitlikleri saglanir.

Ispat Skaler carpim dzelliklerinden agikca gortilmektedir. O
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Tanim 4.74. Vi = 1,2,3, w; = u; + ufe, € Dy olmak tizere, U = (uy, u,, us) genellesti-

rilmis dual vektor icin

= \/111111 + uoUs + uszus
ifadesine U genellestirilmis dual vektdriin normu adi verilir.

Teorem 4.75. Vi = 1,2,3, u; = u; + uje; € Dy olmak lizere, U = u + u*e;, € D? igin

U genellestirilmis dual vektérin normu

(U0, =l — 2 P+ 20 ((ww) +E w)?)  (410)
esitligi ile ifade edilir.
Ispat (4.9) ifadesinde V yerine U yazilarak elde edilir. O
Buna gére U = u + u*e, €D} igin
(U, Uy = (u,0) = K (") + 20 ((, w) + e (' u))

ifadesi incelenirse elde edilen dual sayi icin pozitif tanimhihgin anlamli olmadigi gérilmek-

tedir; bu sebeple bu fonksiyona bir i¢ carpim demek dogru degildir.

Teorem 4.76. U = u + ¢,u* € D} genellestirilmis dual vektord icin

1
(UU)E, =/l ka2 2 (e — ) (u+ b, o)
ifadesi U’nun normunu verir.

Ispat U = u + e,u* genellestirilmis dual vektor icin (4.10) ifadesinde

1
(U, Uy = \/HuH2 — k2w ]|* + 2 (e — k) ((w,0%) + K lur|*) + 2k ((u,u*) + & [[ur]|)

- \/||u||2 + 2k (w,ur) + k2 Jur|)? + 2 (e — k) ((w,ur) + &k [lur]?)

yazilirsa

(U0, =/l e+ 2 (e — k) fu+ ke,

elde edilmis olur. O
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Teorem 4.77. U = u + ¢g,u* € D} vektdrinin normu

(u+ ku*, u*)

411
|u+ kux|| ( )

<U,U>H§% = |[u+ ku*|| + (e, — k)
esitligi ile belirlidir.

Ispat U = u+ ku*+ (g — k) u* € D? vektoriinin normu

1
(UU)E, =/l k242 (e — ) (u+ b, )

oldugundan
1 u + ku*, u*) 5 (u+ ku*, u*)?
U,U)2, = u+ ku*|)? 1—1—25—:—k‘<—’+5—k ’
k * * 2
- 1+ L “>)
||u—i—/<:u*||
(u+ ku*,u*)
a4+ (e~ R) S
elde edilir. 0

Sonug 4.78. Bir U = u+¢,u* € D genellestirilmis dual vektori
U=u+ku+ (g — k)u”

seklinde yazilabilir. U genellestirilmis dual vektorinun normu

(u+ ku*, u*)

1
U,U)2, = |u+ ku' —k
< ) >]]])% Hu+ u H +(€k ) Hu‘i‘k’U*H

olarak ifade edilebilmektedir. Bu durumda (), — k)* = 0 oldu§u géz 6niinde bulunduru-
lursa, genellestirilmis dual vektorler, standart dual sayilardaki £ = 0 durumuna karsilik
gelen 2 = 0 durumunna benzer bir davranis sergileyip, genellestirilmis dual Gniteri
(ex — k) olarak kabul etmemize olanak saglarlar.

(4.11) esitligine gore de U’nun birim vektor olmasi igin gerek ve yeter kosul
|lu+ ku*|] = 1ve (u+ku*,u*) =0 (4.12)
esitliklerinin saglanmasidir.
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Tanim 4.79. D} tzerinde tanimlanan ve birim genellestirilmis dual sayi vektérlerinden

olusan
DS} = {utepu” ;| u+ ku* |= 1ve (u+ ku*,u*) =0, u,u* € R?}

kiimeye genellestirilmis dual birim kiire adi verilir. Bu durumda DS} Gizerindeki her bir

nokta, birim genellestirilmis bir dual vektor ile ifade edilebilir (Soylu vd. 2025).

Tanim 4.80. R? uzayinda bir d yonlii dogrusu, tizerinde alinan bir P noktasi ve dogrul-

tusu u vektoru ile temsil edilmek Uzere,

—

uw=0Pxu

ile olusturulan vektore d yonli dogrusunun orijine gére moment vektori denir.
d yonli dogrusunun (u,u*) seklindeki, alti bilesenli bir siral ikili ile temsiline de

d’nin Plicker koordinatlari adi verilir (Plicker 1846).

u* moment vektdriniin belirlenmesinde d yonli dogrusu Gizerinde alinan P noktasinin
belirli bir nokta olmasinin 6nemi yoktur. d tzerinde alinan farkh bir () noktasi igin de
— — o — — . .
(OP — OQ) x u = 0 olacagindan OP x u = O() x u elde edilir ki buradan u* moment
vektori olarak (O—C)Q X u) ifadesinin de belirlenebilecegi asikardir.
Bu durumda d Uzerindeki noktanin belirlenmesinde, d yonli dogrusunun orijine en

yakin oldugu nokta da disiinalebilir. Bu nokta D olmak (izere
—
u* =0D xu
olacak sekilde olusturulan moment vektoru icin
% g
(| = || OB - jju)

olur.

uxu = |ul? OD

olarak alinabilir. Bu durumda (u, u*) = 0 sartini saglayan (u # 0) Plucker koordinatlari

(u,u*) igin

olarak ifadelendirilen tek bir d yénli dogrusu vardir.
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Ozel bir durum olarak |lul| = 1 alinirsa, ||u*||, orijinden d dogrusuna olan mesafeyi
belirtir ve d yonli dogrusu da

D+tutelR

seklinde belirtilir. Bu yonli dogru, normallestirilmis tek bir (u,O—Z)? x u) seklindeki
Plicker koordinatlarina karsilik gelir.
|ul] # 1 durumunda da normallestirme islemi yapilabilir. Bu durumda |ju|| = 1 ve

(u,u*) = 0 olmak Uzere, normallegtirilmis Plicker koordinatlari (u, u*),
uxu+tu

seklindeki tek bir dogruya karsilik gelir ve D + tu yonli dogrusu da (m, ODx m)

seklinde tek bir normallestirilmis Pliicker koordinatlarina karstlik gelir. Aciktir ki bu
eslesme birebirdir (Soylu vd. 2025).

Teorem 4.81. (Genellestirilmis Study Dontstimi) R3 uzayinda her yonlii dogru, genelles-

tirilmis dual birim kiire tzerinde bir noktaya karsilik gelir (Soylu vd. 2025).

Ispat Uzayda yonlii bir dogru d’nin birim dogrultu vektorii v ve tizerindeki bir nokta
da D ile belli olsun. u* = OD x v ve u = v — ku* vektorleri tanimlandiginda, u*
ve u vektorlerinin v ve OD vektdrleri ile tek bir sekilde belirlendigi gorilmektedir. Bu

durumda, d yoénli dogrusunun normallestirilmis Pliicker koordinatlari
(v,u") = (u+ ku*,u")

seklinde elde edilir. Bu koordinatlar, ||u+ku*|| = ||v|| = 1 ve (u+ku*, u*) = 0 oldugun-
dan birim genellestirilmis dual vektor U = u + u*¢;, olarak tek sekilde kargthigini bulur.

Tersi digtinilirse, U = u + u*e;, genellestirilmis dual vektord, |[u + ku*|| = 1 ve
(u+ ku*,u*) = 0 saglayan birim genellestirilmis dual vektorl olsun. Bu durumda U
vektorl, (u + ku*) x u* noktasindan gegen ve u+ ku* dogrultman vektoriine sahip olan,
tek bir yonlu dogruya karsilik gelen ve tek bir haliyle belli olan (u + ku*, u*) seklindeki
Plicker koordinatlarina karsilik gelir.

Genellestirilmis birim dual vektorleri ile normallestirilmis Plicker koordinatlari ile

ifade edilen R? uzayindaki yonli dogrular arasindaki bu eslesme birebirdir. O
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Sonug 4.82. Genellestirilmis birim dual vektorler ve R3 yonli uzay dogrulari arasindaki
eslesmede, HO—D> X vH = ||u*|| degeri, orijinden d yonli dogrusuna olan mesafeyi goster-
mek Uzere, normallestirilmis (v, OD x v) Pliicker koordinath bir d : D +tv, t € R yonlu

dogrusuna karsilik gelen genellestirilmis birim dual vektor
Ud:V+<€k—k) (O—)DXV)

olur.
|lu+ ku*|] = 1 ve (u+ ku*,u*) = 0 esitliklerini saglayan, genellestirilmis birim
dual vektor U = u + u*ey’ya karsilik gelen, normallestirilmis (u + ku*, u*) Plucker

koordinath yonli dogru ise
du:((u+ku') xu*)+t(u+ku’), teR
olarak belirlidir.

Teorem 4.83. dy ve dvy sirasiyla, genellestirilmis Study doniisimiine gore, genellesti-
rilmig birim dual vektorler U = u + u*e, ve V = v + v*g; "ye karsilik gelen yonli
dogrular olsunlar. Py ve Py, sirasiyla dy ve dy dogrularinin ortak dikmelerinin dikme
ayaklari olmak Uzere |PyPy| = 67 esitligi saglansin. u + ku* ile v 4 kv* vektorleri
arasindaki agl 0 € [0,7], ve u + u*ey ile (v + kv*) X m arasindaki acl (ya da

vV + V¥ ile (u + ku*) x Py Py arasindaki agt) 7 + 6 ise bu durumda
(U, V)pg = cos (0 + (ex — k) 07) (4.13)
saglanir (Soylu vd. 2025).

Ispat Teoremde verilen sartlar saglanmak tzere, dy ve dv yonli dogrularinin nor-
mallestirilmis Pliicker koordinatlari sirasiyla (u + ku*, u*) ve (v + kv*, v*) seklindedir.

u + ku* ile v + kv* arasindaki aci 6 olmak Uzere,
(u+ku*,v+kv*) = cosd

elde edilir. R?’ de Oklidiyen hareketler, iki vektor arasindaki Oklid i¢ carpimini degistirme-
diginden, dy ve dy dogrulari, bu hareketlere maruz birakildiginda, bunlara karsilik gelen

genellestirilmis birim dual vektorler arasindaki skaler ¢carpim ayni kalmasina ragmen, bu
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vektorler degisecektir. O halde, dogrulari bir O Py vektori boyunca otelersek, 6telenmis
dy; ve d, dogrularinin normallestirilmis Pliicker koordinatlari, v** = (v + kv*) x O,

temsil edecek sekilde, sirasiyla
(utku*,0) ve (v + kv*,v™)
olarak elde edilir ve karsilik gelen genellestirilmis birim dual vektorler de
U =u+tku + (g, — k)0ile V'=v + kv* + (g — k)v**

. 5
olur. (U, V)3 = (U’,V’>Dz ve ||v¥|| = HOP{, = 6" oldugundan,

(U, Vipg = (u+ku’,v+5kv') + (e — k) ((u+ ka', v'7) + (0, v + kv?))
= cosl+ (e, — k) (u+ ku",v*™)
= cosf+ (e, — k) 0" cos (£ +6)
= cosf — (e, — k) 0" sinb
= cos (0 + (e — k) 6")
yazilabilir. Dogrular —O—P\; vektori boyunca Otelenirse, ayni sonug elde edilir:

—_
u* = (u+ ku*) x OPf

olmak uzere, 6telenmis dy; ve dy, dogrularinin normallestirilmis Pliicker koordinatlari
sirasiyla

(ut+ku*,u™) ve (v+ kv*,0)
olarak elde edilir ve karsilik gelen genellestirilmis birim dual vektorler de
U’ =u+tku* + (g, — k)u™ile V'=v + kv* + (e, — k)0
olarak bulunur. Dolayisiyla
<U7 V>]]))2 = <u + kU*u v+ /{ZV*> + (gk - k) (<u + ku*? 0> + <u**7 v+ ]fV*>)
=cosf + (e — k) (u + ku*, v*™)
= cosf + (e, — k) 0" cos (£ +6)
=cosf — (e — k)0 sinf
=cos (0 + (e, — k) 07)
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yazilabilir. u + u*ey ile (v + kv*) x Py Py vektorleri arasindaki aci ya da v + v*ey ile

(u+ ku*) x Py Py arasindaki agi aynidir, ¢lnkd
e — —
<u +uey, (V+EVY) X PUPV> = <V + kv, (u+ u'eg) X PVPU>

saglanmaktadir. m

Tanim 4.84. 6 = 0+ (e, — k) 6" genellestirilmis dual sayisina (4.13), U ve V genellesti-

rilmig dual vektorleri arasindaki genellestirilmis dual agisi adi verilir (Soylu vd. 2025).

Sonug 4.85. Reel uzayda, iki yonll dogru arasindaki aci 6 ve aralarindaki uzaklk da 6*
olmak Uzere, @ = 0 + (e, — k) 6" bir dual agi belirtsin. Bu durumda, yonli dogrulara

karsilik gelen birim dual kiire Uzerindeki iki noktanin skaler carpimi, cos @ ile ifade edilir.
Tanim 4.86. U = (u;, uy, u3) Ve V = (vy, v, v3) genellestirilmis dual vektorleri icin
xpy : D} x D} — D}

U X]D)z V = (112V3 — U3Vy,U3V]; —U;V3,U1Vy — 112V1>

fonksiyonuna genellestirilmis dual vektorel carpim adi verilir (Soylu vd. 2025).

Teorem 4.87. Genellestirilmis dual vektorler U, V, Z, W ve A €D, genellestirilmis dual
sayIsl icin

) U Xp U =0

i) U s V = — (V X 33 U)

i) U g (V +Z) = (U X s V) ¥ (U X3 z)

V) AU x s V= U xpg AV = X (U X V)

V) <U X 33 V,Z> - <U,V X 33 z> — det (U, V, Z)

vi) <U xns V., Z X33 W> - (U X o3 z) (V X 33 W) _ (V X33 z) (U X 33 W)
esitlikleri saglanir (Soylu vd. 2025).

ispat U = (uy, uz,u3) ve V = (vq, vo, v3) olsun. Bu durumda
|) U X]D)z U = (112113 — Ugug,uzu; — u;uz,ujuy — 112111> =0

i) U Xps V = (ugvs — U3Vve, U3V — U3V3, U Ve — UgVy)
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= (— (U3V2 — LIQV3) y — (u1V3 — U3V1) , — (UQV1 — U1V2)) = — (V X]D)i U)

elde edilir; digerleri de benzer sekilde gosterilebilir. O

Teorem 4.88. Genellegtirilmis dual vektorler U = u + u*s, ve V = v 4 v*¢, arasinda

tanimlanan genellestirilmis dual vektérel carpim
Uxp V= (u+ku’) x (v+hiv')+ (e — k) (u+ku’) x v +u" X (v +kv"))
ile belirlidir (Soylu vd. 2025).
Ispat U ve V genellestirilmis dual vektorleri
U = ut+ku"+ (g, —k)u*
V = v+kvi+ (e, —k)v"
seklinde yazilabileceginden, (¢, — k)* = 0 esitligi kullanilarak
Uxp V=(u+ku" + (e — k)u’) x (v+kv' + (5 — k) v7)
= (u+ku*) X (Vv+Ev") + (ep — k) ((u+ ku*) x v* +u* x (v + kv"))

elde edilir. O

Teorem 4.89. dy Ve dv, genellestirilmis Study dontistimiine gore, sirasiyla U = u+u*e;
ve V = v+v*e; birim genellestirilmis dual vektorlerine karsilik gelen yonli dogrular ol-
sunlar. Py ve Py, sirasiyla dy ile dv yonli dogrularinin ortak diklerinin dikme ayaklari
olmak Uzere, | Py Py| = 0" esitligi saglansin. u + ku* ve v + kv* vektdrleri arasindaki
acl 6 € [0,7] ve u + u*e ile (v + kv*) x m arasindaki agl (ya da v + v*ey ile

(u + ku* x PVPU> arasindaki acl) 7 + ¢ ise bu durumda
HU X o3 VH]DS — sin (0 + (s — k) 07)
olur.

Ispat Lagrange kurali ile

HU xp3 V

= \/<U xp3 V, U x5 V>D3

- \/<U,U>Di (V. V) — (U, V)3
= /1 —cos2(f + (e, — k) 6")
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sin? U + cos? U = 1 kullanilarak
HU * 0} VHW = sin (0 + (e, — k) 0")
k

elde edilir.

U ve V birim degilse

U ve \%
1Tlge Vs
yazilirsa
(U, Vigs = [Ullys [IV]53 cos (0 + (e — k) 0)
U X Vs = [[Ullgg [VIl5g5in (6 + (55 — k) 0%)
elde edilir.

Ornek 4.90. Yonli dogrular olan
a(Pu) = (3,0,—4) +t (%,-2,-1)

ve

BQ,v)=(1,-4,-3)+1 (-2 2)

arasindaki genellestirilmis dual aci @ = 0+ (e, — k) 0™ hesaplanirsa; a ve /5 dogrularinin

normallestirilmis Plicker koordinatlari

ve
) = (=3 3) (4 -52)

olur. Karsilik gelen genellestirilmis birim dual vektorler de sirasiyla

ve

%43

|
—~
W=
|
win
win
~—
_|_
—~
™
e
|
Sy
~
—~
|
—

olarak bulunur. (u+ku*, v+kv*) = 5 ve (u + ku*,v*)+(u*, v + kv*) =

dan,
<U>V>m;§ =5 —(ex— k)2

60

10 b
— oldugun-



BULGULAR VE TARTISMA S.D. SOYLU

elde edilir. Diger yandan
det(u,v,P—Cj) 30
9* = = y
[[u v V65

ve cosf = (u+ku*,v+kv*) = §§eklinde hesaplanabilir. Bdoylece, § = arccos

4
9 H

dolayisiyla
0=0+ (er. — k)0" :aurccos%jt(gk_k)j_%5
elde edilir.
Gergekten de
cos @ = cosf — (e — k) 0" sind
30 \/@

= cos (arccos 2) — (g4 — k) VB

9
=s—(ex— k)%
oldugu goralir. Bunun yaninda,
U xps V =sin (0 + (e, — k) %)

=sinf + (e, — k) 0" cos 0

‘,,;
o

:@—f—(fik—k)

E

3
ve
U xps V= (u+ku’) x (v+&v') + (e — k) (u+ ku’) x vi +u” x (v + kv7))
= (53D + R BB

buradan

. (ut+ku*, u*)
U V= k — k) ——=
OV = s b 4 (e = ) S

elde edilir (Soylu vd. 2025).

4.3. Genellestirilmis Dual Kuaterniyonlar

Tanim 4.91. a, b, c,d €D, genellestirilmis dual sayilari ve i2 = j> = k? = ijk = — 1
esitliklerini saglayan temel birim vektorler olmak tzere, Q = a + bi + cj + dk ifade-

sine genellestirilmis dual kuaterniyon adi verilir. Genellestirilmis dual sayilardan olusan
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kime H(DD, ) ile gésterilir a = 0 olmasi durumunda Q’ya genellestirilmis has dual
kuaterniyon adi verilir ve genellestirilmis has dual kuaterniyonlardan olusan kiime de

Hyo (D, ) ile gosterilir.

H,(D,,) kimesinin genellestirilmis dual vektér modult D ile izomorf oldugu asikardir.
Dolayisiyla genellestirilmis has kuaterniyonlar, D? kiimesinin bir vektori olarak da diistin-

lebilir.

Tanim 4.92. Q; = a; + byi+ c¢1j + dik ve Q; = as + bsi + coj + dok genellestirilmis

dual kuaterniyonlari igin toplama islemi
Qi+ Q:=(a;+ay)+ (by +by)i+ (c1+c2)j+ (dy+do)k
carpma islemi
Q1Q2 = (a; + byi + c1j + dik) (az + bai + coj + dok)
ve bir genellestirilmis dual kuaterniyonun genellestirilmis dual say1 A € ;. ile carpiimasi
AQ = Aa + Abi + Acj + \dk
esitlikleri ile tanimhdir.

Teorem 4.93. q ve q* € H birer reel kuaterniyon olmak Uzere, her genellestirilmis dual

kuaterniyon Q €H(D,)
Q=ag+q's

olarak, bir ve yalniz bir sekilde ifade edilebilir.

Ispat Genellestirilmis dual kuaterniyon Q = a+bi+cj-+dk cH(D,) icina = a+a*e,
b =0+ b, ¢ = c+ c*ep, ved = d + d*s, olmak Uzere, Q = a + bi + ¢j + dk

genellestirilmis dual kuaterniyonu
Q = (a+bi+cj+dk) + (a*+bi+c"j+d"k) gy,
seklinde yazilabilir. q = a+bi+cj+dk ve q* = a*+b*i+c*j+d*k denilirse
Q=q+q'e

elde edilir ve bu ifadenin tek bir sekilde yazilabilmesi ise agikar bir durumdur. O
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Tanim 4.94. H(ID, ) genellestirilmis dual kuaterniyonlar kiimesi
H(]D)k) = {q +q'er:q,q" € Hvee, = —k* 4+ 2k€k}

ile ifade edilebilir. Bu durumda Q;= q;+qjsr ve Qo= q,+qiex genellestirilmis dual

kuaterniyonlari icin toplama ve ¢arpma islemleri sirasiyla

Qi +Q: = (aqitay) + (aj+4a3) e,

Q:Q: = a1 — k’qjqs +ex (a5 + ajaz + 2kqiq;)
ile tanimlanir.

H(D,) kiimesi, bu islemlere gore birlesmeli, degismeli olmayan bir halkadir. Standart
dual kuaterniyonlar kimesi H(D) ile £ = 0 oldugu H(ID,) kiimesi esittir. Toplamsal birim
0, Q’nun toplamsal tersi —Q’dur.

Dual kuaterniyonlardaki gibi genellestirilmis dual kuaterniyonlar icin de (¢ tip eslenik

vardir.

Tanim 4.95. Genellestirilmis dual kuaterniyon Q = a + bi + cj + dk i¢in
Q=a—-bi—cj—dk
ifadesine genellestirilmis dual kuaterniyonik eslenik,
Q =a+bi+cj+dk
ifadesine genellestirilmis dual eslenik ve
Q’°=a—bi——cj—dk
ifadesine de genellestirilmis dual toplam eslenik denir.

Q = q+ g icin

Q = q+q's
Q = q—aq”
Q° = q—Qqe
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olur. Ayrica

esitlikleri de gecerli olur. Buradan
Qi +Q=Q,+Q

(Q1+Q2) =Q; +Q,
(Q1+Q2)°=Q7 + Q3

ve

Q:Q; = Q:Q
(QiQ2) = QQ,
(Qi1Q2)° = Q3Q7

esitlikleri de yazilabilir.
Genellestirilmis dual kuaterniyonun normu, bir dual kuaterniyonun normu ile benzer

sekilde tanimlanur.

Tanim 4.96. Genellestirilmis bir dual kuaterniyonun normu, Q = a+ bi—+cj+dk olmak

Uzere

||Q||H(]D)k) =1/ QQ = \/32 + b2 + 02 + d2
olarak tanimlanir.
Ozel olarak Q =0 ise || Q[lp,, = 0 olarak tanimlidr.
||Q||H(Dk) = 1 ise Q genellestirilmis birim dual kuaterniyon adini alir.

Teorem 4.97. Q = q + q*¢;, genellestirilmis dual kuaterniyonun normu

(a+kq*,q%)

Q =|la+kq*|| + (e — k
” HH(]D)k,) H H (k ) ||q+/€q*H

esitligi ile bellidir.

Ispat (e, — k)* = 0 olmak lizere, Q = q+q*cy, = q+kq*+ (e — k) q* olarak yazilirsa

1Qllo,) = /QQ = \/(a+ ka + (e — k) @) (@ + ke + (51 — b))
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= \/(q+kq*)(ﬁ+k‘?)+(6k—k)((q+kq) *+ar(q+kqr))

= \Jaa + had + kqra+ QT + (5 — ) (0@ +ha @ +q7q + kg d)

= \/HOlH2 +2k (a4, q*) + k2@ +2 (e — k) ((a.a*) + K (a*,q"))

= \/||q +ka*|* + 2k (q + ka*, q*)

k
_ llq+ kq| F)latkq,q)

q+ kg

Buradan
(ex — k) (a+ kq*, q*)
Q = |lgq+kq” (1 +
o (Er— k) (a+ kg, q%)
= |lq+kq’|| +
okl Ta+ kel

O

Bu durumda bir genellestirilmis dual kuaterniyonun birim olabilmesi icin gerek ve

yeter kosul verilebilir.

Sonug 4.98. Q = q + q*s, genellestirilmis dual kuaterniyonun birim olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul
la+ kg’ = 1

(a+ka"q’) = 0
esitliklerinin saglanmasidir.

Sonug 4.99. Norm kavraminin tanimi geregi, Q; ve Q. genellestirilmis dual kuaterni-

yonlari igin
1Q1Q: |l (n,) = 1Qullsz(o,) Rl

esitligi saglanir.

Genellestirilmis birim dual vektorlerle genellestirilmis birim has kuaterniyonlar ara-
sinda birebir karsilik oldugundan, genellestirilmis Study dénlisumi geregi, uzayda yonli

dogru parcalari ile genellestirilmis birim has kuaterniyonlar arasinda da birebir eslesme
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vardir. Bunun yani sira, ||+ kq*|| = 1 ve (q+ kq*,q*) = 0 kosullarini saglayan

genellestirilmis birim kuaterniyon Q = q + q*cy,
lo: ((a+kq") xq")+t(q+kq"), t €R

olarak tanimli, (q + kq*, q*) normallestirilmis Plicker koordinatli, g*’a ortogonal olan
ve orijinden ||q*|| mesafesindeki yonlt dogru ile eslesir.

Genellestirilmis dual kuaterniyonlar igin 1 + O¢,, ¢carpimsal birimdir. Bu kiimenin her
elemani icin carpimsal tersinin olmadigi asikardir. Fakat genellestirilmis dual kuaterni-
yonun tersinin olabilmesi icin gerek ve yeter kosul vardir ve bu ters eleman, kuaterniyonik
eslenik ve norm kavramlari ile ifade edilebilir. Normu sifir olmayan genellestirilmis dual
kuaterniyon Q igin r o

Q +— - 1
1QlEw,  1Ql%w,
oldugundan, q + kq* # 0 saglanirsa dolayisiyla HQHH(M) # 0 olur ve genellestirilmis

Q=1

dual kuaterniyon Q’ nun tersi

__Q
1QE,)

seklinde ifade edilir. Boylece, Q = q + q*¢; genellestirilmis dual kuaterniyonun tersinin

Q—l

olabilmesi icin gerek ve yeter sart q + kq* # 0 durumunun saglanmasidir. Sifirdan
farkli olup da normu sifirlanan genellestirilmis dual kuaterniyonlar da vardir. Ornegin

q+ kq* = 0 ve q* # 0 olsun, bu durumda Q # 0 fakat ||Q||H(Dk) = 0 olmaktadir.

Teorem 4.100. Normu sifir olmayan Q = q+q*e;, genellestirilmis dual kuaterniyonunun

tersi
Q'=(q+kq) " (1= (ex—k)a (a+kq") ")

ile belirlidir.
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Ispat || Qs # 0 olmak iizere,

1 Q
Tk,
@+kq’) + (ex — k) g
((@+kq*) + (ex — k) a) (@+ k) + (e, — k) q¥)
) @+ k) + (e~ DT
g + kar||® + (e — k) ((a + ka*) & + q* (G + kq*))
(@+ka®) + (exs—k) ) (latka*[|* = (ex — k) (at+ka®) a*+a* (G+kaF)))

lq + kq*|*
— (g 4 SN (Gh) (atka’) " ((a + k) a g (@ k)
lq + kq*| |
~ (@thq) "+ k>q_2*— o g q_;_ (er — k) (a+kq’) " Y (@+ka’)
W & & la+ kel

= (qt+kq") ™ — (ex — k) (a+ kq") " q* (q + kq") "

Sonu¢ 4.101. Q; ve Q- genellestirilmis dual kuaterniyonlar olmak tizere

(Q1Q2)_1 =Q;'Q;t

Q = a + bi + ¢j + dk genellestirilmis dual kuaterniyonu igin ||Q||H(Dk) #0ve
b, c,d # 0 olmak Uzere

a vb2+c?+d? bi+cj+dk
Q =11Qllgm,) +
r ||Q||H(Dk) ||Q||H(]IDk) vb? 4 c2 4 d?

ifadesi yazilabilir. genellestirilmis dual ag1 @ icin sin? @ + cos*@ =1 saglandigindan,

a Ve sin @ b2 + ¢2 + d2
—_— Sin =
1Qlz(m,) 1Ql(m, )

esitlikleri gecerlidir. @ =0 + 0%¢;, ifadesine Q’nun genellestirilmis dual arglimenti adi

cos@ =

verilir.
bi+ cj + dk

rard

genellestirilmis dual kuaterniyonuna IN denirse, Q genellestirilmis dual kuaterniyonu igin

Q =11Qllp,) (cos 0 + N'sin )
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esitligi yazilabilir. Burada

NQ__bQJrc?er2 -
- b2+c24+d>

olmak uzere, gerekli sartlari saglayan her genellestirilmis dual kuaterniyon bu formda

yazilabilir.

Tanim 4.102. N = ;%% ve 0 =0 + 0*<, olmak lzere, Q = a + bi + cj + dk

genellestirilmis dual quaterniyonu igin
Q= ||Q||]HI(]D)k) (cos 6 + Nsin 6)

ifadesine Q’ nun polar formu denir.

4.4. Genellestirilmis has dual kuaterniyonlar ve vida hareketi

Genellestirilmis Study donlsiiminde belirtildigi Gzere, bir genellestirilmis birim dual
vektor u + epu*, R3’de normali u* olarak tanimlanabilen bir diizlem Uzerinde olan ve
dogrultmani u + e, u* genellestirilmis dual vektori ile belirlenen bir yonli dogru parcasi
tanimlar. Bu durumda Q = bi + cj + dk genellestirilmis birim has dual kuaterniyonu da
Q = q+kq* seklinde yazilabildiginden aslinda her birim has dual kuaterniyon bir yonlu
dogru parcasi temsil eder. Boylece, genellestirilmis has dual kuaterniyonlar ile R®’de bir

vida hareketi nasil tanimlanabilir?

Tanim 4.103. Bir eksen etrafinda dénme ve yine ayni eksen dogrultusunda 6teleme be-

lirten tim hareketlere vida hareketi adi verilir.

Teorem 4.104. V = cos 0 + Nsin @ genellestirilmis birim has dual kuaterniyon ve

0 =0 + (e, — k) 6" bir dual aci olmak lizere,

Ly : HO(]D)k;) - Ho(Dk)

Q — Lv(Q) =VQ

dondstimi, uzaydaki bir dogrultuyu, genellestirilmis birim has V dual kuaterniyonuna
karsilik gelen [ dogru parcasi etrafinda pozitif yonde, bir 6 acisi kadar hem dondirup

hem de ayni Iy dogrultusunda 6* mesafesinde 6teleyen bir vida operatoridur.
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Ispat P ve Q birer genellestirilmis birim has dual kuaterniyon olsunlar. Bu durumda,
her ikisi de R? uzayinda birer dogruya karsilik gelirler. Bu dogrulara sirasiyla ip ve iq adl
verilmis olsun. P ve Q genellestirilmis birim has dual kuaterniyonlari ile temsil edilen
lp Ve lq dogrulari arasindaki aciya 6, aralarindaki mesafeye de 6* isimleri verilsin. Buna
gore dual agl @ = 0 + (g, — k) 0" seklinde olur. P ve Q genellestirilmis birim has dual

kuaterniyonlarinin carpimlari

PQ = —(P,Q)+PxQ

— cos(0+ (er — k) 0%) + Hi . 8” IPx Q]
— cos(0+ (e — B)6%) + ﬁ sin (60 + (ex — k) 0)
olarak elde edilir.
o

denilirse, N bir genellestirilmis birim has dual quaterniyon olur ve bdylece bir yonli

dogru parcasi ile eslesir. Dolayisiyla
PQ = —cos(0+ (e, — k) 0") + Nsin (0 + (e, — k) 67)

yazilabilir. Ayrica
QP =-(Q,P)+QxP

carpimi incelenirse

QP = _<Q7P>_PXQ
= —cos(0+ (e, —k)0") — Nsin (0 + (e — k) 0%)

olur. Q! = Q = —Q ve benzer sekilde P~ = —P oldugundan
PQ ' = -PQ
ve
P'Q=-PQ
elde edilir. Bu durumda
PQ '=P'Q =cos(f + (e — k) 0*) + Nsin (0 + (e, — k) 0)
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olur. PQ ™! = P~'Q ifadesine V denilirse

ve ayni zamanda

esitlikleri yazilabilir.

Sonug olarak, Q genellestirilmis birim has dual kuaterniyonunun
V =cos(0 + (e, — k) 0") + Nsin (0 + (e, — k) 0%)

ile carpilmasi, genellestirilmis P birim has dual kuaterniyonu ile sonucglanmistir. Bir
bagka deyisle Q genellestirilmig birim has dual kuaterniyonuna karsilik gelen /g dogru
parcasl, 0 acisI kadar dondurilup 6* mesafesi boyunca otelenmistir. Bu donme ve 0te-
lenme hareketi N :% genellestirilmis birim has dual kuaterniyonuna karsilik gelen

In dogrusu etrafinda ve dogrultusunda gerceklesmistir. Bu durumda genellestirilmis birim

has

V = cos(0+ (e, — k)0") + Nsin (0 + (e — k) 0")

= cos(f+ (e, —k)0")+P xQ

dual kuaterniyonu, R?’de bulunan bir yonlii dogruyu I etrafinda @ acisi kadar déndiren
ve ayni zamanda onu [ dogrultusunda 6* mesafesinde 6teleyen bir vida hareketi tanimlar.

O
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5. SONUCLAR

Bu tezde asagidaki sonuclar elde edilmisgtir:

1. Genellestirilmis dual sayilar kiimesi
Dp={z=x+yep:z,y,k cRve (e, —k)> =0, ¢, ¢ R}

tanimlanmis ve bu sayilara ait cebirsel 6zellikler sunulmustur. Buna goére genellestirilmis
bir dual sayinin eslenigi, normu, tersi belirtilmistir.
Bu sayilarin belirledigi diizlem geometrisi, genellestirilmis Galile diizlemi olarak isim-

lendirilmis ve bu diizlemde alinan herhangi iki A (x1, y1) ve B (x2, y2) noktalari igin
dg(A, B) = [(z1 — 22) + (11 — y2)kl

seklinde, genellestirilmis Galile metrigi kurulmus; diizlemin Galile skaler ¢carpimi tanim-
lanarak D, kiimesinin reel sayilar Gzerinde bir vektér uzay! oldugu gosterilmistir. Bu
dizlemdeki birim cemberler de = + ky = F1 olarak, paralel dogru ciftleri seklinde belir-
lenmigtir.

Modli r olan bir z = = + ye;, € D, genellestirilmis dual saysi, tizerinde bulundugu
cemberin durumuna gore

(@) = + ky = r dual cemberi Uzerinde ise z’ye ve temsil ettigi vektore dual-spacelike,

(b) =+ ky = —r dual cemberi Uizerinde ise z’ye ve temsil ettigi vektore dual-timelike,

(¢)  + ky = 0 orijin merkezli dual cember Uzerinde ise z’ye ve temsil ettigi vektore
dual-lightlike (null) adi verilerek bir siniflandirmaya tabi tutulmustur.

2. z = x + yei genellestirilmis dual sayisi igin f , turevlenebilir bir genellestirilmis

dual sayi degiskenli fonksiyon iken

[z +yer) = f (@ +ky)+ (e — k) yf (z + ky)

esitligi ispatlanarak, genellestirilmis dual degiskenli farkli fonksiyonlarin dretilmesi sag-
lanmistir.
3. |2|p, = r # 0saglayan bir z = x + ye;, genellestirilmis dual sayisi igin

4,z dual-spacelike ise
0= "

—%, z dual-timelike ise
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olmak Gzere, z’nin polar formu
r(1+ (ex — k)0), =z dual-spacelike ise
—r(1+ (ex — k)0), =z dual-timelike ise

seklinde belirlenmis, genellestirilmis dual de Moivre formali ispatlanmistir. Buna gore

|Z|Dk # 0 genellestirilmis dual sayisi icin polar form
z=r (14 (ex —k)0)

ve n € Z olmak lizere

" (14 (g5 — k)On) = rmef™ ==k dual space-like ise
—1r" (1 + (e — k)On) = —rme ==k~ dual time-like ise
formalt ile genellestirilmis dual sayilarin kuvvetlerini alma islemi kolaylastiriimistir.

4. Genellestirilmis dual sayilar kiimesi ile M, matris uzayi arasindaki izomorfizma

kurulmus; z = x + ye, € Dy, genellestirilmis dual sayisi igin

z —k?
M, = Y
y x4+ 2ky
olacak sekilde matris formu tanimlanmistir. Buna gore
1—kO —k%0
0 1+ k6

>
Il

matrisi, bir donme matrisi olarak belirlenmistir. Donme matrisinin 6zellikleri belirtilirken
ortogonal olmadigina deginilmis, gercek anlamda ¢embersel bir dénme yapmayip dual
cember etrafinda bir ddnme ve dolayisiyla bir ételeme hareketi belirttigi bir 6rnek tize-
rinde gosterilmistrir; dolayisiyla yapilan harekete dual dénme adi verilmistir.

5. D? = Dy x Dy x Dy genellestirilmis dual vektér modult kurulmus, bu kiimeden

alinan 3 boyutlu bir genellestirilmis dual vektér U = (u;, u,, ug)’nun
U=u+u'g

olarak, reel ¢ boyutlu u ve u* vektorlerle temsili gosterilmistir. Bu modul Uzerindeki

genellestirilmis dual vektérin normu

(u+ ku*,u*)

3 ru* By
<U7U>]]))2 Hu+ u ” + (5k ) Hu“‘kU*H
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olarak ispatlanmis, birim vektor belirtebilme sartlari verilmistir.
6. Genellestirilmis Study teoremi ispatlanmig; genellestirilmis dual birim kirenin
noktalari ile R3’deki yonlii dogrular arasindaki birebir eslesme gosterilmistir. Ispat, yonli

dogrularin Pliicker koordinatlarinin belirlenmesi vasitasiyla yapiimistir. Buna gore
—
Hop x VH el

degeri, orijinden bir d yénli dogrusuna olan mesafeyi gostermek lizere, normallestirilmis
(v, OD x v) Plicker koordinath bir d : D + tv, t € R yonli dogrusuna Karsilik gelen

genellestirilmis birim dual vektor
Ud:V+(€k—/€) (O—Z)DXV)

olarak belirlenmisgtir.
|lu+ ku*|| = 1 ve (u+ ku*,u*) = 0 esitliklerini saglayan, genellestirilmis birim
dual vektdor U = u + u*e;’ya karsilik gelen, normallestirilmis (u + ku*,u*) Plucker

koordinatli yonli dogru ise
du:((u+ku’) xu*)+t(u+ku), teR

seklinde gosterilmistir.
Teoremin sonuclarindan biri olarak reel uzayda verilen yonli iki dogru arasindaki agl
6, dogrular arasi uzaklik ¢ icin bu dogrulara karsilik gelen genellestirilmis dual vektorler
U ve V arasinda
(U, V)pg = cos (0 + (ex — k) 07)

iliskisi ispatlanmistir. @ = 6+(e, — k) 0" genellestirilmis dual sayisina U ve V genellesti-
rilmis dual vektorleri arasindaki genellestirilmis dual acisi adi verilmistir.
7. Genellegtirilmis dual vektorler U = u+u*e;, ve V = v+ v*e arasinda genellesti-

rilmig dual vektorel carpim
U xps V=(u+ku’) x (v+kv')+ (e —k) (u+ku’) x vi +u” x (v + kv))

olarak verilmis; dzellikleri belirtilmistir.
Buna gore ayrica
|U x Vng =sin (0 + (e, — k) 67)
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bagintisi ispatlanmig ve drnek verilmistir.

8. H(D,) genellestirilmig dual kuaterniyonlar kiimesi
H(D,) ={a+q"y:q,q" € Hvee, = —k* + 2key, }

tanimi yapilmis ve cebirsel 6zellikler belirtilmistir.
Q genellestirilmis dual kuaterniyonunun normu

(a+ kg, q")
Q =|lq+kq*|| + (e — k) —F——
1Qlex(p,) = |l I+ (ex — F) T k|
olarak belirlenmig, birim olma sartlari sunulmustur.

Bir genellestirilmis Q = a + bi + cj + dk dual kuaterniyonu icin @ =0+6*¢;, genellesti-

rilmis dual sayisi, Q’nun genellestirilmis dual arglimenti olarak tanimlanmis,

a ) vb2+c?2+d? bi+cj+dk
cosf =———— ve sinf = , —
HQHH(]DJ,C) HQHH(D,C) vb? 4 ¢? 4 d?
olmak Uzere,

Q= ||Q||H(Dk) (cos 6 + Nsin 6)

seklindeki gosterime Q’nun polar formu denilmisgtir.

9. Genellestirilmis birim has
V =cos(0 + (e, — k) 0") + Nsin (0 + (e, — k) 6)

dual kuaterniyonunun, R3’de bulunan ve V’ye karsilik gelen yonli dogru in etrafinda 0
acisi kadar donduren ve ayni zamanda I dogrultusunda 0* mesafesinde 6teleyen bir vida

hareketi tanimladigi gosterilmistir.
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